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Exercice1
Mêmesi lors de la séancedeTD, lescalculsont ét́e fait avec
d
�
t ��� 0 poursimplifierlespropos,danscecorrigé lesrésultats

sontdonńesavecd
�
t ���� 0. Le corrigédonneainsiuneillustra-

tion demod́elisationmultivariable.
1. Le syst̀ememécaniqueestdécritparleséquations:

d
�
mv
�
t ���

dt
� u

�
t � dy

�
t �

dt
� v

�
t �

Enchoisissantle vecteurd’étatx���
	 y ẏ � (position,vitessede
l’engin) le mod̀eled’étatest:�
� 
� ẋ � � 0 1

0 0 � x � � 0
1 � � u � d �

y � � 1 0 � x � 0
�
u � d �

Le syst̀emes’écrit aussi:

ÿ
�
t ��� 1

m
u
�
t �

Safonctiondetransfertest:

G
�
p��� 1

p2

Remarque: la repŕesentationd’étatestsousforme compagne
decommande(voir annexe A.3.1dupoly).

A l’aide du logiciel MATLAB :� Définir le syst̀eme avec g=ss(A,B,C,D) ou
G=tf(num,den).� Vérifier quelesmod̀elessontéquivalentsavectf(g) par
exemple.

2. Pour étudierla stabilité du syst̀emeboucĺe en fonction de
K, on peut déterminersa fonction de transfert et analyser
le polynôme caract́eristique(dénominateurde la fonction de
transfert).Y

�
p� , la transforḿeedeLaplacedey

�
t � , s’exprime

enfonctiondeYc
�
p� etD

�
p� dela façonsuivante:

Y
�
p��� G

�
p� � U � p��� D

�
p���

Y
�
p��� KG

�
p� � Yc

�
p��� Y

�
p����� G

�
p� D � p�

Y
�
p� � 1 � KG

�
p����� KG

�
p� Yc

�
p��� G

�
p� D � p�

Y
�
p��� KG

�
p�

1 � KG
�
p� Yc

�
p��� G

�
p�

1 � KG
�
p� D � p�

Y
�
p��� K

p2 � K
Yc
�
p��� 1

p2 � K
D
�
p�

De cetteexpression,on tire le polynômecaract́eristiquedont
lesracinessont � j � K. Lesdeuxpôlessontimaginairespurs,
doncle syst̀emeesten limite de stabilité et présenteun com-
portementoscillatoireen régime transitoire(d’autantplus os-
cillatoirequeK estélevé).

On retrouve le mêmerésultaten traçant le lieu d’Evanssous
MATLAB : rlocus(g).
3. La repŕesentationd’étatdu proćed́e donńeeen1. estutilisée
pourdéterminercelledusyst̀emeenboucleferméesachantque
u estremplaće parK

�
yc � y� :�� � ẋ � Acx � Bc

�
u � d �

y � Cx
u � K

�
yc � y� "! ẋ � �

Ac � BcKC � x � BcKyc � Bcd
y � Cx

cequi conduità :�
� 
� ẋ � � 0 1� K 0 � x � � 0
K � yc � � 0

1 � d

y � � 1 0 � x
Ici le syst̀emeadmetplusieursentŕees(d etyc) dontlesactions
surle syst̀emenesontpasidentiques.
Le logiciel MATLAB ne manipulepas les équationssymbol-
iques. C’estpourquoicemod̀eledépendantd’un élémentnon
choisiK n’estpaspossibleà obtenir. Pourun choix devaleur
de K le mod̀ele peutêtreobtenu,la démarcheest légèrement
complexe,nousnela détaillonspasici.
4. G

�
z� , la transforḿeeenz du proćed́e (préćed́e du bloqueur

d’ordrezéro)échantillonńeestdonńeeparla formulesuivante:

G
�
z���$#%	B0

�
p� G � p�&��� z � 1

z
# � G � p�

p �
1



cequi, apr̀essimplification,comptetenudela valeurdeT � 2s,
donne:

G
�
z��� 2

�
z � 1��

z � 1� 2
Unerepŕesentationd’étatpossibledu proćed́e qui conserve la
notion de positionet vitessesur les composantesde l’ étatest
obtenueparlesformules:

Ad � eAcT ' Bd �)( T

0
eAcαBdα ' Cd � Cc

' Dd � Dc

Lescalculsdecesmatricesa ét́evu encours.On trouve:�
� 
� xk * 1 � � 1 T
0 1 � xk � � T2 + 2

T � � uk � dk �
yk � � 1 0 � xk

SoitpourT � 2s :�
� 
� xk * 1 � � 1 2
0 1 � xk � � 2

2 � � uk � dk �
yk � � 1 0 � xk

Le premierétatdecemod̀ele(x1k) correspond̀a la positiondu
véhiculeéchantillonńeeà T � 2s et le deuxìemeétat(x2k) cor-
respond̀a la vitesse.
Le résultatse retrouve en utilisant le logiciel MATLAB et la
fonction“continuousto discrete”:
gd=c2d(g,2,’zoh’) : si g estun mod̀eledansl’espaced’état
alorsgd également.Mêmecomportementaveclesfonctionsde
transfert.2 estla périoded’échantillonage.’zoh’ indiqueque
le syst̀emeestpréćed́e d’un bloqueurd’ordrezéro.
5. OnpeutdéterminerY

�
z� , la transforḿeeenz deyk, enfonc-

tion deYc
�
z� etD

�
z� :
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z���
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�
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�
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Y
�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
z� Yc

�
z��� G

�
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�
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Y
�
z��� 2K

�
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�
z��� 2

�
z � 1� D � z�

z2 � 2
�
K � 1� z � � 2K � 1�

Ce résultatse retrouve égalementen utilisant les équations
récurrentes.Celledu syst̀emeenboucleouvertes’écrit facile-
ment,enutilisantlescoefficientsdunumérateuret du dénomi-
nateurdeG

�
z� :

yk * 2 � 2yk * 1 � yk � 2uk * 1 � 2dk * 1 � 2uk � 2dk

En reportantl’ équationdu bouclageuk � K
�
yck � yk � dans

l’ équation préćedente, on obtient l’ équation récurrenteen
bouclefermée:

yk * 2 � 2
�
K � 1� yk * 1 � � 2K � 1� yk �

2K
�
yck- 1 � yck ��� 2

�
dk * 1 � dk �

ce qui permet de retrouver immédiatementl’expressionde
Y
�
z� .

La repŕesentationd’état du syst̀emeéchantillonńe boucĺe est
détermińeeen reportantl’ équationde bouclageuk � K

�
yck �

yk ��� Kyck � KCxk dansl’ équationd’étatdusyst̀emeéchantil-
lonnéenboucleouverte.On trouve:�
� 
� xk * 1 � � 1 � 2K 2� 2K 1 � xk � � 2K

2K � yck � � 2
2 � dk

yk � � 1 0 � xk

Autre solution: pour unevaleurde K donńeefixée le calcul
de la boucleferméepeutse faire à l’aide de MATLAB. (voir
question3.)

La stabilité dessyst̀emeslinéairesà tempsdiscretest équiv-
alenteà l’appartenancedespôlesau disqueunité. Une façon
d’étudierla stabilité de la boucleferméeestde tracerle lieu
d’Evansdusyst̀emediscretG

�
z� et étudierpourquellesvaleurs

de K les pôles appartiennentau disque unité. Le logiciel
MATLAB permetcetteopération:
>>rlocus(gd);
>>zgrid;
Au résultaton observe quele syst̀emeboucĺe n’estpasstabil-
isableparunerétroactiontellequeK . 0.

6.Le syst̀emecontinuboucĺedela figure1 admetcommefonc-
tion detransfert(onconsid̀erequela perturbationestnulle) :

H
�
p��� K

p2 � K

La transforḿeeenzduproćed́e(préćed́e d’un bloqueurd’ordre
zéro)échantillonńeest:

H
�
z���$#%	B0

�
p� G � p�&��� z � 1

z
# � H � p�

p �
cequi pourl’ échantillonnageconsid́eŕe (T � 2s) conduità:

H
�
z�/� z � 1

z
#0� 1

p
� p

p2 � K �� z � 1
z 1 z

z � 1
� z

�
z � cos

�
2T � K ���

z2 � 2zcos
�
T � K ��� 1 2

En utilisant le logiciel MATLAB H
�
z� estobtenuèa la donńee

deK fixéet deG
�
p� :

>>h=feedback(g*K,1);
>>hd=c2d(h,2,’zoh’);
Onremarqueenfaisant
>>pzmap(hd);zgrid;
queles pôlesde H

�
z� sonttoussituéssur le cercleunité. La

discŕetisationdeH
�
p� dont lespôlessontsur l’axe imaginaire

(limite de stabilité en continu) renvoie un syst̀eme dont les
pôlessontsurle cercleunité (limite destabilitéendiscret).
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Exercice2
1. De manìere immédiate, en utilisant les coefficients de
l’ équation3 récurrente,ontrouve:

G
�
z��� Y

�
z�

U
�
z� � 1

z2 � 3z � 2

2. On peutfacilementdonnertrois repŕesentationsd’étatdece
syst̀emediscret.
2.1.Formecanoniquedecommandeavecmatriced’évolution
“compagnehorizontale”�
� 
� xk * 1 � � 0 1� 2 3 � xk � � 0

1 � uk

yk � � 1 0 � xk

2.2.Formecanoniqued’observationavecmatriced’évolution
“compagneverticale”�
� 
� xk * 1 � � 0 � 2

1 3 � xk � � 1
0 � uk

yk � � 0 1 � xk

2.3.Formediagonale

Il faut d’abord extraire les pôlesdu syst̀eme(c’est-̀a-dire les
racinesdudénominateurdela fonctiondetransfert)et écrirela
décompositionenélémentssimplesdeG

�
z� :

z2 � 3z � 2 � �
z � 1� � z � 2� G

�
z��� � 1

z � 1
� 1

z � 2

Onendéduituneréalisationoù la matriced’étatestdiagonale:�
� 
� xk * 1 � � 1 0
0 2 � xk � � � 1

1 � uk

yk � � 1 1 � xk

3. On calcule la réponsede ce syst̀emede trois manìeres,à
partirdel’ équationrécurrentepuisdela fonctiondetransfertet
enfindela repŕesentationd’état.
3.1.Applicationdirectedel’ équationrécurrente

Celle-ciimplique:

yk * 2 � uk � 3yk * 1 � 2yk

Sachantqueuk � 14 k . 0 etqueuk � 04 k 5 0, pourleséchan-
tillons correspondant̀a k 687�� 2; � 1;0;1;2;3 9 , on trouve re-
spectivement:

y0 � 0;y1 � 0;y2 � 1;y3 � 4;y4 � 11;y5 � 26

S’il est difficile d’affirmer directementque yk s’exprime ex-
plicitementen fonction k, quel quesoit k . 0, on peutnéan-
moinssupposer, à la vuedespremìeresvaleurs,que:

yk �:� � k � 1��� 2k 4 k . 0

On peutdémontrercetteaffirmation par récurrence.On sup-
posequela propríet́e estvraieauxrangsk et k � 1. on a alors
poutoutK . 0 :

yk * 2 � 3yk * 1 � 2yk � uk

yk * 2 � 3
�
2k * 1 � � k � 2���,� 2

�
2k � � k � 1����� 1

yk * 2 � �
2 � 1� 2k * 1 � 3k � 6 � 2k * 1 � 2k � 2 � 1

yk * 2 � 2k * 2 � 2k * 1 � 2k * 1 � 2k � 3k � 6 � 2 � 1

yk * 2 � 2k * 2 � � k � 3�
Ceraisonnementestvalable4 k . 0, c’est-̀a-dire 4 uk � 1, donc
la formuleestvalable4 k . 0.
3.2.A partir dela fonctiondetransfert

On peut utiliser la fonction de transfertG
�
z� décompośee en

élémentssimplespourdonnerl’expressiondeyk, sachantque:

U
�
z��� z

z � 1 Y
�
z�

z
� � 1�

z � 1� 2 � 1�
z � 1� � z � 2�

La décompositionenélémentssimplesdeY
�
z� + zpermetdedé-

duireuneexpressiondeY
�
z� :

Y
�
z�

z
� � 1�

z � 1� 2 � 1
z � 1

� 1
z � 2; Y

�
z��� � z�

z � 1� 2 � z
z � 1

� z
z � 2

CetteexpressiondeY
�
z� estfavorableà l’utilisation dela trans-

forméeinversede la transforḿeeen z et de sespropríet́es(cf
tableau,page93dupoly). Onobtient:

yk �)� � k � 1��� 2k

Pourlesvaleursdek � 0 '=<><><?' 4,on retrouve lesmêmesvaleurs
deyk et surtout,la suppositiondu §3< 2 estvérifiéecommeelle
le seraà nouveaudansle §3< 3
3.3.A partir del’ équationd’état

Onpeutsecontenter, enutilisantlesvaleurssuccessivesdeuk,
decalculerpourchaquek, lavaleurdexk * 1 etd’endéduirecelle
deyk * 1. Cependant,on peutaussiexprimer yk directementen
fonctiondek car:�
� 
� xk � Akx0 � k @ 1

∑
j A 0

Ak @ 1@ jBuj

yk � Cxk

Applicationnumériqueàpartirdela formediagonaleavecx0 �
0 :

yk �B� 1 1 ��C k @ 1

∑
j A 0

� 1k @ 1@ j 0
0 2k @ 1@ j � � � 1

1 � u j D
3



Pouru j � 14 j . 0, ona :

yk � � 1 1 �FEGGGGH �
k @ 1

∑
j A 0

�
1k @ 1@ j �

k @ 1

∑
j A 0

�
2k @ 1@ j �

IKJJJJL
Comme∑k M 1

j N 0 O 1kM 1 M j P estunesommedek termestouségauxà
1 et parunchangementd’ordredecomptagesurla sommedes
2k @ 1@ j, ona:

yk �
� k � k @ 1

∑
j A 0

2 j

Le termededroiterepŕesentela sommedestermesd’unesuite
géoḿetriquederaison2, donconendéduit:

yk �Q� k � 2k � 1
2 � 1

� 2k � 1 � k

3.3.Résolutionpartielle avecMATLAB

On commencepardéfinir le syst̀emediscretavec parexemple
unepériodeT � 0 < 5s:
>>G=tf(1,[1 -3 2],1);
puisonutilise la fonctionstep :

>> y=step(G,0:0.5:5)

y =
0
0
1
4
11
26
57

120
247
502
1013

Ici l’argument0:0.5:5 désigneun vecteurdont les éléments
vontde0 à5 et échelonńestousles0.5.Onobtientainsiles11
premìeresvaleursdela sortiey.
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