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Exercicel

Mémesi lors de la seancede TD, les calculsont &t fait avec
d(t) = 0 poursimplifierlesproposdanscecorrigé lesrésultats
sontdonrésavecd(t) # 0. Le corrigé donneainsiuneillustra-
tion democklisationmultivariable.

1. Le syskmemeécaniqueestdécrit parleséquations
Enchoisissante vecteurd’étatx’ — [y y ] (position,vitessede
I'engin) le mockled’étatest:

d(myt)) dy(t)
dt = u(t) dt =v(t)

. 0 1 0
- 8] 2
y = [1 0]x + O(u+d)
Le sysemes’écritaussi:
1
y(t) = —u(t
j(t) = ~u(t)
Safonctiondetransfertest:
1
G(p) = =
(p) 2

Remarque la repésentatiord’ étatestsousforme compagne
decommanddvoir annee A.3.1dupoly).

A l'aide dulogiciel MATLAB :

e Définir le syseme avec ou

G=tf(num den).

g=ss(A B, C D

o Veérifier queles mocklessontéquialentsavect f (g) par
exemple.

2. Pour étudierla stabilite du sysemebouck en fonction de
K, on peut déterminersa fonction de transfertet analyser
le polyndme caracéristique (denominateurde la fonction de
transfert).Y(p), la transfornéede Laplacede y(t), s’exprime
enfonctiondeY¢(p) etD(p) dela faconsuivante:

Y(p) = G(p)(U(p) +D(p))
Y(p) = KG(p)(Ye(p) = Y(p)) + G(p)D(p)
Y(p)(1+ KG(p)) = KG(p)Yc(p) +G(p)D(p)

_KG(p) G(p)
Y(p) = mYC(p)+mD(p)
Y(p) = szﬁYc(p)erD(p)

De cetteexpression,on tire le polyndme caracéristiquedont
lesracinessont+j+/K. Lesdeuxpdlessontimaginairespurs,
doncle sysemeestenlimite de stabilite et présenteun com-
portementoscillatoireen régime transitoire(d'autantplus os-
cillatoire queK estélevé).

On retroue le mémerésultaten tragantle lieu d’Evanssous
MATLAB : rlocus(g).

3. Larepgésentationl’ étatdu procece donreeen 1. estutilisée
pourdéterminercelle dusysemeenboucleferméesachantjue
u estremplaé& parK (yc—) :

X = AcX + Bg(u+d)
y = Cx
u = K-y
{)’( = (Ac—BcKC)x + BeKy: + Bcd
=
y Cx

cequi conduita:

St [ - L2
y = [1 0]x

Ici le sysemeadmetplusieursentiees(d ety;) dontlesactions
surle sysemenesontpasidentiques.

Le logiciel MATLAB ne manipulepasles équationssymbol-
iques. C'estpourquoice mockle dependand’un élémentnon

choisiK n’estpaspossiblea obtenir Pourun choix de valeur
de K le mockle peutétre obtenu,la demarcheestlégerement
complee, nousnela détaillonspasici.

4. G(z), latransforngéeen z du procgce (précece du bloqueur
d’ordrezéro)echantillon@estdonréeparla formulesuvante:

e

_z-1

G(2) = Z[Bo(P)G(P)] = —;



cequi, apessimplification,comptetenudelavaleurdeT = 2s,

donne: 224 1)
z
=1y

Unerepiesentatiord’ étatpossibledu procgce qui consere la
notion de positionet vitessesur les composantede I’ étatest
obtenueparlesformules:

)
A= T | Bd:/O &9Bda , Cy=Cc , Dg = Dq

Lescalculsdecesmatricesa éte vu encours.Ontrouve::

17T T2/2
Xyl = [o 1]Xk + [ T/ ](uk+dk)
Y% = [1 0]x
SoitpourT = 2s:
1 2 2
o P
Y% = [1 0]x

Le premierétatde cemockle (x1,) correspondi la positiondu
véhiculeéchantilloneed T = 2s etle deuxiémeétat(xy, ) cor-
responchla vitesse.

Le résultatse retrouwe en utilisant le logiciel MATLAB et la
fonction“continuousto discrete”™:

gd=c2d(g, 2, zoh") : sig estun mockle dansl'espaced’état
alorsgd égalementMémecomportemenaveclesfonctionsde
transfert.2 estla périoded’échantillonage’ zoh’ indiqueque
le syskmeestprécce d’'un bloqueurd’ordre zéro.

5. Onpeutdéterminely (z), la transfornéeenz deyy, enfonc-
tion deY;(z) etD(z) :

Y(2)

G(7)(U(2) +D(2))
Y(z2) = KG(2)(Ye(2) - Y(2)) + G(2)D(2)
Y (2)(1+KG(2)) = KG(2)Y:(2) + G(2)D(2)

_ _KG(@ G(2)
Y@= 17 ke@ @t 1rKkep P
v(z = K2+ ¥(@ +2(z+ 1)D(Z)

22+ 2(K-1)z+ (2K +1)

Ce résultatse retrouve ggalementen utilisant les équations
recurrentesCelle du sysemeen boucleouvertes’écrit facile-

ment,en utilisantles coeficientsdu numérateuret du dénomi-

nateurde G(2) :

Yit2 — 2Yka1+ Yk = 2Ukq1+ 20k41 + 2Uk 4 20k

En reportantl’ équationdu bouclageu, = K(yg, — Yk) dans
I' equation précedente, on obtient I' équation récurrenteen
bouclefermée:

Yie2+ 2(K—1)yig1+ 2K+ Dyk =
2K (Yo 1 + Yo ) + 2(Ak1+ i)

ce qui permetde retrouver immédiatement’expressionde
Y(2).

La repiesentatiord’ état du syseéme échantillon@ bouck est
détermireeen reportant’ équationde bouclageuy = K(ye, —

Vi) = Kyg, — KCx¢ dansl’ équationd’étatdu sysemeéchantil-
lonnéenboucleouverte.Ontrouve:

| 1-2K 2 2K 2 d
Xk+1 = —2K 1 X+ 2K ka+ 2 k
Yk = [1 0]x

Autre solution: pourunevaleurde K donreefixéele calcul
de la bouclefermée peutsefaire a I'aide de MATLAB. (voir
guestion3.)

La stabilitt dessysemeslinéairesa tempsdiscretest équiv-
alentea I'appartenancelespbdlesau disqueunité. Une fagon
d’étudierla stabilite de la bouclefermée estde tracerle lieu
d’Evansdu sysemediscretG(z) etétudierpourquellesvaleurs
de K les poles appartiennenfau disque unité. Le logiciel
MATLAB permetcetteopération:

>>r| ocus(gd);

>>zgrid;

Au résultaton obsere quele sysemebouck n'est passtabil-
isableparunerétroactiortelle queK > 0.

6. Le sysemecontinubouck dela figure 1 admetcommefonc-
tion detransfert(on consicerequela perturbatiorestnulle) :
K
H(p) = —

Latransfornéeenzdu procece (précece d'un bloqueurd’ordre
zéro)échantillonre est:

H(2) = ZBo(p)G(p)] = 22 2 [@]

z p
cequi pourl’ échantillonnageonsiceré (T = 2s) conduita:

_z-1 11 p
Tz p p?+K

H(2)

_z-1( z z(z— cog2TV/K))
"z \z-1 2-2zcoqTVK)+1

En utilisantle logiciel MATLAB H(z) estobtenuea la donrée
deK fixéetdeG(p):

>>h=f eedback(g*K, 1);

>>hd=c2d(h, 2," zoh’);

Onremarqueenfaisant

>>pzmap(hd) ; zgri d;

queles pdlesde H(z) sonttoussituéssur le cercleunité. La
disciétisationde H(p) dontles pdlessontsurl'axe imaginaire
(limite de stabilitt en continu) renvoie un sysemedont les
polessontsurle cercleunité (limite destabilite endiscret).



Exercice?2
1. De manére immédiate, en utilisant les coeficients de
I' equatiorrécurrentepntrouve :

Y(z) 1
Uz 2-3z+2

G(Z) =

2. On peutfacilementdonnertrois repesentations’ étatde ce
sysemediscret.

2.1. Formecanoniquede commandevecmatriced’évolution
“compagnehorizontale”

T o 1 0
Xk+1 = -2 3 X+ 1 Uk
% = [1 0]x

2.2.Forme canoniqued’observationavecmatrice d’évolution
“compagneverticale”
+ L u
Xk o | Y

_Jo -2
I

[0 1]x

Xic+1

Yk
2.3.Formediagonale

Il faut d’abord extraire les poles du syseéme (c’esta-direles
racinedu dénominateudela fonctiondetransfert)et écrirela
décompositiorenélementssimplesde G(2) :

Z-32+42=(z-1)(z-2)

-1 1
z-1 z-2
Onendéduituneréalisationou la matriced’ étatestdiagonale

= G(Z) =

10 -1
Xk+l = [O 2:|Xk + [ 1:|Uk
= [1 1]x

3. On calculela reponsede ce sysemede trois mangeres,a
partirdel’ équatiorrécurrentgpuisdela fonctiondetransfertet
enfindela repiésentatiord’ état.

3.1.Applicationdirectedel’ equationrécurente

Celle-ciimplique:
Yit2 = Uk + 3Yk+1 — 2¥k

Sachangueux = 1¥k > O etqueuy = OVk < O, pourleséchan-
tillons correspondana k € {—2;—1;0;1;2;3}, on trouve re-
spectvement:

Yo=0;y1=0;y2=1y3=4;y4=11,y5 = 26

S'il estdifficile d’affirmer directementque yx s'exprime ex-

On peutdéemontrercetteaffirmation par réecurrence.On sup-
posequela propriéte estvraie auxrangsk etk+ 1. onaalors
poutoutK > 0:

Yir2 = Y1~ 2k + Uk

Yirz = 32— (k+2)) = 2(2— (k+1)) +1
Yet2 = (24+1)2F1 - 3k—6- 21 2k+2+1
Yo = 242 4 k1 _ D+l 4 ok 3k—6+2+1
Yirz = 242 — (k+3)

Ceraisonnemengstvalablevk > 0, c’esta-direYu, = 1, donc
la formuleestvalablevk > 0.
3.2.A partir dela fonctiondetransfert

On peututiliser la fonction de transfertG(z) décompose en
elementssimplespourdonner’expressiordeyy, sachangue:

-1 1
2" =1 (z-2)

La décompositiorenélementssimplesdeY(z) /z permetdedé-
duireuneexpressiordeY (2) :

z (z-1)

Y@ _ -1 1 1

z (z—1)2_2—1+z—2

—Z V4 V4

Y@= (z—1)2 —1t722

CetteexpressiordeY (z) estfavorableal'utilisation delatrans-
forméeinversede la transfornéeen z et de sesproprietes(cf
tableaupage93 du poly). On obtient:

Yi=—(k+1)+2¢

Pourlesvaleursdek = 0, ..., 4, on retroue les mémesvaleurs
deyk etsurtout,la suppositiordu 83.2 estvérifieecommeelle
le seraanouveaudansle §3.3

3.3.A partir del’ équationd’ état

On peutsecontenterenutilisantles valeurssuccessiesde u,
decalculempourchaquek, lavaleurdexy 1 etd’endéduirecelle
deyk+1. Cependanton peutaussiexprimer yy directemenen
fonctiondek car:

k-1
i
Xq A + Z)A =iy
=

Cx¢

Yk

Applicationnumériquea partirdela formediagonalevecxy =

plicitementen fonction k, quel que soit k > 0, on peutnéan- 0

moinssupposerala vue despremiresvaleursgue:

Yk =—(k+1)+2vk >0

1k— 1—j 0

st 5[0 03 )



Pouruj =1Vj > 0,0na:

k—1

-3 @)

w=[11]| 4

3 (27

Commez'j‘;é(lk—l—j) estunesommedek termestouségauxa
1 et parunchangement’ordre de comptagesurla sommedes

2k-1-i ona:
k=1
Yk = —K+ Z)ZJ
J:

Le termededroiterepesentda sommedestermesd’une suite
geonetriquederaison2, doncon endéduit:

3.3.Résolutionpartielle avecM ATLAB

On commencepar définir le sysemediscretavec parexemple
unepériodeT = 0.5s;

>>Gtf(1,[1-3 2],1);

puison utilise la fonctionst ep :

>> y=step(G 0:0.5:5)

y:

= O O

4
11
26
57

120
247
502

1013

Ici 'argument0: 0. 5: 5 désigneun vecteurdont les eléments
vontdeO a5 etécheloniéstousles0.5. On obtientainsiles 11
premeresvaleursdela sortiey.



