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Exercicel En multipliant en hautet en baspar 6 on trouve doncen pre-

) miéreapproximation
1l.a Echantillonnage.

(z—1)(—24(2z— 1) +17(3z—- 1))

Premierementon calculele sysemecontinuH (p) obtenu H(z) =
parla rétroactiondeF (p) surG(p) : (3z—-1)(2z-1)
3P +4z-7
(p):i - 62-5z+1
1+F(p)G(p)
p(p+ 38.08) i

" (p+1)(p+3808) + p(p—21.16) 1.b Réponseemporelle.
p(p+ 38.08) LespdlesdeH(p) sontl/2=0.5et1/3=0.33. lls sont
~ 2p2+17.92p+38.08 de modulestrictementnférieura l'unit &, le sysemeestdonc
0.5p(p+ 38.09) asymptotiquemerstable.La réponsex un 'eche_lonuni_tairede
= 02+ 8.96p+ 19.04 H (p) estdoncconvergenteetcorvergeversle gainstatique Ce

gainstatiquesecalculecommesuit :

Le calculdeH (2) sefait delafagonsuivante:
3+4-7

HE=1=6"571"

, , . , _ , . pourtoutsignald’entreedutypeéchelonje sysemeH (p) con-
Pour faire ce calcul il estnécessairale faire la decomposi- vergeverso.

tion enélementssimplesde H(p)/p etdoncde détermineles

racinesdu polyndbmep? + 8.96p+ 19.04: Le tempsde cornvergencese caracériseparla constantele
tempsdu modele pluslent. Le modele pluslentestdonreé par
Vb= lV 8.96/—4+19.04=2.03 le pdle demodulele plusgrandi,ici 1/2 = 0.5. Saconstantele
pL= g(—8~96— 2.03)=-5.50 tempsvérifie la relation suivante (analogieavec les sysémes
P2 = 5(—8.96+2.03) = —3.47 continus):
Ainsiona: 05=€"" = 1=029%
H(p) 0.5p+19.04 ) _ )
p  (p+550)(p+3.47) 1.c Représentationd’ état.
_ 05(=550+1904 1 05(—347)+1904 1

La repiesentatiormodaled’un sysemedonre par safonc-

tion detransfertsededuitdela decompositiorenélementsim-
_ —802 8.53 ple:

= p1550 " pt+347

= ~(-550+347) pi550 T (=3474550) pi347

L'opérationd’échantillonnage la périodeT = 0.2 conduita: H(z) — } 37 +4z-7-32+252-05
2 622 —5z+1

z-1 z z 6.52— 7.5

e R pCEE)

_z-1 [ 4853 ] _65/2-75 6.5/3-7.5
= 0 33 z-0.50 (2z—1)(3/2—1) ' (2/3-1)(3z—1)

(z—1)(—8.02(z— 0.50) + 8.53(z— 0.33)) _85 16

(z—0.33)(z—0.50) “Z—1t3:-1



On définit, parexemple les étatssuivants: Exercice?2

-85 16 2.a Discrétisation.
) =57 (@=5"7
U DéslorsqueF (p) estuncorrecteupourle sysemeG(p) de
2X1,.., — X1, = —8.5Ug 3y, , — X1, = 16Uk lafigure 1 et & conditionquela périoded’échantillonnagsoit
i i sufisammenfaible,on peutestimerquedesversionsdiscretes
La sortiede mesuresed’ éfinit commesuit : deF (p) obtenueparapproximatiorserontappropréespourle
1 1 syseémeG(p) échantillonré. Lestrois approximationsuesen
Y2 =(HR-5V@ =Y -5U@) =Xa(2) +X(z) ~ courssont
Cequi conduitaumockle d’état: ¢ Discrétisationavant(p ~ Z%l) quidonne:
B 1/2 0 _4.95 (2= E(2 1 _Z= 1-0.2% 21.16: z—-5.23
Ker1 = [ 0 1/3 ] % [ 5.33 ] t @ =FF7)= 15 02+2808~ 276862
= [1 1]X « Discrétisationarrigre(p ~ %) qui donne:
On endéeduit donc,sansmodifier les équationgle I évolution F(2) = F z-1 z-1-02x2116z 323z+1
delétat,quela sortiedu sysemeH z) suitla régle suivante: (2) =F( Tz )= z—14+0.2%2808 1-862
1 iscrétisati i 221\ qui :
Yk = [ 11 ]xk_|_ Quk o DiscrétisationTustin(p ~ T(z+l)) quidonne:

_ 2z-2-02%2116(z+1)

T 2z—2+0.2%2808(z+1)
2.23z2+6.23

© 9.62z+5.62

_ (A=Y
1.d Retour proportionnel. Rz = F(T(z+l))

Pourévaluerlesretourgproportionneladmissible®ncom- =
menceparcalculerle mockle bouck global:

@ KH(2) 2.b Réponsegemporelles.
1+KH(2 Le comportementemporelde chacunde cescorrecteursa
_ K(32+4z-7) tempsdiscretsecaracgriseparleur pdlesrespectifs:
© 622—5z+1+K(322+4z-7)
_ K(3Z2+4z-7) _ N(2 F1 Cecorrecteuacommepdlez; = —6.62qui estdemodule
T (64+3K)Z2+ (4K -5)z+1-7K ~ D(2) sugerieura 1 et a partieréellenégative. Enréponsea un
échelonil rervoie doncun signaldivergentet oscillanta
Pourappliquere criterede Routh,il estnécessairele faire en la perioded’échantillonnage.
premierlieu unetransformatiorenw du polyndmecaracéris-
tique: F> Cecorrecteumcommepdlez, = 1/8.62= 0.12quiestde
moduleinférieura l etapartieréellepositive. Enréponse
(1_W)2D(i_m a un échelonil rervoie donc un signal corvergent non-
oscillant.
_ 2
=6+ BK)(liE,?_—;gl((l —E:/)vg% wW)(1+w) Fs Cecorrecteuncommepdlezz = —5.62/9.62= —0.59qui
estdemoduleinférieura 1 et a partieréelle négative. En
= (12— 8K)W2+ (10+ 20K)w+ 2 réponsei un écheloril renvoie doncun signalconvergent

etoscillantala perioded’échantillonnage.
Le critére de Routh pour les polyndmesdu seconddegré se
resumea testersi tous les coeficients du pOIynﬁme sontde De p|usi on peut remarquergue le Sysémer corverge p|us
memesigne: vite quele sysemeFs caril aun pdle dontle moduleestle plus

faible (0.12 < 0.59).
12-8K>0 = K< 3/2

10+20K>0 = K> -1/2 Les differencestres importantes entre les trois cor
2>0 = oui recteurs obtenus par disciétisation tiennent de la péri-
ode d"échantillonnage choisie pour G(p). En effet,
Le sysemeM(z) estasymptotiquemerstablesi: I'approximationmatrematiquepar une équationrécurrente
la périodeT = 0.2s du sysemeF(p) qui a uneconstantede
-1/2<K<3/2 tempst = 1/38.08~ 0.03sestforcementproblematique.



2.c Algorithme de commande.

D’apresle sckemablocona:

u(z) =K(z)c(2) -K(2)y(2 - F (2y(2)

Ainsi ensupposant(z) = O ontrouve:
u@ = (-g4 - Ehe
(32— 1)(1-92u(2) = (—2(1—-92) — (3z+1)(3z—1))y(2)

U
(2722 — 122+ 1)u(z) = (92 — 182+ 1)y(2)
U
(27-127 4+ 7%)u(z) = (9- 1821+ 7 2)y(2)

En appliguantmaintenanta transfornéeen Z inversea cette
équationpna:

27U — 1201+ Uk_2 = Oy — 18yk_1+ Yk—2
U
U = 55 (1201 — Uk—2 + 9yk — 18yi—1 + Yk—2)

Exercice3
3.a Modele.

Par définition le stock correspondh la differenceentrece
qui estdisponiblependantinesemainemoinscequi aét con-
somne:

Skl = S+ ak—Ck
En ajoutant cette équation aux deux autres donrees dans
I'enoné&etenconsickerantle vecteurd’ étatX, compog dessig-
nauxsy, ax etc, dand’ordre, onretrouve exactemente mockle
d’étatpropos.

3.b Equilibr e.

A I equilibreXy 1 = Xx = Xe, Ce QUi correspondux équa-
tionssuivantes

S=Sta—C = de = Ce
Qe = —0Se+ 8¢+ 0Som = Se = Som
Ce = Bae+ Chom = (1—PB)Ce = Chom

Ainsi I’ équilibreestpossibleuniquemensi 3 # 1. Souscette
conditionil esttel que:

Cnom

1-B

S = Som e=C—=

3.c Stabilitée.

Le polyndbmecaracéristiquedu syseémeestdonre par:

1 1 -1
P(z):det(zl—{—a 1 0 ])

0O B 0
Le calculdudéterminantionne:
P(2) =222+ (a+1)z—af = aZ + a2 + a1z+ ap

Onappliquele criterede Jurya cepolyndme:

ag+ax+ai+a= a(l-p)>0
ag—aptai—a=  34+0a(l+p)>0
a3 — |ag| = 1-l|aB/>0

agay — gz —ag+a3 =a(2p—1—ap?) >0

Cecritereestmaintenangvalué pourles difféerentschoix de a
et . Voici lescasdanslesquelde syskmen’estpasasympto-
tiguementtable:

e (a=1,B=1) caralors a(1—p)=0.

e (a=2,=0.5) caralors 1—|af|=0.
a=1,B=05) caralors a(28—1—ap?) = —0.25.

e (0=07,3=04) caralors a(2B—1—af? = -0.22.

(
(
(
(

Les deux autrescas correspondend des situationsasympto-
tiguementtablesEneffet, pour(a = 0.1, = 0.7) ontrouve:

a(1—B) =0.03
1—|ap|=0.93

3+a(l+pB)=3.17
a(2B—1—ap? =0.04

etpour(a =0.4,=0.9) ona:

a(1—B) =0.04
1—|ap|=0.64

3+a(l+pB)=3.76
a(2B—1-ap? =0.19

3.d Réponseemporelle.

La reponsetemporellede la figure 3 fait apparére quele
comportementemporeldominantdu sysemeestoscillatoire
et treslentementconvergent. Le modedominantdu syseme
estdoncun modeoscillantassod® a un pdle complexe dontle
moduleest prochede l'unité. Pluspréci€ment,le modeest
oscillanta unepérioded’erviron 7 semaines.

On peutremarquemue ce fonctionnementu magasinne
permetpasd’amortir rapidementesaléas(perturbationsyui
peuent intervenir dansl’entreprise. De plus, le phénonene
fortementoscillatoirepeutconduirea dessituationsou le stock
deviendraitnégatif ou du moinstrop faible pour satisfaireles
besoinsde I'entreprise. Il corvient d'améliorer la situationa
I'aide d’'unecommandeparretourd’état.

3.e Retour d’état.

Le calculdu retourd’étatdemandéout d’abordde veérifier
si le syskmeestcommandable.

0 1 02
c=[B AB AB’]=|1 0 O
0 08 0

On constatequerang” = 3, d’apresle theoemede Kalman,le
sysemeestcommandablell existe uneloi de commandepar
retourd’ étatqui permetde placerles pdlesdu syseme.

Le calculdecetteloi decommandesefait en’5 étapes



¢ Polyndmecaraceristiquedu sysemeenboucleouverte:

Pa(z) =det(d —A) =2 -2 =+ aZ+aiz+ay

¢ Onsouhaitevoir le sysemele plusrapidepossible C'est
adire, quesespoblesaientle modulele plusfaible (= 0).
Polyndme caracéristiguesouhaié du sysemeen boucle
ferméeestdonc:

Pagk(2) = 2 =24 02+ a1z+0ap

¢ Dansla basecanoniqualecommandéa loi decommande
parretourd’étatestdoncdela forme:

K=[ogp—a oi1—a1 ax—a |=[0 0 1]

¢ Matricede passagea la basecompagnelecommande

ms=B8
Mc=[m m mg] M, = Amg + a;B
m = Anb +a1B
Cequidonne:
-08 1 O 5 0 -25/4
Mc= 0 -11 M;l=|5 0 -5
-08 08 O 51 -5

e Gainderetourd’étatdansla basedu mockle:

K=KMil=[5 1 -5]

3.f Réponsetemporelle.

Etantdonre les équationsdu sysémeon calculedirecte-
mentde fagconitératve les échantillons.La premeresemaine

ona:
S1 1 1 -1 200 0 200
aa |=| -5 -1 5 300 | + 0 =| 200
C1 0O 08 0 300 100 340

La secondesemaind’ étatdevient:

) 1 1 —17 / 200 0 60
2 |=|-5 -1 5 200 |+ 0 |={ 500
C2 | 0 08 0 |\ 340 100 260

Et la troisiemesemainentrouve:

[ 1 1 17

sat)(@)(8)(2)

Au dela, cettevaleurde I’ étatestinchangee. Ceciestgaranti
parle fait quele sysemecommané parla loi deretourd’état
atoussespolesazéro: I' étatcorverge pile versl’ équilibreen
n= 3 échantillons.

60
500
260

300
500
500

3.9 Observateur

Le calculdel’obsenateumécessiteéout d’aborddeverifier
guele sysemeestobsenable:

C 1 0 O
o=|cAal=]1 1 -1
CA2 1 02 -1

On constatequerangO = 3, d’apresle theoemede Kalman,le
sysemeestobserable.

Le calculdel'obsenateursefait en5 étapes

o Polyndmecaracéristiquedu sysemeenboucleouerte:

Pa(z) =det(d — A =2 -2 =L+ a7 +aiz+a

¢ On souhaiteavoir un obsenateurdont les poles sonta
zéro:

Pa-tic(2) = 2 = 2 + 27 + Brz+Po

e Dans la base canonique d’obsenation le gain de
'obsenateurestdoncdela forme:

5 Bo—ao 0
H= Bl—al = 0
B2—ap 1

¢ Matricede passagea la basecompagnel’obsenation:

my mg=C
Mo= | mp mp = mgA+a,C
ms m = mA+aC
Cequidonne:
0O -08 O 0 0O 1
Mo=| 0 1 -1 Mol=| -5/4 0 O
1 0 0 -5/4 -1 0

e Gaindel'obsenateurdansla basedumockle:

. 1
H=MgH=|0
0
L’'obsenateurs’écritdonccommesuit :
Xer1 = (A—HC) X+ Buy + Hy
o 1 -1 A 0 1
= 0O O 0 X+ | 1 |uw+| O Yk
0 08 O 0 0



