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Exercice1

1.a Echantillonnage.

Premìerementon calculele syst̀emecontinuH
�
p � obtenu

parla rétroactiondeF
�
p � surG

�
p � :

H
�
p ��� G

�
p �

1 � F
�
p � G �

p �� p
�
p � 38� 08��

p � 1� � p � 38� 08��� p
�
p � 21� 16�� p

�
p � 38� 08�

2p2 � 17� 92p � 38� 08� 0 � 5p
�
p � 38� 08�

p2 � 8 � 96p � 19� 04

Le calculdeH
�
z � sefait dela façonsuivante:

H
�
z ���
	�� B0

�
p � H �

p ���� z � 1
z

	�� H �
p �

p


Pour faire ce calcul il est nécessairede faire la décomposi-
tion enélémentssimplesdeH

�
p ��� p et doncdedéterminerles

racinesdupolynômep2 � 8 � 96p � 19� 04:�
∆ � �

8 � 962 � 4 � 19� 04 � 2 � 03
p1 � 1

2

� � 8 � 96 � 2 � 03����� 5 � 50
p2 � 1

2

� � 8 � 96 � 2 � 03����� 3 � 47

Ainsi ona :

H
�
p �

p
� 0 � 5p � 19� 04�

p � 5 � 50� � p � 3 � 47�� 0� 5��� 5� 50��� 19� 04��� 5� 50� 3� 47� 1
p � 5� 50 � 0� 5��� 3� 47��� 19� 04��� 3� 47� 5� 50� 1

p � 3� 47� � 8 � 02
p � 5 � 50

� 8 � 53
p � 3 � 47

L’opérationd’échantillonnagèa la périodeT � 0 � 2 conduità :

H
�
z ��� z � 1

z

� � 8 � 02
z

z � e � T5� 50 � 8 � 53
z

z � e � T3� 47 �� z � 1
z

� � 8 � 02
z

z � 0 � 33
� 8 � 53

z
z � 0 � 50�� �

z � 1� � � 8 � 02
�
z � 0 � 50��� 8 � 53

�
z � 0 � 33����

z � 0 � 33� � z � 0 � 50�

En multipliant en hautet enbaspar 6 on trouve doncenpre-
mièreapproximation:

H
�
z ��� �

z � 1� � � 24
�
2z � 1� � 17

�
3z � 1����

3z � 1� � 2z � 1�� 3z2 � 4z � 7
6z2 � 5z � 1

1.b Réponsetemporelle.

Les pôlesde H
�
p � sont1� 2 � 0 � 5 et 1� 3 � 0 � 33. Ils sont

demodulestrictementinférieurà l’unit é, le syst̀emeestdonc
asymptotiquementstable.La réponsèa un échelonunitairede
H
�
p � estdoncconvergenteetconvergeversle gainstatique.Ce

gainstatiquesecalculecommesuit :

H
�
z � 1��� 3 � 4 � 7

6 � 5 � 1
� 0

pourtoutsignald’entŕeedutypeéchelon,le syst̀emeH
�
p � con-

vergevers0.

Le tempsdeconvergencesecaract́erisepar la constantede
tempsdumodele pluslent. Le modele pluslent estdonńepar
le pôledemodulele plusgrand,ici 1� 2 � 0 � 5. Saconstantede
tempsvérifie la relationsuivante(analogieavec les syst̀emes
continus):

0 � 5 � e � T ! τ " τ � 0 � 29s

1.c Représentationd’ état.

La repŕesentationmodaled’un syst̀emedonńe parsafonc-
tion detransfertsedéduitdela décompositionenélémentssim-
ple :

H
�
z �#� 1

2
� 3z2 � 4z � 7 � 3z2 � 2 � 5z � 0 � 5

6z2 � 5z � 1� 6 � 5z � 7 � 5�
2z � 1� � 3z � 1�� 6 � 5� 2 � 7 � 5�
2z � 1� � 3� 2 � 1� � 6 � 5� 3 � 7 � 5�

2� 3 � 1� � 3z � 1�� � 8 � 5
2z � 1

� 16
3z � 1
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Ondéfinit, parexemple,lesétatssuivants:

x1
�
z �$� � 8 � 5

2z � 1
x2
�
z ��� 16

3z � 1% %
2x1k & 1 � x1k ��� 8 � 5uk 3x1k & 1 � x1k � 16uk

La sortiedemesuresed’éfinit commesuit :

Ỹ
�
z ��� �

H
�
z �#� 1

2
� U �

z �$� Y
�
z �#� 1

2
U
�
z �$� X1

�
z ��� X2

�
z �

Cequi conduitaumod̀eled’état:

Xk � 1 � �
1� 2 0
0 1� 3 � Xk � � � 4 � 25

5 � 33 � uk

ỹk � ' 1 1 ( Xk

On endéduit donc,sansmodifier les équationsde l’ évolution
delétat,quela sortiedusyst̀emeH

�
z � suit la règle suivante:

yk � ' 1 1 ( Xk � 1
2

uk

1.d Retour proportionnel.

Pourévaluerlesretoursproportionnelsadmissiblesoncom-
menceparcalculerle mod̀eleboucĺeglobal:

M
�
z ��� KH

�
z �

1 � KH
�
z �� K
�
3z2 � 4z � 7�

6z2 � 5z � 1 � K
�
3z2 � 4z � 7�� K

�
3z2 � 4z � 7��

6 � 3K � z2 � �
4K � 5� z � 1 � 7K

� N
�
z �

D
�
z �

Pourappliquerle critèredeRouth,il estnécessairedefaire en
premierlieu unetransformationen w du polynômecaract́eris-
tique:�

1 � w � 2D
� 1� w

1� w �� �
6 � 3K � � 1 � w � 2 � �

4K � 5� � 1 � w � � 1 � w �� �
1 � 7K � � 1 � w � 2� �

12 � 8K � w2 � �
10 � 20K � w � 2

Le critère de Routh pour les polynômesdu seconddegré se
résumeà testersi tous les coefficients du polynômesont de
mêmesigne:

12 � 8K ) 0 " K * 3� 2
10 � 20K ) 0 " K )+� 1� 2

2 ) 0 " oui

Le syst̀emeM
�
z � estasymptotiquementstablesi :� 1� 2 * K * 3� 2

Exercice2

2.a Discrétisation.

DèslorsqueF
�
p � estuncorrecteurpourlesyst̀emeG

�
p � de

la figure1 et à conditionquela périoded’échantillonnagesoit
suffisammentfaible,onpeutestimerquedesversionsdiscr̀etes
deF

�
p � obtenuesparapproximationserontappropríeespourle

syst̀emeG
�
p � échantillonńe. Lestrois approximationsvuesen

courssont:, Discŕetisationavant(p - z � 1
T ) qui donne:

F1
�
z ��� F

� z � 1
T

��� z � 1 � 0 � 2 � 21� 16
z � 1 � 0 � 2 � 28� 08

� z � 5 � 23
z � 6 � 62, Discŕetisationarrière(p - z � 1

T z ) qui donne:

F2
�
z �$� F

� z � 1
T z

��� z � 1 � 0 � 2 � 21� 16z
z � 1 � 0 � 2 � 28� 08z

� 3 � 23z � 1
1 � 8 � 62z, DiscŕetisationTustin(p - 2� z � 1�

T � z � 1� ) qui donne:

F3
�
z �$� F

� 2� z � 1�
T � z � 1� ��� 2z � 2 � 0 � 2 � 21� 16

�
z � 1�

2z � 2 � 0 � 2 � 28� 08
�
z � 1���� 2 � 23z � 6 � 23

9 � 62z � 5 � 62

2.b Réponsestemporelles.

Le comportementtemporeldechacundecescorrecteurs̀a
tempsdiscretsecaract́eriseparleurpôlesrespectifs:

F1 Cecorrecteuracommepôlez1 �+� 6 � 62qui estdemodule
suṕerieurà 1 et à partieréellenégative. En réponsèa un
échelonil renvoie doncun signaldivergentet oscillantà
la périoded’échantillonnage.

F2 Cecorrecteuracommepôlez2 � 1� 8 � 62 � 0 � 12qui estde
moduleinférieurà1 et àpartieréellepositive.Enréponse
à un échelonil renvoie donc un signal convergent non-
oscillant.

F3 Cecorrecteuracommepôlez3 �
� 5 � 62� 9 � 62 �.� 0 � 59qui
estdemoduleinférieurà 1 et à partieréellenégative. En
réponsèa un échelonil renvoiedoncunsignalconvergent
etoscillantà la périoded’échantillonnage.

De plus, on peut remarquerque le syst̀emeF2 converge plus
vite quele syst̀emeF3 caril aunpôledontle moduleestle plus
faible(0 � 12 * 0 � 59).

Les différences très importantes entre les trois cor-
recteurs obtenus par discŕetisation tiennent de la péri-
ode d”échantillonnage choisie pour G

�
p � . En effet,

l’approximationmath́ematiquepar une équationrécurrentèa
la périodeT � 0 � 2s du syst̀emeF

�
p � qui a uneconstantede

tempsτ � 1� 38� 08 - 0 � 03s estforcémentprobĺematique.
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2.c Algorithme decommande.

D’aprèsle sch́emablocona:

u
�
z ��� K

�
z � c � z �#� K

�
z � y � z �#� F

�
z � y � z �

Ainsi ensupposantc
�
z �$� 0 on trouve:

u
�
z ��� � � 2

3z � 1 � 3z � 1
1� 9z � y � z �%�

3z � 1� � 1 � 9z � u � z ��� � � 2
�
1 � 9z �#� �

3z � 1� � 3z � 1��� y � z �%�
27z2 � 12z � 1� u � z �/� �

9z2 � 18z � 1� y � z �%�
27 � 12z � 1 � z � 2 � u � z ��� �

9 � 18z � 1 � z � 2 � y � z �
En appliquantmaintenantla transforḿeeen 	 inverseà cette
équation,ona :

27uk � 12uk � 1 � uk � 2 � 9yk � 18yk � 1 � yk � 2%
uk � 1

27

�
12uk � 1 � uk � 2 � 9yk � 18yk � 1 � yk � 2 �

Exercice3

3.a Modèle.

Par définition le stockcorrespond̀a la différenceentrece
qui estdisponiblependantunesemaine,moinscequi a ét́econ-
somḿe :

sk � 1 � sk � ak � ck

En ajoutant cette équation aux deux autres donńees dans
l’ énonćeetenconsid́erantle vecteurd’étatXk compośedessig-
nauxsk, ak etck dansl’ordre,onretrouveexactementle mod̀ele
d’étatpropośe.

3.b Equilibr e.

A l’ équilibreXk � 1 � Xk � Xe, cequi correspondauxéqua-
tionssuivantes:

se � se � ae � ce
" ae � ce

ae �0� αse � ae � αSnom
" se � Snom

ce � βae � Cnom
" �

1 � β � ce � Cnom

Ainsi l’ équilibreestpossibleuniquementsi β 1� 1. Souscette
conditionil esttel que:

se � Snom ae � ce � Cnom

1 � β

3.c Stabilit é.

Le polynômecaract́eristiquedusyst̀emeestdonńepar:

P
�
z ��� det 23 zI �546 1 1 � 1� α 1 0

0 β 7
89;:<

Le calculdudéterminantdonne:

P
�
z ��� z3 � 2z2 � �

α � 1� z � αβ � a3z3 � a2z2 � a1z � a0

Onappliquele critèredeJuryà cepolynôme:

a3 � a2 � a1 � a0 � α
�
1 � β �=) 0

a3 � a2 � a1 � a0 � 3 � α
�
1 � β �$) 0

a3 �?> a0 >@� 1 �.>αβ >@) 0
a0a2 � a1a3 � a2

0 � a2
3 � α

�
2β � 1 � αβ2 �=) 0

Cecritèreestmaintenant́evalué pour lesdifférentschoix deα
et β. Voici lescasdanslesquelsle syst̀emen’estpasasympto-
tiquementstable:, �

α � 1 A β � 1� caralors α
�
1 � β ��� 0., �

α � 2 A β � 0 � 5� caralors 1 �?>αβ >B� 0., �
α � 1 A β � 0 � 5� caralors α

�
2β � 1 � αβ2 ����� 0 � 25., �

α � 0 � 7 A β � 0 � 4� caralors α
�
2β � 1 � αβ2 ����� 0 � 22.

Les deux autrescascorrespondent̀a dessituationsasympto-
tiquementstables.Eneffet, pour

�
α � 0 � 1 A β � 0 � 7� on trouve:

α
�
1 � β ��� 0 � 03 3 � α

�
1 � β �/� 3 � 17

1 �?>αβ >C� 0 � 93 α
�
2β � 1 � αβ2 ��� 0 � 04

etpour
�
α � 0 � 4 A β � 0 � 9� ona :

α
�
1 � β ��� 0 � 04 3 � α

�
1 � β �/� 3 � 76

1 �?>αβ >C� 0 � 64 α
�
2β � 1 � αβ2 ��� 0 � 19

3.d Réponsetemporelle.

La réponsetemporellede la figure3 fait apparâıtre quele
comportementtemporeldominantdu syst̀emeestoscillatoire
et très lentementconvergent. Le modedominantdu syst̀eme
estdoncun modeoscillantassocíe à un pôle complexe dontle
moduleest prochede l’unit é. Plus préciśement,le modeest
oscillantà unepérioded’environ 7 semaines.

On peutremarquerquece fonctionnementdu magasinne
permetpasd’amortir rapidementdesaléas(perturbations)qui
peuvent intervenir dansl’entreprise. De plus, le phénom̀ene
fortementoscillatoirepeutconduireàdessituationsoù le stock
deviendraitnégatif ou du moins trop faible pour satisfaireles
besoinsde l’entreprise. Il convient d’améliorer la situationà
l’aide d’unecommandeparretourd’état.

3.e Retour d’ état.

Le calculdu retourd’étatdemandetout d’aborddevérifier
si le syst̀emeestcommandable.D �E' B AB AB2 (=� 46 0 1 0 � 2

1 0 0
0 0 � 8 0

89
Onconstatequerang

D � 3, d’apr̀esle théor̀emedeKalman,le
syst̀emeestcommandable.Il existe uneloi decommandepar
retourd’étatqui permetdeplacerlespôlesdusyst̀eme.

Le calculdecetteloi decommandesefait en5 étapes:
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, Polynômecaract́eristiquedusyst̀emeenboucleouverte:

PA
�
z �$� det

�
zI � A ��� z3 � z2 � z3 � a2z2 � a1z � a0, Onsouhaiteavoir le syst̀emele plusrapidepossible.C’est

à dire, quesespôlesaientle modulele plus faible ( � 0).
Polynômecaract́eristiquesouhait́e du syst̀emeen boucle
ferméeestdonc:

PA � BK
�
z ��� z3 � z3 � α2z2 � α1z � α0, Dansla basecanoniquedecommandela loi decommande

parretourd’étatestdoncdela forme:

K̃ �F' α0 � a0 α1 � a1 α2 � a2 (��G' 0 0 1 (, Matricedepassagèa la basecompagnedecommande:

Mc � ' m1 m2 m3 ( m3 � B
m2 � Am3 � a2B
m1 � Am2 � a1B

Cequi donne:

Mc � 46 � 0 � 8 1 0
0 � 1 1� 0 � 8 0 � 8 0

89
M � 1

c � 46 5 0 � 25� 4
5 0 � 5
5 1 � 5

89
, Gainderetourd’étatdansla basedumod̀ele:

K � K̃M � 1
c �G' 5 1 � 5 (

3.f Réponsetemporelle.

Etant donńe les équationsdu syst̀emeon calculedirecte-
mentde façon itérative les échantillons.La premìeresemaine
ona :HI

s1
a1
c1

JKMLENO
1 1 P 1P 5 P 1 5
0 0 Q 8 RTSU HI

200
300
300

JKWVXHI
0
0

100

JK.LYHI
200
200
340

JK
La secondesemainel’ étatdevient :HI

s2
a2
c2

JKMLENO
1 1 P 1P 5 P 1 5
0 0 Q 8 RTSU HI

200
200
340

JKWVXHI
0
0

100

JK.LYHI
60
500
260

JK
Et la troisièmesemaineon trouve:HI

s3
a3
c3

JK LENO
1 1 P 1P 5 P 1 5
0 0 Q 8 R SU HI

60
500
260

JK VXHI
0
0

100

JK LYHI
300
500
500

JK
Au del̀a, cettevaleurde l’ étatestinchanǵee. Ceciestgaranti

parle fait quele syst̀emecommand́e parla loi deretourd’état
a toussespôlesà zéro : l’ étatconvergepile versl’ équilibreen
n � 3 échantillons.

3.g Observateur.

Le calculdel’observateurnécessitetoutd’aborddevérifier
quele syst̀emeestobservable:Z � 46 C

CA
CA2

89 � 46 1 0 0
1 1 � 1
1 0 � 2 � 1

89
Onconstatequerang

Z � 3, d’apr̀esle théor̀emedeKalman,le
syst̀emeestobservable.

Le calculdel’observateursefait en5 étapes:, Polynômecaract́eristiquedusyst̀emeenboucleouverte:

PA
�
z ��� det

�
zI � A ��� z3 � z2 � z3 � a2z2 � a1z � a0, On souhaiteavoir un observateurdont les pôles sont à

zéro:

PA � HC
�
z ��� z3 � z3 � β2z2 � β1z � β0, Dans la base canonique d’observation le gain de

l’observateurestdoncdela forme:

H̆ � 46 β0 � a0
β1 � a1

β2 � a2

89 � 46 0
0
1

89
, Matricedepassagèa la basecompagned’observation:

Mo � 46 m1

m2

m3

89
m3 � C
m2 � m3A � a2C
m1 � m2A � a1C

Cequi donne:

Mo � 46 0 � 0 � 8 0
0 1 � 1
1 0 0

89
M � 1

o � 46 0 0 1� 5� 4 0 0� 5� 4 � 1 0

89
, Gaindel’observateurdansla basedumod̀ele:

H � M � 1
o H̆ � 46 1

0
0

89
L’observateurs’écrit donccommesuit :

X̂k � 1 � �
A � HC � X̂k � Buk � Hyk

� 46 0 1 � 1
0 0 0
0 0 � 8 0

89
X̂k � 46 0

1
0

89
uk � 46 1

0
0

89
yk
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