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Relation entrée / sortie dans ℝmin

y(t) = (h ∗ u)(t) =
⊕
�≥0

h(�)⊗ u(t − �)

= min
�≥0

h(�) + u(t − �)

avec u : entrée
y : sortie
h : fonction de transfert

Caractérisation

Fonctions compteurs → cumul d’événements dans le temps

Eléments de réseaux → serveurs, routeurs, etc.
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Mise en place de l’encadrement

Opérations et algorithmes
Conclusions
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Problématique

Relation entrée / sortie dans ℝmin

y(t) = (h ∗ u)(t) =
⊕
�≥0

h(�)⊗ u(t − �)

= min
�≥0

h(�) + u(t − �)

avec u : entrée
y : sortie
h : fonction de transfert
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h1 ⊕ h2 = min(h1, h2)

Mise en série

h1 ∗ h2 =
⊕

�≥0 h1(�)⊗ h2(t − �)

Bouclage

h★ =
⊕

i≥0 h
i avec h0 = e

Opérations à réaliser

⊕ : min
∗ : inf-convolution
★ : clôture sous-additive
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Systèmes (min,+)-linéaires
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Outils de calculs existants

Librairies : MinMaxGD, LISA 1 – COINC, LISA/INRIA 2

Complexités spatiale et temporelle élevées

Solution proposée

Encadrement des systèmes (min,+)-linéaires

Manipulation des bornes de l’intervalle

⇒ réduction de la taille des données
et de la complexité algorithmique

1. B. Cottenceau et al. : Data processing tool for calculation in dioid. WODES’00.

2. A. Bouillard et al. : A tool box for Network Calculus. VALUETOOLS’09.
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Systèmes (min,+)-linéaires
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Décomposition de f ∈ ℱacv :

partie concave Γ

déplacée dans le plan par Δk
T0

f

= Γ

∗Δk
T0

↙

↓

↘

0

t
T

k

Théorème 3 : Γ est une fonction sous-additive

Γ★ = Γ

3. J.Y. Le Boudec et al. : Network calculus... Springer. 2001.

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Encadrement de systèmes (min,+)-linéaires. 18 novembre 2009 11 / 27
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Décomposition de f ∈ ℱacv :
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intervalles

opérations

f = [ f , f ] ∈ F
g = [ g , g ] ∈ F

∘ = { ⊕, ∗, ★ }
(min, inf-convolution,
clôture sous-additive)

Il est possible que f ∘ g /∈ F

Fonctions d’inclusion 4

considérées

[∘] = { [⊕], [∗], [★] }

⎧⎨⎩
f[∘]g ⊃ f ∘ g

f[∘]g ∈ F
f[∘]g s’obtient en complexité linéaire

4. L. Jaulin et al : Applied interval analysis... Springer London. 2004.
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Mise en place de l’encadrement

Opérations et algorithmes
Conclusions

Approximations concave et convexe
Fonction d’inclusion du min
Fonction d’inclusion de l’inf-convolution
Fonction d’inclusion de la clôture sous-additive

Algorithme 1.1 : Approximation concave Ccv
Algorithme 1.2 : Approximation convexe Cvx

Recherche d’enveloppe convexe (marche de Graham 5)
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Mise en place de l’encadrement

Opérations et algorithmes
Conclusions

Approximations concave et convexe
Fonction d’inclusion du min
Fonction d’inclusion de l’inf-convolution
Fonction d’inclusion de la clôture sous-additive

L’opération ⊕ n’est pas interne à l’ensemble F ( 6 )
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Mise en place de l’encadrement

Opérations et algorithmes
Conclusions

Approximations concave et convexe
Fonction d’inclusion du min
Fonction d’inclusion de l’inf-convolution
Fonction d’inclusion de la clôture sous-additive

L’opération ⊕ n’est pas interne à l’ensemble F ( 6 )
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Systèmes (min,+)-linéaires
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f[∗]g = f ∗ g = [ f ∗ g , f ∗ g ]

7. K. Pandit et al : A transform for Network Calculus... MMCN’06.

8. J.Y. Le Boudec et al. : Network calculus... Springer. 2001.
E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Encadrement de systèmes (min,+)-linéaires. 18 novembre 2009 18 / 27
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f[∗]g = f ∗ g = [ f ∗ g , f ∗ g ]

Algorithme 3.1 : Borne inférieure 7

f ∗ g = (Γf ∗Δk
T0f

) ∗ (Γg ∗Δk
T0g

)

= (Γf ∗ Γg ) ∗ (Δk
T0f
∗Δk

T0g
)
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Déplacement dans le plan → Complexité en O(1)
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Mise bout à bout des parties affines triées par pentes
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Mise en place de l’encadrement

Opérations et algorithmes
Conclusions

Approximations concave et convexe
Fonction d’inclusion du min
Fonction d’inclusion de l’inf-convolution
Fonction d’inclusion de la clôture sous-additive

f ∗ g

8

7

6

5

4

0 2 3 4 5 6 7 8 9

9

1-1-2

k

t

1

2

3

f ∗ g

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Encadrement de systèmes (min,+)-linéaires. 18 novembre 2009 19 / 27
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Mise en place de l’encadrement

Opérations et algorithmes
Conclusions

Approximations concave et convexe
Fonction d’inclusion du min
Fonction d’inclusion de l’inf-convolution
Fonction d’inclusion de la clôture sous-additive

f ∗ g

8

7

6

5

4

0 2 3 4 5 6 7 8 9

9

1-1-2

k

t

1

2

3

f ∗ g

8

7

6

5

4

0 2 3 4 5 6 7 8 9

9

1-1-2 t

2

k

3

1

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Encadrement de systèmes (min,+)-linéaires. 18 novembre 2009 19 / 27
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et l’opération [★] doit s’obtenir en complexité linéaire
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et l’opération [★] doit s’obtenir en complexité linéaire
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et l’opération [★] doit s’obtenir en complexité linéaire
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Mise en place de l’encadrement

Opérations et algorithmes
Conclusions

Approximations concave et convexe
Fonction d’inclusion du min
Fonction d’inclusion de l’inf-convolution
Fonction d’inclusion de la clôture sous-additive

Borne inférieure : 1ère méthode
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Mise en place de l’encadrement

Opérations et algorithmes
Conclusions

Approximations concave et convexe
Fonction d’inclusion du min
Fonction d’inclusion de l’inf-convolution
Fonction d’inclusion de la clôture sous-additive

Borne inférieure : 1ère méthode
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f̂ = Δk0
T0
⊕Δk1

T1
⊕ . . .⊕Δkn

Tn
∗ Γ

Utilisation de f̂ afin de calculer la borne inférieure de f [★]

9. E. Le Corronc et al : Approximation convexe de systèmes (max,+)-linéaires.
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Systèmes (min,+)-linéaires
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Systèmes (min,+)-linéaires
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Propriété de la borne supérieure f
Bibliographie
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Annexes
Calcul de la borne inférieure de f[★]
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JDMACS’09.

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Encadrement de systèmes (min,+)-linéaires. 18 novembre 2009 31 / 27
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Annexes
Calcul de la borne inférieure de f[★]
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