
Encadrement de systèmes (min,+)-linéaires

Euriell Le Corronc — Bertrand Cottenceau — Laurent Hardouin

Laboratoire d’Ingénierie des Systèmes Automatisés
Université d’Angers
62, avenue Notre Dame du Lac
F-49000 Angers, France

{euriell.lecorronc,bertrand.cottenceau,laurent.hardouin}@univ-angers.fr

RÉSUMÉ. Inscrit dans le cadre de la théorie des systèmes (min,+)-linéaires, le travail présenté
ici s’inspire de l’approche ensembliste afin d’obtenir un conteneur de fonctions représentatives
de Systèmes à Événements Discrets. Il s’agit d’un intervalle dont la borne supérieure est une
fonction convexe et la borne inférieure est une fonction concave. Il est notamment montré que
les calculs – min, inf-convolution et clôture sous-additive – réalisés sur ces conteneurs sont de
complexité linéaire.

ABSTRACT. Based on the (min,+)-linear system theory, the work developed here takes the set ap-
proach as a starting point in order to obtain a container of functions representative of Discrete
Event Systems. The latter is an interval whose upper bound is a convex function and lower
bound is a concave function. In particular, it is shown that computations – min, inf-convolution
and sub-additive closure – carried out on these containers are of linear complexity.
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1. Introduction

Les Systèmes à Événements Discrets (SED) sujets à des phénomènes de synchro-
nisation et de délai peuvent être décrits par des modèles linéaires grâce à l’utilisa-
tion d’une structure algébrique particulière appelée dioïde ou encore semi-anneau
idempotent. Cette approche, analogue à la théorie conventionnelle en automatique
classique, est appelée théorie des systèmes (min,+)-linéaires (théorie détaillée dans
(Baccelli et al., 1992)). Les applications de cette théorie vont de la commande des SED
(toujours en analogie avec l’automatique classique) à de l’analyse de performances
(calcul du taux de production) dans des domaines variés tels que les systèmes de pro-
duction (Cottenceau et al., 2001), les réseaux de transport (Heidergott et al., 2006) ou
encore les réseaux informatiques (Le Boudec et al., 2001).

Grâce aux avancées dans ce domaine, il existe aujourd’hui des outils informa-
tiques, tels que la librairie MinMaxGD créée par le LISA (Cottenceau et al., 2000) ou
la bibliothèque de calcul COINC pour le Network Calculus (Lagrange, 2007), per-
mettant de représenter ces systèmes linéaires sous forme de fonctions ultimement
pseudo-périodiques. Les opérations de min, d’inf-convolution ou encore de clôture
sous-additive réalisées par ces bibliothèques sont implémentées à l’aide d’algorithmes
provenant des ouvrages (Gaubert, 1992) et (Cottenceau, 1999) pour MinMaxGD et
(Bouillard et al., 2008) pour COINC. Cependant, quand bien même les complexités
algorithmiques des opérations min et inf-convolution sont logarithmiques ou linéaires,
le calcul de la clôture sous-additive est implémenté selon une complexité polynomiale.
Ainsi, dès lors que des phénomènes transitoires importants se font jour, certaines ma-
nipulations réalisées par ces outils sont coûteuses en temps de calcul et en occupation
de mémoire. Le cas échéant, il est important de pouvoir compter sur des modèles
alternatifs proposant des algorithmes de complexité moindre.

L’originalité de ce document est de définir un conteneur pour ces fonctions ulti-
mement pseudo-périodiques. Il en résulte une représentation informatique de moindre
taille et une réduction de la complexité algorithmique des opérations au détriment
d’une certaine approximation. La solution retenue considère un point de vue ensem-
bliste (cf. (Jaulin et al., 2001) pour une introduction générale, (Lhommeau et al., 2005)
et (Hardouin et al., 2009) dans le contexte des semi-anneaux) : chaque fonction ap-
partient à un ensemble qui la caractérise et les calculs sur les ensembles fournissent
un encadrement contenant de manière garantie la fonction solution. L’ensemble ca-
ractéristique d’une fonction est défini par un intervalle de fonctions dont les bornes
sont :

– une approximation par valeur supérieure : fonction de forme convexe,
– une approximation par valeur inférieure : fonction de forme concave.

Les opérations effectuées sur les bornes de cette classe d’intervalles sont définies
par des fonctions d’inclusion internes et l’évaluation de ces fonctions d’inclusion re-
pose sur des algorithmes efficaces puisque de complexité linéaire. En effet, concernant
les opérations min et inf-convolution, il existe déjà des algorithmes de complexité li-
néaire (cf. (Le Boudec et al., 2001), (Pandit et al., 2006) et (Bouillard et al., 2008)).
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En ce qui concerne le calcul de la clôture sous-additive, il est nécessaire de chercher de
nouveaux résultats de manipulations, résultats rendus possibles de par la forme choi-
sie du conteneur et ses nombreuses caractéristiques. De plus, la structure des données
de la représentation informatique de ces fonctions requiert moins d’espace mémoire
que dans le cas des calculs exacts.

Afin de présenter ce travail, la section 2 introduit tout d’abord les différentes
classes de fonctions manipulées par la suite, ainsi que l’outil algébrique nécessaire
à l’étude des SED. Ensuite, la section 3 présente la théorie des systèmes (min,+)-
linéaires. La construction du conteneur de ces systèmes, les caractéristiques de ce
conteneur et les règles d’utilisation des fonctions d’inclusion sont présentées dans
la section 4. Enfin, les définitions des fonctions d’inclusion des opérations min, inf-
convolution et clôture sous-additive, les algorithmes associés et les propositions liées
aux complexités de ces calculs sont présentés dans la section 5.

2. Préliminaires algébriques

2.1. Classes des fonctions manipulées

L’approche présentée dans cet article repose sur un certain nombre de classes de
fonctions définies sur ℝ et dont quelques définitions sont rappelées ci-dessous.

Définition 1 (Ensemble ℱc). L’ensemble ℱc (cf. figure 1a) regroupe les fonctions
f : ℝ 7→ ℝ constantes sur l’intervalle ] − ∞, T0f [, puis qui vérifient les propriétés
suivantes sur [T0f ,+∞[ :

– constantes par morceaux : réunion d’un nombre fini ou infini d’intervalles sur
lesquels la fonction coïncide avec une fonction constante,

– croissantes : ∀t1 > t2, f(t1) ≥ f(t2).

Définition 2 (Ensemble ℱcp). L’ensemble ℱcp (cf. figure 1b) est une restriction
de l’ensemble ℱc aux fonctions ultimement pseudo-périodiques : ∃Tp ≥ T0f et
∃(N,T ) ∈ ℝ tels que ∀t ≥ Tp, f(t+ T ) = N + f(t).

Définition 3 (Ensemble ℱa). L’ensemble ℱa (cf. figure 1c) regroupe les fonctions
f : ℝ 7→ ℝ constantes sur l’intervalle ] − ∞, T0f [, puis qui vérifient les propriétés
suivantes sur [T0f ,+∞[ :

– affines par morceaux : réunion d’un nombre fini ou infini d’intervalles sur les-
quels la fonction coïncide avec une fonction affine,

– croissantes,
– continues : les partie affines sont liées par des points de non-différentiabilité Q

convexes (f ′(Q−) < f ′(Q+)) ou concaves (f ′(Q−) > f ′(Q+)).
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Définition 4 (Ensemble ℱap). L’ensemble ℱap (cf. figure 1d) est une restriction de
l’ensemble ℱa aux fonctions ultimement pseudo-périodiques.

Définition 5 (Ensemble ℱaa). L’ensemble ℱaa (cf. figure 1e) est une restriction de
l’ensemble ℱa aux fonctions ultimement affines : ∃Ta ≥ T0f et ∃�, � ∈ ℝ tels que
∀t ≥ Ta, f(t) = �t+ �.

Définition 6 (Ensemble ℱacx). L’ensemble ℱacx (cf. figure 1f) est une restriction
de l’ensemble ℱaa aux fonctions convexes sur [T0f ,+∞[ (i.e. les points de non-
différentiabilité sont convexes).

Définition 7 (Ensemble ℱacv). L’ensemble ℱacv (cf. figure 1g) est une restric-
tion de l’ensemble ℱaa aux fonctions concaves sur [T0f ,+∞[ (i.e. les points de non-
différentiabilité sont concaves).

Définition 8 (Pente asymptotique �). La pente asymptotique, notée �, d’une
fonction ultimement pseudo-périodique (cf. ensembles ℱcp et ℱap) est définie par le
ratio � = N/T et celle d’une fonction ultimement affine (cf. ensembles ℱaa, ℱacv et
ℱacx) est définie par la pente de sa partie ultimement affine, soit � = �.
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Figure 1. Classes des fonctions manipulées

2.2. Théorie des dioïdes

Un dioïde (ou semi-anneau idempotent) est un ensemble D muni de deux lois
notées ⊕ et ⊗. La somme ⊕ est associative, commutative, idempotente (∀a ∈ D, a⊕
a = a) et d’élément neutre ". Le produit ⊗ est quant à lui associatif et distributif à
gauche et à droite par rapport à l’addition. L’élément neutre de la loi ⊗ est e alors que
son élément absorbant est ". La somme d’un dioïde étant idempotente, une relation
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d’ordre peut être associée à D par l’équivalence suivante : ∀a, b ∈ D, a ર b ⇔
a = a ⊕ b.

Exemple 1 (Dioïde ℝmin). L’ensemble ℝmin = (ℝ∪{−∞,+∞}), muni de l’opé-
ration min (noté⊕) et de l’addition usuelle (noté⊗), est un dioïde complet pour lequel
" = +∞ et e = 0. Enfin, il est important de noter que la relation d’ordre dans ℝmin
correspond à l’inverse de l’ordre naturel (5⊕ 3 = 3 ⇔ 3 ર 5 ⇔ 3 ≤ 5).

Théorème 1 (Baccelli et al., 1992, section 4.5.3). L’équation implicite x = ax⊕b
définie sur un dioïde complet D admet x = a★b comme plus petite solution avec
∀a ∈ D, a★ =

⊕
i≥0 a

i et a0 = e. Cet opérateur est appelé clôture sous-additive ou
encore étoile de Kleene1.

Remarque 1 (Propriétés de l’opérateur ★). De nombreuses propriétés données dans
(Gaubert, 1992) et (Cottenceau, 1999) sont associées à l’opérateur ★. Celles utilisées
par la suite sont les suivantes, ∀a, b ∈ D, avec D un dioïde complet commutatif :

(ab★)★ = e⊕ a(a⊕ b)★ [1a] (a⊕ b)★ = a★b★. [1b] [1]

3. Théorie des systèmes (min,+)-linéaires

3.1. Fonctions compteurs

La théorie des dioïdes permet une modélisation de la dynamique des SED fai-
sant apparaître des phénomènes de synchronisation et de délai, grâce à des systèmes
d’équations linéaires. Cette modélisation repose sur des fonctions discrètes appelées
« compteurs ». Plus précisément, une variable discrète x(t) est associée à un évé-
nement k et représente le nombre cumulé d’événements de type k survenus jusqu’à
l’instant t. La fonction x : ℝ→ ℝmin est donc nécessairement croissante et constante
par morceaux et appartient ainsi à l’ensemble ℱc (cf. définition 1). En s’appuyant sur
ces fonctions compteurs, certains SED peuvent être décrits sur le dioïde ℝmin par une
représentation d’état du type :{

x(t) = Ax(t− 1)⊕Bu(t),
y(t) = Cx(t),

[2]

oùA ∈ ℤn×nmin ,B ∈ ℤn×pmin et C ∈ ℤq×nmin avec n, p et q faisant respectivement référence
aux tailles des vecteurs d’état x, d’entrée u et de sortie y. Les coefficients des matrices
A, B et C sont supposés entiers naturels.

Les systèmes dont le comportement dynamique est décrit par la représentation
d’état [2] seront appelés systèmes (min,+)-linéaires par la suite.

1. Cette appellation est différente selon le cadre d’utilisation : Network Calculus ou systèmes
(max,+)-linéaires.
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3.2. Relation de transfert

La dynamique des systèmes (min,+)-linéaires exposée sous forme d’équations ré-
currentes dans la représentation d’état [2] peut également être décrite selon une vision
entrée/sortie. En effet, dans le cas d’un système mono-entrée/mono-sortie (SISO), le
développement des récurrences du système [2] montre que la fonction compteur y as-
sociée à la sortie du système peut s’exprimer comme l’entrée u du système convoluée
avec une fonction de transfert notée ℎ. Ainsi :

y(t) = (ℎ ∗ u)(t) =
⊕
�≥0

ℎ(�)⊗ u(t− �) avec ℎ(�) = CA�B [3]

où l’opérateur ∗ représente l’inf-convolution alors que les opérateurs⊕ et⊗ sont issus
du dioïde ℝmin.

Plus généralement, tout système (min,+)-linéaire2 peut être décrit par trois types
de combinaisons de systèmes SISO notés ℎi :

– la mise en parallèle : le comportement en parallèle de deux systèmes SISO, dont
les transferts sont ℎ1 et ℎ2, est équivalent au système ℎ1 ⊕ ℎ2 pour lequel l’opérateur
⊕ est le min des fonctions de transfert,

– la mise en série : le comportement en série de deux systèmes SISO dont les
transferts sont ℎ1 et ℎ2 est équivalent au système ℎ1 ∗ ℎ2 pour lequel l’opérateur ∗
correspond à l’inf-convolution,

– le rebouclage de système : pour un système ℎ donné, le système dont la dyna-
mique est décrite par l’équation implicite y = u⊕ ℎy (la dynamique du système ℎ est
dans une boucle), possède le comportement entrée-sortie y = ℎ★ ∗ u, pour lequel ℎ★

représente la clôture sous-additive de ℎ (cf. théorème 1).

En outre, le théorème suivant rappelle un autre aspect fondamental de ces sys-
tèmes.

Théorème 2 (Baccelli et al., 1992, Th. 5.39). La fonction de transfert d’un sys-
tème (min,+)-linéaire SISO est une fonction ℎ : ℝ → ℝmin, appartenant à l’en-
semble ℱcp (cf. définition 2), croissante, constante par morceaux, ultimement pseudo-
périodique et causale (pour t < 0, ℎ(t) = ℎ(0) et pour t ≥ 0, ℎ(t) ≥ 0).

En ce qui concerne les systèmes MIMO, toutes les composantes de la matrice de
transfert du système ont également ces propriétés.

De ce point de vue, les systèmes (min,+)-linéaires disposent donc de modèles li-
néaires sur le dioïde des fonctions de ℱcp dont les lois ⊕, ∗ et ★, correspondant res-
pectivement aux opérations min, inf-convolution et clôture sous-additive, sont des
opérations essentielles.

2. Systèmes multi-entrées/multi-sorties (MIMO) compris.
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4. Encadrement de systèmes (min,+)-linéaires

4.1. Classe d’intervalles manipulés

D’après (Le Boudec et al., 2001), (Pandit et al., 2006) et (Bouillard et al., 2008), il
existe un avantage algorithmique à ne traiter que certaines formes de fonctions afin de
réaliser l’encadrement de systèmes (min,+)-linéaires. C’est pourquoi, les intervalles
manipulés ici sont tels que la borne inférieure est un élément de ℱacv (cf. définition 7
de l’ensemble des fonctions concaves, affines par morceaux et ultimement affines) et
la borne supérieure est un élément deℱacx (cf. définition 6 de l’ensemble des fonctions
convexes, affines par morceaux et ultimement affines). En outre, lorsque les résultats
des opérations effectuées sur ces bornes ne sont pas internes3 aux classes ℱacv et ℱacx,
ils y seront projetés au moyen des deux approximations suivantes.

Définition 9 (Approximation concave Ccv). La fonction appartenant à ℱacv égale
à une fonction f ∈ ℱaa sur l’intervalle ] − ∞, T0f [ et plus grande fonction concave
inférieure à f sur l’intervalle [T0f ,+∞[ est notée Ccv(f), ainsi Ccv(f) ⪯ f . Cette
approximation est une projection de ℱaa dans l’ensemble ℱacv.

Définition 10 (Approximation convexe Cvx). La plus petite fonction convexe
de ℱacx supérieure à une fonction f ∈ ℱaa est notée Cvx(f), ainsi Cvx(f) ર f .
Cette approximation est une projection de ℱaa dans l’ensemble ℱacx et correspond à
l’enveloppe convexe de f .

Remarque 2. Il est important de noter que ces approximations sont réalisées selon
l’ordre du dioïde ℝmin, ordre inverse de l’ordre naturel (cf. exemple 1).

Remarque 3. Ces deux approximations ne sont pas complètement symétriques
puisque l’enveloppe concave « classique » d’une fonction de ℱaa constante puis crois-
sante, est nécessairement la fonction " : t 7→ +∞. Afin d’obtenir une approximation
conservant de l’information, l’enveloppe concave n’est réalisée que sur la partie crois-
sante de la fonction, soit sur [T0f ,+∞[.

Par extension, les approximations Cvx et Ccv peuvent être réunies dans l’approxi-
mation intervalle suivante, fournissant un résultat dans un ensemble intervalle F.

Définition 11 (Ensemble intervalle F). L’ensemble des intervalles f = [ f , f ]

dont les bornes f et f appartiennent respectivement à ℱacv et ℱacx est noté F.

Définition 12 (Approximation intervalle App). Soit f = [ f , f ] un intervalle
dont f et f ∈ ℱaa, l’approximation intervalle de f est App(f) ≜ [ Ccv(f) , Cvx(f) ]
et appartient à l’ensemble F.

Proposition 1 (Complexité algorithmique de App). La complexité algorith-
mique de ces approximations est linéaire en la taille des fonctions, soit en O(n) avec
n le nombre de points de f et f .

3. Ils appartiennent alors à l’ensemble ℱaa des fonctions affines par morceaux, continues et
ultimement affines (cf. définition 5).
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Preuve. La réalisation de ces approximations s’appuie sur des algorithmes de cal-
cul d’enveloppe convexe connus en géométrie algorithmique (Graham, 1972) qui, dans
le pire des cas, ne nécessitent que deux parcours complets des points des fonctions. ⊓⊔

Grâce aux formes concave et convexe des fonctions caractérisant respectivement
les bornes inférieure et supérieure de l’intervalle, certaines propriétés intéressantes ap-
paraissent. Ces propriétés présentées ci-après, seront utiles lors du calcul de la clôture
sous-additive d’un intervalle.

4.1.1. Borne supérieure convexe et transformée de Legendre-Fenchel

En ce qui concerne la borne supérieure de l’intervalle, un lien peut être fait avec la
transformée de Legendre-Fenchel ℒ issue de l’analyse convexe et précédemment étu-
diée dans le cadre des systèmes (min,+)-linéaires dans (Baccelli et al., 1992), (Fidler
et al., 2006) et (Le Corronc et al., 2009).

Définition 13 (Transformée de Legendre-Fenchel). La transformée de Legendre-
Fenchel d’une fonction f ∈ ℱaa est l’application ℒ : ℝℝ 7→ ℝℝ définie par :

ℒ(f)(s) = sup
t

[s.t− f(t)].

Plusieurs fonctions de ℱaa peuvent être représentées par la même transformée4.

Elles sont alors équivalentes entre elles modulo ℒ (∃a, b ∈ ℱaa tels que a
ℒ≡ b ⇔

ℒ(a) = ℒ(b)) et il est ainsi possible de quotienter l’ensemble ℱaa par l’application ℒ
afin de former l’ensemble notéℱaa/ℒ. Cet ensemble quotient a une structure de dioïde
(Le Corronc et al., 2009, Déf. 9) et un élément de ℱaa/ℒ est alors une classe d’equi-
valence modulo ℒ regroupant toutes les fonctions de ℱaa ayant la même transformée
de Legendre-Fenchel. Une classe d’équivalence peut également être caractérisée par
l’enveloppe convexe Cvx (cf. définition 10) de l’ensemble de ses représentants comme
le montre le théorème suivant.

Théorème 3 (Baccelli et al., 1992, section 6.4.2). Si f et g ∈ ℱaa, alors ℒ(f) =
ℒ(g) ⇔ Cvx(f) = Cvx(g).

Ainsi, l’égalité suivante est établie, avec f ∈ ℱacx la borne supérieure d’un inter-
valle f ∈ F :

f = Cvx(f) =
⊕
{f ′ ∣ ℒ(f ′) = ℒ(f)}.

Il est dès lors évident que l’approximation convexe (ou enveloppe convexe) Cvx
majore les résultats des calculs effectués par la suite. Néanmoins, grâce aux propriétés
de la transformée de Legendre-Fenchel, elle conserve du système d’origine certains
points du transitoire à travers les points extrémaux de f et sa pente asymptotique �(f)
(cf. définition 8) caractérisant le taux de production du système.

4. Dont une des principales propriétés est d’être un homomorphisme non-injectif soit : ℒ(f ⊕
g) = min(ℒ(f),ℒ(g)) et ℒ(f ∗ g) = ℒ(f) + ℒ(g).
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Par ailleurs, les éléments d’une classe d’équivalence de ℱaa/ℒ admettent égale-
ment un minorant qui n’appartient pas à la classe d’équivalence. Ainsi, pour f ∈ ℱacx,
l’enveloppe convexe des éléments d’une classe d’équivalence de ℱaa/ℒ, ce minorant
est noté Min(f) et est représenté en figure 2. Il s’agit d’une fonction constante par
morceaux construite à partir des points extrémaux �i de f (pour i ∈ ℕ allant de 0 à n)
et définie comme suit :

Min(f)(t) =

⎧⎨⎩ f(t), ∀t < �0,

f(�i+1) ∀�i et ∀t ∈ [�i, �i+1[,
+∞, ∀t ≥ �n.

[4]

t

f(t)

0 1 2

Figure 2. Fonction convexe f et son minorant Min(f)

4.1.2. Décomposition de la borne inférieure concave

Selon la définition 7 de l’ensembleℱacv, il est possible de décomposer une fonction
f ∈ ℱacv par l’inf-convolution de deux autres fonctions appelées dans ce document
fonction élémentaire et fonction concave.

Définition 14 (Fonction élémentaire Δk
T0

). Une fonction élémentaire5 notée Δk
T0

,
a pour valeur k sur l’intervalle ] −∞, T0[, avec Δk

T0
(T0) = k, et +∞ sur [T0,+∞[

(cf. figure 1a). La clôture sous-additive de Δk
T0

fournit une fonction constante par
morceaux et ultimement pseudo-périodique, soit Δk

T0

★ ∈ ℱcp avec T0 = Tp = 0 (cf.
figure 1b) et l’approximation concave de Δk

T0

★, soit Ccv(Δk
T0

★
) appartient à ℱacv (cf.

figure 1c).

Définition 15 (Fonction concave Λ). Une fonction concave notée Λ est une fonc-
tion de ℱacv pour laquelle T0 = 0 (cf. figure 1d). En outre, d’après (Le Boudec et
al., 2001, Th. 3.1.9), Λ est une fonction sous-additive soit Λ★ = Λ.

D’après ces deux définitions, une fonction f ∈ ℱacv, borne inférieure d’un inter-
valle f ∈ F, peut donc être vue comme une fonction concave Λ déplacée dans le plan
par une fonction élémentaire Δk

T0
et décomposée comme suit :

f = Δk
T0
∗ Λ = Δk

T0
∗ Λ★, [5]

avec k = f(T0f
−) et Λ(t) = f(t+ T0f )− k.

5. La convolution (Δk
T0
∗ c)(t) = c(t − T0) + k représente un décalage évènementiel de k et

temporel de T0.
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t

f(t)

T0

(a) Δk
T0

t

f(t)

T0 Tp=

(b) Δk
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Figure 3. Fonctions Δk
T0

et Λ

4.2. Approche ensembliste et fonction d’inclusion

Une fois le contexte de l’encadrement établi, il est possible de définir les mani-
pulations inhérentes aux systèmes (min,+)-linéaires que sont les opérations min, inf-
convolution et clôture sous-additive. Pour ce faire, ce travail s’inspire des approches
ensemblistes utilisant l’arithmétique des intervalles (Jaulin et al., 2001) pour laquelle
lorsque a = [ a , a ] et b = [ b , b ] sont des intervalles et ∘ une opération binaire don-
née, l’ensemble a ∘ b = {a ∘ b ∣ a ∈ a, b ∈ b} est obtenu. Il est possible que a ∘ b ne
soit pas un intervalle et dans ce cas, il est courant de proposer une fonction d’inclusion
notée [∘] pour l’opérateur ∘, telle que ∀a,b, a[∘]b est un intervalle et contient a ∘ b,
soit a[∘]b ⊃ a ∘ b. Le but étant alors d’établir une fonction d’inclusion engendrant le
moins de pessimisme possible.

En reprenant cette démarche, des fonctions d’inclusion sont proposées pour les
opérateurs ⊕ (min), ∗ (inf-convolution) et ★ (clôture sous-additive). A l’aide des ap-
proximations données par les définitions 9, 10 et 12, ces fonctions d’inclusion four-
nissent des résultats appartenant à l’ensemble F et se calculent grâce à des algorithmes
de complexité linéaire. Dans la suite du document, elles seront notées [⊕], [∗] et [★] et
sont définies comme suit, avec f et g ∈ F :

f [⊕]g ⊃ f ⊕ g,
f [∗]g ⊃ f ∗ g,
f [★] ⊃ f★,

Il est important de noter que ce travail se distingue de celui présenté dans
(Lhommeau et al., 2005) et (Hardouin et al., 2009), dans la mesure où les opéra-
tions proposées sur des intervalles sont des fonctions d’inclusion. En d’autres termes,
les intervalles considérés, munis des opérations [⊕] et [∗], ne forment plus un dioïde.
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5. Fonctions d’inclusion des opérateurs

5.1. Fonction d’inclusion du min : [⊕]

Selon le théorème suivant, l’opération min est une opération interne à ℱaa .

Théorème 4 (Bouillard et al., 2008, Prop. 3). Si f et g ∈ ℱaa, alors f ⊕ g ∈ ℱaa.

En revanche, ce théorème ne s’applique pas aux ensemblesℱacv et ℱacx. Il est donc
nécessaire de définir à l’aide des approximations données précédemment une fonction
d’inclusion pour cet opérateur fournissant un résultat dans F.

Définition 16 (Fonction [⊕]). Soient f et g deux intervalles appartenant à F, la
fonction d’inclusion de l’opérateur min, notée [⊕], est définie par :

f [⊕]g = [ Ccv(f ⊕ g) , Cvx(f ⊕ g) ] = App(f ⊕ g).

Proposition 2 (Complexité algorithmique de [⊕]). Le calcul de f [⊕]g est de
complexité linéaire en O(n) avec n le nombre de points des bornes des intervalles.

Preuve. La complexité algorithmique de l’opération min (Bouillard et al., 2008,
Prop. 10), tout comme celle des approximations convexe et concave, soit celle de la
fonction d’inclusion, est linéaire en le nombre de points des deux fonctions opérandes.
⊓⊔

5.2. Fonction d’inclusion de l’inf-convolution : [∗]

En ce qui concerne l’opération d’inf-convolution, les deux théorèmes suivants
fournissent, en plus des classes de fonctions dans lesquelles sont les résultats, une
méthode de calcul simple et efficace tant pour la borne inférieure de l’encadrement
que pour la borne supérieure.

Théorème 5 (Pandit et al., 2006, Th. 3.2). Si f et g ∈ ℱacv, alors f ∗ g ∈ ℱacv et :

∀t < T0f + T0g , (f ∗ g)(t) = f(T0f
−) + g(T0g

−),
∀t ≥ T0f + T0g , (f ∗ g)(t) = min(f(t− T0g ) + g(T0g

−), g(t− T0f ) + f(T0f
−)).

Théorème 6 (Le Boudec et al., 2001, Th. 3.1.6). Si f et g ∈ ℱacx, alors f ∗ g ∈
ℱacx. En outre, f ∗ g est obtenue en mettant bout à bout les parties affines de f et g
triées par pentes décroissantes.

Ces théorèmes permettent ainsi de définir la fonction d’inclusion de l’inf-
convolution de telle sorte qu’elle corresponde à l’extension aux intervalles du produit
de convolution.

Définition 17 (Fonction [∗]). Soient f et g deux intervalles appartenant à F, la
fonction d’inclusion de l’inf-convolution, notée [∗], est définie par :

f [∗]g = [ f ∗ g , f ∗ g ] = App(f ∗ g) = f ∗ g.
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Proposition 3 (Complexité algorithmique de [∗]). Le calcul de f [∗]g est de com-
plexité linéaire en O(n) avec n le nombre de points des bornes des intervalles.

Preuve. L’opération d’inf-convolution faisant soit appel à l’opérateur min pour
la borne inférieure (cf. théorème 5), soit à un simple parcours des fonctions pour la
borne supérieure6 (cf. théorème 6), elle est de complexité proportionnelle au nombre
de points des deux fonctions opérandes. ⊓⊔

5.3. Fonctions d’inclusion de la clôture sous-additive : [★]

5.3.1. Fonction d’inclusion naturelle

Selon le théorème suivant, la clôture sous-additive d’une fonction affine par mor-
ceaux, continue et ultimement affine fournit une fonction également affine par mor-
ceaux et continue mais ultimement pseudo-périodique (cf. définition 4 de l’ensemble
ℱap).

Théorème 7 (Bouillard et al., 2008, Prop. 3). Si f ∈ ℱaa, alors f★ ∈ ℱap.

La réalisation de cette opération de clôture sous-additive nécessite donc l’applica-
tion des approximations concave et convexe afin de retrouver un résultat ultimement
affine appartenant à l’ensemble F. Ainsi, une fonction d’inclusion immédiate de cet
opérateur est App(f★) telle que :

App(f★) = [ Ccv(f ★) , Cvx(f
★
) ],

fonction dont la complexité algorithmique du calcul des bornes est établie ci-après.

Proposition 4 (Complexité algorithmique de Cvx(f
★
)). Le calcul de Cvx(f

★
)

est de complexité linéaire en O(n) avec n le nombre de points de f .

Preuve. La fonction Cvx(f
★
) a toujours la forme d’une fonction de ℱacx avec un

seul point, soit T0f = Ta = 0, et dont la pente asymptotique � est définie comme suit,
avec �i les points extrémaux de f :

�
(
Cvx(f

★
)
)

= min
(
�(f),min

i

( �i

f(�i)

))
.

Ce type de recherche ne nécessite dans le pire des cas qu’un seul parcours des points
de la fonction, cette opération est donc de complexité linéaire. ⊓⊔

Afin d’obtenir la complexité algorithmique du calcul de la borne inférieure
Ccv(f ★), il est possible de le décomposer en une suite d’opérations connues à sa-
voir min, inf-convolution et clôture sous-additive, sur des fonctions élémentaires et

6. Le tri des pentes des fonctions est supposé déjà réalisé de par la structure des données utilisées
pour leur représentation informatique.
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concaves. En effet, d’après l’équation [5] et les propriétés [1] de la clôture sous-
additive, les égalités suivantes sont obtenues :

f ★ = (Δk
T0
∗ Λ)★ = (Δk

T0
∗ Λ★)★,

= e⊕Δk
T0

(Δk
T0
⊕ Λ)★, cf. [1a]

= e⊕Δk
T0

Δk
T0

★
Λ★, cf. [1b]

= e⊕Δk
T0

Δk
T0

★
Λ,

avec e la fonction définie par e(t) = 0 pour t < 0 et e(t) = +∞ pour t ≥ 0. Enfin, il
reste à appliquer l’approximation concave, soit :

Ccv(f ★) = Ccv(e⊕Δk
T0

Δk
T0

★
Λ).

Remarque 4 (Complexité algorithmique). Dans cette équation, la fonction Δk
T0

★

étant ultimement pseudo-périodique, l’opération (Δk
T0

★
Λ) n’est pas de complexité li-

néaire en la taille des fonctions (Bouillard et al., 2008, Prop. 12) ce qui ne correspond
pas au souhait d’aboutir à des algorithmes simples et efficaces. Cependant, en appli-
quant une approximation concave par valeur inférieure à la fonction Δk

T0

★ (cf. figure
1c), la complexité de l’opération redevient linéaire (cf. proposition 3 et définition 17).
A défaut de calculer de manière exacte Ccv(f ★), il est donc possible de lui trouver un
minorant tel que la fonction g ∈ ℱacv :

g = Ccv(e⊕Δk
T0
Ccv(Δk

T0

★
)Λ) ⪯ Ccv(f ★). [6]

Proposition 5 (Complexité algorithmique de g). Le calcul de g, un minorant
de Ccv(f ★), est de complexité linéaire en O(n) avec n le nombre de points de la
fonction.

Preuve. Le calcul de Ccv(Δk
T0

★
) peut se réaliser en temps constant soit une com-

plexité enO(1). Cette complexité associée à la complexité linéaire des opérations min
et inf-convolution fournit une complexité algorithmique finale du calcul de g linéaire
en la taille des fonctions. ⊓⊔

En résumé, les inclusions suivantes sont obtenues pour la clôture sous-additive de
l’intervalle f :

f★ ⊂ [ Ccv(f★) , Cvx(f
★
) ] ⊂ [ g , Cvx(f

★
) ]︸ ︷︷ ︸

O(n)

. [7]

5.3.2. Pessimisme de cette méthode

L’intervalle proposé dans l’équation [7] peut engendrer un pessimisme non négli-
geable dans certains cas. En effet, même en supposant identiques les pentes asympto-
tiques des bornes inférieure et supérieure de l’intervalle, soit �(f) = �(f) (cf. figure
1a), les comparaisons suivantes sont obtenues et représentées figure 1b :

�(g) ≥ �(f★) et �
(
Cvx(f

★
)
)

= �(f
★
), ainsi �(g) ≥ �

(
Cvx(f

★
)
)
.
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t
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f(t)

(a) [ f , f ]

t
T0
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t

f(t)
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t
T0
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(d) [ g′ , Cvx(f
★
) ]

Figure 4. Encadrement et clôture sous-additive

Dans le but d’obtenir un résultat de cette opération conservant un maximum d’in-
formations, il est nécessaire de prendre en compte les éléments qui peuvent différen-
cier les pentes asymptotiques des bornes de l’intervalle.

5.3.3. Fonction d’inclusion [★] choisie

La solution proposée ici est l’utilisation du minorant de la borne supérieure de
l’encadrement Min(f) défini par l’équation [4]. En effet, dans le cas de l’obtention
du pessimisme précédent, ce minorant contient le point de f qui a induit la pente
asymptotique �

(
Cvx(f

★
)
)
. En le combinant à la borne inférieure f afin d’obtenir la

fonction Min(f)⊕ f (cf. figure 1c), le calcul ne se base plus uniquement sur f★ mais
sur (Min(f) ⊕ f)★. Cependant, pour la même raison de complexité algorithmique
que celle présentée dans la remarque 4, il ne s’agira pas d’un calcul exact, mais d’une
approximation minorant le résultat. Ainsi, la fonction d’inclusion proposée pour la
clôture sous-additive est la suivante.

Définition 18 (Fonction [★]). Soit f un intervalle appartenant à F, la fonction d’in-
clusion de la clôture sous-additive, notée [★], est définie par (cf. figure 1d) :

f [★] = [ g′ , Cvx(f
★
) ]

avec g′ = Ccv(Δk0
T0

★
)∗Ccv(Δk1

T1

★
)∗ . . .∗Ccv(e⊕Δkn

Tn
Ccv(Δkn

Tn

★
)∗Λ) et les couples

(kn, Tn) les points de la fonction Min(f)⊕ f .

Proposition 6 (Complexité algorithmique de [★]). Le calcul de f [★] est de com-
plexité linéaire en O(n) avec n le nombre de points des bornes de l’intervalle.

Preuve. La complexité algorithmique du calcul de Cvx(f
★
) est celle de la pro-

position 4, soit une complexité en O(n). En ce qui concerne le calcul de g′, il inclut
l’utilisation du minorant Min(f) et est à nouveau composé de min, inf-convolution
et clôture sous-additive, sur des fonctions élémentaires et concaves. Ainsi, d’après les
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équations [4] et [5] et les propriétés [1] de l’opérateur ★, les égalités suivantes sont
obtenues :

(Min(f)⊕ f)★ = (Δk1
T1
⊕Δk2

T2
⊕ . . .⊕Δkn

Tn
∗ Λ)★,

= (Δk1
T1
⊕Δk2

T2
⊕ . . .⊕Δkn

Tn
∗ Λ★)★,

= Δk1
T1

★
∗Δk2

T2

★
∗ . . . ∗ (Δkn

Tn
∗ Λ★)★, cf. [1b]

= Δk1
T1

★
∗Δk2

T2

★
∗ . . . ∗ (e⊕Δkn

Tn
Δkn
Tn

★
∗ Λ). cf. [1a] [8]

Selon la remarque 4, afin d’obtenir un calcul de complexité linéaire en la taille des
fonctions, une approximation concave est appliquée à chacune des opérations de clô-
ture sous-additive des fonctions élémentaires, ainsi qu’aux opérations ne fournissant
pas de résultat dans ℱacv. A défaut de calculer l’équation [8] de manière exacte, il est
donc possible de lui trouver un minorant tel que la fonction g′ ∈ ℱacv définie par :

g′ = Ccv(Δk0
T0

★
)∗Ccv(Δk1

T1

★
)∗ . . .∗Ccv(e⊕Δkn

Tn
Ccv(Δkn

Tn

★
)∗Λ) ⪯ (Min(f)⊕f)★.

La complexité algorithmique du calcul de g′ est donc une complexité en O(n) puis-
qu’il s’agit de combinaisons d’approximation concave de clôture sous-additive de
fonctions élémentaires (complexité en O(1)) avec des opérations de min et inf-
convolution (complexité linéaire). ⊓⊔

6. Conclusion

Ce document a proposé un encadrement de systèmes (min,+)-linéaire par le biais
de deux fonctions ultimement affines de forme convexe et concave, dans le but de
réduire, au prix d’une certaine approximation, la complexité des algorithmes les ma-
nipulant et ainsi, les temps de calcul. Cet encadrement, construit à l’instar du calcul
par intervalle, engendre l’utilisation de fonctions d’inclusion pour les opérations de
min, inf-convolution et clôture sous-additive. Les algorithmes de ces fonctions sont
de complexité linéaire en la taille des fonctions opérandes tout en conservant leurs ca-
ractéristiques fortes telles que le taux de production représenté par leurs pentes asymp-
totiques.
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