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Motivations

Représentation approchée des systémes (max,+)-linéaires

@ Transformée de Legendre-Fenchel
o Construction de FM2X[~,d]

min
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Motivations

Représentation approchée des systémes (max,+)-linéaires

@ Transformée de Legendre-Fenchel
o Construction de FM2X[~,d]

min

v

Librairie de calcul

o Opérations @, ®, * sur F"2x[v,d]

min

o Algorithmes en O(n)

A,
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Plan de |'exposé

@ Théorie des systemes (max,+)-linéaires
© Problématique
© Approximation convexe supérieure

@ Conclusions et perspectives
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires ..
Y ( +) +)-linéaires
ébriques

Description

o Systemes a Evénements Discrets (SED) sujets a des
phénomenes de synchronisation et de délai

o Modélisation linéaire : dioide ou semi-anneau idempotent

@ Analogie avec I'automatique classique

1. F. Baccelli, G. Cohen, G. Olsder et J.P. Quadrat : Synchronisation and Linearity.
Wiley and sons, 1992.

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Approximation convexe de systémes (max,+)- i 17 mars 2008



Théorie des systemes (max,+)-linéaires

Systemes (max,+)-linéaires
Préliminaires algébriques
Modélisation des SED

Description !

o Systemes a Evénements Discrets (SED) sujets a des
phénomenes de synchronisation et de délai

o Modélisation linéaire : dioide ou semi-anneau idempotent

@ Analogie avec I'automatique classique

Applications 2

w
A,

@ Commande de systemes, analyse de performance

@ Systémes de production, réseaux informatiques, réseaux de
transport

N

1. F. Baccelli, G. Cohen, G. Olsder et J.P. Quadrat : Synchronisation and Linearity.
Wiley and sons, 1992.

2. B. Heidergott, G. Olsder et J. Woude : Max plus at work. Princeton University
Press, 2006.

3. J.Y. Le Boudec et P. Thiran : Network Calculus. Springer,-2001.
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires = o
Y ( +) Systémes (max,+)-linéaires

Préliminaires algébriques
Modélisation des SED

Définition 1 : Dioide (semi-anneau idempotent)

@ Ensemble D muni de deux lois
@ : associative, commutative, idempotente (a® a = a) - élément neutre ¢
® : associative, distributive par rapport a I'addition - élément neutre e

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Approximation convexe de systémes (max,+)-linéaires 17 mars 2008 5 /21



ystemes (max,+)-linéaires
Préliminaires algébriques
Y ation des SED

empotent)

@ Ensemble D muni de deux lois
@ : associative, commutative, idempotente (a @ a = a) - élément neutre ¢
® : associative, distributive par rapport a I'addition - élément neutre e

y

Définition 2 : Série formelle

@ Série formelle s en l'indéterminée z et a coefficients s(k), k € Z, dans
(D, ®,®)

s= @ s(k)z*

kEZ
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires o
Y ( +) Systemes (max,+)-linéaires

Préliminaires algébriques
Modélisation des SED

empotent)

@ Ensemble D muni de deux lois
@ : associative, commutative, idempotente (a @ a = a) - élément neutre ¢
® : associative, distributive par rapport a I'addition - élément neutre e

y

Définition 2 : Série formelle

@ Série formelle s en l'indéterminée z et a coefficients s(k), k € Z, dans
(D, ®,®)

s= @ s(k)z*

kEZL
y

Définition 3 : Dioide de séries formelles

@ Ensemble des séries formelles munies des opérations suivantes

ss®ss = P (sa(k) D sp(k))z"
kEeZ

@5 = Q (sa(ks) ® sp(ks))z¥
k=ka+kp
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires = o
Y ( +) Systémes (max,+)-linéaires

Préliminaires algébriques
% ation des SED

Exemple : Dioide M3[y,d]

@ Dioide de séries formelles en deux indéterminées commutatives ~y et 4, a
coefficients booléens dans B et a exposants dans 7Z

€ ou
€

s = @ s(n, t)y"6" avec s(n,t) = {

n,teZ
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires

Systémes (max,+)-linéaires
Préliminaires algébriques
Y ation des SED

Exemple : Dioide M3[y,d]

@ Dioide de séries formelles en deux indéterminées commutatives ~y et 4, a
coefficients booléens dans B et a exposants dans 7Z

€ ou
€

s = @ s(n, t)y"6" avec s(n,t) = {

n,teZ

@ Représentation graphique dans Z2

0

A

w A~ o’

p = 7' @362 @ A6
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires

= })-linéaires
Préliminaires algébriques
Y ation des SED

Exemple : Dioide M3[y,d]

@ Dioide de séries formelles en deux indéterminées commutatives ~y et 4, a
coefficients booléens dans B et a exposants dans 7Z

€ ou
€

s = @ s(n, t)y"6" avec s(n,t) = {

n,teZ

@ Représentation graphique dans Z2

p = 7' @362 @ A6

1
-1 O

@ Séries monotones croissantes J

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Approximation convexe de systémes (max,+)-linéaires



Théorie des systemes (max,+)-linéaires o
)-linéaires

Modélisation des SED

Modélisation linéaire dans M3x

@ 7 — décalage événementiel

@ ) — décalage temporel
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires = o
Y ( ) Systemes (m )-linéaires

Prélimina briques

Modélisation des SED

élisation linéaire dans

@ v — décalage événementiel
@ ) — décalage temporel

<

Représentation d'état

{ x(v,0) = Ax(,6) & Bu(~, 6)
y(7,0) = Cx(v,9)

x : état, u : entrée, y : sortie
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires o
Y ( ) Systémes (max,+)-linéaires

Préliminaires algébriques
Modélisation des SED

élisation linéaire dans M2

@ v — décalage événementiel
@ ) — décalage temporel

<

Représentation d'état

{ x(v,0) = Ax(,6) & Bu(~, 6)
y(7,0) = Cx(v,9)

x : état, u : entrée, y : sortie

<

Relation et matrice de transfert

y(v,0) = Hu(~,6) = CA*Bu(y,0) < H=CA'B

A

4. Etoile de Kleene : a* = @,y a" avec 2® = ¢
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Théorie des systemes (max,+)-linéaires

Préliminair e
Modélisation des SED

Eléments de H

@ Séries périodiques et causales de M2¥[v, J]
@ Forme canonique p & g r* avec

e p — transitoire
e g — motif
o r — périodicité (r = ~y¥97)
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Problématique Limite des outils informatiques existants
Proposition : Approximation convexe supérieure

Outils de calcul existants

@ Librairie MinMaxGD, LISA®
@ Librairie COINC, LISA/INRIA6

5. L. Hardouin, M. Lhommeau et B. Cottenceau : MinMaxGD, librairie de calculs
dans M2¥[v, d]. LISA - Université d'Angers, 1998-2006.

6. S. Lagrange : COINC, bibliothéque pour le Network Calculus. LISA - Université
d'Angers, INRIA - Université de Grenoble, 2007.

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Approximation convexe de systémes (max,+)-linéaires 17 mars 2008 9 / 21



Problématique Limite des outils informatiques existants
Proposition : Approximation convexe supérieure

Outils de calcul existants

@ Librairie MinMaxGD, LISA®
@ Librairie COINC, LISA/INRIA6

v

Limite de ces outils

@ Comportements transitoires tres longs

o Complexités temporelle et spatiale des algorithmes élevées

A

5. L. Hardouin, M. Lhommeau et B. Cottenceau : MinMaxGD, librairie de calculs
dans M2¥[v, d]. LISA - Université d'Angers, 1998-2006.

6. S. Lagrange : COINC, bibliotheque pour le Network Calculus. LISA - Université
d'Angers, INRIA - Université de Grenoble, 2007.
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Problématique Limite des outils informatiques existants
Proposition : Approximation convexe supérieure

@ Représentation approchée

@ Réduction de I'espace mémoire et du temps de calcul

E. Le Corronc, B. Cottenceau, L. Hardouin Approximation convexe de systémes (max,+)-linéaires 17 mars 2008 10 / 21



Problématique Limite des outils informatique: nts
Proposition : Approximation convexe supérieure

@ Représentation approchée

@ Réduction de I'espace mémoire et du temps de calcul

o Transformée de Legendre-Fenchel 78

. .. .. ox _
@ Approximation convexe supérieure des séries de M2¥[v, d] :
max
min [[77 5]]
@ Manipulation de séries convexes

A,

7. F. Baccelli, G. Cohen, G. Olsder et J.P. Quadrat : Synchronisation and linearity.
Wiley and sons, 1992.
8. M. Fidler et S. Recker : Conjugate network calculus. Computer Networks, 2006.
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Transformée de Legendre-Fenchel
[, 5

. A P Construction de
Approximation convexe supérieure n

Algorithmes

Définition 4 : Transformée de Legendre-Fenchel
@ Soit une série f € M2¥[v,d]

F— @7651‘(6) I F(f)(x) = max [c.x + f(c)]

E€Z
c€Z ¢
F(p)(z)
1) ) ) ) A AX+4
I 3x + 2
4
X+ 1
// 2
> T
-3 -2 0o 1 2
e, I !
p=~"" @~ @A F(p)(x) = max(x + 1.3x + 2,4x + 4)
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Transformée de Legendre-Fenchel
Construction de F2[~, &

Approximation convexe supérieure ;
PP P! Algorithmes

Propriétés

@ Homomorphisme non-injectif

F(ad b)
F(a® b)

F(a) ® F(b)
F(a) ® F(b)

@ Théoreme?

‘F(Sl) = ]:(52) = Conv(sl) = Conv(52)

9. F. Baccelli, G. Cohen, G. Olsder et J.P. Quadrat : Synchronisation and linearity.
Wiley and sons, 1992. [§6.4.2]
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Transformée de L ire-Fenchel

Aot s i )
Approximation convexe supérieure Constructlgn de Frin [, 61
Algorithmes

Définition 5 : Dioide F"2¥[, d]

o M32X[v,d] quotienté par F
@ Séries € M3¥[~, 0] équivalentes modulo F
= une série € FTX[v, ]

min
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Transformée de Legendre-Fenchel
max

Construction de Fox [, 6]

Approximation convexe supérieure
PP P! Algorithmes

Définition 5 : Dioide F"2¥[, d]

o M32X[v,d] quotienté par F

o Séries € M3¥[, d] équivalentes modulo F
= une série € FTX[v, ]

min

Représentation graphique

@ Enveloppe convexe

@ points extrémaux

e pente ultime sous forme irréductible
@ Forme canonique p ® m r* avec

e p — transitoire

e m — dernier mondme avant période

o r — périodicité (r =~¥407)
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Transformée de L
Construction de J
Algorithmes

Approximation convexe supérieure

Algorithme 1 : Forme canonique d'une série
périodique de F<[, d]

@ Enveloppe convexe 16 ,o’v’.’
14 2 g
@ Marche de Graham 12 /./"
@ Complexité en O(n) 10 r/
L]
8 f/
6
4
) S=’7363EB'7458 @’775969(’)’9512@ [
712513)(7452)* 2 5
0 s’ =363 @ 1468 @ 19512 (4261)* ol 212 6 8 101214 16 18 20
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Transformée de L
Construction de J
Algorithmes

Approximation convexe supérieure

Algorithme 2 : Somme de deux séries

périodiques de Fri<[, 4]
@ Maximum des séries ol
@ Complexité en O(n) .
!
3
@ s :’7161 @’7253 @7655(7351)* 2
0 5 =728 @735 @ v45%(v'51)*
@ 5s=15® s =6 @253 (yLoN)* 1 [
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Transformée de L
Construction de F 7
Algorithmes

Approximation convexe supérieure

Algorithme 3 : Produit de deux séries
périodiques de F ¢ |

@ Théoreme ™
Produit de convolution de deux séries
convexes
— mise bout a bout des segments
triés par pentes décroissantes

—_—S

o

@ Complexité en O(n)

v

@ s = 7151 1>} 72(53 @ 7455 @ 7656(7351)*
[ :7250 @73(53 @7455(’}/1(51)*
o 5251®$2:’y3§1 @74(54 @7658(7151)*

/

= N W b~ U1 O

/J 0| 1 2 3 4 5 6 7 8

10. J.Y. Le Boudec et P. Thiran : Network
Calculus. Springer, 2001. [§3.1.6]
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Transformée de
Construction de J
Algorithmes

Approximation convexe supérieure

—s
° S* — (’ykél)* 6 P
@ Maximisation du rapport //k 5
@ Complexité en O(n) 4 /
3
2

<

@ s 27151 @7253 @7455697656(7351)* 1 /

@ s=s; =7250(+253%)* ) >y
0| 1 2 3 456 7 8
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Conclusions
Perspectives

Conclusions et perspectives

o Transformée de Legendre-Fenchel
@ Approximation convexe supérieure

@ Semi-anneau idempotent F72X[~, d]

min
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Conclusions

Perspectives
Conclusions et perspectives

Résultats

o Transformée de Legendre-Fenchel

@ Approximation convexe supérieure

@ Semi-anneau idempotent F72¥ [, 0]

Algorithmes sur F72¥[, d]
o Faible complexité des algorithmes : O(n)
e Faible occupation mémoire : forme canonique
@ Représentation approchée
o pente asymptotique identique
o résultat identique entre

max
- calculs sur F2X[~, 0] et

- calculs sur M2¥[, 8] puis passage dans F2<[v, 0]

17 mars 2008 18 / 21
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Conclusions
Perspectives
Conclusions et perspectives

Encadrement majorant - minorant

@ Recherche d'un minorant : approximation concave inférieure

@ Obtention d'un conteneur

12f| == Majorant

1| = série

10| === minorant

>
0 5 78 10 11 12 1‘3'7
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