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Résumé— Dans le cadre de la théorie des systémes
(max,+)-linéaires, ce document considére la transformée de
Legendre-Fenchel afin d’obtenir une approximation convexe
par valeur supérieure des séries périodiques représentatives
de Systémes a Evénements Discrets. Les algorithmes per-
mettant la manipulation de ces séries a travers une forme
canonique sont de complexité linéaire en la taille des séries.

Mots-clés— Systémes a Evénements Discrets, algébre
(max,+), transformée de Legendre-Fenchel, séries formelles
périodiques, dioide, semi-anneau idempotent.

I. INTRODUCTION

Les Systémes a Evénements Discrets (SED) sujets a des
phénomeénes de synchronisation et de délai peuvent étre
décrits par des modéles linéaires grace a 'utilisation d’une
structure algébrique particuliére appelée dioide ou encore
semi-anneau idempotent. Cette approche, analogue a la
théorie conventionnelle en automatique classique, est appe-
lée théorie des systémes (max,+)-linéaires (théorie détaillée
dans les ouvrages [1] et [2]). Ses applications vont des sys-
témes de production aux réseaux informatiques ([3]), en
passant par les réseaux de transport ([2] et [4]) et per-
mettent par exemple d’accéder a la commande de ces sys-
témes (toujours en analogie avec I'automatique classique)
ou de réaliser de I’analyse de performance (calcul du taux
de production).

Grace aux avancées dans ce domaine, il existe aujour-
d’hui des outils informatiques, tels que la librairie Min-
MaxGD créée par le LISA ([5]) ou la bibliothéque de calcul
pour le Network Calculus ([6]), permettant de représenter
ces systémes linéaires sous forme de séries périodiques. Dés
lors que des phénomeénes transitoires importants se font
jour comme présenté dans l'application au réseau ferro-
viaire allemand [2, Chap8], certaines manipulations réa-
lisées par ces outils, dont les algorithmes sont issus des
rapports [7], [8] et [9], sont cotliteuses en temps de calcul et
en occupation de mémoire. Le cas échéant, il est important
de pouvoir compter sur des modéles alternatifs.

L’objectif & long terme de ce travail consiste donc en
la recherche de représentations approchées de séries pério-
diques dont les représentations informatiques auront pour

intérét d’occuper moins d’espace mémoire et pour lesquelles
les algorithmes seront également plus efficaces. Il est par
exemple possible, a 'instar des calculs par intervalle ([10]),
d’envisager une représentation de type « conteneur » : une
série périodique serait alors encadrée par deux représenta-
tions plus simples & manipuler.

Une premiére étape de cette approche est proposée dans
ce document. En effet, grace a I'utilisation de la transfor-
mée de Legendre-Fenchel ([11]), il est possible d’obtenir
une approximation par valeur supérieure d’une série pério-
dique, telle que soient réduites a la fois :

e la taille des données manipulées,

e la complexité des algorithmes.

Cette transformée n’étant pas injective, donc non inver-
sible, il est ici question d’approximation. En revanche,
de par ses caractéristiques, la transformée de Legendre-
Fenchel conduit & ne manipuler que des séries convexes,
affines par morceaux et ultimement affines, pour lesquelles
les algorithmes sont particuliérement efficaces, algorithmes
de complexité linéaire en la taille des séries.

Afin de présenter ce travail, la section II introduit tout
d’abord certains outils algébriques nécessaires a 1’étude
des Systémes a Evénements Discrets dans les dioides,
ainsi que la modélisation de ces systémes grace a 'utili-
sation du dioide M%*[~,d]. Ensuite, dans la section III,
le dioide F'%[v,d], construit en quotientant M [~,d]
par la transformée de Legendre-Fenchel, est présenté. Les
algorithmes manipulant une forme canonique des séries pé-

riodiques appartenant & ce dioide sont également fournis.

II. PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

Cette section a pour but de présenter de maniére infor-
melle quelques définitions, propriétés et théories nécessaires
a l'utilisation de la structure algébrique particuliére appe-
lée dioide ou encore semi-anneau idempotent. Le lecteur
intéressé est invité a parcourir les références suivantes : [1],
[12], [9], [4] et [13].

A. Théorie des dioides
Définition 1 (Dioide, [1, §4.2]). Un dioide (ou semi-

anneau idempotent) est un ensemble D muni de deux lois



notées @ et ®. La somme @ est associative, commutative,
idempotente (Va € D,a @ a = a) et d’élément neutre ¢. Le
produit ® est quant a lui associatif, distributif & gauche et
a droite par rapport a I’addition et d’élément neutre e. De
plus, € est ’élément absorbant de la loi ®.

Ezemple 1 (Dioides Zmmaz €t Zmin). L'ensemble (Z U
{—0c0}) muni de 'opération max (noté @) et de l'addi-
tion usuelle (noté ®) correspond au semi-anneau idem-
potent Z,,.. pour lequel ¢ = —oco et e = 0. L’ensemble
(Z U {+o0}, min, +) correspond quant & lui au semi-anneau
idempotent Z,,;, pour lequel € = +o0 et e = 0.

Ezemple 2 (Dioide C,). L’ensemble des fonctions
convexes! R — R U {—o0, +00} munies des opérations sui-
vantes Vf,g € C, :

&g Yz, (f@g)(z) = max(f(z),g(x)),
f®g Vo, (feg(x) = flz)+g(@),

est un dioide noté C,. Les éléments neutres correspondant
a ces lois sont notés € : x +— —oo pour laloi @ et e: x — 0
pour la loi ®.

Définition 2 (Série formelle, [1, §4.7]). Une série
formelle s en l'indéterminée z et a coefficients s(k), k € Z,
dans un dioide (D, ®,®) est définie par l'expression sui-

vante :
5= @ s(k)z".
kEZ
Définition 3 (Dioide de séries formelles, [1, §4.7]).
L’ensemble des séries formelles munies des opérations sui-
vantes :

Sq B sp = keg(sa(k) @ sp(k)) 2",
Sq @S = R (salka) @ sp(kp))2"

k=ka+ky

forme un dioide noté D[z].

Ezemple 3 (Dioide B[y, d] ). Le dioide de séries formelles
en deux indéterminées commutatives 7y et d, a coefficients
booléens dans B et & exposants dans Z est noté B[, ¢]. La
série s € B[, d] s’écrit de maniére unique :

s = @ s(n,t)y"6"  avec s(n,t) = { cou

€.
n,tEZ

Les éléments neutres de B[y, 0] sont € = @k,f,ez ekt pour
la loi @ (série nulle) et e = v°6° pour la loi ®. Graphique-
ment, une série de IBB[[’y,(S]] peut étre représentée par une
collection de points (n,t) du plan Z?2, I’axe horizontal cor-
respondant a 'indéterminée v et I’axe vertical a I'indéter-
minée §. Les coeflicients booléens sont alors synonymes de
présence (s(n,t) = e) ou d’absence (s(n,t) = ¢) d’un point.

Définition 4 (Homomorphisme). Une application IT
d’un dioide (D, ®,®) dans un dioide (C,®,®) est un ho-
momorphisme si Va,b € D :

Ma®b) = T(a)® ()
Ma®b) = T(a)®I(b)

g,
€.

et Tl(e)
et II(e)

1 Une fonction est dite convexe si son épigraphe est convexe ([1,

§3.3)).

Définition 5 (Congruence). Dans un dioide (D, ®, ®),
une congruence est une relation d’équivalence (notée R)
compatible avec les lois @ et ®, soit Va,b,c € D :

(a®c)R(b® c),
"Rbi{ (@@ R(b® ).
Remarque 1 (Congruence induite par un homomor-
phisme). Si Tapplication IT : D +— C est un homomor-
phisme, alors la relation Va,b € D :

aZ2b o I(a) = I(b)

est une congruence.

Définition 6 (Classe d’équivalence). Soit un dioide
(D, ®, ®) muni d’une congruence R, la classe d’équivalence
d’un élément a € D, notée [a]g, correspond a ensemble
des éléments équivalents a a selon R soit :

[alr £ {z € D | 2Ra}.

Définition 7 (Dioide quotient, [1, §4.2]). L’ensemble
des classes d’équivalence d’un dioide (D, @, ®) obtenu selon
une congruence R et muni des lois @ et ® définies comme
suit :

[ar ® [blr £ [a®blr et [a]r @ [blr = [a® g,

forme le dioide D quotienté par R, noté D,.

Remarque 2 (Elément maximal). Si R est une
congruence, alors Yai,as € [alr, a1 @ as € [a]r et plus

généralement :
@ z € [a]r.

z€lalr
Toute classe [a]g admet donc un élément maximal, somme
de tous les éléments de cette classe.

Ezemple 4 (Dioide M$*[v,d]). Le dioide B[y, d] quo-

n

tienté par la congruence R définie pour Va,b € B[, d] :

aRb & (ydd H*a=(y®d )b (1)
est appelé M?7[v,d]. Graphiquement, la multiplication
d'un mono6me vt de B[y, 6] par (y®d~1)* revient & consi-
dérer cet élément non plus comme un point (n,t) de Z?2
mais comme un cone Sud-Est de sommet de coordonnées

(n,t).

Remarque 8 (Opérateur = ). L’application notée * et ap-
pelée étoile de Kleene est définie pour un dioide (D, &, ®)
et Va € D telle que :

B. Représentation des SED dans les dioides

L’utilisation du dioide M%*[~v, §] permet une modélisa-
tion de la dynamique des SED faisant apparaitre des phéno-
meénes de synchronisation et de délai, & travers des systémes

d’équations linéaires. En effet, la congruence (1) permet de



tenir compte du caractére monotone croissant des trajec-
toires de tels systémes. Il est donc possible d’obtenir la
représentation d’état suivante :

{ z(7,68) = Az(v,6) & Bu(~,0) 2)
y(v,0) = Cx(y,9)

avec A € My, 8]**F, B € M[y,5]F*™ et C €
My, 8]P** (k, m et p désignent respectivement les
tailles des vecteurs d’état, d’entrée et de sortie). Dans ces
équations, 'opérateur v traduit un décalage événementiel
alors que 'opérateur ¢ représente un décalage temporel.

Tout comme en automatique classique, la relation de
transfert d’un systéme obtenue & partir de la représentation
d’état correspond également & la sortie de ce systéme en ré-
ponse & une impulsion. Ainsi, d’aprés le systéme d’équation
(2), la relation de transfert suivante sur M%*[v, §] appa-
rait :

y(7,0) = Hu(v,0) = CA*Bu(v,9)
= (CB®CAB& CA’B& ... )u(v,d)

avec H € M%[v,d] la matrice de transfert du systéme?.
De maniére générale, les éléments de cette matrice de trans-
fert H sont des séries périodiques et causales ([7]) de la
forme :

s=p®dqr*

avec

[e3%
p= @,

= BT et = (3
i=1 j=1
Le polynéme p caractérise la période transitoire de la sé-
rie alors que le polynéme ¢ représente le motif du régime
périodique. Cette périodicité est fournie par le mondéme r
avec le ratio oo, = v/7 et représente la pente ultime de la
série. La représentation d’une série minimisant & la fois la
taille du transitoire et celle du motif périodique correspond
a la forme canonique de cette série.

Remarque 4 (Librairie de calcul dans le dioide
MG[y,d]). La bibliothéque logicielle MinMaxGD ([5])
permet la réalisation de calculs sur des séries périodiques
de MZ[~,d] tels que les opérations @, ® et *. Les résul-
tats sont systématiquement fournis sous forme canonique.

Remarque 5 (Inconvénients de cette représentation). La

: B P Pt . ax )
forme canonique d’une série périodique de MZ[~, d] n’est
pas toujours une représentation concise. Par exemple, le
résultat mis sous forme canonique de la somme suivante :

(713514)* o) ’}/4(’)/14(515)*
_ ’7064 a...D ’72898(53109(’}/2899(53122)*

présente un motif transitoire contenant une cinquantaine
de mondmes. Par conséquent, les algorithmes de manipu-
lation des séries sous cette forme sont pénalisés & la fois en
efficacité et en occupation mémoire lorsque les comporte-
ments transitoires sont trés longs.

2 Matrice dont le calcul est détaillé dans [1, Lemme 4.108].

ITI. D1oiDE Fex [, ]

Les algorithmes utilisés afin de manipuler les séries pé-
riodiques de M%2 [, ¢] limitent pour l'instant les domaines
d’application de la théorie des systémes (max,+)-linéaires
aux systémes dont le comportement transitoire (cf. p dans
(3)) n’est pas trop important. En effet, pour de tels sys-
témes, il est souvent difficile de calculer 1’étoile de la ma-
trice d’état (cf. A dans (2)) puisque ce calcul nécessite k3
calculs d’étoile de séries et chacune de ces opérations n’est
pas linéaire en la taille de la série.

Afin de répondre & cette problématique, cette section
rappelle tout d’abord qu’il est possible d’associer a une sé-
rie de M$7[v,d] une fonction convexe. Cette transforma-
tion, notée F, est comparable a la transformée de Legendre-
Fenchel (présentée dans [1] et utilisée dans le cadre du
Network Calculus [11]). Modulo cette transformée, les al-
gorithmes des opérations de somme, de produit et d’étoile
sont de complexité algorithmique O(n), ou n est égal a la
somme de la taille du transitoire et du motif de la série pé-
riodique (algorithmes discutés dans [14]). Ces opérations
sont simplement celles du dioide M%*[v, §] quotienté par
F, dioide alors noté F'%*[~,d] (introduit dans [15]). En
outre, toute classe du dioide F%*[~, 0] posséde un élé-
ment maximal, ce qui garantit un majorant du résultat qui
aurait été obtenu sans la transformeée.

A. Transformée de Legendre-Fenchel

Définition 8 (Transformée de Legendre-Fenchel
d’une série de M$7[v,d], [11] et [1, §3.3]). La trans-

n

formée de Legendre-Fenchel d’une série de M$*[v,d] est

lapplication F : M%[v,d] — C, qui, & une série f €
MG, 8] définie par :

f= @ 7051’(0)
cEZ

associe la fonction convexe suivante :

o = max (f(c) + (¢ x z)).
Ezemple 5 . Soit le polynéme p € M$[y, ] défini par
p =716t @~302@~*5*. La fonction convexe associée a p (cf.
figure 1) est la suivante F(p)(x) = max(z+1, 3z+2,4x+4).

F(p)(x)
) ‘ 4x + 4
A P 3x + 2
5 : + ]:
4 4
| x+1
3 - /
2 Goror G / 2
1 B ——
: : x
00 ‘1 2 3 4 5 6 7 7 3 2 }/ 01 2
VLt o Se BEYe S o SR e S oY e 14 )»l ok

Fig. 1. Transformée de Fenchel du polynéme p € M$*[v, 4]

Propriété 1 . L’application F : M%*[v,d] — C, est un
homomorphisme non injectif :

Fla®b) =
Fla®b)



Ainsi, plusieurs éléments différents dans M$* [+, 6] peuvent
étre représentés par une seule fonction convexe. Ils ont alors
la méme transformée de Fenchel et sont équivalents entre
eux modulo cette transformée. Par exemple, selon la figure
1, le polynéme p; € M$2[y,d] défini par p; = 16t &2
est représenté par la méme fonction convexe que le poly-
néme py € M3y, 8] défini par po = y16 @ 7362 @ 446*
(F(p1) = F(p2)). Cette équivalence modulo F peut égale-
ment se vérifier selon une autre caractéristique comme le
montre le théoréme suivant.

Théoréme 1 (|1, §6.4.2]). Deux séries de M%7 [, d]
ont la méme transformée de Fenchel si et seulement si, elles
ont la méme « enveloppe convexe ».

Remarque 6 (Enveloppe convexre). Le terme « enve-
loppe convexe » utilisé dans le théoréme 1 désigne I'enve-
loppe convexe des points de Z? représentant la série dans

My, 4]
min 1750]
D’aprés la remarque 1, Papplication F : M [v,4] — C,

étant un homomorphisme, la relation suivante Va,b €

MEET, 6]

B. Construction de

aZv & F

z

F(b)
est une congruence notée

Définition 9 (Dioide F%*[~, d]). Le dioide M2 [, ]

mn
. F x
quotienté par la congruence = est appelé F'%r [, 0]

Ainsi, un élément de F"4* [y, §], soit une classe d’équi-
valence modulo F, regroupe toutes les séries de M%* [, 4]
ayant la méme transformée de Fenchel. En outre, d’apres
le théoréme 1, tous les éléments d’une classe de F,/% [y, 0]
ont en commun la méme enveloppe convexe. Une classe de

marl~y §] peut donc étre caractérisée par l'enveloppe de

I’ensemble de ses représentants.

D’autre part, il est possible de représenter cette enve-
loppe en ne gardant que ses points extrémaux associés a
la mise sous forme irréductible de la pente ultime. Il s’agit
alors d’une représentation unique (forme canonique) inté-
ressante de par sa faible taille et est notée de la maniére
suivante, pour s € F,4r [y, 0] :

s=p®mr®

avec

(03
p=@"iot, m=+N6T et r=~"".
i=1

(4)

Sous cette forme, le motif n’est plus représenté par un po-
lynéme (cf. ¢ dans (3)) mais par un unique monodme m.

Par ailleurs, il est important de noter que le dioide
marly §] étant un dioide quotient, chacun de ses élé-
ments est une classe d’équivalence pour laquelle il existe un
élément maximal appartenant a M%*[v,d] (cf. remarque
2). Graphiquement, le représentant maximal d’un élément

de Fax[~ 4] correspond & la « meilleure approximation

min

entiére par en-dessous » de I'enveloppe convexe de cet élé-
ment (cf. figure 6).

min 17> 0]

Afin de manipuler les séries périodiques du dioide

marly, §], plusieurs algorithmes sont donnés ici. Il s’agit
notamment de la recherche de la forme canonique d’une
série de F%*[v, 4], de l'addition et du produit de deux
séries périodiques ainsi que ’étoile d’une série périodique.
L’ensemble de ces algorithmes sont de complexité linéaire
en la taille des séries. Le nombre de mondémes du polynéme
p € F1arl~ 4] est noté « (cf. (4)) et ainsi, le nombre de
monomes considérés avant la pente ultime est donné par
n = a+ 1 (nombre de monodmes de p et mondme m).

C. Algorithmes associés a

Algorithme 1 (Forme canonique d’une série pé-
riodique de F*[~,d]).

L’algorithme de mise sous forme canonique d’une sé-
rie de F [+, ] correspond a la recherche de son enve-
loppe convexe associée & la mise sous forme irréductible de
sa pente asymptotique. Cet algorithme est écrit selon la
Marche de Graham (connue en géométrie algorithmique et
décrite dans [16]) qui permet d’obtenir I’enveloppe convexe
d’un ensemble de points déja triés avec une complexité al-

gorithmique linéaire.

Complexité. Dans le pire des cas, I’ensemble des mo-
noémes de la série n’est parcouru que deux fois, la com-
plexité de cet algorithme est donc de O(n) avec n, le
nombre de mondémes de la série d’origine.

Ezxemple 6 . Soit la série périodique s €
vante :

Fmaz~ §] sui-

mn

g = 7353 @’}/4(58 @’7759 o (79512 @712513)(,}/452)*'

La forme canonique de cette série est donnée par (cf.
figure 2) :

S, _ 7353 ® ,)/458 @79512(’)/251)*.

14 2 g

12 Vo

N B O 0

6 8 1012 14 16 1szo"y

o

214

Fig. 2. Forme canonique s’ de la série s € F' [y, ]

Les algorithmes donnés par la suite supposent les séries
périodiques initialement sous forme canonique au sens de
marly, §] et rendent un résultat également sous forme ca-
nonique. Par ailleurs, les opérations sur F%* [, §] sont les

mémes que sur M% [y, d] (aux simplifications pres).



Algorithme 2 (Addition de deux séries pério-
diques de F'%¢ [y, ]).

L’algorithme d’addition de deux séries périodiques de
maxlay ] effectue tout d’abord une fusion des polynémes
(p1@m1) et (p2 @m2) dans une série résultat dont la pente
asymptotique est donnée par la pente ultime la plus grande
des deux séries considérées (max(m /v1,T2/v2)). Ensuite, ce
résultat n’étant pas nécessairement sous forme canonique,

I’algorithme 1 de mise en forme canonique lui est appliqué.

Complexité. Soit n le nombre de mondémes des deux
séries (n = n1 4+ n2), la complexité de 'opération de fusion
des polynomes est de O(n). L’application de 'algorithme 1
de mise sous forme canonique donnant également une com-
plexité en O(n), la complexité finale de 'opération reste en

O(n).

Ezemple 7 . Soient deux séries s et so € FMar[y,d]

définies par :
s1 = ’71(51 @,\/253 @7655(,\/351)*’
S9 = ’)/260 @’}/353 @’}/455(’}/151)*.
L’addition de ces deux séries est donnée par (cf. figure 3) :

s = 7161 @7263(7151)*.

»

—sl
s2
—s

H N WA U O

v

0 2 3 456 7 8

Fig. 3. Addition des séries s1 et sp € F"aT [y, d]

min

Algorithme 3 (Produit de deux séries périodiques
de 7755 [, 6])-

Théoréme 2 ([3, §3.1.6]). Le produit de deux séries
convexes et affines par morceaux est une série également
convexe, obtenue en mettant bout a bout les segments triés
par pentes décroissantes des deux séries opérandes.

Les séries considérées dans ces algorithmes étant sous
forme canonique, elles sont convexes et affines par mor-
ceaux. Ainsi, ce théoréme fournit 'algorithme nécessaire
au produit de deux séries périodiques de F"2* [, d].

Complexité. Soit n le nombre de mondémes des deux
séries (n = m1 + no), la construction de la série résultat
reposant sur l’association de segments ne nécessite qu’un
seul parcours des mondmes de deux séries. Ainsi, la com-
plexité de cette opération est de O(n).

Exemple 8 . Solent deux séries s1 et sy € F'2*[y,d]

définies par :
§1 = 7151 @7253 @7455 @’7656(7351)*,
8o = ’)/250 @,}/353 @7455(,}/151)*.
Le produit de ces deux séries est donné par (cf. figure 4) :

s = 7351 @7454 D 7658(,}/151)*.

>

— sl
—s2
—S

H N WA U O N ® O

!

o

2 3 5 6

Fig. 4. Produit des séries s1 et sp € F3% [+, 4]

min

Algorithme 4 (Etoile de Kleene d’une série pério-
dique de F% [y, d]).

L’étoile de Kleene d’une série périodique de F"%* [y, ]
a toujours la forme suivante :

s = (y*6')",

avec [/ k sous forme irréductible. La paire d’exposants (k, )
de cette série résultat prend sa valeur parmi les exposants
de I’ensemble de ses monoémes p, m et r tel que :

l_ ti T 7
R P AT O e g

L’algorithme de calcul de l’étoile de Kleene d’une série
consiste donc a parcourir ses monémes jusqu’a trouver le
rapport {/k le plus grand.

Complexité. Lors de cet algorithme et dans le pire des
cas, les mondémes de la série ne sont parcourus qu’une seule
fois. Ainsi, la complexité de cette opération est de O(n)
avec n, le nombre de mondémes de la série.

Mz~ §] définie par :

min

Exemple 9 . Soit une série s; €
51 = 7161 @7253 @’}/465 @76(56(’}/361)*.

L’étoile de Kleene de cette série est donnée par (cf. figure
5) :
s = 7050(7253)*.

Algorithme 5 (Représentant maximal d’une série
périodique de F2 [, 0]).

Le représentant maximal d’une série périodique s €
marl~y §] appartient au dioide M&*[y,d] et correspond
a la « meilleure approximation entiére par en-dessous » de
I’enveloppe convexe de la série s. L’algorithme de recherche
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Fig. 5. Etoile de Kleene de la série s € F [y, §]

min

de ce représentant maximal consiste donc a se déplacer se-
lon l'axe 7, de valeur entiére a valeur entiére, tout en dé-
terminant la plus grande valeur entiére selon 0 inférieure
ou égale a l'enveloppe convexe. Ce méme traitement est
appliqué a la pente ultime selon un seul motif.

Complexité. Lors de cet algorithme, tous les entiers
compris entre ng et N + v (cf. (4)) sont parcourus ce qui
fournit une complexité en O(n) pour cette opération avec
n=N+v—ng.

min

Exemple 10 . Soit le polynoéme p € [, &] suivant :

p= ’}/162 @7759 D 715513 D 720(514.

Le représentant maximal dans M%[v, ] de ce polynome?

est donné par (cf. figure 6) :
7152 @7253 @7354 @7455 @,7556 @7657 @7759

@’)/9610 ey ’}/11611 ey ’)/13(512 ey ,y15513 ey 720514.

ya
I 5

2 10 12 14 16 18 20 22

Fig. 6. Représentant maximal du polynome p € F"%%[~, d]

min

IV. CONCLUSION

Ce document aura tout d’abord permis de rappeler
quelques définitions inhérentes & 1’utilisation de la struc-
ture algébrique appelée dioide et utilisée dans théorie des
systémes (max,+)-linéaires. Cette théorie permet notam-
ment la modélisation des Systémes a Evénements Discrets
faisant apparaitre des phénomeénes de synchronisation et
de délai par des séries périodiques appartenant au semi-
anneau idempotent M$* [, d].

Des outils informatiques manipulant ces séries pério-
diques existent ([5]), mais ils sont rapidement limités en
temps de calcul et/ou en occupation mémoire.

3 11 est & noter que certains monoémes (7869, ¥19510, etc.) n’appa-
raissent pas dans la représentation du fait des simplifications liées a
MEZ[v, 6] (cf. exemple 4).

Ce document propose donc une représentation appro-
chée des séries périodiques dans le but de réduire la com-
plexité des algorithmes les manipulant et ainsi, les temps de
calculs. Une approximation convexe par valeur supérieure
d’une série périodique est rendue possible grace a 'utilisa-
tion du dioide F%" [, 6], issu du quotient de M$¥ [, d]

n
par la transformée de Legendre-Fenchel, et conduit a en

simplifier ’écriture tout en conservant leurs caractéris-
tiques fortes comme le taux de production. Cette repré-
sentation a notamment permis de définir des algorithmes
efficaces de calculs de somme, produit et étoile des séries
(complexité linéaire en la taille des séries).
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