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B.Cottenceau L. Hardouin E. Le Corronc

Laboratoire d’Ingénierie des Systèmes Automatisés (LISA),
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Introduction

Les Graphes d’Evénements Temporisés (GET) ordinaires
peuvent être décrits1 par des séries formelles périodiques
(semi-anneau idempotent noté Max

in [[γ, δ]]).

L’association de GET en parallèle (synchronisation), en série
ou en rebouclage est décrit par les opérations ⊕, ⊗ et ∗
(étoile de Kleene) de Max

in [[γ, δ]] qui conservent la périodicité2.

Cette modélisation permet :
Le calcul du transfert des GET (librairie MinMaxGD3)
Le calcul de correcteurs:
- avec modèle de référence4,
- pour le respect de contraintes temporelles5

1
Baccelli et al (1992) Synchronisation and Linearity, Wiley

2
S. Gaubert (1992) Théorie des systèmes linéaires dans les diöıdes, Thèse

3
Fonctionnant sous Scilab

4
C. Maia et al (2003) Optimal closed-loop control of Timed Event Graphs in Dioids, IEEE TAC

5
L. Houssin et al (2007) Just in Time Control of Constrained ( max ,+)-Linear Systems, JDEDS
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Introduction

Les Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés (GETG)
permettent de représenter également des phénomènes de
regroupement et de duplication d’événements.
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�
�

Il faut 3 événements u pour générer 1 événement x . Un
événement x génère 2 événements y .

Concernant la modélisation :
Peut-on représenter les GETG par des séries formelles ?
Si oui, peut-on manipuler ces séries sous une forme

canonique permettant de comparer des GETG ?
Peut-on calculer des correcteurs pour les GETG ?
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GET Généralisés (GETG)

Réseaux de Petri P-Temporisés pour lesquels chaque place a
exactement une transition en amont et une transition en aval. Les
arcs sont valués par des entiers et les temporisations sont entières.

Règle de franchissement des transitions

Franchissement ”au plus tôt” : chaque transition franchissable est
immédiatement franchie.
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Dynamiques élémentaires

Fonctions compteurs

Fonctions x : t 7→ x(t) décrivant le nombre cumulé d’événements x
apparus jusqu’à la date t.

Les GETG sont décrits par la combinaison de systèmes
élémentaires :
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y(t) = u(t − d)

y(t) = u(t) + n

y(t) = bu(t)/bc

y(t) = u(t)×m
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Dynamiques élémentaires

Représentation par des opérateurs additifs

En considérant les fonctions compteurs comme des éléments du
semi-module noté S, les opérateurs impliqués dans les GETG sont

(délai) δd : S → S δds(t) = s(t − d)
(décalage) γn : S → S γns(t) = n + s(t)

(duplication) µm : S → S µms(t) = m × s(t)

(regroupement) βb : S → S βbs(t) = b s(t)
b c

Dioide O
L’ensemble des opérateurs h additifs a muni de ⊕ = min et de la
composition ⊗ = ◦ est un diöıde non commutatif noté O.

a∀s1, s2 ∈ S, h(s1 ⊕ s2) = hs1 ⊕ hs2
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Modèle entrée-sortie

Les GETG peuvent être décrits sur le dioide O au moyen d’une
représentation {

x = Ax ⊕ Bu
y = Cx

avec A ∈ Op×p,B ∈ Op×m, C ∈ Oq×p des matrices d’opérateurs
additifs, et x ∈ Sp, u ∈ Sm et y ∈ Sq des vecteurs de fonctions
compteurs.

Le comportement entrée-sortie du GETG s’écrit alors

y = CA∗Bu = CBu ⊕ CABu ⊕ CA2Bu ⊕ . . .
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Modèle entrée-sortie : exemple


x =

 ε ε β2γ
3

µ2 γ1δ2 ε
ε δ3 ε

 x ⊕

β3

ε
ε

 u

y =
(
ε ε e

)
x
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La relation entrée-sortie s’écrit

y = (δ3(γ1δ2)∗µ2β2γ
3)∗δ3(γ1δ2)∗µ2β3u
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Le produit du diöıde O est non commutatif. On peut néanmoins
exhiber un certain nombre d’équivalences d’opérateurs.

Equivalences d’opérateurs

L’opérateur δ commute avec les opérateurs γn, µm, βb

γnδt = δtγn µmδt = δtµm βbδ
t = δtβb

δt1 ⊕ δt2 = δmax(t1,t2) δt1δt2 = δt1+t2

γn1 ⊕ γn2 = γmin(n1,n2) γn1γn2 = γn1+n2
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Le produit du diöıde O est non commutatif. On peut néanmoins
exhiber un certain nombre d’équivalences d’opérateurs.

Equivalences d’opérateurs

L’opérateur δ commute avec les opérateurs γn, µm, βb

γnδt = δtγn µmδt = δtµm βbδ
t = δtβb

δt1 ⊕ δt2 = δmax(t1,t2) δt1δt2 = δt1+t2

γn1 ⊕ γn2 = γmin(n1,n2) γn1γn2 = γn1+n2
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Equivalences d’opérateurs (suite)

µm1 ⊕ µm2 = µmin(m1,m2) µm1µm2 = µm1×m2

βb1 ⊕ βb2 = βmax(b1,b2) βb1βb2 = βb1×b2

βbγ
b = γ1βb µmγ1 = γmµm βn×mµm = βn

Exemples

µ2γ
1 = γ2µ2 β3γ

4 = γ1β3γ1
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Peut-on montrer formellement toutes les équivalences
d’opérateurs ?

Comment montrer l’équivalence suivante ?

µ3β2γ
1 ⊕ γ2µ3β2 = β2γ

1µ3

Les identités précédentes semblent ne pas suffir.
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Opérateurs Evénementiels E ∈ O : opérateurs obtenus par un
nombre fini de sommes et de produits de {γ, µm, βb}.

Représentation dans Z2 des opérateurs de E
γn représenté par Z → Z : x 7→ x + n

µm représenté par Z → Z : x 7→ m × x

βb représenté par Z → Z : x 7→ bx/bc

Représentation de β3γµ2
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Représentation dans Z3

Pour tout opérateur événementiel w ∈ E , on a e = γ0 ⊕ γ1 ⊕ ...

soit w = w(γ1)∗ = (γ1)∗w = w ⊕ wγ ⊕ γw ⊕ γ2w ...

Donc wδt , où w ∈ E , peut étre représenté dans Z3.

Représentation de γ3β2δ
4
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Représentation dans Z3

On a de plus e = δ0 ⊕ δ−1 ⊕ δ−2... soit

wδt = wδt(δ−1)∗ = wδt ⊕ wδt−1 ⊕ wδt−2...

Représentation de γ3β2δ
4(δ−1)∗
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Représentation dans Z3

La somme ⊕ est représentée par l’union de volumes dans Z3.

Représentation de δ2 ⊕ γ3β2δ
4

� �

�

�

�

B.Cottenceau L. Hardouin E. Le Corronc Représentation tridimensionnelle de la dynamique des Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés
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Diöıde des séries E [[δ]]

Puisque δt commute avec γn, µm et βb, le transfert d’un GETG
h = CA∗B peut s’écrire comme une série

h(δ) =
⊕

h(i)δi

où h(i) ∈ E est un opérateur événementiel ∈ E .

La composition parallèle de systèmes est décrite par la somme
h1(δ)⊕ h2(δ)

la composition série par h1(δ)⊗ h2(δ) =
⊕

h1(i)h2(j)δ
i+j .
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Modèles de GETG
Représentation tridimensionnelle

Commande de GETG dont le transfert est périodique

Représentation graphique d’une série h(δ) (1/2)
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La dynamique entrée-sortie de ce système est

y = (δ3(γ1δ2)∗µ2β2γ
3)∗δ3(γ1δ2)∗µ2β3u

On peut ici fournir deux expressions équivalentes

h(δ) = (γδ2)∗δ3µ2β3

= (µ2β3δ
3 ⊕ γµ2β3δ

5)(γ3δ4)∗.
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Représentation graphique d’une série h(δ) (2/2)

h(δ) = (γδ2)∗δ3µ2β3

= (µ2β3δ
3 ⊕ γµ2β3δ

5)(γ3δ4)∗.
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Périodicité/ Synthèse de correcteur

L’exemple précédent conduit à une représentation ultimement
périodique de la forme

h = p ⊕ (γnδt)∗q = p′ ⊕ q′(γn′
δt′)∗

avec p, p′, q, q′ des polynômes6 de E [[δ]],

Perspectives pour le contrôle

Pour un GETG dont le transfert h est périodique, il est possible de
calculera

P = h◦\h et F = h◦\h◦/h

(précompensateur) P est la plus grande solution de h ⊗ x = h.
(retour de sortie) F est la plus grande solution de h⊗ (x ⊗ h)∗ = h.

aOù ◦\ et ◦/ représentent la résiduée du produit à gauche/à droite

6p =
⊕

i=1,m wpi δ
ti , q = ....
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Synthèse de correcteur de type ”retour de sortie neutre”

h = (γδ2)∗δ3µ2β3, F = h◦\h◦/h = γ3µ3β2γ
1δ1(γδ2)∗.
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Conclusion/Perspectives

On propose une représentation de la dynamique des GETG
dans Z3.

Extension naturelle de la représentation bidimensionnelle7

utilisée pour les GET ordinaires (Max
in [[γ, δ]])

Pour certaines classes de GETG, il est possible d’aborder des
problèmes de synthèse de correcteur, par analogie avec ce qui
existe pour les GET ordinaires.

Perspectives Déterminer une sous-classe des GETG pour laquelle

le calcul du transfert puisse être automatisé (problème de A∗)

les calculs ◦\ et ◦/ également (synthèse de correcteurs)

7G. Cohen (1993) Two-Dimensional Domain Representation of Timed Event
Graphs. Ecole d’Eté, Spa
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