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RÉSUMÉ. Les Graphes d’Evénements Temporisés (GET) ordinaires admettent une relation de
transfert linéaire dans les algèbres de type (min,+). Ces relations de transfert peuvent être
décrites au moyen de séries ultimement périodiques représentables dans le plan Z2. Ce papier
tente une représentation graphique analogue pour les GET Généralisés, c’est-à-dire les GET
dont les arcs sont valués. La représentation nécessite une dimension supplémentaire permettant
de tenir compte du gain de ces systèmes qui est algébriquement modélisé par l’introduction de
nouveaux opérateurs. Cette représentation est une extension naturelle de celle utilisée pour
les GET ordinaires. Il est en outre montré que pour les GETG possédant une propriété de
périodicité il est possible de considérer la théorie de la résiduation pour synthétiser des lois de
commande.

ABSTRACT. Ordinary Timed Event Graphs (TEG) have a linear transfer relation in some dioid
algebras. These transfer relations can be described thanks to ultimately periodic formal series
which have a graphical Z2 description. Firstly, this paper aims at carrying out a similar repre-
sentation for Generalized TEG (GTEG), i.e. TEG with multipliers. The representation requires
an additional dimension that reflects the gain of these systems, the latter being algebraically
modelled by the introduction of new operators. This graphical representation is a natural ex-
tension of the one used for ordinary TEG. Secondly, this paper shows that for GTEG having a
property of periodicity, it is possible to consider the residuation theory so as to compute some
control laws.
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tion.
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1. Introduction

La modélisation et l’analyse de performance des Graphes d’Evénements Tem-
porisés (GET) ordinaires ont fait l’objet de nombreuses études à ce jour. Parmi les
différentes approches connues, la théorie des systèmes (min,+) linéaires (Cohen et
al., 1989) (Baccelli et al., 1992) indique qu’il est possible de décrire le comportement
dynamique des GET ordinaires1 par des équations linéaires dans le dioïde des sé-
ries formelles en indéterminées γ et δ noté Max

in [[γ, δ]] (Baccelli et al., 1992) (Cohen
et al., 1989) (Gaubert, 1992). Les opérateurs γ (décalage événementiel) et δ (déca-
lage temporel) apparaissent comme des opérateurs linéaires agissant sur des fonctions
compteurs. Tous les systèmes décrits par des GET ordinaires peuvent être représentés
par des séries formelles périodiques du dioïde Max

in [[γ, δ]]. De plus, ces séries ont une
représentation graphique naturelle dans le plan : chaque monôme γnδt de la série peut
être représenté par un cône sud-est de Z2 de sommet (n, t). La somme de monômes
s’interprète alors en termes d’union de cônes de Z2. Ce modèle a permis de mettre
au point des algorithmes de calcul2 qui fournissent la fonction de transfert d’un GET
ordinaire, et permettent également la synthèse de lois de commande pour les systèmes
modélisables par des GET (Cottenceau et al., 2001)(Maia et al., 2003).

Les Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés (GETG), c’est-à-dire les GET
dont les arcs peuvent être valués, permettent la modélisation d’une classe plus large de
Systèmes à Evénements Discrets, puisqu’ils permettent de décrire la dynamique des
systèmes pour lesquels interviennent des phénomènes de synchronisation, de délais,
de duplication (découpe de pièces), ou à l’inverse de regroupement (lots, batch). De
tels modèles apparaissent dans le cadre de la modélisation de systèmes de production,
ou pour la vérification de systèmes informatiques (Munier, 1993).

On s’intéresse ici à la modélisation des GETG en utilisant les outils algébriques
développés dans la théorie des systèmes (min,+)-linéaires. Notons que différents
travaux ont déja été réalisés dans cette direction (Cohen et al., 1998a) (Cohen et
al., 1998b)(Hamaci et al., 2006). L’ajout de valuations non unitaires sur les arcs d’un
GETG induit une modélisation s’appuyant sur deux opérateurs supplémentaires notés
µm et βb qui correspondent respectivement à la multiplication entière par m et à la
division entière par b. Les opérateurs γ, µm et βb agissent uniquement sur la numé-
rotation des événements et peuvent être décrits au moyen d’une représentation bidi-
mensionnelle. En ajoutant l’opérateur δ, il apparaît naturel de décrire la dynamique
des GETG par des représentations graphiques tridimensionnelles. Notons que la re-
présentation graphique obtenue ainsi est une extension naturelle de la représentation
bidimensionnelle associée à une série deMax

in [[γ, δ]] utilisée pour décrire le comporte-
ment dynamique des GET ordinaires. La dimension supplémentaire permet de décrire
le gain associé à ces pondérations. D’un point de vue pratique, ce gain est le rapport

1. Dont l’évolution du marquage est soumise à la règle de franchissement "au plus tôt".
2. Des bibliothèques de calcul sont désormais disponibles (Gaubert, 1992) (Cottenceau et al.,
2000).
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entre le nombre de jetons sortant du système et le nombre de jetons entrant dans le
système.

Cette représentation de la dynamique des GET Généralisés reprend en majeure
partie les modèles et résultats obtenus dans (Cohen et al., 1998a) et (Cohen et al.,
1998b). Notre travail se démarque principalement par le fait que nous nous intéressons
aux GETG discrets alors que les auteurs de (Cohen et al., 1998b) traitent des GET
continus.

Le plan du papier est le suivant. Nous présentons les opérateurs nécessaires à la
description de la dynamique des GETG dans la section 2. On fournit une représen-
tation graphique bidimensionnelle des opérateurs événementiels dans la section 3, ce
qui permet de décrire les Graphes d’Evénements Généralisés non temporisés. Dans
la section 4, on décrit la représentation tridimensionnelle qui découle de l’introduc-
tion des opérateurs de décalage temporel. On aborde enfin le problème de synthèse
de commande pour les GETG dont le transfert a une propriété de périodicité. Cette
synthèse repose sur la résiduation de produit (à gauche et à droite) d’opérateurs.

2. Représentation opératorielle des GET généralisés

Les Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés (GETG) correspondent à la
sous-classe des Réseaux de Petri temporisés généralisés dont chaque place a une seule
transition amont et une seule transition aval. Les arcs reliant les places aux transitions
et les transitions aux places peuvent avoir une pondération entière strictement positive
et un temps (entier) peut être associé à chaque place. Les règles de franchissement
des transitions sont les suivantes : pour p une place et t une transition du graphe, si
l’arc p → t possède une pondération n, cela signifie que n jetons au minimum sont
nécessaires dans la place p pour franchir la transition t. Un franchissement de t prélève
alors n jetons dans la place p. A l’inverse, si l’arc t → p possède une pondération n′,
alors tout franchissement de la transition t ajoute n′ jetons dans la place p. En plus de
ces règles d’évolution du marquage des places, l’ajout de temporisations sur les places
d’un Graphe d’Evénements contraint les jetons à résider un certain laps de temps dans
une place avant de pouvoir contribuer au franchissement d’une transition située en
aval.

La figure 1 représente un GETG avec une entrée et une sortie. Tous les arcs pour
lesquels les pondérations ne sont pas indiquées sont implicitement unitaires (seuls 3
arcs sont non unitaires). Pour ce GETG, il faut 3 jetons au moins dans la place p1 et 2
jetons dans la place p2 pour pouvoir réaliser un franchissement de la transition x1. Le
franchissement de x1 ajoute alors 2 jetons supplémentaires dans la place p3.

Nous considérons ici le fonctionnement des GETG lorsque les transitions (autres
que les transitions sources) sont franchies dès qu’elles sont franchissables. Suivant
cette politique, on peut décrire la dynamique d’un GETG comme le résultat d’un
nombre fini d’opérateurs qui agissent sur les fonctions compteurs associées aux tran-
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sitions : une fonction compteur t 7→ c(t) fournit à tout instant t le nombre cumulé
d’événements ayant eu lieu jusqu’à la date t.

2
x 1

3

u x 2 x 3

2
3

p 1

p 2

2

p 3 y

Figure 1. Exemple de GET Généralisé

Les fonctions compteurs appartiennent à un ensemble de fonctions monotones
non-décroissantes de ZR. En outre, on peut munir l’ensemble des fonctions comp-
teurs d’une structure de semi-module (cf. Déf. 5 en Annexe) pour les lois ⊕ = min et
l’opérateur . = +, ce semi-module est noté S par la suite. Dans ce contexte, on peut
décrire la dynamique des GETG à l’aide d’opérateurs, c’est-à-dire d’applications défi-
nies sur S , agissant sur les fonctions compteurs. Un opérateur h : S → S est dit additif
si pour deux fonctions compteurs quelconques on a h(s1⊕ s2) = h(s1)⊕ h(s2). Un
opérateur est dit linéaire s’il est additif et si h(λs1) = λh(s1).

La dynamique des GETG repose sur l’association (en série, parallèle ou en bou-
clage) de 4 familles d’opérateurs élémentaires décrits ci-après : τ, k, m, b ∈ Z

δτ : δτ c(t) = c(t− τ) γk : γkc(t) = k + c(t)
µm : µmc(t) = m× c(t) βb : βbc(t) = bc(t)/bc [1]

L’opérateur δτ est le seul qui engendre un décalage temporel. Les autres opérateurs,
appelés opérateurs événementiels par la suite, agissent sur la numérotation des événe-
ments. L’opérateur γk décale les numéros des événements, l’opérateur µm correspond
à des duplications d’événements (si un événement est généré en entrée de l’opérateur,
m événements sont générés en sortie) et βb réalise une opération de regroupement
événementiel (il faut b événements en entrée de l’opérateur pour qu’un événement
soit généré en sortie). Tous ces opérateurs sont additifs, de plus les deux opérateurs
γn et δt sont linéaires.

Définition 1 (Le dioïde des opérateurs additifs) On note parO l’ensemble des opé-
rateurs additifs muni des opérations de somme et produit suivants : ∀h1, h2 ∈ O

h1 ⊕ h2 : ∀s ∈ S, (h1 ⊕ h2)s = h1s⊕ h2s
h1 ⊗ h2 : ∀s ∈ S, (h1 ⊗ h2)s = (h1 ◦ h2)s = h1(h2s)

L’ensemble O a une structure de dioïde non commutatif. L’opérateur neutre pour la
somme est noté εO et l’opérateur neutre pour le produit est noté eO (correspond à
l’opérateur identité).
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Comme cela est présenté dans (Cohen et al., 1998b), le comportement dynamique
des GETG peut être représenté formellement par un nombre fini de sommes et pro-
duits d’opérateurs de (O,⊕,⊗) agissant sur les fonctions compteurs attachées aux
transitions du graphe. On peut décrire tout GETG par une représentation de la forme :

{
x = Ax⊕Bu
y = Cx

où les matrices A, B,C sont des matrices d’opérateurs du dioïde O. En outre, il est
possible d’exprimer la relation entrée sortie de ces systèmes sous la forme :

y = CA∗Bu,

où l’opérateur A∗ =
⊕

i≥0 Ai = Id⊕A⊕A2 . . . (cf Th. 1).

Exemple 1 Le comportement dynamique du GETG de la figure 1 peut être décrit par
les relations suivantes : en notant xi les fonctions compteurs attachées aux transitions
internes, u la fonction compteur décrivant l’entrée et y celle décrivant la sortie on
obtient :

x1 = β3u⊕ β2γ
3x3

x2 = µ2x1 ⊕ γ1δ2x2

x3 = δ3x2

y = x3

La dynamique entrée-sortie de ce système est décrite par l’expression3 :

y = (δ3(γ1δ2)∗µ2β2γ
3)∗δ3(γ1δ2)∗µ2β3u.

Proposition 1 (Equivalences) Pour les familles d’opérateurs décrites par [1], on a :

δt1 ⊕ δt2 = δmax(t1,t2) δt1δt2 = δt1+t2 [2]

γn1 ⊕ γn2 = γmin(n1,n2) γn1γn2 = γn1+n2 [3]

µm1 ⊕ µm2 = µmin(m1,m2) µm1µm2 = µm1×m2 [4]

βb1 ⊕ βb2 = βmax(b1,b2) βb1βb2 = βb1×b2 [5]

γnδt = δtγn µmδt = δtµm βbδ
t = δtβb [6]

βbγ
n×b = γnβb µmγn = γm×nµm βn×mµm = βn [7]

Preuve Soit s ∈ S une fonction compteur quelconque. Comme s est croissante,
min(s(t − t1), s(t − t2)) = s(t − max(t1, t2)), ce qui montre [2]. L’égalité
min(s(t) + n1, s(t) + n2) = s(t) + min(n1, n2) montre [3]. Pour montrer [4],

3. Notons que les termes étoilés de cette expression indiquent la présence de bouclages dans le
GETG.
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min(m1 × s(t),m2 × s(t)) = min(m1,m2) × s(t), puisque s est à valeur posi-
tive. Pour les mêmes raisons min(bs(t)/b1c, bs(t)/b2c) = bs(t)/ max(b1, b2)c, ce
qui montre [5]. Les autres équivalences sont immédiates. ¤

Notons que d’après [6], l’opérateur de décalage temporel δt commute avec n’im-
porte quel opérateur événementiel de {γn, µm, βb}.

3. Représentation bidimensionnelle des opérateurs événementiels

Définition 2 (Dioïde E) On note E ⊂ O le sous-ensemble des opérateurs événemen-
tiels, c’est-à-dire l’ensemble des opérateurs engendrés par des sommes (⊕) et des
produits (⊗) d’opérateurs de {γk, µm, βb}.
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Figure 2. Représentation des opérateurs événementiels γ2 et β3γ
1µ2

Les opérateurs de E n’agissent que sur la numérotation des événements, c’est pour-
quoi leur effet peut être représenté dans un plan Z2 où les axes correspondent chacun
à une numérotation des événements. On peut par exemple représenter l’opérateur γ2

comme un système qui pour chaque événement d’entrée numéroté k, génère un évé-
nement de sortie dont le numéro est k + 2. En d’autres termes, cet opérateur est na-
turellement représenté par la fonction Z → Z, k 7→ k + 2. De la même façon, tous
les opérateurs de E ont une représentation graphique sous la forme d’une fonction
croissante définie sur Z.

Exemple 2 L’opérateur β3γ
1µ2 peut être représenté par le graphe de la figure 2. Il

s’agit de la représentation graphique de la fonction Z→ Z, k 7→ b 2×k+1
3 c.

Remarque 1 Bien que le comptage des événements soit par nature positif, on propose
néanmoins une description des opérateurs par des fonctions étendues sur Z. Ceci nous
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permet de représenter de façon homogène les opérateurs engendrés par les GETG,
ainsi que d’autres opérateurs événementiels tels que l’opérateur γ−2 qui n’a pas de
réalisation en termes de GETG mais qui représente l’inverse (à gauche et à droite) de
l’opérateur γ2 : γ2γ−2 = γ−2γ2 = eO.

L’intérêt de cette représentation graphique est d’être unique pour un opérateur
donné. Ceci nous permet par exemple de conclure à des équivalences d’opérateurs4 qui
ne peuvent pas être obtenues formellement par les identités données par la proposition
1. Par exemple, on vérifie aisément (cf. figure 3) que l’opérateur µ3β2γ

1⊕γ2µ3β2 est
équivalent à l’opérateur β2γ

1µ3, c’est-à-dire ∀k ∈ N,min(3×bk+1
2 c, 3×bk

2 c+2) =
b 3×k+1

2 c.
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Figure 3. Equivalence d’opérateurs : µ3β2γ
1 ⊕ γ2µ3β2 = β2γ

1µ3

Remarque 2 Une autre façon de décrire cette équivalence est de dire que l’épigraphe
de la fonction x 7→ b 3×x+1

2 c correspond à l’union des épigraphes des fonctions as-
sociées aux fonctions x 7→ 3 × bx+1

2 c et x 7→ 3 × bx
2 c + 2. Si l’on représente les

opérateurs de E par leur épigraphe5, l’opération min équivaut à faire l’union des
épigraphes.

Remarque 3 Graphiquement, on peut interpréter l’action de l’opérateur γ1 (déca-
lage événementiel) comme un déplacement de la fonction qui le représente dans le
plan événements/événements. La multiplication à gauche d’un opérateur événemen-
tiel wE ∈ E par l’opérateur γ1 revient à déplacer la représentation graphique de wE
de 1 unité vers le haut. Réaliser le produit à droite par γ1 revient à un déplacement
de 1 unité vers la gauche.

4. Deux opérateurs h1, h2 ∈ E sont dits équivalents si ∀s ∈ S, h1s = h2s.
5. Ce qui facilitera leur visualisation dans l’espace Z3 par la suite.
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4. Dioïde E [[δ]] : représentation tridimensionnelle

La section précédente montre comment l’on peut fournir une représentation bidi-
mensionnelle des opérateurs de E qui interviennent dans la dynamique des GETG. En
outre, tout opérateur de E commute avec un opérateur de décalage temporel du type
δτ . Ce qui signifie que tout produit d’opérateurs événementiels et temporels peut se
ramener à un produit wEδt, où wE ∈ E est un opérateur événementiel et δt est un
opérateur de décalage temporel. Il en découle que les combinaisons d’opérateurs qui
interviennent dans les GETG peuvent s’écrire comme une somme (éventuellement
infinie) d’opérateurs sous la forme wEδt, chacun de ces opérateurs ayant une repré-
sentation graphique tridimensionnelle.

4.1. Dioïde E [[δ]]

De façon analogue à ce qui est présenté dans (Cohen et al., 1998b) pour les GETG
continus, il est possible de décrire les opérateurs intervenant dans les GETG comme
des séries formelles en variable δ, dont les coefficients sont des éléments du dioïde
E . L’ensemble de ces séries formelles est un dioïde non commutatif noté E [[δ]], dont
chaque élément s’écrit H(δ) =

⊕
i∈ZH(i)δi, où H(i) ∈ E .

La série H(δ) ∈ E [[δ]] qui caractérise la dynamique entrée-sortie d’un GETG SISO
est appelée fonction de transfert du GETG. Elle assimile un GETG à un ensemble
d’opérateurs événementiels et temporels qui agissent sur la fonction compteur asso-
ciée à l’entrée du système. La somme de séries de E [[δ]] modélise la synchronisation
dans les GETG et le produit de séries modélise la mise en série de GETG. Ces opéra-
tions de E [[δ]] s’écrivent formellement :

H1 ⊕H2 =
⊕

i∈Z[H1(i)⊕H2(i)]δi

H1 ⊗H2 =
⊕

i,j∈Z[H1(i)⊗H2(j)]δi+j

4.2. Représentation graphique des séries de E [[δ]]

Nous avons pris comme convention de représenter les opérateurs temporels suivant
l’axe des cotes, et pour chaque opérateur δτ , son coefficient H(τ) ∈ E est représenté
graphiquement suivant le plan engendré par les axes des abscisses et celui des ordonn-
nées.

Exemple 3 (Représentation graphique d’un élément wEδt) On peut représenter
l’élément γ3β2δ

4 par une courbe dans l’espace Z3. Il s’agit de la frontière de la sur-
face décrite à la cote 4 dans la figure 4. Plus généralement, tout monôme wEδt ∈ E [[δ]]
est décrit par une courbe (ou par la frontière d’une surface plane) à la cote t.

Proposition 2 Pour tout opérateur h du dioïde E [[δ]], on a :

h = (δ−1)∗h = γ∗h = hγ∗.
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Figure 4. Représentation de γ3β2δ
4 et de γ3β2δ

4(δ−1)∗

Preuve Ces égalités s’appuient sur les équivalences [2] et [3], qui reflètent simple-
ment la croissance des fonctions compteurs. D’après ces équivalences, l’opérateur eO
peut s’écrire de différentes façons :

eO = δ0 = γ0 = µ1 = β1

= δ0 ⊕ δ−1 ⊕ δ−2 . . . = (δ−1)∗

= γ0 ⊕ γ1 ⊕ γ2 . . . = γ∗
[8]

¤
Les équivalences décrites par la proposition 2 sont cohérentes avec les équiva-

lences utilisées pour décrire les séries formelles croissantes6 du dioïde Max
in [[γ, δ]].

Le fait de laisser invariante toute série de E [[δ]] en la multipliant par (δ−1)∗, ou par
γ∗ (à gauche ou à droite), revient à considérer un monôme wEδt ∈ E [[δ]] non seule-
ment comme une surface (ou sa frontière), mais comme un volume. Si l’on reprend
l’exemple de l’opérateur γ3β2δ

4, multiplier cet opérateur par (δ−1)∗ revient à "du-
pliquer" la surface associée à γ3β2δ

4 en direction de l’axe des temps décroissant. On
génère ainsi un volume dans Z3 (voir figure 4). L’opération ⊕ sur des séries de E [[δ]]
s’interprète alors comme l’union de volumes de Z3.

Exemple 4 (GETG sans bouclage) On considère le GETG décrit figure 5. Sa dy-
namique est décrite par la somme d’opérateurs δ2 ⊕ γ3β2δ

4. Chaque monôme est
représenté par un volume et la somme par l’union de ces volumes (cf. figure 5).

Il est important de garder à l’esprit que cette représentation graphique décrit uni-
quement la dynamique des opérateurs associés à un GETG. Les signaux d’entrée-
sortie du GETG restent quant à eux des fonctions compteurs dont la représentation

6. Le dioïde Max
in [[γ, δ]] est isomorphe à γ∗(δ−1)∗B[[γ, δ]].
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naturelle est une fonction croissante et constante par morceaux. Considérant le GETG
de la figure 5, son comportement entrée-sortie s’écrit : y(t) = δ2u(t) ⊕ γ3β2δ

4u(t),
soit explicitement y(t) = min(u(t− 2), bu(t−4)

2 c+ 3).

L’avantage de la description de la dynamique en trois dimensions est d’une part de
faire apparaître le gain du système par la dimension supplémentaire, et d’autre part de
pouvoir illustrer comment la dynamique de certains opérateurs peut être "masquée"
par celle d’autres opérateurs. Si l’on se réfère à la figure 5, on voit que la dynamique
de l’opérateur δ2 est, après quelques événements, masquée par celle de l’opérateur
γ3β2δ

4 qui a un gain moins important.

u 4

2

y

2

Figure 5. GETG SISO et la représentation de sa série de transfert δ2 ⊕ γ3β2δ
4

Exemple 5 (GETG de la figure 1) On fournit ici différentes formulations du trans-
fert du GETG de la figure 1. Dans l’exemple 1, nous avions obtenu y =(
(γ1δ2)∗γ2µ2β2γ

1δ3
)∗ (γ1δ2)∗µ2β3u. Après différentes manipulations et simplifica-

tions, on aboutit à deux autres représentations équivalentes :

y = (γδ2)∗δ3µ2β3u
= (µ2β3δ

3 ⊕ γµ2β3δ
5)(γ3δ4)∗u.

Les deux formulations font apparaître une périodicité qui se visualise également gra-
phiquement (voir figure 6). La surface décrite à la cote 3 (c’est-à-dire le coefficient de
δ3) apparaît à la cote 5 décalée de +1 selon l’axe des ordonnées (produit à gauche par
γ1δ2), ou apparaît à la cote 7 décalé de -3 unités selon l’axe des abscisses (produit à
droite par γ3δ4).

5. Perspectives pour la commande de GETG décrits par des séries périodiques
de E [[δ]]

Pour les GET ordinaires, il est possible d’aborder des problèmes de synthèse de
lois de commande (Cottenceau et al., 2001) (Maia et al., 2003). On s’appuie dans ce
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Figure 6. Représentation de δ3(γδ2)∗µ2β3 et de γ3µ3β2γ
1δ1(γ1δ2)∗

cas sur les séries de transfert des GET et sur la théorie de la résiduation (Blyth et
al., 1972) pour synthétiser des correcteurs. On sait en particulier que pour un GET
décrit par une matrice de transfert H , il existe un précompensateur neutre optimal,
c’est-à-dire un plus grand correcteur P tel que HP = H , ainsi qu’un plus grand retour
de sortie neutre, c’est-à-dire un plus grand correcteur F situé entre la sortie et l’entrée
du GET, et tel que H(FH)∗ = H . Ces correcteurs optimaux sont P = H◦\H et
H◦\H◦/H , où les opérateurs ◦\ et ◦/ correspondent aux applications résiduées du produit
à gauche et du produit à droite. Les calculs de P et F sont réalisés sur des séries
formelles périodiques de Max

in [[γ, δ]] pour lesquelles les résultats des opérations ◦\ et
◦/ sont également des séries périodiques7. En d’autres termes, les correcteurs P et F
optimaux peuvent être décrits au moyen de GET également.

L’extension de ces résultats à la classe des GETG n’est pas immédiate. En effet,
les séries de transfert de E [[δ]] des GETG ne sont pas nécessairement périodiques.
L’opération ⊕ notamment ne conserve pas nécessairement la propriété de périodicité.
On propose ici des éléments permettant d’envisager l’automatisation du calcul de P
et F pour des GETG SISO dont le transfert est périodique. Les techniques de calcul
sont dans ce cas comparables à celles utilisées pour les GET ordinaires.

5.1. Résiduation du produit d’opérateurs de E

Sur un dioïde complet, les applications La : x 7→ a ⊗ x et Ra : x 7→ x ⊗ a
sont résiduables. Cela signifie que pour tout b, les inéquations La(x) ¹ b et Ra(x) ¹
b ont chacune une plus grande solution, notée respectivement L]

a(b) et Ra](b). Les

7. Ces calculs sont implémentés dans la libraire MinMaxGD (Cottenceau et al., 2000).
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applications L]
a et R]

a sont appelées applications résiduées des applications8 La et Ra.
Puisque l’ensemble des opérateurs événementiels additifs a une structure de dioïde
noté E , il est possible de résiduer les applications La : x 7→ a⊗ x et Ra : x 7→ x⊗ a
définies sur E . Etant donnés deux opérateurs événementiel a, b ∈ E , il s’agit donc de
trouver des plus grandes solutions (au sens de l’ordre du dioïde) satisfaisant a ⊗ x ¹
b et x⊗ a ¹ b.

La théorie de la résiduation développée dans (Blyth et al., 1972) et dans (Baccelli
et al., 1992) permet d’exhiber certaines propriétés, notamment :

abx ¹ c ⇐⇒ x ¹ b◦\a◦\c xba ¹ c ⇐⇒ x ¹ c◦/a◦/b [9]

(a⊕ b)x ¹ c ⇐⇒ a◦\c ∧ b◦\c x(a⊕ b) ¹ c ⇐⇒ c◦/a ∧ c◦/b [10]

Si les opérateurs manipulés s’écrivent par un nombre fini de produits et de sommes
d’opérateurs élémentaires, on peut utiliser ces équivalences pour formuler des ré-
écritures d’expressions équivalentes. La proposition suivante fournit quelques équi-
valences liées à la résiduation d’opérateurs événementiels élémentaires.

Proposition 3 Soit y ∈ E un opérateur événementiel, on a les équivalences sui-
vantes :

γn◦\y = γ−ny y◦/γn = yγ−n [11]

µm◦\y = βmγm−1y y◦/µm = yβm [12]

βb◦\y = µby y◦/βb = yγb−1µb [13]

Preuve L’opérateur γ est inversible à gauche et à droite, ce qui conduit à [11]).
Concernant [12], le produit à droite par µm est inversible puisque βmµm = eO. Pour
la résiduée du produit à gauche, on a :

µm◦\y =
⊕{x ∈ E|µmx ¹ y}

= Min{x|∀k,m× x(k) ≥ y(k)}
= d y

me = by+m−1
m c = βmγm−1y.

Pour montrer [13], on sait que le produit à gauche par βb est inversible. Concernant la
résiduée du produit à droite par βb, on a :

y◦/βb =
⊕{x ∈ E|xβb ¹ y}

= Min{x|∀k, x(bk
b c) ≥ y(k)}

L’opérateur x doit donc être tel que pour tout k et pour b ≥ 2 donné, alors :

x(0) ≥ y(0), x(0) ≥ y(1) . . . x(0) ≥ y(b− 1)
x(1) ≥ y(b), . . . x(1) ≥ y(2b− 1)
. . .

Soit au final, puisque y est une fonction croissante, x(0) = y(b− 1), x(1) = 2b− 1...,
soit x(k′) ≥ y(b× k′ + (b− 1)), c’est-à-dire x = yγb−1µb. ¤

8. Dans le cas où le produit du dioïde est commutatif, les deux applications L]
a et R]

a coïncident.
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5.2. Correcteurs pour les systèmes SISO dont le transfert est périodique

On s’intéresse ici aux GETG SISO dont la série de transfert a une formulation
périodique9 :

h = p⊕ (γnδt)∗q
= p′ ⊕ q′(γn′δt′)∗

avec p, p′, q, q′ des polynômes de E [[δ]], p =
⊕

i=1,m wpi
δti et q =

⊕
j=1,M wqj

δTj .

Nous donnons ici les principaux arguments (sans avoir la place suffisante pour les
démontrer) qui nous permettent d’énoncer que les calculs h◦\h et h◦\h◦/h peuvent être
obtenus en temps fini. En effet, comme pour les séries périodiques de Max

in [[γ, δ]], la
présence de la périodicité nous permet de ramener les calculs de h◦\h et de h◦\h◦/h à un
nombre fini d’opérations ∧ sur des séries périodiques de périodicité identique.

En effet, grâce à [9] et [10],

h◦\h = wp1δ
t1◦\h ∧ . . . ∧ wpmδtm◦\h

∧wq1δ
T1◦\h ∧ . . . ∧ wqM δTM ◦\h

∧wq1δ
T1◦\(γ−nδ−th) ∧ . . . ∧ wqM

δTM ◦\(γ−nδ−th)
∧ . . .
∧wq1δ

T1◦\(γ−(i×n)δ−(i×t)h) ∧ . . . ∧ wqM
δTM ◦\(γ−(i×n)δ−(i×t)h)

∧ . . .

Il s’agit donc de calculer l’opération ∧ pour un ensemble de séries ayant toute la
même périodicité. Dans ce cas, après un nombre fini de développements, le terme
(γ−i×nδ−i×th) est plus grand que l’inf des termes développés précédemment et l’on
peut arrêter le calcul. Ceci nous permet d’envisager l’automatisation du calcul de cor-
recteurs neutres pour de tels systèmes.

On a réalisé, à titre d’exemple, le calcul10 de h◦\h et de h◦\h◦/h pour la série de
transfert du GETG de la figure 1. Ce résultat est fourni dans la figure 7. La série F
peut être réprésentée dans Z3 (voir figure 6). De plus, cette série ne fait intervenir que
des opérateurs réalisables par un GETG. On peut donc décrire F par un GETG (voir
figure 7).

6. Conclusion

Nous proposons ici une représentation graphique des séries de transfert des
Graphes d’Evénements Temporisés Généralisés soumis à la règle de franchissement
"au plus tôt". Il s’agit d’une représentation par des volumes dans l’espace Z3. L’inté-
rêt de cette représentation graphique est de décrire le gain entrée-sortie des GETG et,
éventuellement, leur comportement asymptotique.

9. C’est-à-dire qu’il existe une écriture où ne figure qu’un seul terme (γnδt)∗ dans l’expression
rationnelle.
10. Notons que nous ne disposons pas pour l’instant d’outils informatisés pour obtenir ce résul-
tat.
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P = h◦\h
= µ3β3(γ3δ4)∗

= (γ3δ4)∗µ3β3

F = h◦\h◦/h
= P ◦/h
= (γ3δ4)∗(γ3δ1µ3β2γ

1

⊕γ6δ3µ3β2)
= µ3β2γ

3δ1(γ1δ2)∗

= γ3µ3β2γ
1δ1(γ1δ2)∗

2

3
u 32

y

F

Figure 7. Représentation du correcteur F par un GETG

Contrairement aux GET ordinaires, les séries de transfert des GETG ne sont pas
nécessairement périodiques. Il n’est donc pas possible de décrire tous les GETG par
des séries sous une forme canonique comme cela a été fait pour les GET ordinaires.
Néanmoins, pour les GETG dont le transfert est périodique, les techniques de syn-
thèse de lois de commande présentées dans (Maia et al., 2003) semblent également
applicables.
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8. Annexe. Théorie des dioïdes

Définition 3 (Dioide, Dioïde Complet) Un dioïde (ou semi-anneau idempotent) est
un ensemble D muni de deux lois internes notées ⊕ et ⊗. La loi ⊕ est associative,
commutative, idempotente (∀a ∈ D, a ⊕ a = a) et possède un élement neutre noté ε.
La loi ⊗ est associative et possède un élément neutre noté e. Le produit ⊗ distribue
sur la somme ⊕. Un dioïde D est dit complet si les sommes infinies sont définies et si
le produit distribue sur les sommes infinies.

Définition 4 (Ordre d’un dioïde) Un dioïde D est un ensemble ordonné pour la re-
lation définie par a º b ⇐⇒ a⊕b = a. SiD est complet, alors il existe un opérateur
∧ tel que a º b ⇐⇒ = a ∧ b.

Définition 5 (Semi-module sur un Dioïde (moduloïde)) Soit D un dioïde. On ap-
pelle semi-module sur D (ou moduloïde) un ensemble M muni d’une loi de com-
position interne notée ⊕ avec un élément neutre noté ε et une opération externe defi-
nie sur D ×M à valeurs dans M qui satisfait les propriétés suivantes : ∀α, β ∈ D,
∀x, y ∈M⊕ est associatif et commutatif, α(x⊕y) = αx⊕αy, (α⊕β)x = αx⊕βx,
α(βx) = (α⊗ β)x, ex = x, εx = ε.

Théorème 1 Soit D un dioïde complet. La plus petite solution de l’équation x =
ax⊕ b est x = a∗b = (

⊕
i≥0 ai)b = b⊕ ab⊕ a2b⊕ ....


