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Notations

e Ensemble W de flots origine-destination (OD)

o Flot w = (s, t) d'origine s, de destination t et de demande r,,.
o |l peut étre partagé sur les chemins p € P, et on note X, la quantité
de flot envoyée sur le chemin p

pr:rw Yw e W
pPEPW
x>0 VpeP,, V'we W

@ On note Fjj le flot total sur le lien (7, /) :
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e Demandes ri5 et r3 : W ={(1,5),(2,3)}

o Chemins de r15 : Pis = {p1,p2} ot pr = {1,3,5} et pp = {1,2,4,5}

o Chemins de ry3 : Po3 = {ps,pa} ol p3 ={2,1,3} et p» = {2,4,3}
o Contraintes : Xp, + Xp, = 5 et Xp, + Xp, = r23 avec x,, > 0

«40O> «Fr « =>»

<

v
it

DA



@ Trouver I'ensemble des flots {x,} pour chaque demande r,, qui
minimise la fonction colit,

D(x) =Y Dy (Fy)
(i)

sous les contraintes :

E szrw
PGPW

Yw e W

x>0 VpePy,, Ywe W

o Exemple typique : Djj(y) =y/(Cij —y).
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@ Minimiser

F, F. F, F: F- F.
EI 12 n 2% LN B L 45
CGa—Fiz GCo—Fo Ga—Fu Ga—Fu  Gz—Fz  Gs— Fys
ou Fi3 =Xp, +Xp, F12 = Xp, + Xp,  Fos = Xp, + X,
F34 = Xp4 F35 = Xp1 F45 = Xp2
sous les contraintes : x,, + Xp,
T15

= ns et Xp, + Xp, = r23 avec x,, > 0
723

DA




Caractérisation du Routage Optimal

@ Le routage optimal ne propage les flots que sur des plus courts
chemins au sens de certaines métriques.

@ Ces métriques dépendent du trafic sur les liens.

o Cette caractéristique du routage optimal est a la base des algorithmes
que nous verrons dans la suite.
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Colits marginaux

e Dérivons le colit D(x) par rapport a xp,

0D(x) _ Z 8D,J Z D! ( j
i

Oxp (i) P Xp

e Or OFjj/Oxp, =1 si (i,j) € p et 0 sinon. Par conséquent,

OD(x) _ > Dj(Fiy)

0% (iJ)ep

ou les dérivées D’ sont évaluées pour les flots Fjj = > 4% .x, obtenus

avec la solution x

p Ui
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aD(x)

Ox. Z Dij(Fij)
P =
(iJ)ep
e 0D(x)/0x, apparait comme la longueur du chemin p quand les
premigres D,fJ.(F,-J) évaluées en x.

métriques des liens du chemin sont prises égales aux dérivées
premiéres.

@ 0D(x)/0xp est appelé la longueur du chemin p au sens des dérivées

«4O>» «Fr «=Z>r «E>» = Q>



Condition d'optimalité

e Soit x* = {x3} une solution optimale. Considérons une demande OD
w et un chemin p € P, tel que x; > 0.

@ En déviant une partie § du flot du chemin p sur un autre chemin p/,
le colit ne peut diminuer car la solution est optimale. Au premier
ordre, la variation du cofit est

OD(x*) ID(x*)

6 ———=> — §——> >
aXp/ 8xp =0
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Interprétation de la condition d'optimalité

ID(x*) - ID(x*)
Oxy = Oxp

vp' € P,

@ La solution optimale ne propage du flot sur le chemin p que si c'est
un chemin de longueur minimale au sens des dérivées premieres.

@ La solution optimale ne répartit une demande r,, sur plusieurs
chemins que si ces chemins sont de longueurs égales (et minimales)
au sens des dérivées premiéres.

@ C'est une condition necéssaire. Elle est suffisante si les fonctions D;;
sont convexes.
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@ Réseau a deux liens de capacités G et G, G > G.

minimiser la fonction colt,

o Le trafic r entre 1 et 2 doit étre réparti entre deux flots x; et x» pour

D(x) = Di(x) + D»(x) ou

Xi .
D;(x) = i=1,2
(=g i=1
Grande capacité C
r A
Destination
Origine
Faible capacité Cs
«4O>» «Fr «=Z>r «E>» = Q>




Exemple (2)

@ A |'optimum, la condition d'optimalité doit étre vérifiée de méme que

les contraintes,

Xt +x=r, x{ >0, x3>0

o Le flot x; ne peut &tre inférieur a xo (C1 > ;). On a donc 2 cas :

o Casou x{ =retxs =0,
o Casoux{ >0et x>0

Grande capacité C

Destination

Origine

Faible capacité Cs
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Exemple (3) - Cas ol x; = ret x; =0

e D’apres la condition d’optimalité, on a dD1(r)/dx; < dD»(0)/dx>

@ Sachant que D!(x;) = Gi/(C; — x;)?, on a donc :

L<i
(Cl—r)2_C2

o Ce quiimpliqgueque r < (¢ — v G

Grande capacité C

Destination

Faible capacité C,
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Exemple (4) - Cas ot x{ > 0 et x3 >0

e Condition d'optimalité : dD;(x7)/dx1 = dDa(x3)/dxz

e} - G
(G—x()? ~ (G —x3)2

o Cette équation et la contrainte x;' + x3 = r donnent :

. Valr-(G-va g ., VG[r-(G-vaq))

— et Xn —
E NeERV e 2 NeEaV e

Grande capacité C

Destination

Origine

Faible capacité C,
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Méthodes de directions admissibles

@ Que nous dit la condition d'optimalité?
o Une solution ne peut pas étre optimale si une partie de la demande est
routée sur un chemin de longueur non minimale.
e Cela suggere qu'une solution non optimale peut &tre améliorée en
déviant une partie du flot des chemins de longueurs non minimales vers
les chemins de longueur minimale.

@ Les méthodes de directions admissibles se basent sur cette idée

o Elles calculent la solution optimale de routage itérativement.

o A chaque itération, elles font décroitre le cofit de la solution courante
en déviant du flot des chemins de longueurs non minimales vers les
chemins de longueur minimale.
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Principe des méthodes de directions admissibles

e Considérons un vecteur solution x = {x,} admissible, c'est-a-dire
vérifiant les contraintes.

@ Soit la solution X’ = x+ 3 Ax ou Ax = {Ax,} est une direction et j
le pas que I'on fait dans cette direction pour modifier x.

@ Cette solution x’ nous intéresse si elle remplit deux conditions :

e La solution x’ est .
o Cette solution fait décroitre le coit, i.e. D(x") < D(x), c'est-a-dire que
Ax est une
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Condition d'admissibilité

@ Ax est une direction admissible si X' est admissible,

rw = Zx[, = pr—l—ﬁAxp

peP,, pePy
= E X, + B E Axp
peP,, pePy

@ Puisque ZPEPW Xp = hw, la condition pour que la direction Ax soit
admissible est que :

> Ax,=0 YweW (4)
pPEPy

@ Toute augmentation du flot sur certains chemins doit étre compensée
par des diminutions du flot sur d'autres chemins.
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directions Ax

admissibles au point x

Ensemble des contraintes

DA



Condition de descente

Ax est une direction de descente si D(x’) < D(x)

Considérons le gradient VD(x) de D(x) au point x

oD oD

VD() = | 5200, 5 ()

o Le gradient VD(x) est normal aux surfaces isocolit D(x) = cte,
o Le gradient VD(x) est la direction de plus forte augmentation du cofiit

Les directions de descente sont “en sens inverse” du gradient

La condition de descente s'exprime par le fait que le produit scalaire
de VD(x) et de Ax doit étre négatif, i.e.

2239 x) Axp < 0

WGWPEPW
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Ensemble des contraintes

Surfaces D(z) = cte

«0O > <« F»

!
a

DA



prendre

@ Si Ax est une direction admissible, i.e. ZPEPW Ax, = 0, il suffit de
dérivées premiéres,

(a) Ax, <O0sipnest pas un plus court chemin (PCC) au sens des
(b) Ax, < 0 pour au moins un chemin non optimal p.

«4O>» «Fr «=Z>r «E>» = Q>



Génération de directions de descente admissibles

e Preuve : Posons /,, = minycp, g—g(x) la longueur d'un PCC pour le

flot w au point x et notons Q,, = argminpepwg—g(x). Ona

>3 22w

wGWpEPW

Olivier Brun
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( D x) Axp + E a—D(x) Ax,,)
8xp
PEQw

X
PEPL\Qw P

S

we

oD
(EW Z Axp + Z g(x) Axp>
eEwW PEQw

PEPNQy P

2

) (—ew S At 3 ii(xmxp>

wew PEPW\Qw PEPW\Qw

oD
SO |e-n] e
WEW peP,\Qw =
0
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Algorithme des méthodes de directions admissibles

@ L'itération de base est de la forme :
x(k+1) — 5 (k) ﬁ(k) Ax(K)

ot Ax(K) est une direction de descente admissible et 3(K) est un pas
positif dans cette direction tel que,

D(x(k) + Bk Ax(k)) < D(X(k))

et que la solution x(K) 4+ B(K) Ax(k) est admissible.

o Le pas 8K peut &tre différent 3 chaque itération.
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@ Le pas optimal est la solution du probleme unidimensionnel :

Minimiser g(8) = D(x + SAXx) sur [0, co].

@ Le pas optimal est la solution de g/(3*) =0 et g”(8*) > 0.

9(8)

B
«O> «4F>r «=Zr «=)» o>



Calcul du pas
° s avec ag = 0 et by "grand”, calculer pour n € N
an, cn) si g'(cy) >0,
an+ b, (an, cn) g'(¢cn)

&= et (ant1, bnt1) = 4 (cny bn) si g'(cn) <0, .
(cnycn) sig'(cp) =0.

° : en approximant g’(/3) par la tangente au point courant [,
itérer sur B
& Pk
Brk+1 = Bk —
8" (Bk)
° : renoncer au calcul du pas optimal, et faire

Blk+1) — 0.8 x 8K siD (x(kﬂ)) >D (x(k))’
T 12% 8% si D (x(HD) < D (x(9)).
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Méthode de Frank-Wolfe (Flow Deviation)

Soit x = {xp} une solution admissible.

Trouver pour chaque couple OD w un chemin de longueur minimale
au sens des dérivées premieres

Soit X = {Xp} la solution obtenue en routant toutes les demandes r,
sur ces plus courts chemins

Mettre a jour la solution x avec

Xp i =Xp + B (Xp — xp)

e Le pas [ peut étre choisi de maniére a minimiser le coiit de la nouvelle
solution,

e On peut utiliser un pas adaptatif (e.g. 5 := 0.8 x § si le colit augmente
et 8 :=1.2 x B s'il diminue) ou un pas fixe (a éviter)
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Justification de Flow Deviation

@ La direction Ax = X — x est définie par

—Xp sinon.

ou g € P, est le PCC choisi pour la demande w.

@ La direction Ax est une direction de descente car on a bien Ax, <0
pour tout chemin p # g,

@ La direction Ax =X — x est une direction admissible puisque

EE: Axp ::leh—kjijllxb = ry —>Xq-—j£:)% =0.

pEPy p#q p#q
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Caractéristiques de Flow Deviation

° au fur et 3 mesure qu’on se
rapproche de |'optimum (progression en zig-zag)

o Les flots sont déviés dans des proportions égales (contrairement au
gradient projeté)
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@ (;=20et =10, r =8.

e Solution initiale x° = (4,4) de coiit

D(x) = =

X2
C]_ — X1 +

4 N 4
C—x 20—4

0—4- 0.916

Grande capacité C

Destination
Origine

Faible capacité Cs
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[llustration de Flow Deviation : itération 1

e Calcul du point extrémal X°.

D(x° D(x°
9D0) _ g o781 et 2200 00777 = 0= (8.0
8x1 8X2

@ Avec un pas 8 = 0.5, la nouvelle solution est
xt=x" + B (X0 —x%) =(4,4) + 05x (4,-4) =(6,2)
e Coliit : D(xl) = 0.679

Grande capacité C

@ Destination

Origine

Faible capacité Cs
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[llustration de Flow Deviation : itération 2

e Calcul du point extrémal x!

D(x* D(x*
0 (X):0.102et88(x):0.156 = %' =(8,0)

X1 X2

@ Avec un pas 8 = 0.6, la nouvelle solution est

x*=xt + B (**—x')=(6,2) + 0.6 x (2,—2) =(7.2,0.8)

e Coiit : D(x?) = 0.649

Grande capacité Cy

@ Destination

Origine
Faible capacité Cs
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[llustration de Flow Deviation : itération 3

e Calcul du point extrémal X2

2 2
OD0) _ 6190 et ag(x ) 0118 = ¥ =(08)

X1 X2
@ Avec un pas # = 0.01, la nouvelle solution est
x*=x*+p (X —x*) =(7.2,0.8) + 0.01x(—7.2,7.2) = (7.128,0.872)

e La solution optimale est x* = (7.112,0.888)

Grande capacité Cy

@ Destination

Origine
Faible capacité Cs
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Algorithme du gradient projeté

@ Soit x = {x,} une solution admissible.

o Faire

_ N _9D(x)
x:=x + BAx ol Ax,=— D%, \P]Z axq

o Le pas 3 peut étre choisi de maniere a minimiser le cofiit de la nouvelle

solution,
o On peut aussi utiliser un pas adaptatif (e.g. 8 := 0.8 x 3 si le colit
augmente et 8 := 1.2 x 3 s'il diminue) ou un pas fixe (3 éviter)
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Justification de I'algorithme du gradient projeté

@ La direction Ax est une direction admissible.

ZAXPZ_Z<§—XDP(X |Plzaxq>

pePy pePy
oD
P R ZaT(X)pezpwl
- - )Py,
,,;Wf)xpx \P|Z P
= 0.

@ On peut aussi vérifier que c'est une direction de descente, cad que

PO~ 9D (%) Bxy < 0

WGW PGPW
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