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Prerequis

[1 Suites numériques réelles : opérations, convergence, divergence, suites monotones, suites récurrentes
[1 Algébre

p .- S1z . 1 _
[1 Décomposition en éléments simples Ex. : p;z:_l) = p2 — p% + 2

[1 Algébre linéaire
[1 Calcul vectoriel et matriciel, espaces vectoriels et bases

[1 Produit scalaire et projection
[] Valeurs propres, vecteurs propres Av = \v, Ex.: A =

[1 Dérivation et intégration

[] Dérivation
b

b U
N Intégration/parties:/ u(z)v' (x)dz = [uv]’ —/ u'(x)v(m)deL/ x sin xdx
a 0

a

v(b) e 1..Mm
u(x)dxk, Ex. : / de

1 X

b
[ Intégration / chang. de var.:/ u(’v(t))v/(t)dt:/
a v(a)
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Séries numeriques : definition, notations et terminologie 3

Définition 1
Soit (un, )nen Une suite de nombres réels (ou complexes)

On appelle série de terme général u,,, n € N, notée g Un, la suite (SN ) nen définie pour tout N € N par :

N
SN:UO+U1+"'+UN:ZUk
k=0

La série g un, est donc la suite (SN ) ven des sommes partielles de un,

ilasérieZun = Z (%)n

So = U()Zl
1

S1 = wtur=1+ =
2

S = +u1 +u —14—1—|—1—z

2 = Uo 1 o = s T 171

S + ur + + u 1+1+1+ + -

= U = — — -
N 0 1 N 5 T 1 N
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Convergence et divergence d’'une série

Définition 2

— Si la suite (SN )Nen est t.q. Nlim Sy = S alors la série g U, CONverge ou est convergente et
— 400

+o00 o0
S = g U, €estla somme de g U, et R,,, = g u,; le reste d’'ordre m

n=0 1=m-+1

— Sila suite (SN )nen n'admet pas de limite, la série g un, diverge ou est divergente

Théoreme 1
Si la série Z Uy, converge alors lim wu, =0
n——+oo
EX. :
. . L : 1
Série harmonique : Z — divergeavec lim — =10
n n—+oo N
1 — qn—|—1
Série géométrique :  soit Z aq", a # 0. On sait que .S, = | donc convergence si et seulement
—(q
+o0 a
si |[g] < 1 et "=
q Z% "= 1
n=—

Série de Riemann : soit E —,n € N* alors convergence si et seulement si o« > 1
n
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Séries a termes positifs

Définition 3

Une série Z Uy, est atermes positifs si Vn € N, u, > 0

Ex. :

1
- la série harmonique g —
n
o . 1
- La série de Riemann E —
na

- La série Zln (1 + %)
n

Nota : La suite (SN ) nen est nécessairement une suite croissante

Théoreme 2

Si la série g Uy est a termes positifs alors

g un, converge <= (SN )nen est majorée
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Séries a termes positifs : theoreme de comparaison 6

Théoreme 3
Soient (Un, )nen et (Un )nen deux suites réelles & termes positifs
-SiVvn>no €N, 0 <u, < Kwv, pour K > 0, alors

1. Sila série ) | v, converge alors la série ) | u,, converge et

+o00 T
Zun :UgKV:KZvn
n=0 n=0

2. Sila série Y _ uy, diverge alors la série ) v, diverge

U
- SiVn > ng € N, Ja etb constantes positives telles que a < — < balors > u, et Y v, sont de

Un
méme nature
- Siup ~ vy, alors Y | un et Y vy, sont de méme nature
Nota : u, ~ U :les deux suites sont équivalentes pour n — oo, i.e. lim — =1

n—+0oo Up

In(n
S
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Séries a termes positifs : regles de Cauchy

Théoreme 4
Soit (Ur, )nen Une suite & termes positifs
1- Slexisteunréell > Otelque lim /u, = [ alors

n—-+oo

— Si0 << 1,lasérie > u, converge

— Sil > 1, la série ) u,, diverge

— Sil = 1, larégle de Cauchy ne permet pas de conclure
2- SiVn > no

— Yu, < K < 1alors la série )  uy, converge

— Yu, > 1 alors la série ) | uy, diverge

2
a\—" . _
Ex.:Soit Y up = ) (1 + —) aveca € R.Oona lim u, =e “donc
n n—-+oo
- Pour a > 0 alors ) _ u,, converge
- Pour a < 0 alors ) _ u,, diverge

- Pour a = 0 alors u,, = 1 qui ne tend pas vers 0 donc > _ u., diverge
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Séries a termes positifs : regles de d’Alembert

Théoreme 5

Soit (Ur, )nen UNe suite & termes strictement  positifs

. . , . . Un+1
1- S'il existe un réel positif ou nul [ tel que lim nt

n—+oo  Unp

— Si0 <[ < 1,lasérie ) u, converge
— Sil > 1, la série ) u,, diverge
— Sil = 1, larégle de D’Alembert ne permet pas de conclure

2- SiVn > no

! Ku
ntl < K < lalors > u, convergeet) < R,, < g
Un, Lok

— [ alors

Un+1 L, . .
— > 1 alors la série Y _ u, diverge
Un
1 . u'n—|—1 ]_
Ex.:Soit Y  up, =), —.Ona lim = = (0 donc ! = 0 et la série est convergente de somme e
— |
n! n—-+oo  Unp n—%l
CAas
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Séries a termes positifs : comparaison avec une intégrale

Théoreme 6

On suppose qu'il existe une fonction f : (a, 00) — R™ décroissante et telle que V n > no, f(n) = u,, alors la
4+ oo
série > _ Uy, et lintégrale indéfinie / f(z)dz sont de méme nature

a

1
Ex. : Soit ) | un = ) —, pour @ > 0 alors
n

/+Ooid$_ ! ' +OO—— ! al™@
“ ze |1 -« u 1«

quand o > 1

Nota : Cas des séries a termes tous négatifs

Soit » " uy t.q. AN € N,Vn > N, u, < Oalors Y uy, et Y (—uy ) sont de méme nature
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Critere de Cauchy et convergence absolue

10

Théoreme 7 Critere de Cauchy
> uy convergessiVe >0, AN, Vn>N,Vp> N, |up+ -+ ungp| <€

Définition 4 > u,, est absolument convergente lorsque Y | |uy, | converge

Théoreme 8

Soit (Ur, )nen Une suite & termes réels alors

—+ o0

n=0

4+ oo

> u, estabsolument convergente = ) u,, est convergente et g Up | < E |, |

n=0

_ sinn | sinn| 1 , .
Ex.:Soit Y up = ) 5 alors |uy,| = — < 3 = Un, série de Riemann avec &« = 2 > 1 donc
sinn
> 5 estabsolument convergente et donc convergente
n
> up avecugn, = 1/(n+ 1) etuzn+1 = —1/(n + 1) converge vers 0 mais ne converge pas absolument
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Séries alternées

11
Définition 5
La série numérique Y _ u., est dite alternée si V n > no, sign(u,) = —sign(un,+1)
Théoréme 9
Soit la série numérique alternée Z Un,
Si la suite (|, |)nen est décroissante et lirf lupn,| = 0 alors ) uy, converge
n— ®.@)
De plus 0 < |R,| < |up+1|avec Ry, du signe de up+1
EX. :
- > , n € N” converge car la suite |u,,| = — est décroissante et lim |u,| = 0
n n n——+0oo
S~ (=D . . 1 o |
- Soit Y . ————, n € N converge car la suite |u,,| = — estdécroissante et lim |u,| =0
\/ﬁ \/ﬁ n— oo
. (-t 1 .
- Lasérie ) | ———=—+ — | , n € N" diverge
n n
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Suites de fonctions : convergence simple 12
Une suite de fonctions est donnée par ( f,, )nen avec fr, : A — R pourtoutn € N
Définition 6
La suite (fr )nen converge simplement sur A si et seulement s'il existe f : A — R telle que
(Vz € A)( lim  fn(z) = f(x))
n——+00
ou de maniére équivalente
Ve e A, Ve>0, IN(e,x) telquen > N(e,z) = |fno(x) — f(x)] < €
- fo(x) = 2" — Osur A =]0, 1]
(1+3)
—x |14+ — K
- falz) =€ ) e pourx €R = |
2 1 si 2#£0 |
- fnl(z) = L2 — f(x) = 7 sur i
L+ nz 0 si =0
R €T
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Suite de fonctions : convergence uniforme 13

Définition 7 La suite (fn)neN converge uniformément vers f sur A si et seulement si

Ve>0,IN(e)telquen > N(e) =V € A, |fu(z) — f(x)] <€

ou
i _(sup 17 (2) — f(0)]) =0
n—-—1+0oo TzEA
Ex.: fn(x) = n(ﬁiza CU vers f(x) = 1 +1332 surRet f,(z) = nxz(1 — x)™ €dvers 0 sur [0, 1]

Théoreme 10 Si (fn)neN converge uniformément sur A = elle converge simplement sur A
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Suites uniformément de Cauchy et CU

14

Procédure :

- Etudier la CS (fn)nen et calculer f et étudier sup | fn(z) — f(x)|
I SPAN

- Sid (an)nentg. sup |fn(x) — f()] L anet lim an = 0alors (fr)nen CUsur A
rEA

n——+oo

- Sid (an)nen tq. sup |fn(x) — f(z)| > an et 11111 o, 7 Qalors (fp)nen €8 sur A
TzEA n—-—1+oo

Définition 8 (fpn)nen sur A C R — R est uniformément de Cauchy sur A ssi:

Ve>0,3dN(e) e N|(n> N(e),m > N(e)) :>51€12|fn(x)—fm(x)| <€

Théoreme 11 (Suites de Cauchy et CU)

Une suite de fonctions (fn)neN définesur A C R - R converge uniformément sur A si et seulement si elle est
uniformément de Cauchy sur A

r+n

Ex.:pour f,(x) = w1 22) sur R
[fn(@) = fryi(@)] = n1lt2d) mrDI+ad)| nmt)I e “nmrl) "
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Propriétés des limites uniformes : continuité 15

Théoreme 12
Si (fn)nen, fn: A = RCUvers fsur A C Rettqg.Vn, f, estcontinueenxy € A alors f est continue en

L0

Nota : (fr )nen continue sur A + CU vers f sur A alors f continue sur A

Ex.: fn(x) = x™ ne converge uniformément ni sur A1 = [0, 1] nisur Ay = [0, 1)

Corollaire 1  (Double limite)
Soient ( fn)n>0, fn : A — Reta € A ou a est une extrémité de A
Si:

() (fn)n>o0 converge uniformémentsur Avers f : A — R

(i) Vn >0, lim f,(x) existe et est finie

r—ra
Alors, la suite (lim ( fy,(x))n>0 converge, lim f(x) existe et
r—ra - r—ra

lim( lim fp(x))= lim (lim f,(x))

rx—a n—-+oo n—+oco r—a
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Propriétées des limites uniformes : intégration 16

Théoreme 13 Si (fn)nen CUvers fsur A C Rt.q.V n, f, estintégrable sur A alors :
(i) f est mtegrable sur A

(ii) hm fn(t)dt = / f(t)dt,V xo, Va1 € A
0

xr

(i) gn(x / fn(t)dt converge uniformément surAvers/ f(t)

1
- Soit fn(x) =4/22+ —n>1CUsurRvers f:z € R+— |z| € R.Ona:
n
1 1 1
lim \/362—1——d$=/ |z|de = 1/2
n— oo 0 n 0

1
,n € Netx € A =10,1] CcSvers 0 sur [0, 1] et/ lim f,(x)dz =00r

0 n—oo

1 1
2
/0 frn(z)de = /0 ; +Z€x4 dz = arctan(n)

2nx
1+ n2xt

- falr) =

1
2nx
d li = 17/2 et ey 0 0.1
onc lim 0 fo(x)de =7/2et fr(x) = T 2 vers O sur [0, 1]
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Propriétés des limites uniformes : Dérivation 17

Théoreme 14 Soit ( frn)nen t.q.:
- V' n, f], est définie et continue sur A
- la suite (f,,)nen converge uniformément vers une fonction g sur A
- Jdxo € Atelque lim fr(x0) =1
n—-+4+oo
Alors :
() (fn)nen CU sur A vers

f:a:r—>f(az):l—i—/xg(t)dt

0

(i) f estdérivablesur Aet f' =g

Nota : la convergence uniforme est supposée vraie pour la suite de fonctions des dérivées (ffl)neN. Ainsi,
(fn)nen, avec f,, dérivable sur A, CU vers f sur A # f dérivable sur A

1
Ex.: fn(z) = {/2? + —, n > 1.Cette suite de fonctions CU sur R vers f : £ € R — |z| € R. Chaque fy, est
n

dérivable sur R mais f est dérivable sur R — {0}
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Séries de fonctions : convergence simple

18

Définition 9 On appelle série de fonctions notée Z fn, la suite de fonctions (Sy)nen définie V N € N et
Vax e Apar:

Définition 10 La série Z fn(x) converge simplement sur (a, b) vers S si

lim > fi(z) = S(z), Yz € (a,b)

N—-+oco

La suite de fonctions des sommes partielles (S, )»en converge simplement vers S sur (a, b)

Pour une série de fonctions simplement convergente, on définit le reste d’ordre n par :

Rn(z) = S(z) = Sa(x) = > fu(2)

k>n+1
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Séries de fonctions : convergence uniforme 19

Définition 11 La série > | f5, converge uniformément sur (a, b) vers S'si

n

= lim sup |Rn(z)|=0

lim su
P n—-4o0o z€(a,b)

n—-+oo z€(a,b)

fe(z) — S(x)

k=

La suite de fonctions des sommes partielles (S, )nen converge uniformément vers S sur (a, b)

1 N 1 — ($2)N—|—1
ELZ&UM CSetCUvers S(x) : x - sur[O,l)carnz:%x%’: .3 — S(x) et
L2N+2
R = — 0
Rl = )

Théoreme 15 (Critéere de Cauchy)

La série Y fn(x) converge uniformément sur (a, b) si et seulement si :

p+q
Ve>0,3dN() e N|Vp>N(e)etq >0, sup ka(x) <e
x€(a,b) k—p
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Séries de fonctions : convergence normale 20

Définition 12 > f,, (x) converge normalement sur (a, b) si 3 (uy, )nen & termes positifs ou nuls t.q. Y uy est

convergente et t.q. :
Vn € N, Vx € (a,b) |fn(x)| < un

ou la série a termes positifs > . sup | fn(x)| converge
x€(a,b)

|sin(nz)| < 1

sin(nx
EX. : g (3 ) CN doncCUdoncCSsurRcarVx € R, 5
n n

n3

Théoreme 16
- Si Z frn converge uniformément alors Z fr converge simplement

- Si Y fn converge normalement alors » _ f,, converge uniformément

sin” () pour x €lnm, (n+ 1)7|
Ex. : Soit Z frn(x), fn(x) = n ’ définie sur R Z fr(x) ENsUr
0 ailleurs
p+q
1 1
R carsup |fn(x)| = - et fo(z)CUsurR (Vz € R, | Z fn(x)| < ]—9)
xGR n=p
DS ScENCES LAAS
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Séries de fonctions : théoremes fondamentaux (I) 21

Théoreme 17 (Limite et continuité)
1- Soit ( fr )nen une suite de fonctions continues sur A ett.q. » . fr, () CU sur A vers S alors S est continue
sur A
2- Soit ( fr )nen une suite de fonctions t.q. >  frn(x) CUsur Aetsoitzg € Atg.Vn >0, lim f,(x)

T—rI(Q
existe et est finie alors :

(i) Z xligclo fn(x) converge

O Jim 3 ua) = 3 lim fo(o

n>0 n>0

1 . . - 1 .
Ex. : Z e CS sur |1, +o00[ (série de Rieman). Par contradiction, Z v €Y sur |1, +o0] : si elle converge

n>1 n>1
. 1 .
uniformément sur |1, +oo| alors lim f,(z) = — et g lim fp(x) = E — devrait converger
r—1t r—1t n
WV
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Séries de fonctions : théoremes fondamentaux (Il)

22

Théoreme 18 (Intégration)
Si Y, fn(x) converge uniformément vers SetsiVn € N, f,, € Ciq,p) alors V], 8] C [a, b],

:fo ([ pteyac) = [ (f fn(:zf)) = [ se

Ex. : Z =— CUsurR, les f,, sont continues sur R donc S est continue sur R et
n

™ 1
/0 S(a:)da::2z>:1 op— 1)

Théoreme 19 (Dérivation)

Soit ( fn)nen une suite de fonctions continues et dérivables sur [a, b]. Sid xo € [a, b] t.q. > frn(xo) converge et

si > fr, CUvers g alors > fp, CU vers S qui est dérivable sur A avec S’ = g et:

+00 "t
Vz € [a, b] (Z fn(zl:)) =Y ful@)
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Séries de fonctions : theoremes fondamentaux (I11) 23

Ex. : Z sm(naﬁ) CS sur R et ffl(a?) = cos(nx) . De plus, la série Z cos(nx) CN sur R puisque :

= n3 2 n2
n>1 n>1
vz eR, | cos(nz)| < 1
n2 = 2

donc elle CU sur R et cela implique que ) | fy, () CU sur R vers S(x). En appliquant le théoréme de dérivation des

5@ = (X @) = X fula) = 3 200

n>1 n>1

séries :

Enfin,

/05 (Z COSﬂ(;?/CU)) der = /07 S/(x)da: _ S(g) _ S(0) = S(g) _ Z Sin(z;r/2)
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