Introduction a I'Etude des Equations aux Dérivees Partiell es

Linéaires du Second Ordre
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Informations pratiques 2

Enseignant Denis Arzelier : directeur de recherche au LAAS-CNRS
Contacts Tel : 05 61 33 64 76 - email : arzelier@laas.fr
Web-page http ://homepages.laas.fr/~arzelier

Organisation du cours
[] 10 cours 1h15: 12h30
[1 Cours magistral en amphi avec transparents
[l 10 séances TD 1h15 : 12h30
[1 Exercices d’application
[] 1 examen intermédiaire : 1h15 + 1 examen final : 1h15

Enseignant Jean-Paul Vila : professeur INSA

Contact emall : vila@insa-toulouse.fr
[] 2 cours moodle 3h00 : 6h00

[1 2 séances TP (Python) 3h00 : 6h00
Durée totale = 37h00
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Prerequis

[1 Algébre linéaire
[1 Calcul vectoriel et matriciel, espaces vectoriels et bases
—1 0
1 1

[] Valeurs propres \, vecteurs propres v : Av = A\v, Ex.: A =

[1 Résolution des ODE classiques

b w(z)v' (z)dx = [’U/U]Z - /ab u' (z)v(r)dx, Ex. /01 ze’dx

[1 Intégration / parties : /

a

b U(b) 1 T 1
[ Intégration / chang. de var.:/ u(v(t))v'(t)dt :/ u(x)deL/ < dx
a v(a) o €” +1

[1 ODE a variables séparables y = f(x)g(y), Ex..y = — %?J

[1 ODE homogeénes et non homogeénes linéaires a coefficients constants
any'™ + -+ a1y + a0y = f(x) Ex.:jj = —y
[1 Analyse des fonctions a plusieurs variables

[1 Dérivées partielles Ex. : f(x,y) = z® — 2xy + y4

— L — — e
[] Analyse vectorielle et opérateurs différentiels linéaires : grad(f),grad(f ), div(f ), ra(f ), A(f ),
%
Ex: f (z,y,2) = [2° = 2zy+ 2 | y* | 2° —ayz]”
INSAT = y wvey
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Définitions, notations et terminologie (1)

Définition 1  On appelle Equation aux Dérivées Partielles (EDP) définie dans Q C RY et d'inconnue @ : Q —

R, toute relation entre ®, x = (1, - ,x N ) et des dérivées partielles de P par rapport aux x;

0P (x) OD(x) 0°®(z) 97D (z) 3 O° D (z)

ox1 7 7 ox; 7 82x1 7(9&318%2, ,(9%@(9%3',

F(z1, - ,zn,®, ) =0

[] La fonction ® est une variable dépendante, (inconnue) de 'lEDP

[1 Lordre de 'EDP est n si la dérivée partielle d’ordre le plus élevé est
d'ordre n )

[] NN est la dimension ou nombre de variables indépendantes x; de
'EDP

[1 €2 estle domaine d’appartenance des variables indépendantes

[] LEDP est dite homogeéne si elle ne contient que des termes en P et

ses dérivées partielles .-

0 1
[1 LEDP est dite linéaire quand elle I'est par rapport a $ et a toutes ses
dérivées partielles
INS m DESSCENCES _ o nd LAAS
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EDP - Quelgues exemples classiques et historiques (1) 5

[] Equation des ondes (1747)

0°P
Ot2

(t,x) — CAD(t,x) = f(t,x)

c vitesse de I'onde, f(t, x) force externe

Corde vibrante : ®(t, ) champ de déplacement vertical

Acoustique linéaire : (¢, x) champ de pression du fluide

Equation linéaire non homogene du second ordre

J. le Rond d’Alembert (1717-1783)

Capteurs a corde vibrante : jauge de contrainte extensométrique (geénie civil)
[1 Equation de la chaleur (1811)

0P 2 _
5 (t2) = AR (t2) = f(t,2)

®(t, x) champ de température, c? coefficient de diffusivité thermique

f(t, x) source de chaleur

Equation linéaire non homogene du second ordre

Diffusion de la chaleur, surface isolée, pas de convection
Probléme aux limites unidimensionnel : ®(¢,0) = 0 et ®(¢,1) =0

J. Fourier (1768-1830)
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EDP - Quelgues exemples classigues et historiques (1)

[1 Equation dynamique de la poutre d’Euler-Lagrange (1750 - vibrations de flexion)

0P 0" ®
H Ot2 (t,ﬂ?) + E]@(tax) - f(t,ZB)

1 = pS masse par unité de longueur, £/ module de Young, I moment d’inertie

®(t, x) déformée verticale, f(t, x) charge distribuée par unité de longueur

Equation linéaire non homogene d’ordre 4

Théorie de I'élasticité isotrope pour un matériau homogene

L. Euler (1707-1783)

Pas de cisaillement et pas de gauchissement
[1 Equations de I'élastodynamique (1821)

2d 9 | & 0b 0, |
ple) S~ oA )dive = S ou(a) (5o + G2 ) = fltia) i = 1,23

p densité de masse, A, u coefficients de Lamé

®(t, x) champ de déplacement, f(t, x) force externe par unité de longueur

Equation linéaire non homogene d’ordre 2

Théorie de I'élasticité isotrope pour un matériau homogene

C.L.M.H. Navier (1785-1836)

Ondes sismiques, vibrations des structures
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Operateur différentiel linéaire et principe de superposition

différentiables par :

= Y aa(z)D[?)

Définition 2 Un opérateur differentiel linéaire d’ordre 1 est défini comme opérant sur des fonctions suffisamment

|a|=0
oll les aq, () sont des fonctions de z € R, oo = (a1, - -, av) est un multi-indice avec a; € N,
o
a; 0“7
al = g a;, D* =07 -0 N etd;? =
‘ ‘ - 2 1 N J axj

¥ Propriétés 1
- EDP linéaire : L[®] = h

- Principe de superposition : L|®;| = h;, Vi =1,--- ;nalors L [Z 047;6137;] = Z oihi

1 07
Exemples : Laplacien: A = E W d’Alembertien : O = i A
x c
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E.D.P. linéaire d’ordre 2

® : () — R, une équation différentielle du type

> ale) oo 3 H@ 75 4 g(a)0(0) = hx)

1,7=1 7

. 9% __ _9°%® _
Du fait que 55— = 7,5, ON Supposera que a;; () = aji(x)

Définition 3 On appelle E.D.P. linéaire d’ordre inférieur ou égal a 2 dans un domaine €2 C RY

et d'inconnue

[0 Ecriture vectorielle : A(x) : H®(x) + F(x).V®(x) + g(x)P(x) = h(x)
- A(x) = (ai5)1<i,j<n~ : matrice N X N symétrique des coefficients des
termes d’'ordre 2 vz 4

F(z) = (fi(x))1<i<n : vecteur de taille IV des coefficients des termes

d'ordre 1. ,
0°P(x)
- H®(x) : matrice Hessienne de @, (H®(x)),; =
J 8:1318:1:]

_ 09(x)

- V®(x) : vecteur gradient de @, (VP (x)); = 5
x.
N ' 0
- Produit scalaire de Frobenius A : B = Z @;;jbij
1,5=1

Y
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Classification des E.D.P. linéaires d’ordre 2 (I)

Définition 4 Une E.D.P. linéaire du second ordre
A(z) : H®(z) + F(x).V®(x) + g(z)P(z) = h(x)

est dite
- elliptique en x € €2 si les valeurs propres de A(:c) sont non nulles et toutes de méme signe
- hyperbolique en x € €2 si les valeurs propres de A(ZIZ‘) sont non nulles et toutes de méme signe sauf une
de signe opposé
- parabolique en € €2 si les valeurs propres de A(x) sont non nulles de méme signe sauf une nulle et

le vecteur propre v(x) associé a cette v.p. est tel que v(x).F'(x) # 0. Siv(x).F(x) = 0 alors 'EDP est

dégénéreeen x

Remarques :
- Si A(z) = 2" Ax alors A(x) = K est 'équation d'un ellipsoide, hyperboloide, paraboloide
- Lopérateur Lo[®] = H P est la partie principale de L|P]

- # phénomeénes physiques = différentes propriétés mathématiques
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Classification des E.D.P. linéaires d’ordre 2 (1) 10

[1 EDP elliptiques

div(k(x)V®(x)) = f(x), k(x) > 0

- Pb. d’équilibre ou stationnaire (température, pression, torsion...)
- Equation de Laplace A®(z) = f(x)

P.S. de Laplace (1749-1827)

[1 EDP hyperboliques

di 0’ :
“\‘e\\““‘e\\‘“\“ i m@(t x) —div(c(z)VO(t,x)) = f(t, ), c(x) >0
| ‘ 0 il _ .
\\‘\\‘1"'0"0.»'oo‘m&%»:"ti.:»un.u"' 2 Propagation des ondes,
L - Equation des ondes m@(t r) — CAD(t,x)) = f(t,x)

[1 EDP paraboliques

%q)(t,a:) — div(k(z)Ve(t,2)) = f(t,), k(z) > 0

- Phénomenes de diffusion

- Equation de la chaleur %@(t, x) — kAD(t,x)) = f(t, )
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Analyse Harmonique

Séries de Fourier




Introduction et fondement de I’Analyse Harmonique

12

[] Equation de la chaleur (1811)

oD

ot

(t,z) — 2AD(t,x) = 0,

B(t,0) = d(t,1) =0, ®(0,2) = f(x),

2_2 2

—+ 00
2 2 2

- D(t,x) = Zane_c ot

n=1

« Théorie analytique de la chaleur » (1822)

D, (t,x) = ape <™ "sin(nwx) + bpe T " cos(nwx)

Utilisation de la méthode de séparation des variables

2_2_ 2

—c2ﬁ2n2t

sin(nmx) + bpe cos(nmx)

J. Fourier (1768-1830)

[ 1 Décomposition d’une fonction a I'aide de fonctions trigonométriques

- f(t) ~ Z ay, €27/ 10 pour f périodique de période T,

[oU
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Les fonctions périodiques 13

Définition 5 (Fonction I y-périodique)
Une fonction f : R — C est périodique de période Ty > Ossi f(t + To) = f(t) VteR

7t L
Ex.: fn(t) = ™" 70, sin(2nnt/Tp), cos(2mnt /Tp)

Définition 6 (Extension périodique)
Soit f fonction définie sur un intervalle de longueur 2a (l'intervalle (—a,, a) p.e.). Lextension périodique de f estla
fonction notée fp t.q. fp(t + kTo) = f(t) pourlp =2a, VtEeR, VkeN

et te0,22] / / /

Ex.: f(t) = -
a+TO TO f
Proposition 1 Pour f Tp-périodique alors Va € R, / f(t)dt = f(t)dt
a 0
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Lespace vectoriel L (0, Tp)

14

Définition 7
LIQ?(O, To) désigne I'ensemble des fonctions a valeurs dans R ou C, périodiques de période Tp t.q. | f| est inté-
grable sur [0, Tp]

To
L2(0,To) = {f : R — C, f de période Tj et / F()|?dt < —l—oo}
0

1o

To
- / sin®(2mnt/Tp)dt =
0 2
e’ tc[o,1n To 1 T3
- f(t) = | 2 | avec f2(t)dt — _(@TO — 1)+ -0

D, el Jo 2 24

Proposition 2 (L2(0,To), +, -) est un espace vectoriel sur R ou sur C
- f, 9 € Ly(0,To) = f+g € L;(0,To)
- feL2(0,To), NeR, A€ C) = X-feL2(0,Tp)
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L>(0,Ty) comme un espace préhilbertien 15

[] Axiomes 1 Produit scalaire

Pour f, g, h € L2(0,Tp) et A € C
- < f,f>>0et< f,f>=0< f=0
- < f+hg>=<f,g>+<hg>et< f,g+h>>=<f,g>+<f,h>
S <AL,g>=A< f,g>et< fLAg>=A< f,g>
- < f,g>=<g,f>

Proposition 3 L'espace vectoriel (Lz((), To), +, -) muni du produit scalaire < f, g > est un espace préhilbertien
sur R ou sur C. De plus, 'application || - ||2 : Lf9 (0,Ty) — R, appelée moyenne quadratique de f est une norme
To To 5
<fg>= [ oa0d 17l = VTED =/ [ 170P
0 0

. . 0 our n F#m
Ex.: < sin(2wnt/Tp), cos(2mnt/To) >= 0, < e2™nt/To) g2immt/To ~ P 7
To pour n=m
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Orthogonalité et L]%(O, Th) comme un espace de Hilbert 16

Définition 8 (Orthogonalité)
To

Deux fonctions f et g de Lz (0, To) sont orthogonales f L g ssi < f,g >= f(t)g(t)dt =0
0

v Propriétés 2 Pour f, g € L2(0,Tp)
- Inégalité de Schwartz: | < f,g > | < V< f, f>-<g,9>=|fl" gl
- Identité du parallélogramme : < f+ g, f+g>+ < f—g, f—g>=2(< f,f >+ <g,9 >)
- Théoreme de Pythagore: f L g = || +gll2 = Il fIIZ + [lgllZ

Définition 9 (Presque Partout)
To
f =0 presque partout (p.p.) <~ / fF@O))Pdt=0 < |[|flla=0
0

f=9g pp. <= f—9g=0 pp

Proposition 4 LEV (L2(0,Tp), +, ) muni de lanorme || - |2 = /< -, > est un espace de Hilbert (espace

préhilbertien complet) sur R ou sur C
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Convergence dans LZ%(O, Ty) (en moyenne quadratique) 17

Définition 10 La suite de fonctions ( fy, )nen avec f,, € LZ(O, To) V n € N converge en moyenne quadratique
(ou converge dans L2 (0,Ty))si 3 f € L2(0,Tp) ta.

To 1/2
lim ( / \fn(t)—f(t)\th> — dim [fo—fll =0
0

n—-+oo n—-+oo

in(2nmt /1
Ex.: fn(t) = sin(2nt/To) csvers f = 0 sur R et converge vers f = 0 dans L2 (0, Tp)
n
To T
: 2 1 1 0o _
L f, Ve OldE= D oe =0

¥ Propriétés 3 Pour [y, — fetgn — 9
L L

p p
1- a, be C, lim |afn + bgn|l2 = af + bg

n—-+oo
2- h € LZ(O,TO), lim < h, f, >=< h, f > (convergence faible)
n——+oo
3- lim < fn,gn >=< f, g > (continuité du produit scalaire)

n—-+oo

4- lim || full2 = ||f]|2
n—+o00
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Systémes orthogonaux dans LZ%(O, To) 18

Définition 11  Systeme orthogonal et orthonormal
Une ensemble S = {qbo, cee Dy, } d’éléments d’'un espace préhilbertien H est un systéme orthogonal si
¢i L ¢;,1 # j.ll estorthonormal side plus ||¢;|| =1,V ¢ € S

Ex. :

To
- Dans L (0, Tp) sur C avec < f, g >= f(t)g(t)dt , le systtme de fonctions

0
2imnt /Ty

VTo

€

{eo(t), - ,en(t), - }avecen(t) =

sur C puisque

, n € Z estun systéme orthonormal de L (0, Tp)

1 o €2i7r(n—m)t/T0dt _ 0 pour n # m

To
< en, €m >= / €n (t)ém(t)dt
0 To Jo 1 pour n=m

2mnt , 2mnt .
- Le systeme {1, Cos ( ) , sin ( ) ,neN } est un systéme orthogonal de Lg(O, To) sur R

avec < f,g >= f(t)g(t)dt
0

¥ Propriétés 4 Dans un espace de Hilbert H, un systéme orthogonal d’éléments non nuls est un systéme

linéairement indépendant

INSA
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P Espace préhilbertien (hermitien) des polynémes trigonométriques 19

Définition 12 On appelle polynémes trigonomeétriques de degré inférieur ou egal a N les fonctions

21t

Qp 2mnt . 2mnt
n € C, n€ TO = — + Oty COS + Bpsin ——, an, B € C
Y p(t n;N v 5 ; 7 T8 T B

ou dans le cas réel

21mnt 2mnt
—I—Zancos Uik anin;—?,an, Bn € R

avec oy = Yn +Y7—n €t Bn = 7/(77% - ’Y—n)a Vn >0

1 [To
¥ Propriétés 5 Lespace (Pn, +, -), muni du produit scalaire < p, ¢ >7,= T / p(t)q(t)dt des polynémes
0 Jo
trigonométriques de degré inférieur ou égal a /N est un espace vectoriel préhilbertien de dimension 2N + 1 sur C
(R). {e=2immt/To g2imnt/To ¢ N, n < N} et {cos(2mnt/Ty), 1, sin(2nnt/Ty), n € N*, n < N}
forment respectivement un systéme orthonormal et un systéeme orthogonal dans I'espace préhilbertien (PN, -+, )

N
Nota : Py C L?)(O,To) et|pllz = Z |7n|2

INSA :
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Approximation dans L;(O, Th) et polyndémes trigonométriques 20

- Ecart maximum max | f — p1| ]

- Ecart quadratique moyen

(4 [ 150 - mio) at)

Probléme : Meilleure approximation en moyenne quadratique

1/2

Etant donnés f € L:(0,To) etun degré fixé N € N*, déterminer les coefficients ~y,, de pjy € Pn minimisant

I'écart quadratique avec f i.e.

PN rg[rgglv If — plb] rg | min ||f > e
=T 2

Théoreme 1

- pn est unique

2imnt 2imnt To —2innt
- Z Yne o,y =< f,e To >p,= TLO f(t)e To di
n=—N 0
- px est la projection orthogonale de f sur Py, < f — pn,p >1,= 0, Vp € PN

INSA
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Développement en séries dans L]%(O, To) 21

Approximation quadratique dans Lg(O, To) -

N 2imnt N
Qa 2mnt 2mnt
f(t) ~ n_Z_N%Le To  ou f(t) ~ > + ?;ozn COS T + B, sin T
Pour f € Lz%(()’ To) et pour un systéme orthonormal S' = {---, ¢_,, -+ , n, - } de Lg(O, To)
f= Z cn(f)bn = X(f)?

3 Questions :

- Quelles conditions sur fetsur{---, ¢_p, -, Pn, -} a. 2(f) = Z cn(f)dn

converge ? -
- Si le développement converge, comment calculer {--- , c_,(f), -+ ,cn(f), -+ }?
- f=X%(f)?

CNRS

INSA
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Série et coefficients de Fourier relativement & un systéme de L]%(O, To) 22

Définition 13 Soient S = {--+, ¢—n, -+, Pn, - } un systéme orthogonal de L: (0, Tp) doté de < -, - > et

la fonction f € L2(0,Tp), la série de fonctions définie comme

()= Y endnavecen(f) = =2

n=—oo

n € 7

est la série de Fourier générée par f et les ¢, sont les coefficients de Fourier de f relativement a S

Théoreme 2 Soit f € Lf) (O, To), R — C alors f est égale presque partout a (converge en moyenne quadratique

vers) sa série de Fourier :

+ oo p2imnt/To
ft) = cn(f) presque partout
+ o0
2mnt 2mnt
— aoéf) + nz::lan(f) COS( 7;: ) + bn(f) sin( ;? ) presque partout
N 21 t
c cntc_p, i(cpn—c_p £Lrnt
avec o= 2L, an,="=n b, =10l b pr(t) = D ca(fle o = Sn(f)
n=—N
INS m | o p LAAS
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Coefficients de Fourier exponentiels et trigonométriques de f € L;(O, TO) 23

2 . e21'71'1*,/T0 e2i7rnt/T0
- Pour (L5 (0,Tp), < -,- >) sur C et le systéme orthonormal .S' = gl, tTO7 e }
—‘I_OO 17TNn
e 7To
les coefficients de Fourier exponentiels de f(t) ~ cn(f) sont
n;oo vTo
) a+T0 ( ) —2imnt
cn(f) = / f(t)e To dt pourtoutn € Zeta € R
V1o
2 _ 2mnt : 2mnt * ..
- Pour (L,(0,7Tp), < -,- >)surRetS = {1 cos ( T ) , sin ( T ) , neN } les coefficients de
2mnt 2mnt
Fourier trigonométriques de f(t) ) cos ( mn > + b, (f) sin ( mn > sont
To TO
2 [otto 2mnt
an(f) = = f(t) cos ) ar pour toutn € N
1o /, To
2 [otTo . (2mnt )
bn(f) = = f(t)sin ) at pour toutn € N
To a TO

Lamplitude et la phase sont définis par

= a2 (f) +b2(f) et ¢pn(f) € [—m;w[tel que cos(¢n) = In et sin(¢y,) = b—n, Vn eN

Pn Pn

INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES LAAS

TouLousE Cours - Introduction aux EDP linéaires du 2" ordre o=

INSA




Propriétés des coefficients de Fourier de | € LZQ,(O7 To) 24

¥ Propriétés 6

- Vn € N, Co = a0\2/T_07 Crn, = (an_an)\/_ , Cpy = (an+%bn)\/_
= N, ao = 2co _ cn-{—c_n’ bn _ t(cn—c_p)

Vo 4T T TS VTo
- Linéarité : ¢ (af + bg) = acn(f) + ben(g) poura, b € C, f,g € L2(0,Tp)

- Symétrie hermitienne : si f € L2(0,Tp) surR, c_n(f) = &n(f)
- Parité : Si f estimpaire, alors c_,, () = —cn(f),

an(f) = 0etbn(f) = Tio fo% f(t)sin (27””5) dt, Vn € N.Si f estpaire, alors ¢, () = cn(f),
f) = Tiofo% () cos (22 d etby (f) =0¥n € N

- Dilatation : soit f4(t) = f(t/d),d > Oalorssi f € L2(0,T0), fa € L2(0,dTo), cn(fa) = Vden(f)
- Translation : Pour h € R, fr(t) = f(t —h) € L2(0,Ty) si f € L3(0,Tp) et

—2minh/T
en(fn) = e 00 (f)
- Dérivation : si f est dérivable et f’ est continue alors
/
cen(f) =

- Unicité :si f € L2(0,Ty) etg € L2(0,Tp), alors

2mn
To

cn(f)

f=9gpp. & cu(f)=cn(9g)
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Développements en séries de Fourier : exemple | 25

Soit s la fonction définie sur R par: s(t) = 1 pourt € [0, 7|, s(t) = —1

pour t € [m, 27| et s est périodique de période 27

Calcul des coefficients de Fourier trigonomeétriques :

- s est une fonction impaire donc a,, = 0

5 [T 1 2 0 pour n pair
- b, = — s(t) sin(27nt/Tyh)dt = —/ s(t) sin(nt)dt = 4
To /o T Jo —— pour n lmpair
ni
a s(t) 4 sin(t) + 1 sin(3t) + ! sin(5t) +
s : s 3 D
: S1(t) = = sin(t)
= — S1n
1 T
LoD n Slj{\/\/\ AR S (t) _ é ln(t) _|_1 11’1(3t)
ARAEEAl s o) = () + 5
R \V/ \V/ . v\)d V\J S5(t) = 4 sin(t) + lsin(St) + 1sim(5t)
5 — T 3 5
INSA = d NECH
TS Cours - Introduction aux EDP linéaires du 2™% ordre ki




Développements en séries de Fourier : exemple Il 26

Soit o la fonction définie sur R par o(t) = m — 2t pour t € [0, 7[, paire, et

périodique de période 27

Calcul des coefficients de Fourier trigonomeétriques :

- o est une fonction paire donc b,, = 0

9 To 1 [27 0 pour n pair
cam = 2 [ (1) cos(2mnt /To)dt = = / o(t) cos(nt)dt = & g
To Jo T Jo —— pour nimpair
n2m
S1(t) = 8 cos(t)
| | T
S e 8 1
, , S3(t) = — [ cos(t) + = cos(3t)
s 9
Ss(t) = 5 cos(t) + ! cos(3t) + ! cos(5t)
T 9 25
INSA= p Cans
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Inégalité de Bessel 27

v Propriétés 7 Pour f € L2(0,Tp) et ¢, (f) les coefficients de Fourier exponentiels de f,

a 2 To 2 2
> lealPIP < [ 15O d = 715, ¥ N €N
n=—N 0
N
Preuve : en posant fy = Z cn(f)en alors f — fn L fn donc
n=—N
al 2 To 2
2 2 2 2 2
LAIE = [1f = FNIE+ NI = 1INIB = D lea(H)I et] fII3 =/ fF(8)]*de
n=—N 0
Ainsi
f 2 1 1o 2imnt )T,
len]” < occet lim ¢, =0 < lim / ft)e =" 70dE =0
S n—+oo n—too /Ty Jo
To ;| n=N S 2
De pl Ii — = i t) — ne T qt| dt =
eplus, lim £ — fi» Ngnoofo 10 3 ene 0
n=N n=oo 1 n=—oo _
Nota: f = N]E}noo Z Crn€n = Z Cn€rn dans Lf)(O,To) mais pas f(t) = N Z ¢, e2tmnt/To pour
n=—N n—=—oo n=——0oo

t donné

INSA _ . p vy
TouLousE Cours - Introduction aux EDP linéaires du 2™“ ordre ’




Inégalité de Bessel et formule de Parseval 28

¥ Propriétés 8 Egalité de Parseval

Pour f € L2(0,Tp),

1o 2 = 2
[ 1P =3 fenln)]
0 n=——oo
qui s’écrit dans le cas réel :
2 [0 2 1 ) — 2 2
= FOPAE = Slao(H)IF + > lan(H)I* + [ba(f)]
N
Preuve : a partir de I'inégalité de Bessel, en posant fny = Z cn(f)en alors f — fn L fn donc
n=—N
113 = [1f = fn N3 + I v ]|3 etavec lim ||f — fi|l2 = 0, onobtient lim |[|fnlz = || f]|2 soi
N — o0 N — oo
n=N
i 2 _ 2
Jim 3 e (DI = 1713
n=—N
DES SONGES. LAAS
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Formule de Parseval : exemple 29

Soit la fonction f périodique de période 27 t.q. f(km) = 0 pour k € N et

f(t):g—%pour0<t<27r
f est une fonction impaire donc a,, = 0
2 TO 1 27
b, = — f(t)sin(2mnt/Ty)dt = — f(t) sin(nt)dt
1 ™
= /o (g — %) sin(nt)dt

S|=3|

donc

n
n=1
et d’apres I'égalité de Parseval, on a
2 To 2 1 2m T t 2 1 2 > 2 2 > 2 > 1
— t)?dt = — — — 2)dt == > bl> =D bl =D —
= [ rera= = G = D= el + 3 lanl® bl = 2 bl = 3
n=1 n=1 n=1
dou :
n2 6
n=1
INS m Pes S _ _ _ d LAAS
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Convergence simple des series de Fourier (I) 30

Théoreme 3 (Dirichlet)
Soit f € Lg (0, Tp) fonction C'' par morceaux sur I (f continue par morceaux, dérivable sur I sauf en un nombre

fini de points et a dérivée continue par morceaux), alors :
f

f(t0+) + f(tO—) entg

- Si f est discontinue en tq alors 3( f) converge vers 5
flto”

- Si f est continue en tq alors () converge vers f(to) en tg ‘

r
42 4 s(t) sit £ km, keZ
S(t) = — nz::o o7 Sin((2n+ 1)t) = <\ 0 -
8w~ 1 |
N(t) = — ; 1) cos((2n + 1)t) = o(t), quelquesoitt € R
X 1 ™ o7
Ainsi, nz:% Gt 172 cos((2n+1)) = T 1
INSN SSHS Cours - Introduction aux EDP linéaires du 2% ordre R




Convergence uniforme des séries de Fourier (II) : phénomene de Gibbs 31

de la fonction T-périodique f continue par

Cn€
Soit la série de Fourier tronquée fn (t) = Z “

morceaux
- Si f a une discontinuité d’amplitude h en to alors fn (t) exhibe des oscillations au voisinage de la

discontinuité to dont le dépassement maximal ~ 9%#h a la discontinuité
- Pour N croissant, le dépassement se rapproche de la discontinuité mais son amplitude reste finie et non nulle

- Seule la surface de ces oscillations tend vers 0 quand N — oo

: 2h [T sin(t) 1.1789h
1 to/N) = — dt ~ ———
N—1>I—r|—loo fN( 0/ ) T /0 t 2

1 "v"/\ Lo /\"v" s(t) ~ = sin(t) + 1sm(?)t) + 1sin(5t) +
Y AR e = 3 ;
= 4 1 1
Z. S5(t) = — (Sin(t) + —sin(3t) + = sin(5t)>
7 T 3 5}
S ' max Ss(t) = 1.1884 pour t = 7 /6 ~ 0.5236
te[0,27]
| max Sio0(t) = 1.1790 pour ¢ ~ 0.0315
0 L - L L L L t€[0,271':|
0 0.5 1 l.St 2 25 3
INS m DS ScENCES d LAAS
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Notion de spectre discret de fréquences 32

Pour une fonction f € Lg(O,TO),

Equation de synthése : Equation d’analyse :

+00 tnwot +T /2 —nwot
e 0 0 e 0
Z v 1o —To/2 () V1o

- ¢, mesure la corrélation de f(t) avec e~ *"wot

- ¢, contient 'amplitude et la phase du contenu fréquentiel de la fonction f en w,, = 2773—0”
w

- ﬁ est la fréequence fondamentale

- {(n/Ty,cpn)}, n € Z définit le spectre fréquentiel ou spectre de Fourier
- Pour f € Lg(O, Th), le spectre fréquentiel est

[ discret (réparti sur les harmoniques) en w,, = 2:;3—0", n e L

] complexe ¢, = |c,|e*’" € C, 0, € [—m, 7|
- Spectre d’amplitude (n./7Ty, |¢,,|) (fondamentale |n| = 1 et harmoniques |n| > 1)
- Spectre de phase (n/Tj, 0,,)
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Notion de spectre discret de frequences . exemples 33
O f(t) = sin(20007t), vo = 1 kHz
- f impaire g
V1o Sul H
-Cl = —C-1= , 2
21 ) 2
- C'n, — C—n —
vo [H7] v [H7]
A sin(wot € 0,T6/2
[ Redressement mono-alternance f(t) = (tot) 0, To/2]
0 € [TO/27 TO]
i 1 - Co = A\/T_O , C1 — —C—-1 = AZ/'I;T’_O’
_ A\/_
2pwot
: i ¢ AlL sm(wot) COS
1 ‘ ‘ 1 =4+ T Z 1—4p*
e T ’ ! T olmxw] '
INS m DESSOENCES. d LAAS
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Tableau synthétique pour les séries de Fourier 34

[l Développement en séries de Fourier :

s:R—)Rou(C,sEL;‘;(O,T)

ap, = 0,n€eN
. . 4 T/2 t
s: R ouC M b, — _/ S(t) sin(2n7r—)dt, n>1
2 a+T t . < T 0 T
1 a+T —2innx L an = = / s(t) cos(2nm—)dt, n € N S Ippaire
Cp = —— s(t)e Tdt,n €Z 7; a . r ?
VT Ja b, = ?/ s(t) sin(2n7rf)dt, n>1
s R ’ S paire 4 T2 (t ) t)dt N
5 an = ?/0 s(t) cos( nr o ,nE
agp = ——=Co b = O n > 1
\/T n ) =
s:R—>RoC “ _ L(C e a)n>1
n ,\/]-T n —n -
bn = —F=\Cn —C—n), >1
\/T(C C_n), N I
S(t) = = Vio B a0 | ™ i i
= Cn€ > St == 2nw —) + by, sin(2nw —
VT ()= +nZ::1(an cos(2n7 ) + bn sin(2n7 )

[0 Convergence de S(t) vers s(t) (A-t-on S(t) = s(t)?): Th. de Dirichlet : Soit s € LIQ) (0, T") continue par morceaux
- Si s est différentiable en tq alors S(tg) = s(tg)

s(t) si s est continue en t
- SisestC! par morceaux sur R alors S(t) = s(ty) + s(t_)
sinon
2
[0 Calcul de séries particuliéres :
T &)
[ IswPPa= 37 feal
0

1- Dirichlet + valeurs de t 2- Couper en indices pairs/impairs 3- Parseval ne=Tee

2 /T 2 1 2 = 2 2
o Is()|*dt = =|aol” + D _ an|® + [bn]
T Jo 2 —

INSTITUT NATIONAL
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Introduction a la transformation de Fourier 36

[ ] Transformation de Fourier d’une fonction

Fonctions périodiques + séries de Fourier = spectre discret

1 1
sin(t)
S o
0 ol o (4] Ll
lex|
o =
o o [l (4]
[—
[—

Extension aux fonctions apériodiques .

- Fonctions apeériodiques + Transformation de Fourier = spectre continu , 1
- Conditions d’existence de la TF d’'une fonction apériodique = g/J\f\
- Transformation de Fourier des distributions o

[1 Applications

Mathématiques ( EDP, produit de convolution, statistiques...)

Mode spectrum

Traitement du signal (filtrage, Radar, reconnaissance vocale...)

Traitement d'images (JPEG, filtres...)

Analyse spectrale (astrophysique, géologie, physique...)

Biologie (analyse séquence ADN)

TNSTITUT NATIONAL
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Représentation fréquentielle des signaux apériodiques (1) 37

) Soit f: (=T1/2,T/2) — R continue / morceaux et son extension périodique f, : R — IR de période Tp

- Développement en séries de Fourier de f,

400 12mnt T0/2

e To
(1) ~ s e =
g _z: \/TO T0/2

—127™nt

To dt

n— o0
- On pose wy, = %,wo = 2T7T et Awn, = Wn+1 — wn, = 27/T0
+ o0 To/2 +o0 To/2
1 0 —1 W 0 —1 W A
0~ 3 |7 [ hwe du] = S hwe du] S
n=——o0 0 —To /2 n=—-—oo —To/2 @
- Ty — 00, Wy, — w — 0et Aw,, — dw:
T0/2 ‘ 4+ o0 _
li T — li —tWnU _ —twu
pim  VToen = lim s fo(u)e du /_OO fo(u)e™ ™ du
1 +o0 +0o0 _ -
1- — - —lWwu 1w
im0 =0 =5 [ e e
A +OO
f) = [ rwe
— o0
INSAT =" | N p wvey
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Représentation frequentielle des signaux apériodiques (ll) 38

h tel|=-T/2,T/2]
Exemple : Pour la fonction porte fp — de période I, on obtient :

0 ailleurs
- Coefficients de Fourier : ORIA0!
P hT h
0 T
/o sin(w,, 17/ 2
s —T/2 T/2 T t
- Spectre fréquentiel continu : f(w) = 22 sin(wT'/2)

—,

W)
0Cns JE(W)

0Cn;y f(W)

VT

VToen
o

T

LAAS

NSTITUT NATIONAL
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Equation d’analyse de la transformation de Fourier sur Ll(R) 39

Définition 14
—+ o0
Soit f une fonction absolument intégrable sur R, (f c L'(R), / |f(t)|dt < oo)
— o0

La transformée de Fourier de f, dénotée f est définie par :

. Foo .

fo)= [ rwe

— 00

Nota :
- Notations: f : R = C, f = Ffou f(w) = (Ff(t))(w)

- Notation : pour w = 27w, alors

R +oo .
for = [ fwear

— o0

- Interprétation : f est une intégrale impropre (indéfinie) dépendant d’un parameétre w

N oo , +o0 oo
f(w):/ f(t)e"“”tdt:/ f(t)G(t,w)dt:/ F(t,w)dt

— o0 — 0 — o0

INSTITUT NATIONAL
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Transformation de Fourier sur L} (R) : Exemple | - f(t) = e 40

f(w) _ / —a|t| —zwtdt
0o +o0o
= / cos(wt)dt — z/ e ol sin(wt)dt %l

TV
=0, impaire

I
N

+o0
/ e~ cos(wt)dt = 214

0

L = —2]e* (:os(wt)}:)r

+ oo
—< e “"sin(wt)dt
[ iy : L 1

= == ‘;—Il

F(w) = (FF) ) = 2

i o CL2 _|_w2
INS m ey _ o d LAAS
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Transformation de Fourier sur L (R) : Exemple Il - f (1)

— e~ sin(at)

41

+0o0 , oo
/ e "l sin(at)e”™'dt = / e "l sin(at) cos(wt)dt

—+ o0
. /
— 00

=0, impaire
+o0 +o0
—i / e cos((a — w)t)dt + z/ e cos((a + w)t)dt
0 0

L_+=>

/N
&

—

e " sin(at) sin(wt)dt

+o0
/ e “cos(at)dt = —21[e™™ cos(at)}:;oo
0
+ oo
—%/ e~ sin(at)dt
- 0
<E§ - (L _
0,2 —|—Oé2
- 1a 1a
‘ = (Ff(t = -
! Flw) = (FI@ = oo — e
INS m d e
s Cours - Introduction aux EDP linéaires du 2" ordre =
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Transformation de Fourier : Propriétés de f 42

Pour toute fonction f € L£1(R),
[] La transformée de Fourier f est une fonction continue sur R

[] La transformée de Fourier f tend vers 0 a l'infini

A

lim f(w) =0

w— T 00

R +00 1/p
1 Sion définit || f|| s = sup | f(w )yetnfup:(/ yf(t)|pdt) Jona

weR — 00
Il < 51
En effet,
fl=|[ " soea < [ e a= [ rwpe= 11,
donc sup £()] = [l < Il
weR

[ ] Ainsi, la transformation de Fourier

F i LY(R) = L2(R)

INSTITUT NATIONAL
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Transformation de Fourier : Propriétes algebriques (I) 43

[] Linéarité

Soient f, g € L'(R)

[1 Décalage temporel ou spatial
soit f € LY (R) et f € £°(R) sa transformée de Fourier

(Ff(t—a))(w) =e ™" f(w), a R

En effet,
+o0o + o0
(Fft-a)w) = flt—a)e™at TE" [ f(r)en T dr
[ |
= e_i‘*’“/ f(r)e ™7dr
— e—iwa]?(w)

Nota : Avec la notation f(w) = A(w)e**“), la translation temporelle change la phase ¢(w) en ¢(w) — wa mais

ne modifie pas 'amplitude A(w)

INSA
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Transformation de Fourier : Proprietes algebriques (I1) 44

[] Modulation
soit f € LY(R) et f € L2(R) sa transformée de Fourier

(Fe™ol f(1))(w) = f(w — wo), wo €R

En effet,
wot A oo iwot  —iwt o —i(w—wp)?
(Fei“ot f(1))(w) 2 / F(D)e 0t ety :/ F()e im0ty
= f(w—wo)
[1 Changement d’échelle
Soit f € LY (R) et f € £°(R) sa transformée de Fourier
1 ~ w ”
(Fflat))(w) = —f(=), aeR
[
En effet,
A too —wt T=at 1 oo — Y
(Ff(at))(w) = / f(at)e dt = m/ f(r)e "a"dr
i -
= )
|al
DES SCENCES LAAS
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Transformeées sinus et cosinus 45
Définition 15 Soit f € L1 (R) décomposée en sa partie paire f. et sa partie impaire f, :
paire impaire
| | 1 | | 1
f(t) — fe(t) + fO(t)
la transformée cosinus de f est définie par :
folw) = / £.(1) cos(wt)d
0
alors que la transformée sinus est définie par :
fs(w) = 2/ fo(t) sin(wt)dt
0
Si la transformée de Fourier de f estf € L alors
fw) = fe(w) =i fs(w)
pailre impalre
INS m DES SONCES. _ o nd LAAS
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Transformation de Fourier : Propriétés de symétrie 46

. . . o0 +0o0
flw) = Ifc(cu)l—i Ifs (cu)I = 2/0 fe(t) cos(wt)dt — 273/0 fo(t) sin(wt)dt

paire

impaire

f(t)

fw)

Résultats

Complexe et paire

Complexe et impaire

Complexe et paire

Complexe et impaire

INSA

~S(f(w)) = S(f(-w))
Réelle Complexe f(—w) = ?(w)
Imaginaire pure Complexe f(—w) = —?(w)
Réelle et paire Réelle et paire S(fe(w)) =0
Réelle et impaire Imaginaire pure et impaire  ( 3 (w)) =0
SSCQ Cours - Introduction aux EDP linéaires du 2™ ordre e



Transformation de Fourier : Propriétes de dérivation

soit f € LY(R) NC™(R) avec f*) € LY (R)pourk =1,--- ,met f € £L(R) sa TF alors

(FM () (w) = (i)™ f(w)

En effet,
oo . +oo
Frane 2 [ pweetas [ IO g
— 00 oo h—0 h
+ oo . e—iw(t—h) —zwt +oo —zw(t—h) —
= iwf(w)

Une forme équivalente a l'ordre 1 s'écrit pour f € L(R), F(t) = / f(s)ds avec F' € L'(R) alors

PN
(FFO)w) = fw)si [ fede=o
Réciproquement, si t* f(¢) € L}(R), k = 1,--- ,malors f est m fois dérivable sur R et

(FEF(1)(w) = ()" [P (w)

Nota : La transformée de Fourier échange dérivation et multiplication par un monéme
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Le produit de convolution

48

existe, définie par

Fla —t)g(t)dt =

[ fte — wa

— o0

Définition 16  Soient f,g € L(R), on appelle produit de convolution de f et g, noté f * g, la fonction, si elle

f*g(w)Z/_:o

Conditions d’existence du produit de convolution
0 sif,g € C°(R) et f ou g a support compact alors f * g(z) existe V. € R

0 sif,g € LY(R)

i f * g est définie presque partout

i f % g, définie

presque partout € £ (R)

i |f*gllr < fllllgll

¥ Propriétés 9  sous réserve d’existence du produit de convolution (ici f, g, h € o (]R))
[] Commutativité f x g = g * f
[ Linéarité (f1 + f2) x g = (f1 xg) + (fa* g) et (Af) x g = A(f * g)
[1 Associativité f * (g« h) = (f xg) x h

[ ] Produit de convolution et TF

(Ff*g(t)(w) = f(w)g(w) | et

(Ff - 9(0)(w) = 5 *§(w)
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lllustration du produit de convolution 49

h(t) & u(7) A
N !
o o
0 t _ 0 T T
A u(t—1) A u(t—71) A u(t—71)
e
t—T ¢ |0 T t—1|0 ¢ T 0 t—7 ¢ =
t <0 O0<t<T t>T
L h(m)xu(t—1) A A(T) xu(t—1) A A(T) xu(t—1)
> RS > \\\'&ﬁ" >
0 T 0 t T 0 . t—T t 7
t
uxh =20 u*h:/ h(T)dr u*h:/ h(T)dr
0 t—T
L ux h(t)
T '
INs m DES SONGES. _ o nd LAAS
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Equation de synthese : Transformation de Fourier inverse 50

Définition 17
Soit f € L'(R) et on suppose que sa transformée de Fourierf c L' (R)

On définit la transformation de Fourier inverse de | comme :

+oo ,
f(t) 1/ f(w)e™ dw p.p.

:% o

Légalité est vraie en tout point de continuité de f

Notations : f = F L fou f(t) = (F L f(w))(t) et F~1f = fou f(t) = (F 1 f(w))(t)

¥ Propriétés 10
[1 Formule d’échange ou de réciprocité (Dualité)
sif,g € L'(R) alors :

/+OO f(w)g(w)dw = 27 /+OO f(t)g(t)dt |ou /+OO f(w)g(w)dw = /+OO f(t)g(t)dt

— OO — OO0 — OO — OO

O sif, fe L'(R) et f continue et soit la symétrisée de f : f5 : R — Ct.q. fo(t) = f(—t) alors:

FFf=2nf,
INS m e _ o nd LAAS
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Table des proprietés de la TF

51

OO0 0O O

[]

INSA'::

Linéarité : f/—l-\g — f +g
Décalage : (Ff(t —a))(w
Modulation : (Fe“ot f(t)

)

t
Changement d’échelle : (F f(at))(w)

t)

)

)

(w) = (w wo), wo €R

1Aw
— ), ER*
( ) a

—zwaf( )7 a € R

" a
Dérivation 1: (F f ™) (1)) (w) = (iw)™ F(w)
Dérivation 2 : (Ft* (1)) (w) = ()F f*) (w)
Dualité :
+00 +00 +00 +00

| dwgede=2x [ swieaten [ fegde= [ soaa
.7:.7c-iof =27 f,
Convolution : (Ff % g(t))(w) = f(w)g(w) et (Ff - g(t))(w) =

)FS scp m LAAS
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Transformation de Fourier dans £%(IR) (1) 52

L>(R) ¢ L2(R) ¢ L(R) et donc lintégrale définissant f pour f € L2(R) et f & L1 (RR) peut étre divergente
sin(x) ¢ £1(R) mais sin(x)

X X

c L*(R)

Exemples :

Question : Comment définir la transformée de Fourier des fonctions de £* (R)?

F: L2°R) — L3*R)
Théoréeme 4 |l existe un opérateur linéaire unigue t.q.
f = FfecL*R)
2 2
[ Festcontinue:V f; € L*(R) = f alors Ff; 5 Ff

[J La formule de Parseval-Plancherel est vraie dans £°(R)

+o0 . too . _
Vg€ LR (fg9) = / f)gt)dt = (1/2m) < f,g> = (1/27)/_ f(w)g(w)dw

+oo R Too
Y f € LAR) 1flla = / f)Pdt = @/2n)|fll: = <1/2w>/_ |f(w)]*dw

[ F coincide p.p. avec la TF sur L' (R) N £*(R)

0V fel(R)NLR)alors f € L2(R)

[J La propriété d'inversion de la TF est vraie p.p. dans L*(R) : F ' Ff = FF 'f = f
0V felLY(R)NL3(R)alors Ff = 27 f5 p.p.
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Transformation de Fourier dans £*(IR) (1) 53

1 |t|<a/2
Exemple : Soit la fonction porte 11, (t) = 1j_4/2.4/21(t) =
0 |t|>a/2
- Transformée de Fourier I1, (w) : (fonction réelle et paire) (o) }
A A~ +OO 1
Iy(w) = felw)= 2/ 1i—a/2,a/2](t) cos(wt)dt
0
2
= —sin(%?) = asinc(%?) R
w —a/2 a/2 t

- Transformée de Fourier (F sinc(t))(w), sinc(t) € L*(R) :

sinc(at/2) = 1(FI.(s))(t) donc
(Fsinc(at/2))(w) = $(F(Fa(s))(t))(w)
= 2T (—w) =711, (w) donc
e T (Fsinc(t))(w) = 7l (%) = mllz(w)
INS m DESSOENCES. d LAAS
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Table des transformées de Fourier sur L' (R) ou £*(R)

54
f(t) f(w)
I, (%) 2sin(%’)/w = asinc(%?)
Trq(t) 8sin’ (%) /(aw?) = % sinc”(42)
—alt| 2
€ ¢ QQ—:LWQ
2 2
e—at \/ée—w /4a
sin c(t) w1211 (w)
sin c?(t) mTry(w)
e—at1R+ (t) a—i—liw’ R(a) >0
ko _a
e g (1) brer, VR €N, R(a) > 0
aiit 2me®“1p— (w), R(a) > 0
a2—1i—t2 %6_G|W|
Nota :

- Fonction porte I, (t) = 1{_4/2,4/2](t) = { (1) :Z: i Zji

- Fonction triangle Tr, (t) = (1 — 2%)1—[@@)

- Fonction sinus cardinal sin c(t) = w
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Tableau synthetique pour la transformation de Fourier 55

[1 Calcul de la transformée de Fourier :

fert®), )= / O; flw)etdt

flw) = / T fhetat

flw) = —ifs(w) = —2i £(t) sin(wt)dt flw) = folw) =2 f(t) cos(wt)dt

[ 1 Dérivation :

[] Dualité :

+too +oo _ +oo +oo
/ F(@)g(w)dw = 2r / FOFAL et / F(@)g(w)dw = / F(B)3(t)dt

— 00 — 00 — 00 — 00

[1 Convolution :

(Ff*gt)(w) = f@)iw) et (Ff-g®)(w)=f*gw)

INSTITUT NATIONAL
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56

Application pour la résolution des EDOs

Soit f € L'(R) et 'TEDO
— 0" () + 9(t) = (1)
Wi F

2
] n'a pas de zéro réel et d'aprés la Table, planche 55, on a

La fonction w +—> {1 + —
W
~ 1 2wWo wo _
h(w) = = h(t) = = e wolt!
(UJ) 1 _|_ w_g w02(w8 _|_w2) Fo1 ( ) 2 &
“0
Comme §(w) = h(w) f(w) et f, h € L(R), en appliquant la propriété du produit de convolution de deux
fonctions
§(w) = h(w)f(w) = h* f(w)
On en conclut que
1 oe
o(t) = b f(t) = gen [ I ps)as

LAAS

CNRS
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Probleme de Sturm-Liouville (1) 58
Définition 18 On appelle probleme régulier de Sturm-Liouville  le probléme d’inconnues
¢ : |a,b] — Ret € R suivant
(p(2)¢"(2))" + (q(z) + ps(z))p(z) =0, Vz €]a, b
avec les conditions aux limites suivantes
- arp(a) + azg'(a) = 0
S = —r}\}
ij 3 Brp(b) + B2’ (b) = 0 -
C. Sturm (1803-1855) J. Liouvi lle (1809-1882
af +a3#0,87 + P53 #0,etp,p,qgets € C([a,b]) etp(x) >0, s(z) >0, Vz € [a,b]
Remarques :
- Problémes singuliers : p ou s s'annulent ou sont discontinues en a ou b ou intervalle infini
d d
- Opérateur différentiel de Sturm-Liouville : L [-] = o (p(x) o (1) +q(z)(-)
T T
- s € C([a, b]) : Fonction de pondération
- ()\ = — U, go) solutions non triviales : valeur propre (eigenvalue) et fonction propre (eigenfunction) du
probléme de valeur propre de Sturm-Liouville L[] = Asp
INS m DES SONGES. _ o d LAAS
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Probleme de Sturm-Liouville (I1) 59

Exemple : " (x) + pe(x) = 0 pour 0 < x < T, sous les conditions ¢(0) = 0 et ' (7) =0
- Pas de solution non triviale pour p < 0

- Pour i > 0, les valeurs propres et fonctions propres sont

2
)\n:_(2n+1)’ SOn(%):si]g(MgU)j n=0,1,---

4 2

[] Toute ODE linéaire du second ordre de la forme
M[p] = a1(x)p" () + az(x)¢’ (z) + (as(x) + p)p(x) = 0Oavecas > Oetayr € C([a,b]) est
equivalente au probleme de Sturm-Liouville

Lulie] = As(a)p(a) = (@) @) + (a(e) + ns(@))pl@) = M)
aves p() = expl [ aa(u) /e (w)da). g(2) = [p(e) a1 (D)]as (@) et s(2) = p(e) /on (2)

Remarque :

La solution de certaines EDP par séparation des variables nécessite la résolution de :

a1 (z)¢" () + az(x)¢’ (x) + (as(z) + p)p(z) =0

aveca; > Oetay € C(la,b]) o
INS m DES SONGES. _ . nd LAAS
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Propriétés associées au probleme de Sturm-Liouville (1) 60

Théoréme 5 Pour le probléme régulier de Sturm-Liouville, deux fonctions propres ¢; et ; € C'([a, b]) corres-

pondant & deux valeurs propres distinctes \; et A; sont orthogonales pour le produit scalaire < ©;, ©; > :

b
< ) Sem / oi(2) 05 (@)s(x)dz = 0

[ Preuve:
- Lgi[ps] = Nispiet Lg[w;] = Ajsp;
- piLsipi] — piLlsiles] = (N — Aj)spip;
- Identité de Lagrange : ¢ Ls1[pi] — wiLsi[e;] = [p(wj0; — wip})]

b
- / wiLsi[pi] — piLlsi[p;lde = [p(gojgog = goigog-)]z (formule de Green)
- donc [p(p;; — piv)]a = (i — Xj) < @i 05 >
- (a1pi(a) + azpj(a))pj(a) — (ar1pj(a) + azp’(a))pi(a) = az(p;(a)e;(a) — ¢} (a)pi(a)) =0
- (B1pi(b) + B2 (b)) (b) — (Brpj(b) + B2} () pi(b) = B2(w;(b)w;(b) — @5 (b)pi(b)) =0

- done [p(p;0; — pig})]e =0
- soit (Ay — Aj) < @i, >s=0et< @i, p; >s= 0puisque A; 7# A

INSTITUT NATIONAL LAAS
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Propriétés associées au probleme de Sturm-Liouville (1) 61

Théoréme 6 Les valeurs propres \; d’'un probléme de Sturm-Liouville régulier sont toutes réelles et simples (une

unique fonction propre associée a une constante multiplicative pres)

[J Preuvel:
- Valeur propre complexe A; = « + /3 et fonction propre ¢ () = u(x) + iv(x)
- Lsilpi]l = Ajse;
- (p(@) (v (@) +iv' ()" + (¢(@) + (4 iB)s(z)) (u(z) + iv(x)) = 0
- alors L [@;] = Ajs@;

- donc A = A = a—ifetpr(xr) = ¢j(x) = u(x) — iv(x) sont valeur et fonction propres

- onatoujours (A — Aj) < Yr, 9 >s= 213 /b s(z)(u’(z) + v°(x))dz = 0 pour Aj, # Ajdonc B3 =0
[J Preuve 2: ’

- Valeur propre A\ de multiplicité 2 avec (o1 # (2 fonctions propres associées

- Lsi[p1] = Asp1 et Lgi[p2] = Aspa

- alors 2 Lsi[p1] — w1Lsi[p2] = [p(p201 — p195)]" =0

- donc (P27 — p195) = K = p(a)(p2(a)pi(a) — p1(a)ps(a)) =0
- donc @2 (z)p](x) — p1(x)es(z) =0,V € [a,b]donc v = Kpo

Théoréme 7 (admis) Un probleme de Sturm-Liouville régulier avec q(x) < 0 admet une infinité de valeurs propres Ag > A1 > ... > \; > ...

telles que lim; 4 oo Ay = —00

7 , (2n + 1)2

Exemple: ¢ () + pp(zx) =0,0 < x < 7w ¢(0) =0etp (m) =0: A, = -
INS m ‘S“SJQ&EEN”.?&““'“ _ o nd LAAS
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Pb. de Sturm-Liouville : séries de Fourier généralisées 62

Théoréme 8 (admis) Soit (gon)n un ensemble de fonctions propres d’'un probleme de Sturm Liouville régulier, alors

toute fonction f € £%([a, b], R) dérivable par morceaux peut étre représentée par une série de Fourier généralisée

telle que
f(x) si f est continue en x
D anen(@) =19 1 S
n>0 i(f(ili‘—i-) + f(x—)) sif est discontinue en x

2n +1
Exemple :  Approximer f(x) = 1 sur [0, 1] avec ¢, (x) = sin(w .Onal = Z an sin(——— ( + )™ x) avec

m/\,\//

1 . (2?’2, —|_ 1)7T {iUAM <
sin(———x)dx . -
an = p— 1 - = 7
2n 17 2 1 A,
< Pn,Pn > / Sil’l2(( + ) a;)d:l; ( n + )ﬂ-
0 2
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Méthode de séparation des variables
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Quelques resolutions d’E.D.P. lineéaires d’ordre 2 64

Q : Que signifie résoudre une équation differentielle ?
- Solutions explicites en termes de fonctions élémentaires

- Nécessité d’ajouter des conditions additionnelles pour choisir une solution dans I'ensemble des solutions

Définition 19
Un probleme de résolution d’EDP est bien posé si

- |l existe une solution

- Cette solution est unique

- La solution dépend continlment des conditions aux limites 2.5 Hadamard (1665-1963)

Contre-ex. : 22 (z,y) = cocb(a:, y) + c1(x,y) pourc; = 0et ®(z,0) = 2e°°7
[] Conditions initiales : 8837? =g;i(x),t=0,5=0,---,k — 1 (Probléeme et données de Cauchy)
[J Conditions aux limites : g(®, - - - , %, +++)=0siz € 09
- Conditions de Dirichlet ®(x) = ®g
0P
- Conditions de Neumann ka—(x) = kV(®(z)).7 () = go
n
0P
- Conditions de Robin ka— () + a®(x) = go
n
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Methode de séparation des variables (I) 65

[1 Equations linéaires du second ordre, homogénes avec conditions initiales et aux limites homogeénes

Principe général :
[ Recherche de solutions sous la forme u(t, ) = X (x)71'(t) et séparations des conditions initiales et aux
limites
[] Résolution de deux ODEs en X, () et T,,(%) (probléme de valeur propre de Sturm-Liouville)

[] Solution générale obtenue comme une série infinie de solutions produits (principe de superposition
[0 @)
généralisé) g Cn Xn ()T (1)
i=1
[1 Calcul des coefficients c,, de la série
Remarques :

- J. Fourier a utilisé cette méthode pour résoudre I'’équation de la chaleur
(+développement de Fourier pour toute fonction réelle)

- J. le Rond d’Alembert et D. Bernoulli avaient proposé une idée

similaire pour la corde vibrante

D. Bernoulli (1700-1782)

Résolution d’'une classe simple d’EDP pour des géométries simples
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Methode de séparation des variables (II) 66

[1 Equations linéaires du second ordre a deux variables, homogénes avec conditions initiales et de bord

homogenes :
EQ = a(t,x)uzs + b(t, x)ust + c(t, z)us + d(t,x)us + e(t,z)u =0,t € [ etx € J

[ Recherche de solutions sous la forme u(t, ) = X (x)71'(t) et séparations des conditions initiales et aux
limites
a(t, ) X"T +b(t,2)XT" + c(t,2)X'T +d(t,2)XT +e(t,z)XT =0
[ Silexiste p(t,x) : I x J — RT™ telle que EQ/p(t, T) devient
ai (ZC)XNT + by (t)XTN + a- (x)X,T + by (t)XT/ + [ag (ZC) + b3 (t)]XT =0
] alorsen -/ par XT
X// X/ T// T/

al(%’)y + az(w)y + as(z) = —[bl(t)? + bz(t)T + bs(t)] = A

ou \ est la constante de séparation

[] Résolution de deux ODEs en X, () et T}, (%) associées a un probléme de valeur propre

M[X] = a(2)X" +a(2)X +as(x)X = AX
N[T] = bi(®)T" +b2(t) T +b3(t)T = —\T
Cans
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Methode de séparation des variables (1) 67

Remarque :

Le probléme de valeur propre est un probléme régulier de Sturm-Liouville avec p(x) = a1(x), g¢(x) = as(x) et
s(x) = 1siai(x) > 0etaz(x) = aj(x)surJ,a; € C(J) o

[] cCalcul des valeurs propres et fonctions propres (\,,, X, (x)) avec les conditions aux limites
M[X]=a1(2)X" + a2(x) X’ +a3(x)X = \X

(] Identification d'un produit scalaire < -, - > tel que < X, (z), Xpm(x) >=0sin #m
- Chercher p(z) > 0 € C(J) telle que a1 (x)p’(z) — p(x)az(x) =0

p(z) as ()
- Calculer s(x) = etq( ) = p(x)
( a1 (x)
- < Xp(x), X /X (z)s(z)dx = 0 pourn #= m
[1 Calculer la solution de N — An 1}, paramétrée par des constantes d’intégration

[ ] Ecrire la solution de 'EDP sous la forme d’une série infinie
=) Xn(2)T.
n

dont les constantes sont calculées a 'aide des conditions initiales
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Séparation des variables : equation de la chaleur (1) 68

Déterminer u(t, ) solution de

2
@(t,x) —ka—g’(t,x) =0, t>0,x€[0,L], k>0
ot oz

u(t,0) = u(t, L) = 0 (conditions de Dirichlet)
w(0,x) = uo(x), uo(0) =uo(L) =0

[ On pose u(t, ) = p(x)1p(t) et par séparation des variables

mwn

An:—k<f)2,cpn(a:):KSin<T>,n:1,---

Remarque :

Probléme de valeur propre de Liouville avec p(x) = 1, g(x) = 0 et s(x) =
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Séparation des variables : equation de la chaleur (1) 69

[1 On choisit le produit scalaire

L L
< Pn, Pm >= / @n(ﬂ3)¢m(ﬂ3)d$ = / sin (@) sin (mﬂ-x) dx =
0 0 L L

3
|
3

< ol

sinon

[1 On cherche les solutions non nulles de ¥’ (t) = Ap (1)

Y (t) =c e_k<%>2t n—19...

mn Y Y Y

N
[ Siug(x) = Z Y, (0)@rn (), une solution de I'équation de la chaleur vérifiant les conditions de Dirichlet
n>1
est (principe de superposition)

u(t,x) = ilbn(t)@n(x) = icﬂe_k(f) tsin (n—zx)
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Séparation des variables : equation de la chaleur (1) 70

O

[ Siug(x) = g Cnn () alors une solution formelle est donnée par
n>1

u(t,z) = iwn(t)wn(w) = icﬂe_k<%) tSin (@)

L
n>1 n>1

[] Déterminer les constantes en projetant la condition initiale uo () sur la base de la solution

L L
<uo(x),sin(m£x)> = /Ouo(x)sin(mzx)dx:/() ?;Cnsin<$)sin<mzx)dx
. >
= Yoo [ sin (M) sin (M) do = 3 e onon) = oy
n>1 n>1

donc

B <uo($),¢n(x)> _ g ua X
- ooy = L< o(z), on(x))

Remarque :

Crn, Sont les coordonnées ou les coefficients de Fourier généralisés de la fonction ug dans la base des fonctions
(¢n)n o

INSA
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Séparation des variables : equation de la corde vibrante (I) 71

Déterminer u(t, x) solution de

——(t,x) — ¢ a—(t,x) =0, t>0,z€]0,L]
T

u(t,0) = u(t, L) = 0 (conditions de Dirichlet)

w(0,z) = uo(x), wo(0) = uo(L) =0

ou

E(O,x) = vo(x), vo(0) =vo(L) =0

[] Onpose u(t, ) = p(x)y(t) et par séparation des variables

¢N(t) , gO//(CU) .

= c
(1) ()
. !/ A
[J" On cherche les solutions non nulles de ¢"' (z) = < ¢(x), ©(0) = (L) =0
c

Ap = —C2 (T>2, gpn(az):KSin(T>,n:1,---

Remarque :

Probléme de valeur propre de Liouville avec p(xz) = 1, g(z) = O et s(x) =

INSA

INSTITUT NATIONAL
DES SCIENCES LAAS

Toutavs Cours - Introduction aux EDP linéaires du 2™¢ ordre ==




Séparation des variables : équation de la corde vibrante (1) 72

[1 On choisit le produit scalaire

L L
<pnim >= [ pulalom(@de = [ sin (M) sin (L) do =
0 0 L L

< ol

sinon

[1 On cherche les solutions non nulles de 1" (t) = Ap2)(t)

Yn(t) = ¢y sin (cwnt) + d,, cos (cwnt) n=12--

L L

[] Une solution formelle de I'équation de la corde vibrante est donnée par

u(t,2) = 3" Vall)pu(x) = 3 (casin (“;”’f) +d, cos (“"L”’f)sm (*F)

n>1 n>1
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Séparation des variables : equation de la corde vibrante (lI) 73

[] Déterminer les constantes ¢,, et d,, en projetant les conditions initiales (uo (), vo(x)) sur la base de la

solution
L
<uo(x),sin(m£x)> = /Ouo(x)sm(mzx)dx—/ ;dn&n(?)sin(mgx)dx
T\ . (MTT L
= Zd / SIH(T>SII1( 7 )dx:Zdn<¢n,gpm):dn§
n>1 n>1
L
<v0($)asin(ml7jx)> = /();cn%msin(?)sin<m2x)dx
= YT [ (T i ()
B "L, L L
n>1
_ ZC 7TTLC< >:C 7T_’I7,C
n>1
donc

_ (wo@)pn@) _ 2, L (w@)en(@) _ 2,
= ST 2 Guo(a)pn(@) e (v0(x), ()

m™mc  {(Pn, On) m™ne
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Seéparation des variables avec un terme source (I) 74

Soit & résoudre 'EDP linéaire du second ordre L{u(t, x)] = h(t,x) avec u(t,z) = X (x)T'(t)

Llu] = LIXT]=a1(x)X"T+b1(t)XT" + a2(x)X'T + b2(t) XT' + [as(z) + b3()]XT
= TE)M|X]|+ X(z)N|T]

Séparation des variables pour 'équation homogéne L{u] = 0

Solution du probléme de valeur propre M [ X ] = A, X : (A, X0 (2))
Identification d’un produit scalaire < X,,, X,,, >s=0, n # m
Définir la solution w,, (¢, x) = X, (z)T(t)

Projection de I'équation non homogéne sur la base des fonctions propres X, (x)

1 OO O OO O

< Llun), X, > = < L[X,T],X, >=<h(t,z), X, >
= <TM[X,]+ X.N[T|, X, >=< h(t,z), X, >
= T@) < M[Xn],Xn >+ < Xn,Xn>N[T| =< h(t,x), X, >
= (MT(t)+ N[T)) < Xp, Xy, >=< h(t,x), X, >

h(t,x), X»
[ Résoudre TODE N[T] 4+ A\, T(t) = << (X’Z))’(n >> = h(t) pour obtenir T}, (%)

[ ] Déterminer les constantes en projetant les conditions initiales sur la base de la solution
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Séparation des variables avec un terme source (lIl) 75

Exemple :
(42 2
0 0
—g(t,aj) — —Z(t,x) = tsin(wx), pour0 < x <1, t>0,
{ Ot 9 ox
U
\ u(0,x) = E(O,x) =0, u(t,0) =u(t,1) =0
u 0
[ u(t, ) = p(x)1(t) pour 'équation homogene L{u| = (‘975;11 ~ 3 121} =0
x
[J Solution du probléme de valeur propre M [p] = ¢” = A\ : (—n*m?, sin(nmz))
1
(] Identification d’un produit scalaire < ©,,, P, >s= / on(T)pm(x)de =0, n #m
0
(] Définir la solution ., (t, ) = @, () (t) = (1) sin(nmx)
[] Projection de I'équation non homogeéne sur la base des fonctions propres ¢, (a:)
(1 Résoudre !/ (£) — AnWn (t) = hn(t) = S2E21en> quec by (1) = tet hp(t) =0, n > 2

<Pn,pPn>

D1(t) = ersin(t) + di cos(nt) + s P (t) = cn sin(nmt) + dp cos(nt)
7T

[1 Déterminer les constantes en projetant les conditions initiales sur la base de la solution

' t t
ci=—1/7° ¢cn=0 n>2 d,=0n>1 u(t,x)z(—sm(:)—i- 2>Sin(7T£B)

A s
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Conditions aux limites non homogenes () 76

Soit a résoudre I'EDP linéaire du second ordre en u(t, ) avec des conditions aux limites non homogénes
Liu(t,z)] = h(t,x), poura <x <b, t>0
w(0,x) = u(0, ) =0, au(t,a) + Bus(t,a) = a(t), yu(t,b) + duy(t,b) = b(t)
On cherche la solution u(t, x) = u(t, x) + 0(t, x) telle que
al(t,a) + B0, (t,a) = a(t), v0(t,b) 4+ 60, (t,b) = b(t)

Remarque :
O(t,x) = (A1 + Bix + C12?)a(t) + (A + Bax + Caz?)b(t) o
On cherche la solution de 'EDP linéaire non homogéne du second ordre en @ (t, x) avec des conditions aux limites

homogéenes

h

[a(t,z)] = h(t,z), poura <z <b, t>0
w(0,z) = f(x), 4:(0,2) = g(x), ault,a) + B (t,a) = 0, yi(t,b) + dtx(t,0) = 0

avec h(t,x) = h(t,z) — L[A(t,z)], f(z) = —6(0, z), g(x) = —6,(0, x)
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Conditions aux limites 0(t, x)

Dirichlet : u(¢,0) = a(t), u(t, L) = b(t) 0(t,x) = a(t) + F(b(t) — a(t))
Neumann : uz(t,0) = a(t), ug(t,L) = b(t) 6O(t,x) = za(t) + 22 (b(t) — al(t))
Mixtes : u(t,0) = a(t), ug(t, L) = b(t O(t,x) = a(t) + xb(t)

Mixtes : uz(t,0) = a(t), u(t, L) = b(t O(t,z) = (x — L)a(t) + b(t)

)
)

Exemple : Résoudre en u(t, x)

Ut (t, ) — gy (t,x) = (1 — x) cos(t), pour0 <z <, t>0,

2
i

u(0,x) = 5 ut (0, 2) = cos(3x), ug(t,0) = cos(t) — 1, uy(t,7) = cos(t)

2

[] Onposeu(t,r) =u(t,x) — 0(t,x) avec O(t,z) = x(cos(t) — 1) + —g
T
[] Résoudre en u(t, x)

4

Ut (t, ) — AUge(t,x) = cos(t) + —, pour0 <z <, t >0,
s

(0, x) = 0, ut(0,z) = cos(3x), tg(t,0) = uy(t,7) =0
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Conditions aux limites non homogenes (ll1) 78

2~ 2 -
u(t,x) = @(x)1p(t) pour I'équation homogene L[u| = Gl 48—12[’ =0
, ot* Oz

= @, P'(0) = @'(m) =

(Ans @n(x)) = (=17, cos(nx)), n >0

[] Solution du probléme de valeur propre M[go] %)

[1 Identification d’un produit scalaire

0

[ ] Définir la solution

= 3 Gu(@)dn(t) = 3 a(t) cos(na)

n>0

[] Projection de I'équation non homogeéne sur la base des fonctions propres @, (a:)

4
< U (t, ), cos(mz) > —4 < Uzx(t, ), cos(mzx) >=< cos(t) + —, cos(mzx) >
T
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[ Résoudre ¥ (£) + (21n)%Pn () = hp(t) = S8 F4/mEn>

n=2~0
.~ =~ = T
<Pn,Pn>

2
Jo(t) = 1 - cos(t) + “— + (0}t + o 0)

U (t) = A, cos(2nt) + B, sin(2nt)
[] Déterminer les constantes d’intégration A,, et B,, en projetant les conditions initiales sur la base ©,, de la
solution

(0,x),cos(nx) >= A”g =0, < u(0,x),cos(nz)

\H\
W

0
>= Zang = ™
2

| |
v

2 .
it ) = 1 — cos(t) + 2; . Sm(6t)gos(3:13)

[1 Calculer la solution de I'équation initiale comme

= Pn(t)n(z) +0(t,x) =

2
n>1

(1 —2)(1 — cos(t)) + T n 2t N sin(6t) cos(3x)

T T 6
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Tableau synthétique pour la méthode de séparation des variables  so
Lu(t,z)] = h(t,z), Vx € J = [a,b],Vt >0
C.I. :u(0,z) = uo(z), ut(0, ) = vo(x) -
C.L. :au(t,a) + Bug(t,a) = a(t), yu(t,b) + du,(t,b) = b(t) C.L. homogenes
C.L. non homogenes > a(t) = b(t) =0
a(t) # 0, b(t) # 0 !
_ - 5 u(t,z) = ¢(x)y(t) pour Llu(t, v)] = Oet <+ par p(x)y(t)
Z(t, " _ :(t’ o L(: X Mp(z)] = a1(z)¢” (2) + az(z)¢’ () + az(x)p(z) = Ap(2)
(@) = bt ) = L[OG, ) N (8)] = by (9" (1) + ba (B0’ (£) + ba(D)3h(t) = —Mab(1)
0(t, x) obtenu par T77 — T78 |
Y Identification du pb. de Sturm-Liouville
Lla(t,z)] = h(t,x), Vo € J,Vt >0 - Chercher p(z) > 0 € C(J) ta. a1 (z)p’ (z) — p(x)az(z) = 0
ClL : a(0,z)=to(x) - Calculer s(x) = p((x)) etg(x) = a3§$§ p(x)
Ut (O, w) = g (m) aq 5U| ai(x
C.L. :  «atu(t,a) 4+ Blg(t,a) =0
Yt b) + 6, (£, ) = 0 < pu@)en@ >o= [ pn@en@)a(e)ds
[
Résolution du pb. de Sturm-Liouville
Calcul des valeurs et vecteurs propres \,, et @, (ZE)
h(t,z) =0 M[pn ()] = Anpn(z)etCl p(a) = ¢(b) =0 h(t,z) # 0
\i \i
Résolution de N [ (t)] = —Appn (t) Un (t, ) = n(2)Yn(t) < Llun(t, )], on(x) >=< h(t,x), pn(z) >
- |
L L < h(t,z), pn(z) >
ésoudre NV An = oo rn = h,
w(t,2) = 3 Un(On(@) = S (entoin(®) + dutizaO)gn(@) | | oo WO AP = 0 ) @ >
[
< uo(x)’ Qon(m) >
< u(O, w)? ‘Pn(x) >t anln(o) + dnipan (0) =
ifg((:f)),’j:((:f)) >> = u(t,z) = Z Vo () on ()= a(t, z) + 6(t, x)
< Ut (07 :Z?), ‘Pn(x) >t qub;n(o) + dn”(/)én(()) =
< @n (@), on(z) >
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