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Notations

Mathematiques

Les preuves sont terminées par le symbole �.

Ensembles

- N : ensemble des entiers naturels ;
- Z : ensemble des entiers relatifs ;
- R : ensemble des nombres réels ;
- C : ensemble des nombres complexes ;
- N∗ = {n ∈ N s.t. n > 1} ;
- R>0 = {x ∈ R s.t. x > 0} = [0,+∞[. La même notation s’applique pour les indices "> 0",
"6 0", et "< 0" ;

- [a, b] : nombres réels entre a ∈ R et b ∈ R, a et b inclus ;
- Ja, bK : entiers entre a ∈ Z et b ∈ Z, a et b inclus ;
- Rn [x] : anneau des polynômes réels en les variables (xi)i=1,··· ,n (n ∈ N) ;
- Rn [x]r = {p ∈ Rn [x] s.t. deg (p) 6 r} : anneau des polynômes réels en les variables (xi)i∈J1,nK
(n ∈ N) et de degré maximal r ∈ N ;

- Σ [x]r = {p ∈ Rn [x] s.t. deg (p) 6 r} : cône convexe des polynômes sommes de carrés in the
variables (xi)i∈J1,nK (n ∈ N) et de degré maximal 2r ∈ N ;

- M(S) : ensemble de toutes les mesures de Borel finies et signées, définies sur le sous ensemble
S d’un espace mesurable ;

- M(S)+ : ensemble (cône convexe) de toutes les mesures de Borel et non négatives, définies
sur le sous ensemble S d’un espace mesurable ;

- Mm,n (K) : ensemble des matrices avec m ∈ N lignes et n ∈ N colonnes, et dont les éléments
sont dans le corps K (R ou C) ;

- C0 (K,R) : ensemble des fonctions réelles continues sur l’ensemble compact K et espace de
Banach en l’équipant de la normae sup ;

- C0 (K,R)+ : cône covexe des fonctions réelles continues non négatives sur l’ensemble compact
K ;

- c
AB := A\B = {x ∈ A t.q. x /∈ B} : complément de B dans A. L’indice préfixe c peut être
omis si le contexte est suffisamment clair ;

- ∂A : frontière de l’espace topologique A ;
- cl (A) = A ∪ ∂A : fermeture de l’espace topologique A ;
- card (A) : cardinal de l’ensemble dénombrable A ;
- B (x,R) = {y ∈ Rn t.q. ‖x− y‖2 6 R} (n ∈ N, x ∈ Rn, R > 0) ;
- supp(f) = cl ({x ∈ A t.q. f (x) 6= 0}) : support de f : A→ R ;
- Nn : multi-indices of dimension n ∈ N.
- Nnr = {α ∈ Nn s.t.

∑n
i=1 αi 6 r} multi-indice de dimension n ∈ N et de degré maximal

r ∈ N.

Polynômes

- |α| =
n∑
i=1

αi (α ∈ Nn, n ∈ N) ;
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- xα =

n∏
i=1

xαii , (n ∈ N, x = (xi)i=1,··· ,n, α ∈ Nn) ;

- deg (p) : degré du polynôme p ∈ Rn [x] ;
- vd (x) = xα =

(
1, x1, · · · , xn, x2

1, x1x2, · · · , xn−1xn, x
d
1, · · · , xdn

)T : vecteur de tous les mo-
nômes xα de degré inférieur ou égal à d pour un vecteur d’indéterminées de dimension n ;

Analyse complexe

- Re(z) : partie réelle de z ∈ C ;
- Im(z) : partie imaginaire de z ∈ C ;

Fonctions

- id : fonction identité c.-à-d. id : Rn → Rn, x 7→ x ;
- 1B : fonction indicatrice de l’ensemble B ;
- erf : fonction d’erreur de Gauss ;
- |.| : valeur absolue ;
- |z| : module de z ∈ C ;

- ‖x‖2 =
[
x ∈ Rn 7→

√∑n
i=1 x

2
i

]
: norme euclidienne ;

- bxc : floor value (greatest integer less than or equal to x ∈ R) ;
- dxe : ceiling value (least integer greater than or equal to x ∈ R) ;

Calcul Différentiel et Analyse Vectorielle

Soit T ⊆ R, n ∈ N, m ∈ N, f : T × Rn → R un champ scalaire et g : T × Rn → Rn un champ
vectoriel.

- ∂xif = ∂f
∂xi

: dérivée partielle de f par rapport à la variable xi (i = 1, · · · , n) ;
- ġ = ∂tg = (∂tg1, ∂tg2, . . . , ∂tgm) : dérivée partielle temporelle de g ;
- ∇f = (∂tf, ∂x1f, ∂x2f, . . . )

T : opérateur gradient ;
- H[f ] : opérateur hessien ;
- J(g) = (∂x1g, ∂x2g, . . . ∂xng) : opérateur jacobien ;
- dtf = df

dt = ∂tf + (∇f) · g : dérivée totale de f suivant le champ de vecteur g ;

Algèbre Linéaire

- In : matrice carrée identité de dimension n ;
- Soient (A,B) ∈ (Mn,n (K))2 (n ∈ N). La notation « A � 0 » signifie A est semidéfinie
positive. « A � B » signifie « A−B � 0 » ;

- Soient (u, v) ∈ Rn × Rn. La notation « u � 0 » signifie que le vecteur u appartient au cône
défini par l’orthant positif ou que le vecteur u a toutes ses composantes positives ou nulles.
« u � v » signifie « u− v � 0 » ;

- u · v : produit scalaire entre les vecteurs u et v ;
- u× v : produit vectoriel entre les vecteurs u et v ;
- A† : matrice pseudo-inverse de la matrice A ;
- 0n,m est une matrice de zéros de dimensions n×m ;
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- ei =
[

0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0
]T est le vecteur de la base canonique de Rn, composé

de 0 sauf pour la i-ième composante qui est égale à 1 ;

Dénombrement, Probabilités et Statistiques

- n! : factoriel de n ∈ N ;
- l(k) =

(
n+k
k

)
= (n+k)!

n!k! : binomial coefficients du binôme pour (n, k) ∈ N2 tel que n > k ;
- l(n, k) =

(
n+2k

2k

)
;

- P {E} : probabilité de l’évènement {E} ;
- E(x) = µx : opérateur espérance (vecteur moyenne) appliqué au vecteur aléatoire x de
dimension n (n ∈ N) ;

- x ∼ N (µx,Σx) : x est un vecteur aléatoire de dimension n (n ∈ N) dont la distribution
est une gaussienne multivariée de vecteur moyenne µx ∈ Rn et de matrice de covariance
Σx ∈Mn,n (R) (Σx � 0) ;

Dynamiques Orbitales

Notations pour les modèles d’état orbitaux

Ces notations définissent les notations utilisées pour les vecteurs d’état et les dynamiques asso-
ciées dans ce rapport sauf mention explicite de changement de notation au début d’une section.

- r? = (r?1, r?2, r?3)T : vecteur position de l’objet ? dans un référentiel donné, (primaire :
? = p, secondaire : ? = s, relatif : ? = r) ;

- v? = (v?1, v?2, v?3)T : vecteur vitesse de l’objet ? ;
- x? = (rT? , v

T
? )T : vecteur d’état de l’objet ? ;

- X?[ = (xT? , x
T
[ )T : vecteur d’état de l’objet composé de ? et [ ;

- f? (., .) : dynamique du système (objet) ? ;
- x
(
.|x0
)
: trajectoire, solution des équations du mouvement issue de la condition initiale x0 ;

Constantes et paramètres orbitaux

- µ⊕ = GM⊕ = 3.9860047 1014 m3s−2 : paramètre gravitationnel standard pour la terre
(modèle de potentiel US GEM-T1) ;

- a : demi-grand axe ;
- Ω : ascension droite du noeud ascendant ;
- ω : argument du périgée ;
- i : inclinaision ;
- e : excentricité ;
- θ : anomalie vraie ;
- M : anomalie moyenne ;
- E : anomalie excentrique ;

- n =

√
µ

a3
: mouvement moyen ;

- T o : période orbitale ;

Acronymes

- JSpOC : Joint Space Operations Center ;
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- CSpOC : Combined Space Operations Center ;
- TCA : Time of Closest Approach ;
- COO : Centre d’Orbitographie Opérationnel ;
- HCW : Hill-Clohessy-Wiltshire ;
- YA : Yamanaka-Ankersen ;
- LEO : Low Earth Orbit (altitude between 160 kilometres and 2 000 kilometres) ;
- DFO : Differential Free Optimization ;
- PDF : Probability Density Function ;
- TM : Modèles de Taylor ;
- DCA : Distance of Closest Apporach ;
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Introduction

Ce rapport a pour objectif de proposer une analyse bibliographique raisonnée de la littérature
dédiée au problème de l’évitement de collision en orbite. Cette analyse ne prétend pas à l’exhaus-
tivité puisque nous n’avons pu avoir accés à certaines références rencontrées en citations au cours
de notre recherche bibliographique. Le rapport est divisé en deux parties très inégales. La première
est consacrée au problème d’évitement de collision pour un risque simple alors que la seconde est
dédiée aux risques multiples. La pauvreté des références sur ce deuxième sujet explique le déséqui-
libre etre les deux parties. Que ce soit pour les risques simples ou pour les risques multiples, la
procédure classique pour la plannification de manœuvres d’évitement peut être construite en trois
étapes : l’identification des menaces potentielles, l’évaluation des risques, le calcul de la manœuvre
d’évitement. Dans ce rapport, même si nous ferons quelques appels aux méthodes d’évaluation du
risque, qui sont détaillées dans d’autres rapports [13] et [15], l’analyse de la littérature portera
exclusivement sur la dernière étape.

Nous souhaitons finir sur une remarque importante relative à l’apparent manque d’homogénéité
des différentes présentations des travaux de la littérature. Ce manque d’homgénéité de traitement
n’est que le reflet de la qualité très inégale des présentations rencontrées avec dans la majorité des
cas peu de détails précis et rigoureux fournis par les auteurs sans compter sur les notations le plus
souvent imprécises et amenant plus de confusion que de clarification. Cela s’explique sans doute par
le fait que les méthodes sont à la base du dévelopement d’outils industriels qui sont eux-mêmes les
principaux enjeux de ce domaine.
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Chapitre 1

Cadres théoriques pour les rencontres
rapides simples et multiples

Ce premier chapitre a pour objectif de rappeler les notations, concepts et objets mathématiques
qui seront utilisés dans la suite de ce rapport. Il reprend donc en grande partie le matériau déjà
utilisé dans les rapports [14] et [15]. Il y a été ajouté une partie nouvelle essayant d’élaborer un
cadre général définissant la problématique de l’évitement de collision avec risques multiples sous
hypothèse d’indépendance des rencontres qui seront, d’autre part, toutes assimilées à des rencontres
rapides (short-term).

1.1 Modèle général d’une rencontre rapide simple

Nous nous plaçons dans le cadre de l’étude d’une rencontre entre un objet primaire noté p et un
objet secondaire noté s.

1.1.1 Géométrie des objets

La nature géométrique des objets en conjonction doit être connue afin de définir l’état de collision
entre eux.

Hypothèse 1 (Géométrie sphérique.).
Les objets p et s sont modélisés par des sphères, de diamètre respectif Dp et Ds.

Cette hypothèse permet d’ignorer tous les aspects liés à l’orientation dans l’espace des deux
corps, et notamment les éventuelles contraintes d’attitude de l’objet primaire. Elle permet aussi de
modéliser de manière conservatrice l’objet secondaire, dont la géométrie est souvent mal connue.

Remarque 1.
Plusieurs auteurs [84, 4, 33] se sont intéressés à des géométries différentes, comme des poly-

gones ou des assemblages de polygones. De tels modèles permettent de modéliser plus finement des
structures complexes comme la Station Spatiale Internationale [33].

La Figure 1.1 représente la configuration spatiale d’une rencontre entre deux objets modélisés
par des sphères.
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Figure 1.1 – Profil sphérique d’une rencontre

Modèles dynamiques pour la rencontre

L’état de chaque objet en orbite est décrit par les vecteurs de leurs position et vitesse, xTp =

(rTp , v
T
p ) et xTs = (rTs , v

T
s ), donnés dans un repère de référence R̂. Ce peut être un référentiel

inertiel ou bien un repère local. On considère un intervalle de temps J = [t0, t0 + T ] ⊂ R au cours
duquel les deux corps sont soumis à des dynamiques propres définies par les champs de vecteurs
fp, fs : J × R6 7→ R3. Ainsi, pour tout t ∈ J :

dvp
dt

(t) = fp(t, xp), xp(t0) = x0
p, (1.1)

dvs
dt

(t) = fs(t, xs), xs(t0) = x0
s. (1.2)

T est un nombre réel positif définissant l’intervalle de temps de la rencontre et t0 est la date ini-
tiale (temps à l’epoch par exemple). Ces dynamiques, supposées déterministes, tiennent compte de
l’attraction gravitationnelle newtonienne. Elles peuvent aussi prendre en compte des perturbations
orbitales diverses : non-sphéricité de la Terre, frottement atmosphérique, pression de radiation so-
laire, attraction de la Lune, etc. Quel que soit le modèle adopté, on suppose que les solutions aux
problèmes de Cauchy des systèmes (1.1) et (1.2) sont uniques.

Afin de décrire la dynamique relative des objets, on définit le vecteur xTr = (rTr , v
T
r ) tel que :

rr = rs − rp, (1.3)

et
vr = vs − vp. (1.4)

De la même façon, il est possible de définir un objet composé du primaire et du secondaire dont les
états sont concaténés dans un vecteur global d’état Xps :

XT
ps =

(
rTp , v

T
p , r

T
s , v

T
s

)
∈ Rn,

où n = 12.
Les équations dynamiques de ces deux objets sont alors définies par :{

Ẋps(t) = fps(t,Xps(t)), t ∈ [t0, t0 + T ],
Xps(t0) = X0

ps.
(1.5)

où fps est un champ de vecteur réel composé des deux champs de vecteurs fp et fs.

10



Définition 1 (Trajectoire).
Pour une condition initiale donnée X0

ps ∈ Rn, une trajectoire issue de X0
ps est la solution unique

de :

Xps(t|X0
ps) = X0

ps +

∫ t

t0

f(u,Xps(u|X0
ps))du. (1.6)

1.1.2 Définition des incertitudes affectant le modèle

Grâce à des mesures physiques, les positions et vitesses des deux objets sont connues avec
une certaine incertitude à un temps de référence, pris comme origine des temps. Le vecteur des
conditions initiales X0

ps ∈ Rn est un vecteur aléatoire dont la distribution est définie par une mesure

de probabilité donnée µI dont la fonction de densité est ρI =
dµI
dλ

: R6 7−→ R+. En revanche, le
modèle dynamique de chaque objet est considéré comme déterministe et non incertain.

Hypothèse 2 (Dynamiques déterministes.).
Les objets p et s suivent des dynamiques déterministes et non incertaines.

1.1.3 Définition de la collision

Définissons maintenant la notion de collision. Supposons que pour toute condition initiale
X0
ps ∈ Rn, la trajectoire correspondante existe sur l’intervalle de temps J = [t0, t0 + T ], alors une

collision intervient quand une trajectoire entre dans une région interdite XR donnée. Par exemple, en
pratique, dans le cadre de la modélisation sphérique (Hypothèse 1), il y a collision sur un intervalle
de temps I ⊂ J si et seulement si on a l’existence de t ∈ I tel que :

‖rr(t)‖2 6 R, (1.7)

avec :
R =

Dp +Ds

2
. (1.8)

Si l’état Xps est donné par les positions et vitesses des 2 objets, alors la région interdite est définie
par :

XR = {XT
ps = (rTp , v

T
p , r

T
s , v

T
s ) ∈ R12 | ‖rs − rp‖2 −R2 6 0}. (1.9)

En d’autres termes, du point de vue de la position relative, l’ensemble de collision à un instant t est
assimilable à une sphère fictive de rayon R. On définit ainsi l’objet sphérique combiné, représenté
sur la Figure 1.2 comme la région interdite XR.

p

s

2R

Dp

Ds

Figure 1.2 – Sphère combinée des deux objets
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Définissons le complément de la région interdite, appelé région admissible, par cXR := Rn\XR.

Définition 2 (Collision).
Pour une condition initiale X0

ps ∈ Rn, une date de fin de rencontre T + t0 > 0, et une région
interdite XR, une collision intervient s’il existe t ∈ [t0, t0 + T ] tel que Xps(t|X0

ps) ∈ XR.

Définition 3 (Domaine de collision).
Le domaine de collision X 0

T sur l’intervalle de temps [t0, t0 + T ] est l’ensemble des conditions
initiales conduisant à une collision entre une paire d’objets durant l’intervalle de temps [t0, t0 +T ] :

X 0
T = {X0

ps ∈ Rn | ∃ t ∈ [t0, t0 + T ], Xps(t|X0
ps) ∈ XR}. (1.10)

Remarque 2.
Dans l’Equation (1.9) et la Définition 3, les ensembles XR et X 0

T ont été définis à partir du
vecteur d’état Xps de l’objet combiné. Des définitions équivalentes pourraient être données à partir
de n’importe quel vecteur d’état combiné tel que Xrp par exemple. En fait, si l’on restreint la région
interdite à la sphère combinée, seul le vecteur d’état relatif xr est impliqué dans la définition de ces
ensembles. Dans ce cas, qui est celui qui va être exclusivement étudié dans ce rapport, ces ensembles
sont tels que XR ⊂ Rn/2 et X 0

T ⊂ Rn/2.

1.1.4 Le cadre théorique des rapprochements rapides et les hypothèses associées

Certaines rencontres se caractérisent par une vitesse relative moyenne élevée, de l’ordre du km/s.
Cette configuration pousse à faire des hypothèses supplémentaires afin de définir le modèle dit des
rencontres rapides (« short-term encounter » dans la littérature anglophone [33, 40]), dont par
ailleurs certains auteurs se sont intéressés aux limites de validité [39, 46, 33] comme nous le verrons
dans la suite de ce rapport. Cette modélisation de la rencontre repose sur un ensemble d’hypothèses
qui vont être rappelées précisément dans la suite, dont, en particulier, l’hypothèse fondamentale d’un
mouvement relatif rectiligne, réaliste en raison de la faible courbure de la trajectoire au plus proche
de la conjonction. Il existe même chez certains auteurs [84, 2] une dénomination alternative du
modèle sous la forme de rencontre linéaire. Dans un tel cadre, la probabilité de collision admet une
expression simplifiée, sous la forme d’une intégrale 2-D. Les démonstrations de cette formule varient
dans la littérature, où l’on distingue essentiellement deux formulations. D’un côté, il est possible
d’obtenir d’abord une expression du taux de collision, puis de l’intégrer selon la variable temporelle
[1, 40]. Cette formulation sera analysée dans la deuxième partie de ce rapport quand il sera question
de justifier la validité théorique de la formule de Coppola pour le calcul de la probabilité de collision
dans le cadre des rencontres long-terme. De l’autre, certains auteurs [7, 33] suivent un raisonnement
similaire à ce qui est proposé dans la suite de cette section, dans la continuité du cas général présenté
dans la section précédente. Plus précisément, on considère le volume géométrique des coordonnées
relatives initiales aboutissant à une collision, sur lequel on intègre ensuite la fonction de densité du
vecteur aléatoire de position relative.

L’idée essentielle sur laquelle repose la classe des rencontres rapides est que la durée de la
conjonction est suffisamment courte pour permettre à un certain nombre d’hypothèses simplifica-
trices d’être considérées comme pertinentes et valides. Par exemple, la faible durée de la rencontre
incite à négliger les écarts concernant les vitesses des deux objets, limitant ainsi l’incertitude à leurs
seules positions.

Hypothèse 3 (Aucune incertitude sur la vitesse relative.).
A chaque instant t ∈ [t0, t0 + T ], le vecteur de vitesse relative vr(t) est précisément connu et est

un vecteur déterministe.
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Les hypothèses suivantes sont également fondamentales et concernent la modélisation des incer-
titudes affectant les conditions initiales des deux objets.

Hypothèse 4 (Vecteurs aléatoires gaussiens.).
On suppose que les conditions initiales x0

p et x0
s suivent des lois de distribution multinormales

conjointement définies c.-à-d. x0
p ∼ N3(mp0 , Pp0) et x0

s ∼ N3(ms0 , Ps0). Cela implique que le vecteur
aléatoire X0

ps est gaussien (X0
ps ∼ N6(mps0 , Pps0)).

On déduit facilement de cette hypothèse que la mesure initiale µI est une distribution gaussienne

de densité ρI(x) =
1√

(2π)n/2 det(Pps0)
exp

[
−1

2
(x−mps0)TP−1

ps0(x−mps0)

]
. Associée à cette der-

nière hypothèse, une hypothèse d’indépendance (équivalente à la décorrélation dans le cas gaussien)
est égalemennt nécessaire.

Hypothèse 5 (Indépendance des lois de probabilité.).
On suppose que les vecteurs aléatoires x0

p et x0
s sont indépendants.

La nature géométrique de la trajectoire relative est fondamentale dans la dérivation de la formule
2D de la probabilité de collision pour les rencontres rapides.

Hypothèse 6 (Mouvement rectiligne uniforme.).
Le mouvement de chaque objet est considéré comme rectiligne uniforme pendant la rencontre.

Ainsi, pour tout t ∈ [t0, t0 + T ] :
rp(t) = r0

p + v0
pt, (1.11)

rs(t) = r0
s + v0

s t. (1.12)

Cela signifie que le mouvement relatif entre les deux objets sera un mouvement rectiligne rr(t) =
r0
r + v0

r t.

Les hypothèses de mouvement rectiligne et de vitesses déterministes conduisent naturellement
à introduire le plan et le repère de la rencontre. La définition exacte de ce dernier varie dans la
littérature [33, 85] mais, dans tous les cas, le repère est centré sur l’un des objets et un des axes est
orienté selon la vitesse relative.

Définition 4. Repère et plan de rencontre au temps t.
A une date t, on définit le repère local de rencontre R̃t de la manière suivante :

- Origine : position moyenne du centre de gravité de l’objet primaire
- Axe z̃ : orienté selon la vitesse relative v0

r

Les deux autres axes sont perpendiculaires à la vitesse relative. Le plan Πt contenant l’origine et qui
est engendré par ces axes est appelé plan de rencontre.

— Axe x̃ : dirigé vers la projection de la position moyenne du centre de gravité de l’objet secon-
daire dans le plan de rencontre

— Axe ỹ : complète le repère orthogonal direct
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Figure 1.3 – Repère et plan de rencontre
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1.2 Le cadre des rencontres rapides multiples sous hypothèse d’in-
dépendance

L’objectif de cette section est d’étendre la cadre précédent définissant une rencontre entre un
objet primaire et un unique objet secondaire à celui de rencontres multiples entre un objet primaire
p et plusieurs secondaires s1, · · · , sι. On suppose que chacune de ces rencontres se produit sous les
hypothèses d’une rencontre rapide et à des dates de TCA tιTCA suffisamment différentes pour pouvoir
supposer que ces évènements sont indépendants les uns des autres. Afin de ne pas compliquer et
surcharger inutilement les notations, nous nous intéresserons au cas paradigmatique de la rencontre
multiple d’un objet primaire avec deux objets secondaires, c.-à-d. ι = 2. L’ensemble des hypothèses
faites pour la rencontre simple rapide est repris intégralement avec les généralisations de notations
suivantes :

1- Chaque objet est assimilé à une sphère de rayon respectif Rp, R1 et R2. On définit ainsi deux
rayons de deux objets combinés Rp1 et Rp2 .

2- Chaque objet est soumis à une dynamique propre déterministe donnée respectivement par
les champs de vecteurs fp, fs1 , fs2 .

3- L’incertitude affectant la position de chaque objet (et donc la position relative deux à deux)
a pour origine la propagation de la distribution normale de la position de chaque objet
connue respectivement à une date τp, τ1 et τ2, comme rp(τp) ∼ N (µrp(τp),Σrp(τp)), r1(τ1) ∼
N (µr1(τ1),Σr1(τ1)) et r2(τ2) ∼ N (µr2(τ2),Σr2(τ2)).

4- Les lois de probabilité de rp(τp), r1(τ1) et r2(τ2) sont indépendantes.
5- Chaque mouvement relatif entre l’objet primaire p et respectivement s1 et s2 sera considéré

comme rectilinéaire uniforme, au moins localement autour de chaque date de rencontre t1TCA
et t2TCA. Il y aura ainsi deux plans de rencontres et deux repères de rencontre associés.

La généralisation des ensembles définis pour caractériser les rencontres simples est directe. On définit
ainsi deux régions interdites comme :

XRi = {(rp, ri) ∈ R6 | ‖ri − rp‖2 −R2
pi 6 0}, i = 1, 2. (1.13)

Définition 5 (Collision).
Etant donnés un vecteur d’état aggrégé de conditions initiales (rp0 , vp0 , rs10 , vs10 , rs10 , vs20) =

X0
ps1s2 ∈ R18 donné à un temps de référence t0, une date maximale T+t0 > 0, et les régions interdites
XRi , une collision intervient s’il existe t ∈ J = [t0, t0 + T ] tel que Xps1s2(t|X0

ps1s2) ∈ XR1 ∪ XR2.

Définition 6 (Domaine de collision).
Le domaine de collision (aussi appelé swept-volume dans [15]) X 0

T défini sur l’intervalle de temps
[t0, t0+T ] est l’ensemble des conditions initiales conduisant à une collision entre l’objet primaire p et
l’objet secondaire s1 ou (inclusif) entre l’objet primaire p et l’objet secondaire s2 durant l’intervalle
J :

X 0
T = {X0

ps1s2 ∈ R18 | ∃t ∈ [t0, t0 + T ], Xps1s2(t|X0
ps1s2) ∈ XR1 ∪ XR2}. (1.14)

Remarque 3.
Le domaine de collision a été défini à partir d’une date unique t0 de référence alors que les

distributions de chaque objet ont été supposées connues à des dates possiblement différentes. Dans
le cas où la connaissance de l’incertitude statistique est obtenue à l’aide d’un bulletin construit pour
une date unique, on aura évidemment t0 = τp = τs1 = τs2. Si ce n’est pas le cas, il sera toujours
possible de propager les incertitudes jusqu’à la date t0 pour un ou plusieurs objets.

Le problème d’évaluation du risque de rencontres multiples (ici un primaire avec deux secon-
daires) est donc généralisé simplement (au moins formellement) à partir de la définition de l’évalua-
tion du risque d’une rencontre simple [15].
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Problème 1. Pour les dynamiques fp, fs1 et fs2, une date t0 +T > 0 et deux régions interdites XRi ,
i = 1, 2 si les conditions initiales X0

ps1s2 ∈ R18 sont distribuées suivant une mesure de probabilité µI
de fonction de densité ρI , la probabilité qu’une collision entre le primaire p et les secondaires s1 et
s2 intervienne s’écrit comme :

Pc([t0, t0 + T ]) = Pc(T, t0) = P{X0
ps1s2 ∈ X 0

T } = µI(X 0
T ) =

∫
X 0
T

dµI . (1.15)

Calculer la quantité donnée dans (1.15), est encore plus difficile que dans le cas d’une rencontre
simple car outre les difficultés de paramétrisation du domaine d’intégration et du calcul de l’intégrale
elle-même, la caractérisation de la mesure µI n’est pas aussi directe que dans le cas d’une rencontre
simple.
Nous avons connaissance de relativement peu d’études sur le problème d’évaluation du risque de
rencontres multiples sans hypothèses simplificatrices fortes. Nous pouvons renvoyer le lecteur au
rapport [13] qui propose un cadre théorique de modélisation de ce problème très général ainsi qu’une
approche de calcul dans l’espace des mesures qui n’est malheureusement pas encore suffisamment
mûre pour être effective en pratique. Les approches existantes dans la littérature peuvent être
classées en deux grandes familles complémentaires : celles combinant les probabilités de collision
déterminées pour de multiples paires d’objets et pour de multiples cycles de contrôle comme dans la
référence [88] et des méthodes fondées sur le calcul de probabilités de collision pour des rencontres
uniques. Dans le cas qui nous intéresse (rencontres multiples indépendantes et à court terme), nous
pouvons utiliser la probabilité de collision aggrégée [47, 48] ou la probabilité de collision globale
[52]. En effet, si l’on considère les 2 collisions comme 2 évènements notés A1, A2. Sous l’hypothèse
d’indépendance des évènements Ai, nous avons :

Pc([0, T ]) ' P{
2⋃
i=1

Ai} = 1−
2∏
i=1

(1− Pci) (1.16)

où Pci = P{Ai}.
Il est noter également que le Chapitre 12 du livre de K. Chan [33] est consacré à des rapproche-

ments, sur un intervalle de temps donné, entre un objet primaire et plusieurs satellites groupés dans
différentes classes. Les objets d’une classe spécifique sont définis par certaines tolérances faibles en
altitude et en inclinaison. Tous les objets secondaires d’une classe ont des nœuds ascendants uni-
formément distribués autour de l’équateur et des angles de phase uniformément distribués dans le
plan orbital.

16



Chapitre 2

Evitement de collision dans le cas d’un
risque simple de rencontre rapide

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à une recension des travaux de la littérature portant sur l’évitement de
collision par application d’une manœuvre impulsionnelle, pour des rencontres rapides dans le cas
d’un risque simple (rencontre d’un objet actionné avec un débris) par opposition au cas des risques
multiples qui seront abordés dans le chapitre suivant. L’hypothèse de mouvement rectiligne de ce
modèle permet de travailler avec un ensemble géométrique de collision ayant la forme d’un cylindre
circulaire droit de hauteur infinie. Comme dans la référence [87], les effets de la manœuvre sont
calculés en supposant une dynamique képlerienne. En conséquence, la propagation des orbites peut
être faite analytiquement, par exemple grâce aux coefficients de Lagrange [17, 41, 67]. On cherche un
plan de manœuvres sous la forme d’une unique impulsion, réalisée à une date avant la conjonction
fixée par l’opérateur. En pratique, une telle action est généralement suffisante pour réduire le risque
de collision à un niveau acceptable [93]. De plus, les effets de la poussée d’évitement sur l’orbite
de l’objet primaire sont en général faibles et les corrections inhérentes peuvent être intégrées aux
manœuvres nominales de maintien à poste.

Le problème défini dans sa plus grande généralité est d’une grande complexité, en particulier
si l’on recherche une manœuvre optimale au sens d’un critère intégrant un calcul probabiliste du
risque de collision. La modélisation d’un tel problème repose ainsi sur des choix fondamentaux qui
vont non seulement conditionner la nature de la solution obtenue mais également les méthodes de
résolution associées. Le premier choix fondamental concerne la définition du critère d’évitement de
collision qui va définir la manière dont le risque de collision est quantifié. Par exemple, certains
auteurs considèrent un critère géométrique (maximisation de la miss distance par exemple) en lieu
et place d’un critère probabiliste (probabilité de collision). D’autre part, il est important également
de clairement définir l’ensemble des variables de décision que l’on va utiliser afin de calculer la
manœuvre optimale. Dans la littérature, l’ensemble des variables de décision possibles (date de
manœuvre, direction et module de la poussée impulsionnelle) est souvent hiérarchisé afin d’utiliser
des méthodes d’optimisation multi-niveau. Par exemple, pour une date d’exécution donnée, Patera
et Peterson [87] recherchent d’abord une direction de poussée, avant de se consacrer à la recherche de
son amplitude. Dans la référence [93], la date et la direction de la manœuvre sont fixées à l’avance
de manière heuristique, l’objectif étant de réaliser une distance de plus proche passage donnée.
On citera également l’article [23], où une linéarisation des fonctions par rapport aux composantes
de l’incrément de vitesse est effectuée, approximation qui permet de calculer analytiquement une
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manœuvre, définie à une anomalie vraie donnée, maximisant la distance de plus proche passage ou
bien minimisant la probabilité de collision. Enfin, les contraintes imposées au calcul de la manœuvre
sont également très variables et vont définir la nature de la solution optimale en définissant l’espace
des manœuvres réalisables. La diversité des approches rencontrées témoignent des degrés de liberté
possibles dans le traitement de ce problème.

Dans la suite, nous avons essayé, autant qu’il était possible, d’uniformiser les notations utilisées
dans les différents travaux exposés mais nous avons parfois déroger à cette règle quand il nous a
semblé nécessaire de préciser des notations particulières afin d’éclaircir des points qui ont été parfois
présentés de manière trop concise dans les différents articles rencontrés. Nous l’avons précisé chaque
fois au début de la section où ces changements ont été opérés.
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2.2 Méthode heuristique par séparation radiale ou angulaire

Nous regroupons dans cette catégorie l’ensemble des approches qui consistent à calculer une
manœuvre appliquée à une date fixée à un nombre donné de demi-périodes de la date de rencontre
(TCA) et qui a pour objectif d’augmenter la séparation radiale ou la séparation angulaire entre
les deux objets à la date de la TCA [24], [25], [93]. Il est assez difficile de trouver l’origine exacte
de l’idée générale derrière cette approche ainsi que des détails techniques pertinents permettant de
reconstruire complètement (ensemble complet d’hypothèses et dérivations rigoureuses des calculs
de manœuvre) cette stratégie d’évitement. La présentation faite dans cette section s’appuiera donc
essentiellement sur les deux références synthétiques [24], [25] qui se sont matérialisées dans l’outil
logiciel QUARTZ de la société ADS et sur une reconstruction des calculs fondée sur les formules
usuelles de la mécanique spatiale képlérienne.

2.2.1 Manœuvre d’évitement pour une séparation radiale

Nous présentons dans un premier temps la stratégie de calcul d’une manœuvre impulsionnelle
purement tangentielle, affectant l’orbite de l’objet primaire et effectuée N + 0.5 orbites avant la
date de la TCA. L’objectif est d’augmenter la séparation radiale entre les deux objets à la date de
la TCA, par modification du demi-grand axe de l’orbite du primaire (l’effet d’une telle poussée est
représenté sur la Figure 2.1). Un certain nombre d’hypothèses plus ou moins clairement spécifiées
sont faites dans [25].

Hypothèse 7. (Hypothèses pour la séparation radiale)
- L’orbite initiale primaire est circulaire.
- L’amplitude de la manœuvre est faible.
- Les erreurs d’efficacité et de direction de la manœuvre sont aléatoires et normalement distri-
buées.

- La trajectoire relative entre la date de TCA initiale et la date de TCA modifiée (après ma-
nœuvre) est supposée circulaire.

Figure 2.1 – Manœuvre tangentielle de séparation radiale.
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La manœuvre d’amplitude minimale, calculée par une méthode de dichotomie (afin d’obtenir une
probabilité de collision en dessous d’un seuil pré-défini), est appliquée à une date définie par N+0.5
orbites avant la date de TCA où N est un entier choisi en fonction de contraintes opérationnelles.
Le processus synthétique de calcul de la manœuvre est le suivant :

0- Calculer la maœuvre tangentielle afin d’obtenir une séparation radiale donnée
par ∆a = ap − rp.
Le problème du calcul de la manœuvre d’évitement s’appuie sur le calcul classique d’une
manœuvre tangentielle permettant de passer d’une orbite circulaire de rayon rp à une orbite
elliptique coplanaire de demi-grand axe ap. Ainsi, si l’on note la vitesse du primaire avant la
manœuvre par v−p , la vitesse du primaire après manœuvre v+

p (comme on travaille uniquement
dans la direction tangentielle, la norme des vecteurs v−p et v+

p sera notée ‖(·)‖ = (·)), il est
alors possible d’écrire pour un mouvement képlérien :

v−p =

√
µ⊗
rp

v+
p =

√
2µ⊗
rp
− µ⊗
ap

.
(2.1)

On obtient donc que ∆VT = v+
p − v−p =

√
2µ⊗
rp
− µ⊗
ap
−
√
µ⊗
rp

. On peut montrer que ∆VT

vérifie alors l’équation du second degré :

∆V 2
T + 2

√
µ⊗
rp

∆VT + µ⊗

(
1

ap
− 1

rp

)
= 0. (2.2)

On obtient ainsi la manœuvre impulsionnelle comme :

∆VT = −
√
µ⊗
rp

+

√
2µ⊗
rp
− µ⊗
ap

. (2.3)

En linéarisant l’expression (2.3) autour de la valeur de référence rp, ∆V (ap) = ∆V (rp) +
∂1∆V (rp)∆a, on obtient la formule classique :

∆VT =
1

2

√
µ⊗
r3
p

∆a. (2.4)

Il est à noter que la formule (2.4) peut également être retrouvée en utilisant les équations
aux variations de Gauss [18].
Remarque 4.
Une relation très similaire peut également être trouvée dans [33, Section 7.1.1, Chapitre 7].

1- Calculer les caractéristiques de l’orbite primaire (position, vitesse) à la date de
TCA initiale told

TCA et modifiées après application de la manœuvre.
Les vecteurs position et vitesse à la TCA initiale sont obtenus par (rétro) propagation à
l’aide de l’outil QUARTZ sans précision particulière sur les caractéristiques précises de cette
propagation.

2- Calculer la nouvelle date de TCA tnew
TCA avec le débris et propager le nouvel orbite

primaire.
La modification de la trajectoire du primaire par la manœuvre implique une modification de
la trajectoire relative entre les deux objets. Il est supposé que la nouvelle date de TCA est
donnée par tnew

TCA = told
TCA+dt où dt est petit. On fait également l’hypothèse que les trajectoires
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primaires et secondaires durant ce temps dt sont circulaires. Ainsi, les équations du mouve-
ment relatif sont supposées être les équations de Hill-Clohessy-Wiltshire (HCW)linéarisées
autour de la trajectoire primaire initiale et qui sont rappelées en (2.5) dans le repère LVLH :

rr1(t) = rr10 + 6(δt− st)rr30 + (4st − 3δt)vr10/np + 2(1− ct)vr30/np
rr2(t) = ctrr20 + stvr20/np
rr3(t) = (4− 3ct)rr30 + 2(ct − 1)vr10/np + stvr30/np
vr1(t) = 6np(1− ct)rr30 + (4ct − 3)vr10 + 2stvr30

vr2(t) = −npstrr20 + ctvr20

vr3(t) = 3npstrr30 − 2stvr10 + ctvr30 .

(2.5)

Dans ces équations, t0 = told
TCA, δt = np(t − t0), ct = cos(np(t − t0)), st = sin(np(t − t0)) et

np =
√
µ⊗
a3
p

est le mouvement moyen de l’orbite primaire qui est l’orbite de référence pour

effectuer la linéarisation permettant d’obtenir les équations de HCW. L’intervalle de temps
dt est alors calculé comme :

dt = −rr0 · vr0‖vr0‖2
= −rr10vr10 + rr20vr20 + rr30vr30

v2
r10

+ v2
r20

+ v2
r30

. (2.6)

Cette expression est obtenue en considérant que la distance relative entre les deux objets est
donnée par ‖rr(t)‖ =

√
r2
r1(t) + r2

r2(t) + r2
r3(t) dont le carré est réécrit de manière linéarisée

au premier ordre comme ‖rr(t)‖2 = (rr10 + vr10t)
2 + (rr20 + vr20t)

2 + (rr30 + vr30t)
2. En

considérant que dt définit l’intervalle de temps qui minimise la distance relative (ou son carré)
entre les deux objets, on obtient en annulant la dérivée de l’expression précédente en dt la
formule (2.6). La nouvelle date de TCA est donc obtenue finalement par tnew

TCA = told
TCA + dt.

3- Calculer les caractéristiques de l’orbite secondaire à la nouvelle TCA tnew
TCA en uti-

lisant les équations linéarisées du mouvement relatif de Hill-Clohessy-Wiltshire.
Les caractéristiques (positions et vitesses) de l’orbite primaire en t = tnew

TCA peuvent être
calculées à l’aide d’une propagation analytique (képlérienne par exemple). Les équations de
HCW (2.5) sont alors utilisées pour déterminer les positions et vitesses du secondaire en
t = tnew

TCA.
4- Mettre à jour la matrice de covariance primaire en position à la nouvelle TCA

tnew
TCA du fait des erreurs de réalisation de la manœuvre.
Cette étape a pour objectif de corriger la matrice de covariance en position du primaire à
la date tnew

TCA en ajoutant à la matrice de covariance donnée par le bulletin d’alerte à la date
told
TCA qui reste inchangée, un terme supplémentaire représentant l’incertitude sur la position
du primaire en tnew

TCA induite par l’incertitude sur la manœuvre réalisée. Cette incertitude de
réalisation de manœuvre comprend l’incertitude affectant son amplitude et à sa direction. Le
calcul de la contribution (matrice de covariance additionnelle) se fait en plusieurs étapes :
- Calculer la matrice de covariance associée aux erreurs d’exécution de la manœuvre dans
le repère NTW à la date de manœuvre tm.
En définissant un repère Rpthrust lié à la tuyère du primaire et dont la base est Bpthrust =
(e1, e2, e3), les manœuvres idéale et réelles sont définies comme

∆Videal = ‖∆VT ‖e1, ∆Vreal = ‖∆VT ‖η (e1 cos(ε) + e2 sin(ε) cos(ν) + e3 sin(ε) sin(ν)) ,
(2.7)

où η ∼ N (1, ση), ε ∼ N (0, σε) et ν est une variable aléatoire uniformément distribuée sur
l’intervalle [0, 2π]. En notant ∆ṼT = ∆Vreal −∆Videal, l’erreur entre la manœuvre idéale

21



et la manœuvre réalisée, on obtient par calcul direct, la matrice de covariance de l’erreur
de réalisation de manœuvre dans le repère NTW comme :

Σpthrust
NTW (tm) = P TNTW2Thrust

 σ2
η(1− σ2

ε ) 0 0

0 (1 + σ2
η)
σ2
ε
2 0

0 0 (1 + σ2
η)
σ2
ε
2

PNTW2Thrust,

(2.8)
où PNTW2Thrust est la matrice de passage de la base BpNTW à la base Bpthrust.

- Transformer cette matrice dans le repère NTW de covariance à la date de manœuvre tm
en matrice de covariance à la date de manœuvre tm sur les paramètres orbitaux képlériens
(ap, ep, ip,Ωp, ωp,Mp) ou sur les paramètres orbitaux adaptés (ap, exp , eyp , ip,Ωp, αp) pour
les orbites quasi-circulaires .

Σpthrust
Kepler(tm) = Jpk (tm)Σpthrust

NTW (tm)Jp
−1

k (tm), (2.9)

où la matrice jacobienne Jpk (.) est donnée par :

Jpk (.) =



2
n2
pap

0 0
2(ep+cos(θp))

Vp
− rp sin(θp)

Vpap
0

0 0
rp cos(ωp+θp)

npa2
p(1−e2p)1/2

0 0
rp sin(ωp+θp)

npa2
p(1−e2p)1/2 sin(ip)

2 sin(θp)
epVp

2ep+cos(θp)+e2p cos(θp)

epVp(1+ep cos(θp)) − rp cos(ip) sin(ωp+θp)

npa2
p(1−e2p)1/2 sin(ip)

−2 sin(θp)
√

1−e2p
epVp

(
1 +

e2p
1+ep cos(θp)

)
− cos(θp)(1−e2p)3/2

epVp(1+ep cos(θp)) 0


,

(2.10)
- Calculer la matrice de covariance sur les paramètres orbitaux à la date courante t.
Cette étape n’est nécessaire que si l’on souhaite prendre en compte la variation des élé-
ments orbitaux du primaire, due à des perturbations orbitales telles que celle du terme
J2 par exemple. On écrit alors

Σpthrust
Kepler(tm) = ΦtΣ

pthrust
Kepler(tm)ΦT

t , (2.11)

où la matrice Φt est à déterminer à partir d’un développement au premier ordre des
équations des éléments orbitaux osculateurs en la date tm.

- Calculer la matrice de covariance des positions du primaire à une date t dans la base
BpRTN.

Σpthrust
RTN (t) = P Teci2RTNJ

p
c2eo(t)Σpthrust

Kepler(t)J
pT

c2eo(t)Peci2RTN, (2.12)

où Jp
T

c2eo(t) est la matrice jacobienne :

Jp
T

c2eo(t) =
[

∂rp
∂ap

(t)
∂rp
∂ep

(t)
∂rp
∂ip

(t)
∂rp
∂Ωp

(t)
∂rp
∂ωp

(t)
∂rp
∂Mp

(t)
]
, (2.13)

qui peut être développée à partir des formules classiques de mécanique spatiale képlé-
rienne : rp(t) = ap

[
(cos(Ep)− e)~P +

√
1− e2

p sin(Ep) ~Q
]
où les vecteurs ~P et ~Q sont

donnés par :

~P =

 cosωp cos Ωp − sinωp cos ip sin Ωp

cosωp sin Ωp + sinωp cos ip cos Ωp

sinωp sin ip

 , ~Q =

 − sinωp cos Ωp − cosωp cos ip sin Ωp

− sinωp sin Ωp + sinωp cos ip cos Ωp

cosωp sin ip

 .
(2.14)

22



Remarque 5.
Cette mise à jour de la covariance en position du primaire pourrait également être faite en
suivant l’approche développée dans la note technique [75].

5- Calculer la probabilité de collision entre les deux objets à la nouvelle date de
TCA tnew

TCA.
Pour cela, il est possible d’utiliser n’importe quelle méthode qui calcule la formule P2D

c .
Cette méthode, avec des variantes, semble la plus utilisée effectivement parmi les acteurs mettant

en œuvre des procédures d’évitement de collision. Un exemple d’application de cette stratégie por-
tant sur une expérience réelle avec le satellite THEOS de l’agence spatiale Thailandaise GISTDA,
est donné dans [24] avec peu de détails si ce n’est la valeur de la manœuvre tangentielle d’évitement.
Il est toutefois difficile de connaitre l’état de l’art exact actualisé de cette approche sachant qu’elle
repose essentiellement sur une heuristique complétée par des raffinements ou approximations plus
ou moins bien justifiés. Il est ainsi difficile de se prononcer de manière définitive quant à sa possible
généralisation dans un cadre de rencontres multiples.

2.2.2 Manœuvre d’évitement pour une séparation angulaire ou approche par
déphasage

L’idée fondamentale de cette stratégie consiste à transférer à l’aide d’une manœuvre tangentielle
appliquée à une date à fixer, l’objet primaire sur une orbite plus lente de telle manière que la dif-
férence de période orbitale entre la nouvelle orbite elliptique primaire et l’orbite circulaire primaire
initiale implique une séparation angulaire en anomalie vraie préfixée et donnée par ∆θ. Cette sépa-
ration angulaire doit être telle que la probabilité de collision calculée à la nouvelle date de TCA est
inférieure à un seuil fixé. On note alors θm l’anomalie vraie du primaire à la date de manœuvre, θold

c

l’anomalie vraie du primaire à la date de collision (told
TCA) sans manœuvre, θnew

c l’anomalie vraie du
primaire à la date de plus proche rencontre (tnew

TCA) après manœuvre. On a alors ∆θ = θold
c − θnew

c .

Figure 2.2 – Manœuvre tangentielle de séparation angulaire.
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La manœuvre est calculée comme :

∆V = (
√
κ − 1)v−p , (2.15)

où κ =
(
v+
p

v−p

)2

. Ce facteur est calculé conjointement avec Eold
p , l’anomalie excentrique du primaire

à la date told
TCA, à travers une formulation adaptée de l’équation de Kepler. Il faut donc résoudre le

système non linéaire d’équations suivantes :

Eold
p − (κ− 1) sin(Eold

p ) = (2− κ)3/2θold
c

tan
(
θoldc −∆θ

2

)
=

√
κ

2−κ tan
(
Eold
p

2

)
,

(2.16)

dont les inconnues sont κ et Eold
p . Il est donc nécessaire d’avoir recours à une méthode de réso-

lution numérique qui permette d’aborder avec suffisamment de précision et d’efficacité numérique
(convergence, stabilité) la résolution d’un système d’équations non linéaires transcendantales.

Comme pour l’approche heuristique par séparation radiale, il est difficile de trouver dans la
littérature des détails de résolution, d’implémentation de cette méthode ainsi que des résultats
précis et bien documentés.
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2.3 Méthodes des scenarios

2.3.1 Introduction

Dans la référence [96], le problème d’évitement de collision, pour un risque simple, est formulé
comme un problème d’optimisation quadratique (minimisation de la norme L2 du vecteur de ma-
nœuvre, c.-à-d. comme un problème de manœuvre en consommation minimale) sous une contrainte
probabiliste afin de ramener le risque de collision après manœuvre à un niveau acceptable. Deux
méthodes sont alors proposées pour résoudre ce problème d’optimisation sous contrainte probabi-
liste considéré. Après une reformulation de la condition de non collision exprimée dans le cadre
des hypothèses associée à une rencontre rapide, toutes les deux utilisent une propagation des tra-
jectoires aléatoires du primaire à l’aide des fonctions de Lagrange. La première est alors fondée
sur une approximation par linéarisation des lois de distribution en position et vitesse du primaire.
Des développements de Taylor en fonction du vecteur aléatoire de position du primaire sont ef-
fectués pour calculer les effets de la manœuvre sur cette position relative à la date de rencontre,
permettant ainsi de conserver la nature gaussienne des incertitudes et de calculer la probabilité
de collision à l’aide de la formule classique en rencontre rapide [15]. La seconde méthode se base
quant à elle sur l’approche dite des scénarios [29, 31]. Cette technique qui appartient à la famille des
méthodes par échantillonnage ou méthodes de Monte Carlo offre une solution pratique et raison-
nable aux problèmes d’optimisations probabilistes. De plus, sous des hypothèses de convexité de la
fonction objectif et de l’espace réalisable, des garanties théoriques en probabilité sur la réalisablité
de la solution peuvent être données [31]. Ces hypothèses ne sont toutefois pas vérifiées dans le cas
de l’évitement de collision. Néanmoins, nous avons privilégié cette approche qui reste un moyen
pratique efficace d’obtenir une solution relativement peu coûteuse et dont la méthodologie parait
généralisable au cas des rencontres rapides multi-risque.

2.3.2 Formulation du problème

Le contexte est celui d’une conjonction entre deux objets spatiaux de forme sphérique dans le
cadre d’un rapprochement rapide [7, 1] dont le cadre théorique et les hypothèses associées ont été
rappelés à la Section 1.1. Le risque de collision, calculé comme une probabilité de collision, à partir
d’une alerte et selon les méthodes développées dans les références [96], [97] et [15], est supposé être
supérieur à un seuil de tolérance donné ε, d’où la nécessité d’une stratégie d’évitement. Notre but
est de calculer une manœuvre propulsive impulsionnelle optimale en consommation, s’appliquant à
l’objet primaire et qui réduise la probabilité de collision à un niveau acceptable.

Les données d’entrées à l’instant de référence t = 0 (temps de la collision) du problème sont
contenues dans le bulletin d’alerte de collision. Conformément au modèle de rencontre adopté, les
positions respectives des deux objets sont des vecteurs aléatoires gaussiens indépendants, notés
respectivement ξ = (ξp, ξs), à valeurs dans R3 × R3 et caractérisés par leur moyenne et matrice de
covariance :

ξp ∼ N3(µξp ,Σξp), ξs ∼ N3(µξs ,Σξs).

Les vecteurs de vitesse sont des vecteurs déterministes fixés à leur valeur moyenne, notés respective-
ment v̄0

p et v̄0
s . Ils sont notés avec une barre pour ne pas les confondre avec les vecteurs des vitesses

à t = 0 lorsqu’une manœuvre a été effectuée, et qui dépendent alors des incertitudes.
Dans cette partie, une unique impulsion ∆V , exécutée à une date t = τ fixée à l’avance et

antérieure à la rencontre (τ < 0) doit réaliser l’évitement de collision. Il est à noter que le choix
de τ peut être heuristique ou dicté par des contraintes opérationnelles. Il est également possible
de faire varier cette date afin de comparer les solutions ainsi obtenues. De plus, une unique tuyère
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orientable est utilisée pour produire cette manœuvre d’évitement. Cela signifie que la consommation
de la manœuvre est exactement définie par la norme euclidienne du vecteur incrément de vitesse ∆V
[91]. Pour lever la non-différentiabilité, le critère de minimisation peut être remplacé, sans changer
les solutions, par son carré ‖∆V ‖22.

Dans le cadre d’un mouvement relatif rectiligne (Hypothèse 6), nous avons vu dans les références
[96] et [15] que le swept volume peut être assimilé à un cylindre droit infini, appelé tube de collision.
Ceci nous permet d’exprimerla condition de non-collision à l’aide d’une unique équation c(∆V, ξ) >
0, dont le calcul est détaillé ci-après. La contrainte probabiliste associée s’écrira alors sous la forme :
P{c(∆V, ξ) < 0} 6 ε.

Le problème d’évitement s’écrit finalement :

Problème 2. (CCOP)
min

∆V ∈V
‖∆V ‖22

sous P{c(∆V, ξ) < 0} 6 ε.
(2.17)

Il s’agit d’un problème de minimisation d’une fonction quadratique convexe sous une contrainte
probabiliste, appelé chance-constrained optimization problem (CCOP) suivant la dénomination
anglo-saxonne [89], [82]. Ce domaine de l’optimisation stochastique (domaine spécifique lui même
de l’optimisation en contexte incertain) a pour origine les travaux de [34] et [79]. Dans la littérature,
la formulation générique de tels problèmes est un peu différente :

min
x∈Rn

f(x)

sous P{F (x, ξ) 6 0} > 1− ε,
(2.18)

où x ∈ Rn est le vecteur des variables de décision, ξ ∈ Rd est un vecteur aléatoire de distribution
de probabilité donnée et ε est le paramètre de confiance. Toutefois, il aisé de voir l’équivalence des
deux formulations en choisissant x = ∆V , c(∆V, ξ) = −F (x, ξ) et en constatant que P{c(∆V, ξ) <
0} = 1−P{c(∆V, ξ) > 0}. Ce type de problèmes ou de modèles constitue une classe de programmes
mathématiques complexes à résoudre dans sa généralité. Les sources majeures de difficulté sont
principalement liées aux propriétés structurelles de l’ensemble des décisions réalisables définies par
les propriétés de la fonction ϕ : x 7→ ϕ(x) = P{c(∆V, ξ) < 0}. Ainsi, la non-convexité éventuelle
de l’ensemble des solutions réalisables induisant une difficulté pour obtenir des résultats forts, de
nombreuses contributions de la littérature se sont attachées à donner des conditions garantissant
cette convexité [89, chapitre 10], [61]. La nature de la distribution de probabilité joue évidemment
un grand rôle également dans le fait d’obtenir des propriétés favorables à la résolution du problème
d’optimisation. En particulier, la distribution normale utilisée dans des problèmes linéaires permet
d’obtenir des formulations équivalentes déterministes du problème dans de nombreux cas [35]. Enfin,
il est important de signaler les liens entre optimisation stochastique et optimisation robuste [71].

Remarque 6.
Pour que l’hypothèse de mouvement rectiligne reste valable quelle que soit l’impulsion, il est

nécessaire de limiter l’amplitude de cette dernière. En pratique, on utilisera dans les applications
des contraintes de boîtes sur les composantes de ∆V .

Nous examinons maintenant l’expression de la fonction de la contrainte portant sur la probabilité
de collision c puisqu’il est nécessaire de l’exprimer en fonction des variables de décision et des vecteurs
aléatoires afin de pouvoir analyser les caractéristiques et propriétés du problème d’optimisation
stochastique à résoudre.
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Condition géométrique de collision

On définit (r0
p(∆V, ξp), v

0
p(∆V, ξp)) le vecteur position-vitesse de l’objet primaire à t = 0 lors-

qu’une manœuvre ∆V a été réalisée à l’instant t = τ . Le swept volume (espace défini dans l’espace
des conditions initiales), est un cylindre infini de révolution, d’axe orienté selon la vitesse relative
et de rayon R égal à celui de la sphère combinée (voir Figure 2.3).

R v0p − v0s

r0p − r0s

(0, 0, 0)

Figure 2.3 – Le swept volume comme un tube de collision.

La contrainte s’exprime alors à l’aide d’une unique inégalité, fonction des grandeurs r0
p(∆V, ξp),

v0
p(∆V, ξp), ξs et v̄0

s . Elle traduit le fait que la norme de la projection de la position relative sur le
plan orthogonal à la vitesse relative doit être inférieure au rayon combiné des objets R. Mathéma-
tiquement, cela s’écrit :√

‖r0
p(∆V, ξp)− ξs‖2 −

(
(r0
p(∆V, ξp)− ξs)T ·

v0
p(∆V, ξp)− v̄0

s

‖v0
p(∆V, ξp)− v̄0

s‖

)2

< R. (2.19)

Cela est équivalent à la condition c(∆V, ξ) < 0, en posant :

c(∆V, ξ) = ‖r0
p(∆V, ξp)− ξs‖2 −

(
(r0
p(∆V, ξp)− ξs)T ·

v0
p(∆V, ξp)− v̄0

s

‖v0
p(∆V, ξp)− v̄0

s‖

)2

−R2 < 0. (2.20)

Il reste enfin à calculer l’état propagé (r0
p(∆V, ξp), v

0
p(∆V, ξp)) lorsque une manœuvre a eu lieu.

Observons que l’expression précédente est indépendante du modèle de propagation d’orbite.

Propagation des trajectoires

A l’instar de ce qui a été fait dans de nombreuses références [87], [23], l’effet de la manœuvre
∆V sur la position relative du primaire est calculé avec un mouvement képlérien et sans prendre
en compte les perturbations orbitales. Ainsi, on peut propager l’état de l’objet primaire à l’aide des
coefficients f et g de Lagrange (voir Annexe B pour les détails sur ces fonctions). Le principe est le
suivant : étant donné l’état initial (ξp, v̄

0
p),

- Rétro-propagation dans le passé pour obtenir les vecteurs de position et vitesse (rτp(ξp), v
τ
p (ξp))

de l’objet primaire à t = τ avant la manœuvre :

rτp(ξp) = f
(
ξp, v̄

0
p, τ
)
ξp + g

(
ξp, v̄

0
p, τ
)
v̄0
p, (2.21)

vτp (ξp) = ḟ
(
ξp, v̄

0
p, τ
)
ξp + ġ

(
ξp, v̄

0
p, τ
)
v̄0
p. (2.22)

1. Mise en œuvre de la manœuvre avec l’incrément de vitesse ∆V .
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2. Propagation dans le futur jusqu’à la date de référence t = 0 :

r0
p(∆V, ξp) = f

(
rτp(ξp), v

τ
p (ξp) + ∆V,−τ

)
rτp(ξp)

+g
(
rτp(ξp), v

τ
p (ξp) + ∆V,−τ

)
(vτp (ξp) + ∆V ), (2.23)

v0
p(∆V, ξp) = ḟ

(
rτp(ξp), v

τ
p (ξp) + ∆V,−τ

)
rτp(ξp)

+ġ
(
rτp(ξp), v

τ
p (ξp) + ∆V,−τ

)
(vτp (ξp) + ∆V ). (2.24)

Remarque 7.
Nous aurions pu utiliser la notation vτ−p pour la vitesse du primaire avant application de la

manœuvre impulsionnelle et vτ+
p = vτ−p + ∆V pour la vitesse du primaire après la manœuvre mais

nous n’avons pas souhaité alourdir les notations.

En injectant ces équations dans l’Equation (2.20), on obtient ainsi une expression analytique pour
c ne dépendant que du vecteur de manœuvre et des incertitudes de position. Néanmoins, malgré
le caractère quadratique et convexe de la fonction coût, le Problème 2 reste difficile à résoudre
du fait de la nature probabiliste de la contrainte qui ne possède pas les propriétés structurelles
évoquées précédemment pour obtenir des contre-parties déterministes ou des simplifications de la
formulation. En effet, même pour un ξ donné, la contrainte inégalité c(·, ξ) > 0 ne définit pas un
domaine convexe.

2.3.3 Résolution à l’aide de l’approche par scénarios

La méthode proposée cherche à approcher la solution optimale du problème d’optimisation sous
contrainte probabiliste par échantillonnage de la contrainte probabiliste. Cette approche appelée
approche par scénarios est une méthode pratique de résolution des problèmes d’optimisation sto-
chastique qui a été développée dans le cadre de la théorie de la commande robuste et de l’optimisation
robuste pour ensuite être généralisée pour d’autres problèmes dans une série d’articles dont les plus
importants sont les références [29], [30], [31], [32]. Nous rappelons quelques éléments essentiels de
cette approche.

2.3.4 Principe de l’approche par scénarios

Le but est de construire la meilleure solution (une solution approchant au mieux la solution
globalement optimale du problème d’optimisation posé) dont on pourra garantir la réalisabilité avec
une probabilité fixée. Pour cela une contre-partie échantillonnée, appelée ici problème de scénarios
(approximation fondée sur un échantillonnage de la contrainte probabiliste) du Problème 2 est
construite et les caractéristiques de sa solution optimale vis-à-vis du problème CCOP initial sont
ensuite exploitées [29].

Le problème de scénarios

La construction du problème de scénarios se fait par un tirage aléatoire de N échantillons
ξ(1), . . . , ξ(n) suivant la densité de probabilité définie pour le vecteur aléatoire ξ. Dans le cas, de
l’évitement de collision, ce tirage peut s’effectuer dans R3 ×R3 ou dans une boite réaliste position-
vitesse et représentant différentes positions pour les objets primaire et secondaire à t = 0. Le
problème par scénarios associé au Problème 2 s’écrit alors :

Problème 3. (SOPN )
min

∆V ∈U
‖∆V ‖22

sous c(∆V, ξ(j)) > 0, ∀j = 1, . . . , N
(2.25)
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La fonction coût apparaissant dans le Problème 3 est donc inchangée par rapport au problème
d’origine (CCOP) alors que la contrainte probabiliste a été remplacée par un ensemble discret fini de
conditions déterministes définies pour chaque échantillone ξ(j) de la variable aléatoire ξ. Le problème
(SOPN ) est donc plus simple à résoudre. En général, des solutions optimales, au moins locales, du
problème de scénarios (SOPN ) peuvent être obtenues à l’aide d’outils classiques d’optimisation non
linéaire déterministe ; cela est d’autant plus vrai si le problème initial (CCOP) possède de bonnes
propriétés comme la linéarité ou la convexité [29], [30], [31], [32]. Cela n’est malheureusement pas le
cas du problème d’évitement de collision. Toutefois, même dans ce cas, la résolution du Problème
(SOPN ) sera facilitée si le gradient de c par rapport aux variables d’optimisation peut être calculé
analytiquement.

La question naturelle qui suit la définition du Problème (SOPN ) est de savoir ce qu’il est possible
de dire de la réalisabilité de sa solution optimale x∗(SOPN ) pour le problème initial (CCOP) en
supposant que celle-ci est accessible.

Caractéristiques de la solution du problème de scénarios

L’ensemble réalisable du Problème (SOPN ) est une approximation extérieure de l’ensemble
réalisable du Problème (CCOP). Il est facile d’en déduire que x∗(SOPN ) 6 x∗(CCOP ). Toutefois, il
n’est pas garanti que la solution optimale x∗(SOPN ) soit réalisable pour le Problème (CCOP) ni
que l’optimisme de sa qualité (en termes d’optimalité) ne soit pas très important. Sous des hy-
pothèses relativement fortes (convexité de l’ensemble réalisable V et des ensembles paramétrés
Vξ = {∆V : f(∆V, ξ) > 0}), on peut trouver des résultats dans la littérature liant quantita-
tivement la solution optimale de l’approximation échantillonnée au Problème (CCOP) en termes de
réalisabilité en probabilité et comprenant des indications sur le nombre des échantillons à tirer en
fonction de la taille du vecteur des variables de décision et du niveau de confiance choisi [29], [30],
[31], [32].

Dans le cas où les ensembles V et Vξ ne sont pas convexes pour certains ξ dans R3 × R3, il n’y
a plus de garantie probabiliste théorique que la solution du problème de scénarios soit réalisable
pour le Problème (CCOP) initial. De plus, en général, la solution obtenue n’est qu’un optimum
local du problème de scénarios. Dans le cas présent d’évitement de collision pour des trajectoires
relatives rectilinéaires, il s’avère que la propriété de convexité n’est pas vérifiée. En conséquence,
même pour des grandes valeurs de N , il n’y aura pas de garantie sur la réalisablité de la solution par
scénarios pour le problème probabiliste initial (CCOP). Ainsi, la validité d’une solution doit être
systématiquement vérifiée a posteriori et son optimalité ne peut être évaluée que par comparaison
avec d’autres méthodes disponibles.

2.3.5 Un algorithme par scénarios pour le problème d’évitement de collision

Nous rappelons l’algorithme proposé dans la référence [96], basé sur une résolution itérative
de problèmes à scénarios, pour obtenir une solution sous-optimale au Problème 2. Il s’agit d’une
heuristique sans garantie de convergence, mais qui en pratique donne de bons résultats.
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Recherche itérative de résolution de problèmes de scénarios.
Commencer avec k = 0 et ∆V ∗ = 0.

1. Incrémenter k et générer aléatoirement n scénarios.

2. Résoudre le problème de scénarios correspondant.

(a) S’il n’y a pas de solution, retourner à l’étape 1.

(b) Sinon, soit ∆V k la solution obtenue. Aller à l’étape 3.

3. Comparer le coût ‖∆V k‖2 à la valeur stockée ‖∆V ∗‖2.
(a) Si ‖∆V k‖2 < ‖∆V ∗‖2, aller à l’étape 4.

(b) Sinon, retourner à l’étape 1.

4. Vérifier l’admissibilité de ∆V k pour le problème probabiliste d’origine via une méthode de
Monte Carlo.

(a) Si P{c(∆V k,Ξ) < 0} 6 ε, faire ∆V ∗ = ∆V k et retourner à l’étape 1.

(b) Sinon, retourner à l’étape 1.

La boucle s’arrête lorsque le nombre maximum d’itérations k est atteint. A noter que le choix de
la valeur de N est laissé à l’utilisateur. Dans l’étude numérique 2.3.7, ces paramètres ont été fixés
empiriquement à k = 100 et N = 1000.

2.3.6 Calcul du gradient de la fonction contrainte

Le Problème 3 peut être résolu à l’aide d’outils d’optimisation non linéaires dédiés. Pour les
utiliser, il est nécessaire de calculer les fonctions contraintes c(j) (j = 1, . . . , n) et, si possible, leur
gradient ∇cj(·) = ∂1c(·, ξ(j)). Dans le modèle considéré, le gradient de c par rapport à ∆V peut être
calculé analytiquement, permettant ainsi une résolution plus efficace. Le but de cette sous-section
est d’obtenir une expression de ∂1c.

On commence par introduire les matrices jacobiennes ∂1r
0
p et ∂1v

0
p des vecteurs position et vitesse

de l’objet primaire r0
p et v0

p par rapport à l’impulsion ∆V . Ces matrices peuvent être obtenues
directement grâce aux Equations (2.23) et (2.24) :

∂1r
0
p(∆V, ξp) = ∂2f

(
rτp , v

τ
p + ∆V,−τ

)
rτp + ∂2g

(
rτp , v

τ
p + ∆V,−τ

)
vτp + g

(
rτp , v

τ
p + ∆V,−τ

)
I,(2.26)

∂1v
0
p(∆V, ξp) = ∂2ḟ

(
rτp , v

τ
p + ∆V,−τ

)
rτp + ∂2ġ

(
rτp , v

τ
p + ∆V,−τ

)
vτp + ġ

(
rτp , v

τ
p + ∆V,−τ

)
I.(2.27)

Les dérivées partielles de f et g peuvent être obtenues à partir de leurs expressions analytiques.
Définissons maintenant :

u0(∆V, ξp) =
v0
p(∆V, ξp)− v̄0

s

‖v0
p(∆V, ξp)− v̄0

s‖2
, (2.28)

et réécrivons la contrainte c :

c(∆V, ξ) = c1(∆V, ξ)− c2(∆V, ξ)2,

où les applications c1, c2 : R3 × R3 → R sont définies par :

c1(∆V, ξ) = ‖r0
p(∆V, ξp)− ξs‖22 −R2,

c2(∆V, ξ) =
(
r0
p(∆V, ξp)− ξs

)T
u0(∆V, ξp).
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On a donc :
∂1c(∆V, ξ) = ∂1c1(∆V, ξ)− 2c2(∆V, ξ)∂1c2(∆V, ξ).

La fonction c1 peut être vue comme une fonction composée, à savoir :

c1 : (∆V, ξ) 7→ r0
p(∆V, ξp)− ξs 7→ ‖r0

p(∆V, ξp)− ξs‖22,

dont le gradient par rapport à ∆V est :

∂1c1(∆V, ξ) = 2∂1r
0
p(∆V )(r0

p(∆V, ξp)− ξs).

Passons maintenant au calcul de ∂1c2(∆V, ξ). Dans la suite, la dépendance en ∆V est omise pour
ne pas trop alourdir les équations. La première étape consiste à calculer le gradient de c2 en fonction
de la Jacobienne de u0. Un calcul direct donne :

∂1c2 = ∂1r
0T
p u0 + ∂1u

0T (r0
p − ξs).

La deuxième étape est le calcul de ∂1u
0 et se révèle plus technique. La fonction u0 peut également

être vue comme une composée de fonctions :

u0 : R3 × R3 → R3 ψ−→ R3

(∆V, ξp) 7→ v0
p(∆V, ξp)− v̄0

s 7→ v0
p(∆V,ξp)−v̄0

s

‖v0
p(∆V,ξp)−v̄0

s‖2

En utilisant le développement de Taylor à l’ordre 1 de la fonction ψ : x ∈ R3 7→ x
‖x‖2 , il vient :

Jψ(x) =
1

‖x‖2

(
I3 −

xxT

‖x‖22

)
.

Ainsi :

∂1u
0 = Jψ(v0

p − v̄0
s)∂1v

0
p,

=

(
I3 −

(v0
p − v̄0

s)(v
0
p − v̄0

s)
T

‖v0
p − v̄0

s‖22

)
∂1v

0
p

‖v0
p − v̄0

s‖2
,

=
1

‖v0
p − v̄0

s‖2
(
I3 − u0u0T

)
∂1v

0
p.

Le gradient de c2 est donné par :

∂1c2 = ∂1r
0T
p u0 +

∂1v
0T
p

‖v0
p − v̄0

s‖2
(
I3 − u0u0T

)T
(r0
p − ξs).

Finalement, le gradient de c vaut :

∂1c = 2

(
∂1r

0
p −

(r0
p − ξs)Tu0

‖v0
p − v̄0

s‖2
∂1v

0
p

)T
(I3 − u0u0T )(r0

p − ξs). (2.29)
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2.3.7 Quelques résultats numériques

Nous reprenons ici les résultats numériques présentés dans la thèse [96]. Une étude numérique
complémentaire mais relativement succincte a également été faite dans la référence [28].

Dans tous les exemples proposés, la date de poussée τ est fixée à une demi-période d’orbite avant
le temps de référence. La période de l’objet primaire est calculée à partir de l’orbite moyenne. On
peut justifier ce choix d’une durée relativement courte par deux raisons. Premièrement, il permet
de valider l’hypothèse de mouvement képlérien entre la manœuvre et la rencontre. Deuxièmement,
il laisse néanmoins le temps de réévaluer le risque de collision plusieurs fois à la suite de nouvelles
alertes, pour éventuellement reconsidérer le besoin d’un changement de trajectoire. Enfin„ le seuil
du risque de collision est fixé à ε = 10−4 pour les deux exemples.

Les solutions sont exprimées dans le repère orbital local NTW de Frenet (cf. Annexe A.3.2). Il
est rattaché à l’état de l’objet primaire rétropropagé jusqu’à t = τ à partir de (µξp , v̄

0
p).

A des fins comparatives, une deuxième méthode de résolution par dichotomie sur le module de la
manœuvre purement tangentielle (semblable à l’heuristique de la référence [93]) a été implémentée.
La recherche d’optimalité est faite par dichotomie, dans la direction T . L’algorithme s’arrête dès
que le risque est dans l’intervalle [0.99ε, ε]. Le choix de la direction se justifie par le fait que, pour
une orbite circulaire, une manœuvre tangentielle maximise l’éloignement radial une demi-orbite plus
loin et donc, intuitivement, augmente significativement la distance de plus proche passage [93]. La
probabilité de collision y est calculée selon une méthode de Monte Carlo.

Pour chaque solution ∆V ∗ produite par l’algorithme des scenarios, un histogramme compta-

bilisant les distances (normalisées) de plus proche passage
√

c(∆V ∗,ξ̂(i))
R2 + 1 , est présenté sur une

échelle logarithmique en abscisse, pour un tirage aléatoire de 104 occurrences ξ̂(i) en ordonnée.
Ainsi, les collisions correspondent aux valeurs négatives en abscisse alors que les bâtonnets bleus
correspondent aux cas non contrôlés et les rouges à ceux pour lesquels la manœuvre est effectuée.
Cela permet de visualiser l’effet de cette dernière sur les trajectoires relatives.

2.3.8 Exemple 1

Ce cas test est une alerte réelle, donnée sous la forme d’un Conjunction Summary Message
(CSM), envoyé par le Joint Space Operation Center à EADS Astrium (maintenant Airbus Defence
and Space). Elle concerne un satellite sur une orbite circulaire à basse altitude. Du fait de la nature
des données contenues dans l’alerte, l’instant de référence est le temps de plus proche passage sans
manœuvre. La probabilité de collision s’élève à 1.9× 10−3.

Les différentes solutions sont données dans le Tableau 2.1. Il est notable que les deux résultats,
issus d’approches dissemblables, tendent à indiquer la même direction optimale, confirmant ainsi
l’heuristique de la référence [93].

On remarque que le risque associé à la solution par scénarios n’est pas tout à fait saturé, laissant
ainsi une petite marge d’amélioration possible. On voit, sur la Figure 2.4, comment la distribution
des distances de plus proche passage est éloignée de la zone de collision par la manœuvre (décalage
vers la droite).

Méthode ∆VN (mm/s) ∆VT (mm/s) ∆VW (mm/s) ‖∆V ‖2 (mm/s) Risque (-)
Scénarios 1.768 -22.363 0.000 22.433 9.7× 10−5

Dichotomie 0 -22.344 0 22.344 1.0× 10−4

Table 2.1 – Solutions pour l’Exemple 1.
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Figure 2.4 – Histogramme des distances de plus proche passage sans manœuvre (bleu) et avec la
solution par scénarios (rouge) pour l’exemple 1.

2.3.9 Exemple 2

Cette rencontre concerne un objet primaire sur une orbite fortement elliptique. Les données sont
obtenues en modifiant un exemple de la littérature (cas 9 dans la référence [5]). Plus précisément,
le signe d’une des composantes de la vitesse moyenne de l’objet secondaire a été changé, afin que le
mouvement relatif soit approximativement une droite. Il est à noter que bien que l’auteur fournisse
des valeurs pour les incertitudes concernant les vitesses au temps de référence, celles-ci apparaissent
comme pouvant être négligées et seront donc ignorées (cf. l’analyse de ce cas dans le rapport [15]). Les
valeurs moyennes sont fournies dans le Tableau 2.2 et les matrices de covariance pour les positions
dans les Equations (2.30) (objet primaire) et (2.31) (secondaire) : 67.01430 14.5722 31.3632

∗ 3.2133 6.8234
∗ ∗ 14.7289

 (2.30)

 67.0146 14.5721 31.3630
∗ 3.2133 6.8234
∗ ∗ 14.7288

 (2.31)

Objet Primaire Secondaire
Position (km) [−5532.700 20132.674 40010.549] [−5532.694 20132.677 40010.554]

Vitesse (km/s) [−1.450945 − 0.311609 − 0.671302] [−1.450947 − 0.311608 0.671301]

Table 2.2 – État moyen des objets au temps de référence.

La probabilité de collision, sans manœuvre, s’élève à 3.24 × 10−1. On constate que la solution
obtenue par dichotomie est 16.7% plus coûteuse que celle obtenue avec l’algorithme des scénarios.
Cela s’explique par le fait que, pour une orbite non circulaire, la manœuvre tangentielle n’est pas
nécessairement optimale en consommation. Ceci illustre l’efficacité de l’approche par scénarios qui
permet de trouver des solutions peu coûteuses dans des cas où il est difficile de le faire de manière
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heuristique. La Figure 2.5 retranscrit visuellement l’effet bénéfique de l’impulsion sur l’éloignement
des objets.

Méthode ∆VN (mm/s) ∆VT (mm/s) ∆VW (mm/s) ‖∆V ‖2 (mm/s) Risque (-)
Scénarios 0.0094 -0.2430 0.1469 0.2841 8.04× 10−5

Dichotomie 0 -0.3315 0 0.3315 1.00× 10−4

Table 2.3 – Solutions pour l’exemple 2.

Figure 2.5 – Histogramme des distances de plus proche passage sans manœuvre (bleu) et avec la
solution par scénarios (rouge) pour l’exemple 2.

2.3.10 Conclusion

Cette partie traite du problème de l’évitement de collision lorsque les vitesses sont telles que
le mouvement relatif peut être considéré comme rectiligne. Cette hypothèse permet d’exprimer à
l’aide d’une unique équation la condition de non-collision en fonction des variables d’optimisation
et des paramètres incertains. De plus, les effets de la manœuvre sont calculés sous l’hypothèse que
l’évolution dynamique du primaire est képlérienne. Cela permet d’utiliser des formules analytiques
pour l’expression de la contrainte de non collision et de son gradient. La méthode utilisée se base sur
l’approche par scénarios, une technique aléatoire pouvant produire des solutions admissibles pour des
problèmes d’optimisation sous contraintes probabilistes. L’avantage est qu’un problème de scénarios
possède une structure déterministe et que sa résolution par des outils classiques d’optimisation peut
tirer profit des informations de type gradient du système. L’itération proposée dans l’algorithme des
scénarios multiplie les possibilités de trouver des solutions admissibles, augmentant ainsi les chances
de s’approcher d’un optimum global plutôt que d’un minimum seulement local.

Il est notable que l’approche par scénarios ne nécessite aucune hypothèse sur la nature des
incertitudes, l’important étant de pouvoir effectuer des tirages des variables aléatoires : il n’est donc
pas nécessaire de considérer des modélisations gaussiennes des paramètres incertains ou bien de
négliger les incertitudes initiales portant sur les vitesses. Enfin, bien que le rapport se concentre sur
des objets modélisés par des sphères, la méthode par scénarios développée dans cette partie peut
être étendue à d’autres formes géométriques de l’ensemble de collision, comme des polytopes. En
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effet, l’essentiel est de pouvoir exprimer analytiquement avec un nombre fini d’équations la condition
de collision en fonction des variables d’optimisation et des paramètres incertains.
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2.4 Méthode de l’outil OCCAM

2.4.1 Introduction

Le principe général de la méthode proposée dans la référence [23], qui s’appuie elle-même, entre
autres, sur les références [22], [21], [62] consiste à exprimer les coordonnées relatives de l’objet
primaire dans un repère du plan de rencontre comme une fonction linéaire du vecteur de manœuvre
pour ainsi formuler divers problèmes d’optimisation définis suivant l’objectif visé (maximisation de
la miss distance, minimisation de la probabilité de collision) et le cas considéré (rencontre directe ou
rencontre indirecte). Ce principe est mentionné comme étant issu des travaux relatifs aux stratégies
optimales pour la déflection d’astéroides [38], [65], [77] mais il est également possible de trouver une
telle approche dans le contexte de l’évitement de collision avec la référence [100]. C’est ce principe
qui a permis de construire l’outil OCCAM mis en avant par l’Université Technique de Madrid. Le
cadre d’étude est celui d’une conjonction à court terme (rapide ou linéaire) entre deux objets p et
s où p est le primaire (engin effectuant la ou les manœuvres) et s est le secondaire, supposé passif.

La distinction entre rencontre directe et indirecte est faite en fonction de la valeur de la miss
distance : si la miss distance est nulle alors les trajectoires moyennes des deux engins se croisent
et les auteurs parlent alors de rencontre directe. Dans les cas où la miss distance est non nulle, les
rencontres sont définies comme indirectes et constituent la plupart des rencontres réalistes.

Nous étudions dans un premier temps, la cinématique et la dynamique de la rencontre directe
permettant d’exprimer la position relative du primaire à la date de la collision (après application de
l’impulsion à la date θmp ) donnée dans la base du plan de rencontre comme une fonction linéaire du
vecteur impulsion donné dans la base radial-transverse-normal. Nous avons adopté pour la prochaine
sous-section seule des notations un peu lourdes où les vecteurs sont distingués d’une flèche et la base
dans laquelle ce vecteur s’exprime est indiquée explicitement, du fait des nombreux changements
de base implicitement utilisés dans [23] dont la rédaction n’est pas toujours d’une grande clarté ni
d’une grande rigueur.

2.4.2 Analyse cinématique et dynamique de la manœuvre d’évitement de colli-
sion

La définition du plan de rencontre, appelé également B-plane présente des différences avec la
définition générique présentée à la Figure 1.3 comme indiquée dans la définition suivante :

Définition 7 (Repère et plan de rencontre au temps t.).
A une date t = tTCA, on définit le repère local de rencontre R̃B de la manière suivante :
- Origine : position moyenne du centre de gravité de l’objet secondaire ;

- Axe ~uyB =
−~vr
‖~vr‖

: orienté selon l’opposé de la vitesse relative ~vr(t) = ~vs(t)− ~vp(t)
Les deux autres axes sont perpendiculaires à la vitesse relative. Le plan ΠB contenant l’origine et
qui est engendré par ces axes est appelé plan de rencontre.

— Axe ~uxB =
~vs × ~vp
‖~vs × ~vp‖

;

— Axe ~uzB = ~uxB × ~uyB .
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Figure 2.6 – Repère R̃B et plan de rencontre ΠB.

Nous aurons besoin dans la suite d’un certain nombre d’éléments caractérisant l’orbite du pri-
maire à la date de la manœuvre et à la date de la collision avec ou sans manœuvre. Les anomalies
vraies du primaire à la date de la manœuvre et à la date de la collision seront notées respectivement
θcp et θmp . L’excentricité de l’orbite de l’objet primaire sera notée ep.

La méthode proposée se place dans le cadre strict des rencontres rapides et reprend donc le jeu
complet des Hypothèses 1, 2, 3, 4, 5 et 6, tel qu’il est rappelé dans l’introduction de ce document
et détaillé dans la référence [15]. Il est à noter que l’hypothèse portant sur la normalité de la
loi de distribution relative initiale est implicitement étendue afin de considérer une densité de la
position relative gaussienne à la TCA en supposant que ses caractéristiques statistiques (moyenne
et covariance) sont connues.

Il s’agit d’exprimer le vecteur des positions relatives dans la base BB = (~uxB , ~uyB , ~uzB ) du B-
plane après la manœuvre du primaire ayant eu lieu à l’anomalie vraie θmp en fonction du vecteur de
manœuvre impulsionnelle ∆~v(θmp ) exprimé dans la base locale BpRTN du primaire.

- Expression de ~vs(θcp) dans la base périfocale du primaire (~u p
P , ~u

p
Q , ~u

p
W ).

On suppose que le vecteur vitesse du primaire a pour coordonnées dans la base périfocale
attachée au primaire BpPQW = (~u p

P , ~u
p
Q , ~u

p
W ) :

~v
BpPQW
p (θcp) =

 v1
p

v2
p

0

 . (2.32)

Dans un premier temps, il est nécessaire d’exprimer le vecteur ~vs(θcp) dans la base (~vp(θ
c
p)×

~u p
W , ~vp(θ

c
p), ~u

p
W ). Pour cela, nous définissons les angles φ et ψ. ψ est l’angle de projection du

vecteur ~vs(θcp) dans le plan orbital du primaire et φ est l’angle entre ~vp(θcp) et cette projection
de ~vs(θcp) dans le plan orbital du primaire (cf. Figure 2.7).
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Figure 2.7 – Angles φ et ψ et base périfocale primaire BpPQW ramenée au primaire.

On obtient ainsi l’expression :

~vs(θ
c
p) =

‖~vs(θcp)‖
‖~vp(θcp)‖

[
cosφ cosψ~vp(θ

c
p)− sinφ cosψ(~vp(θ

c
p)× ~u p

W ) + ‖~vp(θcp)‖ sinψ~u p
W

]
.

(2.33)
A partir de la Formule (2.33) et de (2.32), on obtient :

~vs(θ
c
p)
BpPQW =

‖~vs(θcp)‖
‖~vp(θcp)‖

 (v1
p cosφ− v2

p sinφ) cosψ

(v1
p sinφ+ v2

p cosφ) cosψ

‖~vp‖ sinψ

 . (2.34)

- Expression du vecteur δ~r BBp (θcp) en fonction du vecteur δ~r Bsp (θcp).
Un nouveau repère (qualifié d’inertiel de manière surprenante dans [21]) est construit avec
son origine sur le secondaire au moment de l’impact et la base Bs = (~uxs , ~uxs , ~uxs) =

(
~vp(θ

c
p)

‖~vp(θcp)‖
, ~uxz ×~uxs ,

~vp(θ
c
p)× ~vs(θcs)

‖~vp(θcp)× ~vs(θcs)
‖). De plus, une hypothèse additionnelle est incorporée

à l’ensemble des hypothèses déjà faites et réalisées dans le cadre des rencontres rapides.
Hypothèse 8.
La manœuvre impulsionnelle effectuée à l’anomalie θmp sur l’objet primaire ne modifie pas la
vitesse qu’aurait eue cet objet sans manœuvre au moment de l’impact à l’anomalie θcp.
Remarque 8.
Cette hypothèse parait assez contre-intuitive du fait que l’action d’une manœuvre impulsion-
nelle est précisément de modifier instantanément la vitesse de l’objet auquel s’applique la
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manœuvre. La justification proposée par l’auteur de [21] est de supposer que ce saut de vi-
tesse sera de l’ordre de 1 m/s, considéré comme négligeable devant la vitesse orbitale de
l’objet.

Du fait de l’Hypothèse 8, on peut supposer que les vitesses du primaire et du secondaire
sont toutes constantes lors de la rencontre et nous supprimons la dépendance temporelle (à
travers l’anomalie vraie) dans la suite de cette partie afin d’alléger les notations. La matrice
de rotation de la base Bs vers la base BB est alors donnée par :

Rs2B =

 0 0 −1
cosβ − sinβ 0
− sinβ − cosβ 0

 , (2.35)

où l’angle 0 < β 6 π est l’angle du vecteur ~vp − ~vs vers le vecteur ~vp et qui peut être
caractérisé par les relations (cf. la Figure 2.8 pour une illustration de l’angle β et des bases
Bs et BB) :

cosβ =
(~vp − ~vs) · ~vp
‖~vp − ~vs‖‖~vp‖

,

sinβ =
√

1− cos2 β .

(2.36)

Si l’on note le vecteur position du primaire par rapport au secondaire dans le plan de rencontre
et ses coordonnées dans les différentes bases par :

δ~r Bsp (θcp) =

 δr1
ps

δr2
ps

δr3
ps

 , δ~r BBp (θcp) =

 δr1
pB

δr2
pB

δr3
pB

 ,
on obtient la relation : δr1

pB
δr2
pB

δr3
pB

 = Rs2B

 δr1
ps

δr2
ps

δr3
ps

 =

 0 0 −1
cosβ − sinβ 0
− sinβ − cosβ 0

 δr1
ps

δr2
ps

δr3
ps

 . (2.37)
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Figure 2.8 – Angle β et bases BB et Bs.

Il est à noter que

cosβ =
1− χ cosφ cosψ√

1− 2χ cosψ cosφ+ χ2
, (2.38)

en posant χ = ‖~vs‖
‖~vp‖ . En effet, en utilisant l’expression de ~vs donnée par (2.33) et en ex-

primant le produit scalaire ~vs · ~vp, l’expression (2.38) découle naturellement après quelques
développements simples.

- Expression du vecteur δ~r Bsp (θcp) en fonction du vecteur δ~r Bpp (θcp).

Une nouvelle base Bp = (~̃uxs , ~uRp , ~uNp) avec ~u BPQW
Rp

=
[

cos θcp sin θcp 0
]T et ~u BPQW

Np
=[

0 0 1
]T est définie de manière plus ou moins explicite dans [21]. On semble pouvoir en

déduire que ~̃uxs = −~vp

√
‖~rp(θcp)‖
µ⊕

. En effet, si l’on note δ~r Bpp =
[
δr1
pp δr2

pp δr1
pp

]T , l’Hy-
pothèse 6 qui implique un mouvement relatif rectilinéaire de vitesse relative constante entre

le primaire et le secondaire conduit à écrire que δr1
pp = −‖~vp‖

√
‖~rp(θcp)‖
µ⊕

δt où δt est le temps

de retard accumulé lors de la rencontre après manœuvre et ‖~vp‖ =

√
1 + 2ep cos θcp + e2

p

1 + ep cos θcp
.

La matrice de changement de base s’écrit alors :

Kp2s =

 ~̃uxs · ~uxs ~uRp · ~uxs ~uNp · ~uxs
~̃uxs · ~uys ~uRp · ~uys ~uNp · ~uys
~̃uxs · ~uzs ~uRp · ~uzs ~uNp · ~uzs

 . (2.39)
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On vérifie ensuite que l’on obtient :

Kp2s =


−‖~vp‖

√
‖~rp(θcp)‖
µ⊕

sinαp 0

0 − cosαp sinφ cosψ√
1− cos2 ψ cos2 φ

sinψ√
1− cos2 ψ cos2 φ

0
cosαp sinψ√

1− cos2 ψ cos2 φ

sinφ cosψ√
1− cos2 ψ cos2 φ


. (2.40)

L’angle αp est l’angle de trajectoire de vol du primaire (angle entre ~u p
T et ~vp), défini par :

sinαp =
ep sin θcp

‖~vp‖
√

1 + ep cos θcp
, cosαp =

ep cos θcp

‖~vp‖
√

1 + ep cos θcp
. (2.41)

Nous donnons, à titre d’exemple, le calcul de l’élément Kp2s puisque les autres éléments
peuvent être déduits de celui-ci à partir de calculs identiques. Dans un premier temps, on

calcule ~uzs =
~vp × ~vs
‖~vp × ~vs‖

dans la base BPQW

~u
BPQW
zs =


v2
p sinψ

‖~vp‖[sin2 ψ+cos2 ψ sin2 φ]1/2

− v1
p sinψ

‖~vp‖[sin2 ψ+cos2 ψ sin2 φ]1/2

cosψ sinφ
[sin2 ψ+cos2 ψ sin2 φ]1/2

 .
On en déduit le calcul de ~uys = ~uzs × ~uxs dans la même base :

~u
BPQW
ys =

1

‖~vp‖[sin2 ψ + cos2 ψ sin2 φ]1/2

 v2
p cosψ sinφ

v1
p cosψ sinφ

‖~vp‖ sinψ

 .
Finalement, on obtient :

~uRp · ~uys = −
[v2
p cos θcp − v1

p sin θcp] cosψ sinφ

‖~vp‖[sin2 ψ + cos2 ψ sin2 φ]1/2

= −
[1 + ep cos θcp] cosψ sinφ

[1 + ep cos θcp]
1/2‖~vp‖[sin2 ψ + cos2 ψ sin2 φ]1/2

= − cosαp cosψ sinφ√
1− cos2 ψ cos2 φ

.

A partir de la Formule (2.40), il est possible d’écrire :

δ~r Bsp =


1 sinαp 0

0 − cosαp sinφ cosψ√
1− cos2 ψ cos2 φ

sinψ√
1− cos2 ψ cos2 φ

0
cosαp sinψ√

1− cos2 ψ cos2 φ

sinφ cosψ√
1− cos2 ψ cos2 φ

 δ~r Bpp . (2.42)

Dans le cas singulier pour lequel cosψ cosφ = ±1, la matrice Kp2s vaut

Kp2s =

 1 sinαp 0
0 − cosαp 1
0 cosαp 1

 . (2.43)
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On a donc finalement
δ~r Bsp (θcp) = Kp2sδ~r

Bp
p (θcp). (2.44)

Les développements présentés dans cette partie ne sont pas toujours clairement exposés dans
les références [22], [21], [23], [62] qu’il a fallut croiser pour reconstruire une démarche un
peu plus rigoureuse. En particulier, les bases dans lesquelles sont exprimés les vecteurs sont
rarement bien précisées.

- Expression du vecteur δ~r Bpp (θcp) en fonction du vecteur de manœuvre impulsion-
nelle ∆~V BRTN

p (θmp ).
δ~r

Bp
p (θcp) = D∆v2p∆~V BRTN

p . (2.45)

D∆v2p =

√
‖~rp(θcp)‖3

µ⊕

 dxr dxt 0
drr drt 0
0 0 dnn

 , (2.46)

où :

dxr =
1

q30(q2
30 − q2

10)2(q30 − q10 cosEmp )
×
[
er1(Ecp − Emp ) + er2(sinEcp − sinEmp )

+er3(sin 2Ecp − sin 2Emp ) + er4(cosEcp − cosEmp ) + er5(cos 2Ecp − cos 2Emp )
]

dxt =
1

q30(q2
30 − q2

10)5/2(q30 − q10 cosEmp )
×
[
et1(Ecp − Emp ) + et2(sinEcp − sinEmp )

+et3(sin 2Ecp − sin 2Emp ) + et4(cosEcp − cosEmp ) + et5(cos 2Ecp − cos 2Emp )
]

drr =
sin(θcp − θmp )

q30(q30 + q10 cos θcp)
2

drt =
2q30

[
1− cos(θcp − θmp )

]
− q10 sin(θmp ) sin(θcp − θmp )

q30(q30 + q10 cos θmp )(q30 + q10 cos θcp)
2

dnn =

√
q2

30 + q10q30 cos θcp

q30 + q10 cos θcp
sin(θcp − θmp ).

(2.47)
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et1 = 3q30(q2
30 − q2

10)

et2 =
1

2

[
3q3

10 − (2q2
30 − q2

10)(4q30 cosEmp − q10 cos 2Emp )
]

et3 =
q30q10

4

[
4q30 cosEmp − q10(3 + cos(2Emp ))

]
et4 = q30

[
(4q2

30 − 2q2
10) sinEmp − q30q10 sin(2Emp )

]
et5 = −q10

4

[
(4q2

30 − 2q2
10) sinEmp − q30q10 sin(2Emp )

]
er1 = 3q10q30 sinEmp

er2 = −2(q2
30 + q2

10) sinEmp

er3 =
q10q30

2
sinEmp

er4 = −2q30(q30 cosEmp − q10)

er5 =
q10

2
(q30 cosEmp − q10).

(2.48)

Dans les Equations (2.47) et (2.48), les éléments orbitaux généralisés sans dimension q10 et
q30 sont définis dans la référence [22] comme :

q10 =
ep√

1 + ep cos θcp
, q30 =

1√
1 + ep cos θcp

. (2.49)

Globalement, il est ainsi possible de formuler, à l’aide d’une approximation au premier ordre,
une relation linéaire entre le vecteur δ~r BB

p (θcp) et le vecteur de manœuvre ∆~V BRTN
p comme :

δ~r BB
p (θcp) = Rs2BKp2sDδv2p∆~V BRTN

p = M∆~V BRTN
p . (2.50)

A partir des prochaines sous-sections, nous revenons à des notations plus simples telles qu’elles ont
été utilisées dans la première partie de ce rapport. En particulier, les coordonnées du vecteur δ~r BB

p

dans le plan de rencontre seront notées de manière générique
[
x y

]T afin d’être cohérent avec
les notations utilisées dans le rapport [15].

2.4.3 Manœuvre de maximisation de la miss distance pour une rencontre di-
recte

La première méthode d’évitement de collision proposée dans la référence [23] repose sur un
principe d’évitement géométrique qui a pour but de rechercher la manœuvre impulsionnelle optimale
au sens de la maximissation du carré de la miss distance sous la contrainte d’une borne maximale
∆v0 sur la norme L2 du vecteur de manœuvre. Etant donnée que la miss distance, notée dM , est
donnée par dM =

√
x2 + y2 , son carré peut s’exprimer comme une fonction quadratique du vecteur

de manœuvre :

d2
M = ∆V T

d (θmp )MT

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

M∆Vd(θmp ) = ∆V T
d (θmp )Q1∆Vd(θmp ). (2.51)
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Le calcul de la manœuvre impulsionnelle maximisant la miss distance dM sous une contrainte
d’appartenance à une boule de centre l’origine et de rayon ∆v0 revient donc à résoudre le problème
d’optimisation quadratique non convexe sous une contrainte quadratique convexe suivant :

Problème 4 (Maximisation de la miss distance.).

max
∆Vd(θmp )

∆Vd(θmp )TQ1∆Vd(θmp )

sous g(∆Vd(θmp )) = ∆Vd(θmp )T∆Vd(θmp )−∆v2
0 6 0

(2.52)

où Q1 � 0 avec rang(Q1) 6 2. Afin de retrouver de manière rigoureuse les résultats de [23],
nous allons utiliser une condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale présentée dans la
référence [63, Theorem 3] et qui a son origine dans les travaux en théorie de l’optimisation portant
sur les méthodes numériques ou algorithmes à régions de confiance [101]. Le Problème 4 vérifie bien
l’ensemble des hypothèses nécessaires à l’application du résultat puisque :

- Q1 6= 0 est semidéfinie positive.
- La contrainte quadratique peut s’écrire g(∆V ) = ∆V TQ2∆V +c avecQ2 = I3 définie positive
et c = −∆v2

0. Elle définit donc un ensemble convexe fermé.
- La condition de Slater (condition suffisante de qualification de contrainte dans le cas convexe)
est vérifiée puisque ∆V = 0 est tel que g(0) < 0.

Sous ces hypothèses, il est possible de montrer l’existence d’un maximiseur global ∆V̄d(θmp ) du
problème 4 appartenant à la frontière de l’ensemble réalisable du problème (frontière de la boule de
centre 0 et de rayon ∆v0). De plus, une condition nécessaire et suffisante d’optimalité est donnée
par : {

Q1∆V̄d(θmp ) = µ̄∆V̄d(θmp )

Q1 − µ̄I3 � 0,
(2.53)

où µ̄ est le paramètre optimal de Karush-Kuhn-Tucker. Cette condition nécessaire indique que la
paire optimale (∆V̄d(θmp ), µ̄) est une paire de vecteur propre/valeur propre de la matrice Q1. Cette
matrice a au plus deux valeurs propres non nulles. Le ou les valeurs propres nulles ne sont pas la
solution du problème de maximisation puisque cela conduit à obtenir un critère nulle (la manœuvre
impulsionnelle correspondant à cette valeur propre nulle n’a alors aucune action sur le primaire). Il
faut donc choisir la valeur propre maximale de Q1 pour la valeur de µ̄ et le vecteur propre associé
pour le vecteur de poussée optimal ∆V̄d(θmp ). De plus, on sait également que sa norme sera donnée
par ‖∆V̄d(θmp )‖ = ∆v0. Enfin, la miss distance maximale ainsi calculée vaut d̄M =

√
µ̄ ∆v0.

2.4.4 Manœuvre de minimisation de la probabilité de collision pour une ren-
contre directe

Une deuxième approche utilisée pour le calcul de la manœuvre d’évitement est proposée dans [23]
et repose sur le principe de la minimisation de probabilité de collision calculée dans le cadre d’une
rencontre à court terme. Cela signifie que la probabilité de collision est évaluée comme l’intégrale 2D
définie dans le plan de rencontre [15]. Ainsi, nous rappelons que le problème générique de calcul de
la probabilité de collision dans le cadre des rencontres rapides peut se définir de la manière suivante.
Etant données deux variables aléatoires indépendantes gaussiennes x ∼ N (xm, σx) et y ∼ N (ym, σy)
conjointement distribuées (avec le choix sans perte de généralité, σx > σy pour la suite de cette
section), calculer l’intégrale suivante :

P2D
c =

1

2πσxσy

∫∫
B̄2(0,R)

exp

(
−1

2

(
(x− xm)2

σ2
x

+
(y − ym)2

σ2
y

))
dxdy. (2.54)
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Le rapport [15] a donné un état de l’art relativement complet des approches utilisées pour ce calcul
sur lequel nous ne reviendrons pas si ce n’est pour réaffirmer que la méthode semi-analytique issue
de [97], fondée sur un développement en série de l’intégrale (2.54), est la plus complète et précise
à ce jour puisqu’elle permet de déterminer a priori le nombre de termes de la série nécessaires afin
d’obtenir une précision donnée. Une alternative pour les cas numériquement mal conditionnés pour
lesquels toutes les autres méthodes sont en échec et utilisant la méthode du point col a également
été construite dans le rapport [15]. Notons qu’une méthode similaire (développement en série de
l’intégrale P2D

c ) a été publiée dans [53] et il a été montré dans [16] que ce résultat constitue un cas
particulier de la méthode de [97] sans préconditionnement et donc vouée à connaitre des problèmes
numériques de compensations qui peuvent être non rares. Enfin, ces approches sont à rapprocher
de celle de [33], qui a été la première tentative de solution semi-analytique mais qui repose sur
une approximation (sauf dans le cas isotrope où σx = σy) qui consiste à substituer à une surface
d’intégration elliptique, l’aire identique d’un disque. Cette dernière fournit donc l’approximation
suivante :

P2D
c ' e−v/2

∞∑
m=0

vm

2mm!

(
1− e−u/2

m∑
k=0

uk

2kk!

)
, (2.55)

où

u =
R2

σx̃σỹ
√

1− ρx̃ỹ 2
, v =

1

1− ρ2
x̃ỹ

[(
x̃m
σx̃

)2

+

(
ỹm
σỹ

)2

− 2ρx̃ỹ
x̃m
σx̃

ỹm
σỹ

]
, (2.56)

pour une matrice réduite de covariance de la position relative du primaire dans le B-plane donnée

par Σx̃ỹ =

[
σ2
x̃ ρx̃ỹσx̃σỹ

ρx̃ỹσx̃σỹ σ2
ỹ

]
. Il est important de noter que les paramètres u et v sont exprimés

en fonction des coordonnées (x̃m, ỹm) définis dans le plan de rencontre avant que la matrice de
covariance ne soit diagonalisée, alors que la formule (2.54) est donnée en fonction des coordonnées
(xm, ym) correspondant à un repère aligné sur les axes principaux de la matrice de covariance. Les
différents changements permettant de passer d’un jeu de coordonnées à l’autre sont en partie décrits
dans le rapport [15] et détaillés dans la thèse [96]. En particulier, nous avons :

u =
R2

σxσy
, v =

(
xm
σx

)2

+

(
ym
σy

)2

. (2.57)

Pour la suite, nous utiliserons la Formule (2.56) afin de coller au mieux aux notations de la référence
[23].

Dans la Formule (2.55) de la probabilité de collision approximée par la méthode de Chan,
une rapide analyse asymptotique montre que si l’on souhaite minimiser cette approximation, il est
possible de minimiser le terme prépondérant e−v/2 et donc de maximiser le terme v. Comme (x̃m, ỹm)
peuvent s’écrire linéairement en fonction de ∆Vpoc(θ

m
p ) et que v est une fonction quadratique de ces

paramètres, le problème de calcul de la manœuvre ∆Vpoc(θ
m
p ) minimisant la probabilité de collision

revient à un problème de programmation quadratique non convexe, de nature identique à celle du
problème de maximisation de la miss distance.

Problème 5 (Minimisation de la probabilité de collision.).

max
∆Vpoc(θmp )

∆V T
poc(θ

m
p )Q3∆Vpoc(θ

m
p )

sous g(∆Vpoc(θ
m
p )) = ∆Vpoc(θ

m
p )T∆Vpoc(θ

m
p )−∆v2

0 6 0,
(2.58)
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où la matrice Q3 définissant le critère est donnée par :

Q3 = MT


1
σ2
x̃

0 − ρx̃ỹ
σx̃σỹ

0 0 0
− ρx̃ỹ
σx̃σỹ

0 1
σ2
ỹ

M. (2.59)

Le Problème 5 a donc exactement les mêmes propriétés que le Problème 4 et sa solution optimale
∆V̄poc(θ

m
p ) sera donc obtenue exactement avec les mêmes outils et peut être calculée comme le

vecteur propre de la matrice Q3, associée à la valeur propre maximale λ̄ et telle que :

‖∆V̄poc(θ
m
p )‖ = ∆v0. (2.60)

Remarque 9.
L’analyse asymptotique utilisée pour transformer la minimisation de la probabilité en maxi-

misation du terme v à partir de la formule de la probabilité de Chan (2.55) peut être trans-
posée stricto sensu à la formule du développement en série, donnée dans [97] puisque le terme

α0 =
1

2σxσy
exp

(
−1

2

(
x2
m

σ2
x

+
y2
m

σ2
y

))
est en facteur de la récurrence et va jouer le même rôle de

terme prépondérant que le terme e−v/2 dans le cas précédent.

2.4.5 Manœuvre d’évitement de collision pour une rencontre indirecte pour la
maximisation de la miss distance

Il est rappelé qu’une rencontre indirecte est définie comme une rencontre pour laquelle la miss
distance est non nulle au moment de la collision. Dans ce cas, nous aurons que le vecteur des
positions relatives dans le B-plane sera donné par la relation :

rr(θ
c
p) = mrr(θ

c
p) +M∆V (θmp ), (2.61)

où mrr(θ
c
p) est la position relative moyenne du primaire par rapport au secondaire à la date de la

collision (soit à la TCA). Dans la suite, comme il ne peut y avoir d’ambiguité sur la date et l’objet
associés à la manœuvre, nous noterons ∆V (θmp ) = ∆V pour simplifier les notations. En reprenant
le critère choisi de maximisation du carré de la miss distance dans le B-plane, le critère à optimiser
en fonction de la manœuvre ∆V (θmp ) est la fonction quadratique :

f(∆V ) = ∆V TQ1∆V + 2mrr(θ
c
p)
T

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

M∆V +mrr(θ
c
p)
T

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

mrr(θ
c
p)
T . (2.62)

Sous une contrainte identique de norme 2 du vecteur de manœuvre, bornée par ∆v0, le problème
de calcul de manœuvre optimale au sens de la maximisation de miss distance revient à écrire le
problème d’optimisation quadratique non convexe suivant :

Problème 6 (Maximisation de la miss distance en rencontre indirecte.).

max
∆Ṽdi

∆Ṽ T
diQ1∆Ṽdi + 2bT∆Ṽdi + c

sous g(∆Ṽdi) = ∆Ṽ T
di ∆Ṽdi − 1 6 0,

(2.63)

où les fonctions critère et contrainte ont été normalisées par ∆v2
0. Ainsi, ∆Vdi = ∆v0∆Ṽdi, b =

MT

 xm
0
ym


∆v0

et c =
x2
m + y2

m

∆v2
0

.
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Remarque 10.
Nous avons conservé le terme constant dans la fonction critère quadratique afin de rester le plus

général possible et afin de retrouver la valeur optimale du critère initial plus directement, contraire-
ment à ce qui est fait dans la référence [23].

Le Problème 6 est de nature identique aux problèmes précédemment étudiés : c’est un problème

de maximisation d’une forme quadratique convexe (puisque la matrice Q1 = MT

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

M
est semidéfine positive et de rang au plus égal à 2) sous une contrainte quadratique convexe et pour
lequel la condition de qualification de contrainte de Slater est vérifiée. Il est donc possible de lui
appliquer exactement les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité données dans la référence
[63, Theorem 3] et qui deviennent : ∆ ¯̃Vdi est une solution optimale globale de 6 si et seulement s’il
existe µ̄di > 0 vérifiant :

Q1∆ ¯̃Vdi + b = µ̄di∆
¯̃Vdi

−Q1 + µ̄diI3 � 0.
(2.64)

La matrice Q1 est une matrice symétrique à coefficients réels et l’application du théorème spectral
[64] permet de déduire que toutes les valeurs propres λi de Q1 sont réelles avec des vecteurs propres
réels qi distincts et orthogonaux. Il existe ainsi une matrice diagonale formée avec les valeurs propres
sur la diagonale dans l’ordre décroissant et une matrice orthogonale U dont les colonnes sont les
vecteurs propres qi telles que Q = Udiag(λi)U

T . Cette décomposition spectrale peut ainsi s’écrire :

Q1 =
3∑
i=1

λiqiq
T
i . (2.65)

De la première condition nécessaire et suffisante d’optimalité (2.63), on obtient :

∆ ¯̃V = (µ̄I3 −
3∑
i=1

λiqiq
T
i )†b =

[
3∑
i=1

qiq
T
i

µ̄− λi

]
b. (2.66)

Comme ∆ ¯̃V est atteint sur la frontière du domaine réalisable, on a donc ∆ ¯̃V T∆ ¯̃V = 1 et on peut
en déduire une condition sur µ̄ qui doit vérifier :

3∑
i=1

(
bT qi
µ̄− λi

)2

= 1. (2.67)

La deuxième condition de (2.63) implique nécessairement que µ̄ vérifie µ̄ > λ1 où λ1 > λ2 > 0 est
la plus grande valeur propre de Q1. Finalement, nous avons

3∑
i=1

(
bT qi
µ̄− λi

)2

=

(
bT q1

µ̄− λ1

)2

+

(
bT q2

µ̄− λ2

)2

= 1. (2.68)

En effet, si l’on note par λ3 la valeur propre nulle de la matrice Q1 et q3 son vecteur propre associé

alors on sait que q3 ∈ ker(Q1). De plus, le vecteur b =

MT

 xm
0
ym


∆v0

avec la matrice M de rang
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plein et Q1 = MT

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

M donc b est un vecteur de l’espace engendré par la matrice Q1

(b ∈ Range(Q1)) et l’on a donc bT q3 = 0.
Finalement, on retrouve exactement les Conditions (25) de l’article [23] avec une démonstration

complètement rigoureuse et justifiée. Il s’agit donc de déterminer µ̄ solution du système :(
bT q1

µ̄− λ1

)2

+

(
bT q2

µ̄− λ2

)2

= 1

µ̄ > λ1,

(2.69)

par une méthode numérique (de type Newton par exemple). Une fois µ̄ déterminé, il est alors possible
de calculer la manœuvre optimale comme :

∆V̄ =

[
2∑
i=1

qiq
T
i

µ̄− λi

]
b =

[
2∑
i=1

qiq
T
i

µ̄− λi

]
MT

 xm
0
ym

 . (2.70)

Remarque 11.
Il est important de noter que, dans tous les cas de figure étudiés dans ces références, la date

(ou la localisation caractérisée par ∆θp = θcp − θmp ) de la manœuvre d’évitement ne fait pas partie
des variables de décision des problèmes d’optimisation posés. Dans [23], une étude numérique sur
deux cas particuliers (collision entre Iridium 33 et Cosmos 2251 en 2009 et la rencontre RapidEye4-
UoSat2 de mai 2013) donne quelques éléments de comparaison sur la variation des résultats en
fonction de la localisation ∆θp de la manœuvre.

Dans les expérimentations numériques présentées dans [23] ou dans [28], les variables de décision
définissant l’orientation du vecteur de manœuvre dans la base BRTN liée au primaire sont exprimées
à l’aide de deux angles γ et σ de la façon suivante.

∆V =

 ∆Vr
∆Vt
∆Vn

 =

 ‖∆V ‖ cos γ sin(σ + αp)
‖∆V ‖ cos γ cos(σ + αp)

‖∆V ‖ sin γ

 . (2.71)

L’angle γ est l’angle entre le vecteur ∆V et sa projection sur le plan orbital et σ est l’angle, défini
dans le plan orbital, entre le vecteur vp et la projection de ∆V dans le plan orbital.

L’étude numérique de la référence [28] propose ainsi une analyse de la validité des hypothèses
simplificatrices (date de la TCA fixe et orbite képlérienne pour la propagation après manœuvre).
L’optimalité de la direction de poussée calculée avec la méthode de Bombardelli est ensuite ana-
lysée en comparant les résultats avec un échantillonnage de directions appartenant à la boule de
rayon ∆v0 et les résultats obtenus semblent montrer que la méthode ne renvoie pas la direction de
poussée optimale dans de très rares cas et avec une différence relative de 1% sur la probabilité de
collision ainsi obtenue. Il est du coup difficile de conclure quant à l’origine de cette différence qui
peut être liée à la précision de calcul mise en œuvre dans les différentes étapes de construction de la
probabilité de collision, une fois la manœuvre choisie. Enfin, une comparaison de la manœuvre de
Bombardelli avec des manœuvres tangentielles réalisées à la PSO opposée et une demi orbite avant
la collision par le Centre d’Orbitographie Opérationnel (COO) est effectuée sur deux cas pratiques
réels (rencontre satellite A - débris Cosmos 1275 en orbite basse et rencontre Metop satellite B -
dévris Cosmos 1275 (N17620)). Cette comparaison montre que suivant la date à laquelle elle est
opérée, la manœuvre optimale (en probabilité de collision) n’est pas nécessairement une manœuvre
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purement tangentielle. Cette méthode a donc été implémentée dans une classe JAVA OptimalMa-
neuverComputerBombardelli. De nombreux éléments de cette méthodologie se retrouvent également
dans l’outil MISS (Manœuvre Intelligence for Space Systems) présenté dans la référence [55] ansi
que dans la référence [49].
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2.5 Méthode de Slater

Un des problèmes abordés dans l’article [100] (de manière relativement marginale), est celui du
calcul d’une manoeuvre d’évitement permettant de créer une miss distance spécifique (attendue
comme suffisante pour éviter une collision) dtarget

M entre deux objets. Cela signifie en particulier
que le calcul de manœuvre s’effectue dans un cadre purement déterministe et sans hypothèses
statistiques particulières. Le principe de cette approche est très semblable à celui développé dans
la Section 2.4 mais il est à noter qu’il a été proposé antérieuremnt et présenté à un niveau de plus
grande généralité quoique le présentation de [100] soit limitée au cas des rencontres directes et sans
référence à la problématique de minimisation de la probabilité de collision.

Rédigée dans le cadre d’une orbite circulaire, leur formulation est aussi valide pour des orbites
elliptiques képlériennes et pour toute orbite perturbée pour laquelle une représentation linéarisée du
mouvement relatif est disponible. En fait, comme nous l’avons vu pour l’approche de l’outil OCCAM,
l’approche de Slater repose sur le fait qu’une application linéaire peut être trouvée entre l’état relatif
(la position et la vitesse) entre les deux objets à l’instant de la manoeuvre tm et l’état relatif à la date
de TCA tTCA. Cela inclut ainsi les orbites relatives décrites par les matrices de transition obtenues
par une linéarisation de la dynamique képlerienne, comme celles de Hill-Clohessy-Wiltshire (HCW)
ou de Yamanaka-Ankersen (YA). D’autres applications linéaires obtenues numériquement et qui
prennent en compte de termes additionnels dus à des perturbations orbitales par exemple peuvent
également être envisagées (cf. [54] pour un exemple de matrice de transition pour une mouvement
relatif elliptique et perturbé). Nous utilisons la notation classique pour écrire les équations de
mouvement ballistique (sans manœuvre) relatif linéarisé (HCW ou YA) autour d’une orbite nominale
circulaire ou elliptique qui peut être l’orbite képlérienne de l’objet primaire par exemple.

xr(t|x0
r) = Φr(t, t0)x0

r , (2.72)

où la matrice de transition Φr est partitionnée suivant les blocs Φr(t, t0) :=

(
Φr11(t, t0) Φr12(t, t0)
Φr21(t, t0) Φr22(t, t0)

)
.

Si l’on note l’état relatif après manœuvre comme x̃r, il est possible d’écrire, après une manœuvre
impulsionnelle ∆V à l’instant tm :

x̃r(t|t0) = xr(t|t0) + Φr(t, tm)

(
0
∆V

)
= Φr(t, t0)x0

r + Φr(t, tm)

(
0
∆V

)
. (2.73)

L’expression (2.73) peut être réécrite afin de faire apparaitre les changements en position et en
vitesse relatives au temps tTCA, induits par la manœuvre comme :

r̃r(tTCA) = rr(tTCA) + Φr12(tTCA, tm)∆V, (2.74)

ṽr(tTCA) = vr(tTCA) + Φr22(tTCA, tm)∆V. (2.75)

Comme la référence [100] se place dans le cadre d’une rencontre directe, il est supposé que rr(tTCA) =
0. Le calcul de la nouvelle miss distance de la trajectoire relative dans un intervalle de temps centré
en tTCA est fait en utilisant les hypothèses d’une rencontre rapide : notamment, on suppose que le
mouvement relatif est rectiligne uniforme, de direction donnée par le vecteur unitaire

ẽ =
ṽr(tTCA)

‖ṽr(tTCA)‖ . (2.76)
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Le plan de rencontre ou B-plane est alors construit comme le plan perpendiculaire au vecteur ẽ et
la nouvelle miss-distance dnew

M est donnée par la norme de la projection ∆rmin du vecteur r̃r(tTCA)
sur ce plan. Ceci s’écrit comme :

∆rmin = (I3 − ẽẽT )r̃r(tTCA), (2.77)

où la matrice I3 − ẽẽT est la matrice de projection (symétrique et idempotente) sur le plan de
rencontre. De plus, le vecteur ∆rmin est une fonction des vecteurs ṽr(tTCA) et r̃r(tTCA). La norme
du vecteur ∆rmin est calculée alors simplement comme :

dnew
M = ‖∆rmin‖ = (r̃r(tTCA)T (I − ẽẽT )r̃r(tTCA))1/2. (2.78)

En considérant le cas simplifié où la miss-distance avant la manoeuvre était égale à zéro, on obtient :

dnew2

M,d = ∆V TΦT
12(tTCA, tm)(I − ẽẽT )Φ12(tTCA, tm)∆V. (2.79)

Le problème final permettant le calcul de la manœuvre, posé dans [100], est presque de même
nature que celui de Bombardelli (problème quadratique) mais au lieu de maximiser la miss-distance
en imposant une contrainte sur la norme de l’incrément de vitesse (problème de minimisation d’une
fonction quadratique non convexe sour une contrainte d’inégalité convexe), il s’agit de calculer
l’incrément de vitesse dont le carré de la norme est minimale sous la contrainte que le carré de la
miss-distance soit égal à la valeur donnée dtarget2

M :

min
∆V

‖∆V ‖
sous

dnew2

M,d = ∆V TΦT
12(tTCA, tm)(I − ẽẽT )Φ12(tTCA, tm)∆V = ∆V TQ∆V = dtarget2

M .

(2.80)

Ce problème d’optimisation est un problème de minimisation d’une fonction quadratique convexe
sous une contrainte égalité non convexe. Pour le résoudre, il est possible d’appliquer les conditions
nécessaires d’optimalité au premier ordre ainsi que les conditions au second ordre d’optimalité
obtenues à partir du Lagrangien :

L(∆V ;µ) = ∆V T∆V + µ(∆V TQ∆V − dtarget2
M ). (2.81)

Une condition suffisante de qualification de contrainte est donnée par Q∆V ∗ 6= 0. Si rang(Q) = 3,
cette condition suffisante est toujours vérifiée et si rang(Q) < 3 alors ∆V ∗ /∈ Ker(Q) qui sera
toujours vraie si ∆V ∗ est réalisable pour la contrainte. On supose donc que ∆V ∗ /∈ Ker(Q). La
condition nécessaire d’optimalité au premier ordre s’écrit :

∆V ∗ = −µ∗Q∆V ∗. (2.82)

Cela signifie que −1/µ∗ est une valeur propre de la matrice Q et que ∆V ∗ est le vecteur propre
associé. En examinant la fonction critère à l’optimum et en utilisant la contrainte, il est facile
de voir que l’optimum est atteint pour µ∗ = −1/λmax et ∆V ∗ est le vecteur propre associé avec
‖∆V ∗‖2 = dtarget2

M /λmax où λmax est la valeur propre maximale de la matriceQ = ΦT
12(tTCA, tm)(I3−

ẽẽT )Φ12(tTCA, tm). Cette solution est effectivement la solution optimale globale du problème qua-
dratique comme le montre la condition suffisante au second ordre :

I3 −Q/λmax � 0. (2.83)

51



La difficulé masquée de cette approche réside dans le calcul de la matrice de projection I3 − ẽẽT =
I3 − ẽ(ṽr(tTCA))ẽT (ṽr(tTCA)) où ṽr(tTCA) n’est pas connue puisque ce vecteur va constituer la
manœuvre à calculer. Pour pallier ce problème, il est proposé dans [100] une procédure itérative où la
direction du vecteur ẽ peut être initialement considérée comme identique à celle de vr(tTCA) (vitesse
relative en tTCA sans manoeuvre). Les auteurs mentionnent ainsi que la solution de ce problème
simplifié peut être ensuite utilisée comme valeur initiale dans une méthode itérative de point fixe afin
de converger vers la vraie solution. Par contre, en pratique, tant que la vitesse d’approche relative
n’est pas trop faible (hypothèse de rencontre rapide respectée), l’effet de cette correction de vitesse
est presque un déplacement parallèle du vecteur de vitesse relative ; par conséquent, aucune itération
sur le calcul de la direction e n’est réellement requise. Dans les expériences numériques faites par
les auteurs, cela reste vrai pour des vitesses d’approche aussi basses que 5 cm/s. Ils mentionnent
qu’à des vitesses relatives de 1 cm/s, l’hypothèse d’un mouvement rectiligne n’est généralement pas
valide, bien que leur algorithme génère des solutions assez lisses pour le problème d’optimisation.

En conclusion, il est important de rappeler que le calcul de la manœuvre d’évitement dans un
environnement incertain (avec un modèle probabiliste associé) est tout simplement fondé sur une
approche déterministe utilisant le fait qu’imposer une distance de dtarget

M = 3σ du centre de l’ellipse
de covariance permet in fine, de trouver une manœuvre qui fait diminuer la probabilité de collision.
Toutefois, à la différence de l’outil d’OCCAM, cette approche n’est pas exploitée dans le cadre
d’une expression analytique de la probabilité de collision. Il est important de noter que la date de
manœuvre tm n’est pas une variable de décision du problème et qu’aucune discussion à ce sujet
n’est abordée dans l’article.
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2.6 Méthode de Denenberg-Gurfil (aka Patera-Peterson)

2.6.1 Introduction

Dans l’article [44], E. Denenberg et P. Gurfil développent des méthodes de calcul d’une maœuvre
d’évitement de collision pour un cluster de satellites. En supposant que le cluster est déjà contrôlé
par un algorithme de maintien à poste, ils proposent un module supplémentaire de maœuvres pour
la fonction d’évitement de collision avec des débris. Une analyse permettant de comparer plusieurs
alternatives est proposée dans le cadre de la stratégie de maintien à poste : (1) une manœuvre
d’évitement qui n’affecte pas les contraintes sur les distances entre les satellites du cluster ; (2) deux
manœuvres successives composées d’une manœuvre d’évitement, suivie d’une manœuvre à la date
tTCA pour le maintien à poste du cluster ; (3) une unique manœuvre utilisée pour l’évitement de
collision et le maintien à poste dans le cluster ; (4) une manœuvre globale faite par tous les membres
du cluster.

Du fait de l’objectif spécifique de ce rapport, nous avons choisi de concentrer principalement
notre présentation sur les aspects liés à la maœuvre d’évitement. Il est important de noter que la
méthode de calcul de la manœuvre présentée dans [44] a été complètement reprise de la référence
[86]. L’originalité de la référence [44] réside donc principalement dans son application dans le cadre
du MAP d’un cluster de saltellites. Plusieurs remarques générales de ce papier qui nous semblent
importantes à répercuter sont également analysées.

2.6.2 Calcul de la manœuvre d’évitement

Comme nous l’avons déjà abondamment vu dans les sections précédentes, le calcul de la ma-
nœuvre d’évitement de collision est formulé comme la résolution d’un problème d’optimisation dont
les variables de décision sont les composantes du vecteur de manœuvre. Le problème d’optimisation
posé se traduit comme la recherche de la manœuvre de consommation minimale (à travers la norme
2 du vecteur de poussée impulsionnelle) sous la contrainte que la probabilité maximale de rencontre
(après manœuvre) soit inférieure à un seuil prédéfini. Ainsi, le problème d’optimisation formulé par
Denenberg et Gurfil [44] est simplement :

min
∆V

‖∆V ‖
sous

Pmax(∆V )− Pseuil
m 6 0.

(2.84)

Il est important de préciser sous quelles hypothèses est posé ce problème d’optimisation afin de
définir précisément sa nature, pour ensuite aborder la méthode de résolution. Les hypothèses sim-
plificatrices sont les suivantes :

Hypothèse 9.
- La manœuvre n’introduit pas de risque additionnel.
- La rencontre pour laquelle la manœuvre d’évitement est calculée, est modélisée comme une
rencontre rapide de date de TCA tTCA.

- La manœuvre n’affecte pas la date tTCA qui est supposée fixe.

Le fait que la rencontre soit modélisée comme une rencontre rapide permet de simplifier l’ex-
pression de la contrainte qui est ici simplifiée à un ordre supérieur en introduisant une contrainte
sur la probabilité maximale à l’aide la formule :

Pmax =
1

2

{
erf

[
r + 1

2
√
r

√
− ln

(
1− r
1 + r

) ]
+ erf

[
r − 1

2
√
r

√
− ln

(
1− r
1 + r

) ]}
, (2.85)
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où le paramètre r est défini par r =
R

dM (∆V )
. La formule (2.85) est une approximation fournie par

S. Alfano dans [3] de la formule de la probabilité maximale donnée par Alfriend et ses co-auteurs
dans la référence [7]. Cet indicateur mériterait une étude particulière qui pour des raisons évidentes
ne peut être réalisée dans ce rapport étant donné l’objet de celui-ci.

Remarque 12.
Concernant le calcul de tTCA, il est proposé de le faire en propageant la trajectoire des deux

objets avec un pas de temps suffisamment petit et en utilisant un algorithme de la littérature tels que
ceux donnés dans les références [6] ou [43].

Le problème d’optimisation (2.84) est un problème de minimisation d’une fonction convexe sous
une contrainte inégalité non linéaire et non comvexe. En effet, même si l’on utilise une paramétri-
sation linéaire de la fonction dM (∆V ) comme il a été vu dans les Sections 2.4 et 2.5, la fonction
Pmax(∆V ) donnée par (2.85) est non linéaire et non convexe. Toutefois, en appliquant une approche
classique fondée sur l’écriture d’un lagrangien et de la condition nécessaire d’optimalité au premier
ordre, il est facile de montrer que l’optimum sera atteint sur la frontière du domaine admissible (la
contrainte est saturée en ∆V ∗). De plus, nous obtenons la direction optimale de manœuvre comme :

∆V ∗

‖∆V ∗‖ = − ∇Pmax(∆V ∗)

‖∇Pmax(∆V ∗)‖ (2.86)

où ∇Pmax(∆V ∗) =


∂Pmax
∂∆vx
∂Pmax
∂∆vy
∂Pmax
∂∆vz

,


|∆V ∗

est le gradient de la fonction Pmax(∆V ) évalué en l’optimum

∆V ∗. Les composantes de ∆V sont ici exprimées dans un repère local lié au primaire et dont la
base est définie par les vecteurs (~uN × ~uR,−~uN ,−~uR). L’amplitude optimale est alors obtenue par
la résolution par une méthode numérique de Newton-Raphson de l’équation :

Pmax(∆V ∗)− Pseuil
m = 0. (2.87)

Un point majeur de cette résolution, initialement proposée dans [86], est masqué dans l’Equation
(2.86). En effet, le calcul de la direction optimale repose sur l’évaluation du gradient de la fonction
Pmax en ∆V ∗. Il est donc nécessaire de donner une valeur de l’amplitude optimale, supposée être
pas trop loin de la valeur optimale. Etant donné que la manœuvre est généralement relativement
petite (des centimètres par seconde) et que le déplacement nécessaire pour la réduction de Pmax est
également relativement faible (des centaines de mètres), les auteurs proposent une valeur approxi-
mative de 1 cm/s pour évaluer le gradient. Cela signifie qu’il n’y a aucune assurance que l’algorithme
détermine un optimum, même local, du problème d’optimisation initial. Il est à noter également
que la dérivée de F et le gradient G sont calculés à l’aide d’une méthode aux différences finies, sans
donner plus de précisions sur la mise en œuvre d’un séchma aux différences finies particulier.

2.6.3 Discussion sur le choix de la date de la manœuvre tm

Les auteurs, E. Denenberg et P. Gurfil, donnent quelques éléments de discussion sur l’importance
de ce choix, en remarquant de manière assez directe et banale que ce choix doit concilier deux
objectifs contradictoires et va résulter en un compromis bien connu. Le premier choix consiste à
effectuer la manœuvre le plus tôt possible car il est connu que la taille de la manœuvre (mesurée
en norme 2) augmente avec la proximité plus grande de tm et de tTCA. Le second choix consiste
à manœuvrer plus tardivement afin de réduire l’incertitude sur la position relative en obtenant
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éventuellement de nouvelles données ou en réduisant le temps de propagation. Finalement, la solution
choisie est relativement simpliste et heuristique puisqu’une grille sur les dates tm est construite.
La stratégie de calcul mentionnée ci-dessus est ensuite appliquée en chaque instant de la grille
temporelle. L’amplitude, calculée pour la poussée correspondante, est tracée en fonction des dates
tm pour confirmer expérimentalement, (sur un cas d’application) une augmentation de l’amplitude
de la manoeuvre quand la date de manœuvre tm tend vers la date tTCA (si les informations sur
l’incertitude restent inchangées).

2.6.4 Quelques notes sur l’application de cette stratégie dans le cas d’un cluster

En supposant que les orbites de deux satellites appartenant au même cluster sont proches, le
maintien à poste du cluster peut être réalisé en s’assurant que le demi-grand axe différentiel entre
les satellites ne varie pas beaucoup, empéchant ainsi leur dérive. Cette logique générique est celle de
nombreux algorithmes de maintien à poste de clusters ou de formations [78]. Par conséquent, lors de
la planification d’une manœuvre d’évitement de collision, appliquée à un satellite appartenant à un
cluster, on peut supposer que seule la différence moyenne des demi-grands axes doit être contrôlée.
Ainsi, il est suggéré de calculer cette quantité pour chaque date tm et de choisir uniquement les
manœuvres ne violant pas ces contraintes de distance à l’intérieur du cluster. Dans le cas où cette
stratégie n’est pas possible, ils proposent alors trois stratégies alternatives :

- La première consiste à effectuer une deuxième manœuvre de maintien à poste à la date tTCA.
Cela revient à résoudre un problème d’optimisation similaire au problème (2.84), en notant
par ∆aij(∆V (tTCA)) la différence moyenne des demi-grands axes entre les satellites i et j du
cluster :

min
∆V (tTCA)

‖∆V (tTCA)‖
sous

∆aij(∆V (tTCA))−∆a∗ij 6 0, i 6= j.

(2.88)

Une analyse expérimentale relève le fait que le coût d’une telle manœuvre est d’un ordre de
grandeur supérieur à la manœuvre d’évitement de collision ∆V (tm).

- La deuxième stratégie consiste simplement à forcer tous les satellites à manœuvrer en même
temps que celui à qui doit être appliqué la manœuvre d’évitement de collision. Elle présente
l’avantage d’un équilibrage de la consommation au sein du cluster, ne nécessitant pas de
manœuvres supplémentaires de maintien à poste du cluster. L’inconvénient de cette méthode
est le coût global de cette manœuvre, qui est proportionnel au nombre de membres du cluster.

- Finalement, une troisième stratégie repose sur la formulation d’un problème d’optimisation
qui prend en compte à la fois les contraintes de maintien à poste, la contrainte sur la proba-
bilité maximale ainsi que la minimisation de la consommation :

min w1‖∆V ‖+ w2
∑
i 6=j

λj

(
∆aij(∆V )

∆a∗ij
− 1
)

sous
Pmax(∆V )− Pseuil

m 6 0,

(2.89)

où w1 et w2 sont des poids fixés par les utilisateurs et permettant de privilégier l’un ou
l’autre des objectifs. λj = 1 si ∆aij > ∆a∗ij et λj = 0 sinon. En résolvant ce problème, Gurfil
et Denenberg observent pour la plupart des cas, un coût environ cinq fois supérieur à une
manœuvre d’évitement d’un seul satellite. Dans les cas examinés, le coût est comparable à
celui de la deuxième alternative. Cependant, pour certains cas, l’amplitude de la manœuvre
de la troisième alternative est plus faible et n’est que légèrement supérieure à celle de la
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première alternative. La troisième alternative est considérée comme plus sûre, car la différence
moyenne entre les demi-grand axes est prise en compte dès la première manœuvre. Par contre,
comme il s’agit d’un problème d’optimisation où la fonction objectif est composée de plusieurs
critères pondérés et antagonistes, son efficacité dépend fortement des paramètres fixés par
l’utilisateur.

La conclusion générale de cette étude est qu’il est recommandé de considérer et de comparer les
trois options lors de la planification d’une manœuvre d’évitement de collision.
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2.7 Méthodes fondées sur l’utilisation de l’algèbre différentielle

Nous regroupons dans cette section quelques travaux qui ont en commun l’utilisation de l’algèbre
de Taylor pour le calcul de manœuvre d’évitement de collision comme les références [80] et [10]. Les
différences entre ces travaux résident principalement dans la formulation du problème d’optimisation
à résoudre et dans les outils de résolution utilisés. Dans le premier cas, le problème d’évitement de
collision est formulé comme un problème multi-objectif sur lequel sont appliques des techniques de
résolution fondées sur les algorithmes génétiques. Dans le second cas, le calcul de la ùanœuvre est
formalisé comme une séquence de problèmes d’optimisation convexe pour la résolution desquels, les
algorithmes de point intérieur usuels sont utilisés.

2.7.1 Approche par optimisation multi-objectif

En particulier, l’article [80] s’intéresse à la recherche d’une manœuvre optimale au sens de la
solution d’un problème d’optimisation multi-objectif f(∆V ) = [f1(∆V, · · · , fm(∆V )]. Ce vecteur
d’objectifs comprend une fonction de la consommation (mesurée par la norme du vecteur ∆V ), une
fonction de la probabilité de collision calculée comme P2D

c , une fonction de la distance relative entre
le satellite et le debris dans une fenêtre de temps donnée après la manœuvre. Ce dernier objectif
prend en compte le fait que plusieurs conjonctions avec le même debris peuvent se produire sur un
intervalle de temps d’environ une semaine suite à une manœuvre. Cela est particulièrement vrai
pour le régime GEO, où une conjonction entre une paire d’objets peut se produire environ toutes
les 12 heures pendant quelques jours. Ainsi, une manœuvre peut en principe réduire la probabilité
de collision pour un événement, mais l’augmenter considérablement pour d’autres. Finalement, une
fonction objectif est ajoutée pour gérer les contraintes de mission.

Pour évaluer ces différentes fonctions constituant la fonction multi-objectif, l’état initial des
objets est propagé avec un algorithme spécifique (non disponible en open-source) qui combine la
méthode numérique SGP4/SDP4 avec l’algorithmique de l’algèbre de Taylor dans le logiciel COSY.
Ensuite, un optimiseur Multi-Objective Particle Swarm Optimizer (MOPSO) est utilisé pour calculer
l’ensemble des solutions Pareto-optimales pour la fonction multi-objectif f .

Nous allons d’abord résumer l’algorithme d’identification des conjonctions sur une fenêtre de
temps qui est en lien direct avec l’algébre de Taylor utilisée.

L’identification des conjonctions

Cette étape est abordée comme un problème d’optimisation globale, à l’aide du logiciel COSY-
GO. Cet optimiseur est basé sur des modèles de Taylor (TM), qui sont des approximations polyno-
miales rigoureuses, formées par un polynôme et une borne d’erreur. Une algèbre peut être construite
pour ce type d’objets mathématiques. Par exemple, l’addition, la multiplication, la composition, ou
d’autres opérations portant sur des fonctions mathématiques usuelles peuvent être généralisées pour
définir des opérations portant sur des TM, tout en gardant une borne sur l’erreur rigoureuse entre
l’approximation polynomiale retournée et l’expression mathématique exacte.

Plus précisément, un couple (P, I), formé par un polynôme de dégrée total n et un intervalle I
est une approximation polynomiale rigoureuse pour une fonction multi-variée f , sur un domaine D,
si et seulement si

∀x ∈ D, f(x)− P (x) ∈ I. (2.90)

Les TMs sont construits à partir des approximations de Taylor, autour d’un point x0 ∈ D et
nécessitent que la fonction approchée soit (n+ 1) fois dérivable sur le domaine D.
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En particulier, étant donnée une équation dynamique non-linéaire, ẋ(t) = f(x(t), t) et des condi-
tions conditions initiales x(t0) = x0, on peut approcher à l’aide de cette algèbre de TMs, l’état
x(t) = (r(t), v(t)), à un instant t, par un vecteur de polynômes Pi(x0, t, t0) et des bornes d’inter-
valles Ii (pour i allant de 1 à 6, par exemple, pour la dynamique d’un objet spatial). Si les conditions
initiales sont fixées, les polynômes obtenus sont univariés, dépendant seulement du temps t. Alors,
l’identification de conjonctions potentielles est faite en résolvant le problème d’optimisation globale :

t∗ = arg min
t∈[t0,tf ]

, ‖rp(t)− rs(t)‖2, (2.91)

où rp et rs dénotent la position moyenne du primaire et respectivement du secondaire.
Ce problème est résolu par COSY-GO en isolant les zéros de la dérivée par rapport au temps.

Notons qu’un algorithme spécifique a été implanté pour une propagation des TMs en passant par
les éléments orbitaux moyens [12].

Le calcul de la probabilité de collision

Une fois les instants de conjonction potentielle identifiés, le calcul de la probabilité de collision
est fait dans le cadre et sous les hypothèses classiques des rencontres rapides, et uniquement pour
la conjonction se produisant à la TCA (en négligeant les autres probabilités).

Il est à noter que la covariance est propagée en éléments képlériens, en utilisant une linéarisation
de la dynamique par rapport aux conditions initiales incertaines. La dynamique est d’abord appro-
chée par des TMs, dans ce cadre plus fin/compliqué de l’algèbre différentielle, en passant par le
même algorithme intermédiaire de propagation en éléments orbitaux moyens. Ensuite, la jacobienne
est extraite à partir des dérivées obtenues à l’aide des TMs. Il semble donc que cette matrice est une
linéarisation d’une dynamique plus compliquée que celle de Kepler classique. Par exemple, plusieurs
perturbations comme les effets séculaires, les perturbations luni-solaires, etc. semblent prises en
compte dans la propagation en éléments orbitaux, avant de revenir aux éléments képlériens. Outre
cette propagation fine, il n’y a pas d’autre élément nouveau dans l’évaluation de la probabilité de
collision qui est simplement faite à l’aide de la formule d’Alfano [2].

L’optimisation multi-objectif

Comme nous l’avons indiqué plus haut, le problème d’optimisation utilisé pour le calcul de la
manœuvre est un problème d’optimisation multi-critère sur lequel un solveur MOPSO (optimisation
multi-objectif par essaims particulaires) [68] est mis en œuvre. L’idée est de générer des particules
positionnées aléatoirement dans l’espace de recherche du problème et de les faire converger progres-
sivement vers un minimum global avec un algorithme de type méta-heuristique itératif, grâce à des
règles de déplacement très simples (dans l’espace des solutions).

En pratique, l’espace de recherche du problème est de dimension 4 : le temps de manœuvre,
le module de l’incrément de vitesse ∆V , et sa direction, exprimée en fonction de deux angles (le
vecteur de manœuvre ∆V est défini dans le référentiel RTN). Ces quatre variables de décision sont
ensuite utilisées pour définir un objectif numérique correspondant aux critères ci-dessous :

- La minimisation de la consommation de carburant est modélisée par la fonction objectif

f1(∆V ) =
∆V

∆Vmax
,

ou ∆Vmax correspond à la quantité maximale de carburant pouvant être allouée à la ma-
nœuvre.
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- La maximisation de la distance de séparation entre les deux objets par la fonction

f2(∆V ) =
1

2

R−min d(t)

R
+

1

2

R− d̄
R

,

est utilisée, où min(d) est la distance d’approche la plus proche après la manœuvre (DCA),
et d̄ est la distance moyenne de tous les minima locaux de distance sous le seuil donné par
le rayon de l’objet combiné R.

- La minimisation du risque de collision par la fonction

f3(∆V ) = log10(Pc + 1).

- Finalement, la gestion de contraintes de mission par une fonction objectif f4. Pour éviter une
conception ad-hoc de cette fonction pour chaque mission, une définition très simplifiée qui
ne prend en compte que les temps où ces contraintes sont actives est utilisée :

f4(∆V ) =
Tcycle − tin
Tcycle

,

où Tcycle est le temps souhaité pour lequel la contrainte de mission n’est pas violée et tin est
le temps réel de violation. De cette manière, l’utilisateur doit vérifier par lui même quand les
contraintes de mission sont violées.

Pour résumer, le calcul de ces objectifs implique, pour chaque instance du vecteur de décision de
dimension 4 (c.-à-d. le temps de manœuvre, le module de la vitesse ∆V , et sa direction), les étapes
suivantes :

1. Mettre à jour la position/vitesse moyenne de la cible en utilisant l’état après la mise en œuvre
de la manœuvre comme condition initiale dans la propagation avec l’algèbre différentielle des
TMs ;

2. Effectuer une identification des conjonctions à partir des positions/vitesses moyennes calcu-
lées précédemment, sur une fenêtre de 7 jours suite à la manœuvre, en utilisant l’optimiseur
global COSY-GO. Cela permet de trouver le minimum global et de calculer la moyenne de
tous les minima inférieurs à R et ainsi d’évaluer f2 ;

3. Évaluer f3 en calculant la probabilité de collision avec la méthode d’Alfano, pour le minimum
global, si la DCA est inférieure à R 1 ;

4. Trouver la durée pendant laquelle les contraintes de mission sont violées, en effectuant la
propagation de l’orbite. Cela donne des inégalités temporelles spécifiques pour chaque mis-
sion.

Le calcul des objectifs (c’est à dire les étapes ci-dessus) est nécessaire pour chaque particule et
à chaque itération de l’algorithme MOPSO. En pratique les auteurs ont utilisé 50 particules et 20
itérations, ce qui prend environ 2h de calcul sur une station classique. Comme pour tout solveur
de ce type, la convergence n’est pas garantie, et donc l’ajustement des paramètres d’entrée est très
important.

2.7.2 Approche par formulation convexe

Dans l’article [10], l’algèbre des modèles de Taylor est également utilisée mais avec des méthodes
de résolution très différentes de celles utilisées à la section précédente. Il s’agit d’un évitement de
collision pour une rencontre rapide entre deux objets (primaire p et secondaire s) qui peut être
réalisé à l’aide de plusieurs poussées impulsionnelles ou plages de poussées électriques.

1. Ce choix est discutable, car une probabilité de collision peut-être élevée même si la DCA n’est pas inférieure à
R.
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Notations et définitions préliminaires

La cinématique et la dynamique de la rencontre sont exactement définies comme pour l’article
[23] et nous rappelons la définition du B-plane telle qu’elle est donnée à la Définition 7 (cf. également
la Figure 2.6). Le repère local de rencontre R̃B est défini de la manière suivante :

- Origine : position moyenne du centre de gravité de l’objet secondaire ;

- Axe ~uyB =
−~vr
‖~vr‖

: orienté selon l’opposé de la vitesse relative ~vr(t) = ~vs(t)− ~vp(t)
Les deux autres axes sont perpendiculaires à la vitesse relative. Le plan ΠB contenant l’origine et
qui est engendré par ces axes est appelé plan de rencontre.

— Axe ~uxB =
~vs × ~vp
‖~vs × ~vp‖

;

— Axe ~uzB = ~uxB × ~uyB .
La matrice de rotation de la base inertielle vers la base BB et la matrice de projection suivant l’axe
~uyB sont alors respectivement données par :

R3D =
[
~uxB ~uyB ~uzB

]T
, R2D =

[
~uxB ~uzB

]T
. (2.92)

En notant Σrr la covariance de la position relative (somme de la covariance en position de l’objet
primaire et de la covariance en position de l’objet secondaire) exprimée dans le repère inertiel, on
obtient sa projection dans le plan de rencontre comme :

Σ2D = R2DΣrrR
T
2D. (2.93)

L’auteur propose alors, outre la miss distance dM , différentes métriques possibles pour définir les
manœuvres d’évitement.

- La distance de Mahalanobis :

dMah =
√
rr(tTCA)T (Σrr)

−1rr(tTCA) . (2.94)

- Une approximation de la probabilité de collision 2D [7] :

P2D
c ' R2

2(det(Σ2D))1/2
exp

[
−1

2
(dMah)2

]
. (2.95)

- La probabilité de collision maximale [7] :

Pmax =
R2

(dMah)2(det(Σ2D))1/2e
. (2.96)

Les formulations (2.94), (2.95) et (2.96) montrent clairement qu’imposer une contrainte sur la valeur
du risque minimal revient à travailler avec une contrainte de borne inférieure sur la miss distance.

Effet des manœuvres sur les développements de Taylor des indicateurs

Une manœuvre effectuée avant la date de plus proche passage tTCA va modifier la trajectoire
en position et vitesse du primaire ainsi que la date de plus proche passage. Notons (δt, δrp, δvp) les
perturbations respectives induites par une ou plusieurs manœuvres sur le vecteur de position, de
vitesse du primaire et sur la date tTCA. Les effets de ces perturbations sur les trajectoires primaires et
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secondaires sont alors exprimés à l’aide de développements de Taylor d’ordre arbitraire en utilisant
les outils d’algèbre différentielle tels qu’ils ont été présentés dans la référence [11].

rp = Trp(δt, δrp, δvp),
vp = Tvp(δt, δrp, δvp),
rs = Trs(δt),
vs = Tvs(δt).

(2.97)

Cela se traduit en développements de Taylor de la trajectoire relative :

rr = Trr(δt, δrp, δvp),
vr = Tvr(δt, δrp, δvp).

(2.98)

En utilisant la condition de plus proche rencontre rTr vr = 0, il est possible d’obtenir par inversion
le développement de Taylor de la perturbation sur la date tTCA :

δtTCA = T∆tTCA(δrp, δvp). (2.99)

En introduisant (2.99) dans les Equations (2.97), on obtient :

rp(tTCA) = Trp,TCA(δrp, δvp),
vp(tTCA) = Tvp,TCA(δrp, δvp),
rs(tTCA) = Trs,TCA(δrp, δvp),
vs(tTCA) = Tvs,TCA(δrp, δvp).

(2.100)

La matrice de projection R2D est également développée suivant :

R2D = TR2D
(δrp, δvp), (2.101)

permettant d’obtenir les développements de Taylor des différents critères d’évitement en fonction
des perturbations (δrp, δvp) :

dM = Trr,TCA(δrp, δvp),
d2

Mah(tTCA) = Td2
Mah,TCA

(δrp, δvp),

P2D
c = TPc(δrp, δvp)
Pmax = TPmax(δrp, δvp).

(2.102)

Remarque 13.
La dépendance vis-à-vis des perturbations (δrp, δvp) des développememnts de (2.102) a pour

origine leur dépendance vis-à-vis de la matrice de covariance Σ2D qui dépend elle-même de la matrice
de rotation R2D qui est donnée par l’Equation (2.101). Par contre, la matrice de covariance extraite
du bulletin d’alerte est supposée n’être pas affectée par les manœuvres.

Formulation non linéaire non convexe directe

Dans un premier temps, R. Armellin se propose de poser le problème général d’optimisation non
linéaire permettant le calcul des manœuvres d’évitement en consommation minimale et exprimé
dans le cas général à partir des formulations des développements de Taylor (2.102) des différents
indicateurs utilisés pour générer les contraintes du problème. A partir d’un pas de discrétisation fixé
comme ∆t, une grille de N dates de poussée est construite, t0, · · · , tN−1 avec rr(tN ) = rr(tTCA) et
vr(tN ) = vr(tTCA). On note alors δr−pi et δv

−
pi les déviations des positions et vitesses du primaire
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à la date ti, i = 0, · · · , N , avant l’application de la manœuvre ∆Vi et δr+
pi et δv

+
pi les positions et

vitesses relatives à la date ti, i = 0, · · · , N1, après l’application de la manœuvre ∆Vi. On a donc
(cf. Figure 2.9) :

δr+
pi = δr−pi , δv+

pi = δv−pi + ∆Vi. (2.103)

Figure 2.9 – Application des manœuvres et propagation de l’état du primaire.

De plus, la propagation des perturbations entre les instants de poussée se calcule à l’aide des
développements de Taylor :

δr−pi = Tδr−pi (δr
+
pi−1

, δv+
pi−1

),

δv−pi = Tδv−pi (δr
+
pi−1

, δv+
pi−1

).
(2.104)

A l’aide des Equations (2.103) et (2.104), il est ainsi possible d’obtenir l’expression des perturbations
finales δrp et δvp en fonction du vecteur des variables de décision x =

[
∆V T

0 , · · · , ∆V T
N−1

]T ∈
R3N et donc d’en déduire l’expression des critères (2.102) en fonction du vecteur x. Le problème
d’évitement de collision multi-impulsionnel peut donc être formulé comme le problème d’optimisa-
tion non linéaire suivant :

Problème 7 (Problème de PNL).
En définissant la matrice Υi =

[
03,3(i−1) I3 03,3(N−i)

]
, le problème d’évitement de collision

multi-manœuvre peut se reformuler comme le problème d’optimisation non linéaire non convexe :

min
x∈R3N

N−1∑
i=0

‖Υix‖2

sous x � ∆v̄

P2D
c (x) 6 Pc,

ou Pmax(x) 6 Pmax,

ou dM (x) > dM

ou dMah(x) > dMah

(2.105)

Le Problème 7 est un problème d’optimisation non linéaire et non convexe pour lequel l’auteur
applique l’algorithme SQP de la fonction Matlabr fmincon. L’algorithme associé reposant sur la
résolution du problème d’optimisation 7 est maintenant brièvement décrit
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Algorithme 1 Formulation PNL
Entrée: Données issues du bulletin CDM : rayon de l’objet combiné R, positions et vitesses du primaire et

du secondaire en tTCA, rp(tTCA), rs(tTCA), vp(tTCA),vs(tTCA), matrices de covariance des positions du
primaire et du secondaire à la date tTCA, Σrp(tTCA), Σrs(tTCA).

Sortie: Vecteur optimal x∗ minimiseur du Problème (2.105), valeur optimale de la fonction critère du
Problème (2.105).

. Initialisation
1: Choisir une date initiale t0 et un intervalle de temps ∆t ; choisir un point initial x0 ; choisir des bornes
Pc ou Pmax ou d ou dMah ; choisir le nombre de manœuvres N ; choisir la borne ∆v̄ ;

. Etape de rétropropagation des états du primaire et du secondaire
2: Faire une rétropropagation des trajectoires à partir de tTCA jusqu’à la date t0 et sauvegarder rp(t0),
rs(t0), vp(t0), vs(t0).

3: Définir la grille temporelle de pas ∆t sur l’intervalle (t0, t0 +N∆t).
. Propagation en avant par les développements de Taylor et les outils d’algèbre différentielle
4: Construire les fonctions définies en (2.104).
. Résolution du problème d’optimisation non linéaire
5: Résoudre le problème d’optimisation non linéaire (2.105).

Formulation convexe du problème d’évitement

Du fait de la difficulté pour obtenir une solution du problème d’optimisation (2.105) dans un
temps raisonnable (et une solution optimale locale tout simplement), l’auteur propose une formu-
lation convexe alternative qui consiste en une relaxation du problème originale s’effectuant en trois
étapes : convexification du critère d’optimisation, linéarisation des dynamiques et linéarisation des
contraintes d’évitement (seule la distance de Mahalanobis est traitée explicitement).

Convexification du critère. Cette dénomination est un peu abusive dans le sens où le critère du
Problème (2.105) est naturellement convexe puisqu’il consiste en une somme de normes. Toutefois,
la fonction critère n’est pas une fonction différentiable sur tout R3N et on peut penser que l’auteur
a souhaité contourner ce problème en introduisant les amplitudes des manœuvres comme variables
additionnelles dans le problème. En notant ∆vi, ces variables additionnelles, le vecteur des variables
de décision est étendu comme x =

[
∆V T

0 , · · · , ∆V T
N−1, ∆v0, · · · , ∆vN−1

]T ∈ R4N . Le
critère d’optimisation devient alors :

N−1∑
i=0

∆vi =
[

01×3N 1 · · · 1
]
x = cTx (2.106)

et les contraintes suivantes sont ajoutées au problème d’optimisation :

‖∆Vi‖2 6 ∆vi 6 ∆v̄, ∀ i = 0, · · · , N − 1. (2.107)

Linéarisation des dynamiques. La deuxième étape de la convexification du problème initial
consiste à effectuer une linéarisation de la dynamique par rapport à une solution de référence
donnée à une itération précédente. Cette itération, caractérisée par l’indice j, est appelée itération
majeure. On se donne donc une solution xj−1 obtenue à l’aide d’une trajectoire de référence (qui
est prise comme la trajectoire ballistique à l’itération majeure initiale) qui est utilisée pour calculer
une linéarisation autour de la solution xj−1 donnée par :[

δr−pi+1

δv−pi+1

]j
=
[
Aδr,i Aδv,i

]j [ δr+
pi

δv+
pi

]j
= Aji

[
δr+
pi(∆Vi)

δv+
pi(∆Vi)

]j
. (2.108)
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En reprenant l’Equation (2.103) avec δr+
p0

= 0 et δv+
p0

= ∆V0, le déroulé de la récurrence permet
d’obtenir les déviations en position et vitesse du primaire à l’étape N et pour l’itération j comme
une fonction linéaire des variables de décision :[

δr−N
δv−N

]j
=

[
AN−1AN−2 · · ·Aδv,0, AN−1AN−2 · · ·Aδv,1, · · · , Aδv,N−1, 06×N

]j
(xj − xj−1)

= Aj(xj − xj−1).
(2.109)

De manière similaire, la nouvelle date de plus proche distance est mise à jour à l’itération j à l’aide
de l’équation :

tjTCA = tj−1
TCA + BjAj(xj − xj−1) = BjAjxj + (tj−1

TCA − BjAjxj−1), (2.110)

où Bj est la partie linéaire de la relation (2.99). On en déduit la position relative dans le B-plane
après manœuvre à la TCA et à l’itération j comme :

rjr(t
j
TCA) = rj−1

r (tjTCA) + CjAj(xj − xj−1) = CjAjxj + (dj−1
M − CjAjxj−1), (2.111)

où Cj est la partie linéaire de la relation (2.102) à la j-ième itération.

Linéarisation du carré de la distance de Mahalanobis. Cette linéarisation est traitée de
manière itérative par projection et linéarisation, constituant une itération mineure interne aux
itérations majeures dans lesquelles celle-ci est imbriquée et indicée par k. Ainsi, si l’on dispose
d’une solution xj,k−1 de la j-ième itération majeure et de la (k − 1)-ième itération mineure, il est
possible d’en déduire la miss distance à la TCA dans le plan de rencontre dj,k−1

M correspondante et
le vecteur des positions relatives entre le primaire et le secondaire exprimé dans le plan de rencontre
rj,k−1
r (tjTCA).

- Phase de projection sur l’ellipse zT (Σj
2D)−1z = d2

Mah :

min
z∈R2

‖rj,k−1
r (tnew

TCA)− z‖2
sous zT (Σj

2D)−1z 6 d2
Mah

(2.112)

Le Problème (2.112) est certes un problème d’optimisation convexe comme l’indique l’auteur
dans son article mais outre le fait que la référence indiquée par celui-ci pour les détails de
sa résolution n’est pas correcte, l’analyse de la littérature sur le sujet indique clairement
que ce problème constitue toujours un sujet de recherche encore très actuel et très actif, en
particulier si l’on souhaite utiliser des algorithmes rapides et stables numériquement [70],
[42], [36], [66]. Après un contact direct avec l’auteur, celui-ci a confirmé avoir utilisé une
routine de MOSEK c© fondée sur l’optimisation convexe par commodité et nous a indiqué la
référence [58] afin de corriger la référence erronée, relative aux algorithmes de calcul de la
distance d’un point à une ellipse.
Remarque 14.
Pour l’étape majeure initiale j = 1 et afin d’initialiser l’étape mineure, l’auteur pose r1,0

r (t1TCA) =
r0
r(tTCA) = rr(tTCA) qui sera très probablement un point intérieur du domaine ellipsoidal
zT (Σ1

2D)−1z 6 d2
Mah (c’est le cas dans l’exemple traité dans l’article [10]). De fait, la solu-

tion du Problème de projection (2.112) est alors z∗ = 0. Il faut donc résoudre le Problème
(2.112) avec une contrainte égalité afin de calculer le point le plus proche du point rr(tTCA)
appartenant à l’ellipse zT (Σ1

2D)−1z = d2
Mah.
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- Phase d’optimisation convexe sur le problème linéarisé : une fois que le point zk, qui est le
point projeté de rj,k−1

r (tjTCA) sur l’ellipse zT (Σj
2D)−1z = d2

Mah, est calculé par résolution du
Problème (2.112), la contrainte sur la distance de Mahalanobis est linéarisée en imposant
que rj,kr (tjTCA) appartienne au demi plan défini par :

∇d2j

Mah(zk)
(
rj,kr (tjTCA)− zk

)
> 0. (2.113)

En substituant l’Expression (2.111) dans cette dernière inégalité, il est possible d’écrire le pro-
blème d’optimisation constituant la partie principale de l’itération majeure (avec rj,0r (tjTCA) =

rj−1
r (tj−1

TCA)) :

min
xj,k∈R4N

cTxj,k

sous ‖
[

Υi, 03×N
]
x‖2 6

[
01×3N , eTi+1

]
x, ∀ i = 0, · · · , N − 1

0 6
[

01×3N , eTi+1

]
x 6 ∆v̄

−∇d2j

Mah(zk)CjAjxj,k 6 ∇d2j

Mah(zk)(rj,k−1
r (tjTCA)− zk − CjAjxj,k−1).

(2.114)

Un algorithme par optimisations convexes itératives

L’ensemble de la procédure proposée par l’auteur est alors résumée dans un algorithme global
que nous donnons ci-dessous.
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Algorithme 2 Relaxations convexes successives
Entrée: Données issues du bulletin CDM : rayon de l’objet combiné R, positions et vitesses du primaire et

du secondaire en tTCA, rp(tTCA), rs(tTCA), vp(tTCA),vs(tTCA), matrices de covariance des positions du
primaire et du secondaire à la date tTCA, Σrp(tTCA), Σrs(tTCA).

Sortie: Vecteur x∗ des poussées et des amplitudes de poussée.

. Initialisation
1: Choisir une date initiale t0 et un intervalle de temps ∆t ; choisir la borne ∆v̄i pour chaque impulsion ;

choisir le nombre de manœuvres N ; choisir des bornes Pc ou Pmax ou d ou dMah ; choisir des tolérances
tolM et tolm pour respectivement les itérations majeures et mineures ;

2: si Pc est choisi alors
3: Calculer Σ2D et d2

Mah par (2.95) ;
4: sinon si Pmax est choisi alors
5: Calculer Σ2D et d2

Mah par (2.96) ;
6: sinon
7: Calculer Σ2D ← I2 et d2

Mah ← dM ;
8: fin si
. Propagation rétrograde des trajectoires
9: Rétropropager les trajectoires primaires rp, vp et secondaires rs, vs de la date tTCA à la date t0 ;
10: Définir la grille temporelle de pas ∆t sur l’intervalle (t0, t0 +N∆t) ;
. Initialisation des itérations majeures et mineures

11: j ← 0, x0 ← 0, t0TCA ← tTCA, r1,0
r ← ±rr(tTCA), Σ0

2D = Σ2D ;
. Itération majeure

12: tant que j = 0 ou ‖xj − xj−1‖∞ > tolM faire
13: j ← j + 1 ;
. Propagation linéaire des trajectoires

14: Extraire les manœuvres de xj−1 ;
15: Propager de manière linéaire sur l’intervalle (t0, t0 +N∆t) les trajectoires primaires et secondaires rp,

vp, rs et vs ;
16: si Pc est choisi alors
17: Calculer Σj

2D et d2
Mah par (2.95) ;

18: sinon si Pmax est choisi alors
19: Calculer Σj

2D et d2
Mah par (2.96) ;

20: sinon
21: Calculer Σj

2D ← I2 et d2
Mah ← dM ;

22: fin si
23: Calculer les matrices Aj , Bj et Cj ;
. Itération mineure

24: k ← 0 et rj,0r ← rj−1
r (tj−1

TCA) ;
25: tant que k = 0 ou ‖rj,kr − rj,k−1

r ‖∞ > tolm faire
26: k ← k + 1 ;
27: Résoudre le Problème (2.112) pour calculer zk ;
28: Résoudre le Problème (2.114) pour calculer xj,k ;
29: tj,kTCA ← tj−1

TCA + BjAj(xj,k − xj−1) ;
30: rj,kr ← rj−1

r (tj−1
TCA) + CjAj(xj,k − xj−1) ;

31: fin tant que
32: tjTCA ← tj,kTCA, x

j ← xj,k, rjr(tjTCA)← rj,kr ;
33: fin tant que

Remarque 15.
L’actualisation des matrices de covariance des positions, projetées dans le B-plane et faites aux

étapes 17 et 19 de l’algorithme précédent n’est pas explicitement définie dans la référence [10] mais
il est raisonnable de supposer que cette propagation est faite de manière linéaire à l’aide des termes
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du premier ordre déduits des développements de Taylor calculés.
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Chapitre 3

Evitement de collision dans le cas d’un
risque multiple de rencontres rapides

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la plannification de manœuvres d’évitement de collision en présence
de risques multiples à court terme et indépendants. La notion de risques multiples à court terme et
indépendants a été formalisée dans le Chapitre 1. Même dans ce cadre théorique simplifié et restreint,
la littérature est très pauvre en résultats complets et clairement présentés. Les deux références de
la littérature que nous avons pu identifiées ont également une approche qui consiste à définir une
fonctionnelle de coût augmentée des contraintes à respecter par pénalisation des termes additionnels.
Seule la méthode pour identifier un optimum de cette fonctionnelle diffère. Dans le premier cas, les
auteurs font appel à des méthodes d’optimisation sans dérivée alors que dans le second ils se reposent
sur des méthodes d’optimisation évolutionnaires. Dans chaque cas, nous avons essayé de clarifier et
d’identifier les points importants de la contribution.

3.2 Méthode de Duncan

3.2.1 Introduction

La procédure classique d’évitement de risques multiples consiste à construire un plan de ma-
nœuvres dont l’objectif premier est de réduire le risque de collision pour l’événement de rencontre
qui a été évalué comme ayant la probabilité de collision la plus élevée parmi un ensemble de ren-
contres identifiées comme potentiellement dangereuses (miss distance en dessous d’un certain seuil)
sur un intervalle de temps donné. Le risque résiduel global qui couvre toutes les autres conjonctions
répertoriées n’est en général pas pris en compte directement, car les informations sur les trajectoires
des débris catalogués ne sont pas facilement disponibles. Par conséquent, un plan de manœuvre
donné est validé en filtrant la nouvelle trajectoire proposée pour le primaire à travers tout le pro-
cessus d’évaluation de conjonctions (qui dépendait du JSpOC quand le papier est paru, maintenant
CSpOC), afin que tous les nouveaux événements de conjonction soient identifiés. Cela aboutit à
une nouvelle caractérisation des nouvelles conjonctions et à une classification de celles-ci afin que
la manœuvre choisie ne genère pas de nouvel événement à haut risque de collision avec le satellite
actionné.

Pour éviter cette procédure itérative relativement coûteuse et ces intéractions avec un centre
d’évaluation de conjonctions, les auteurs des références [47], [48] proposent une métrique qui prend en
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compte tous les conjonctions identifiés sur une fenêtre de temps. Cette métrique, appelée probabilité
de collision agrégée et présentée dans le premier chapitre est rappelée ici, pour N évènements de
rencontre :

PAc = 1−
N∏
i=1

(
1− P2D

ci

)
=

N∑
i=1

(−1)k−1
∑

16i1<i2<···<ik6N

∏
16j6k

P2D
cij
,

(3.1)

où P2D
ci est la probabilité de collision en rencontre rapide pour chaque rencontre individuelle.

3.2.2 Définition de la fonction objectif par pénalisation des contraintes

Il est à noter que le fait que la probabilité agrégée soit plus petite qu’un seuil donné, PAc 6 Pseuil
implique directement que P2D

ci 6 Pseuil (en utilisant le fait que le produit de N nombres positifs
inférieurs à 1 est inférieur à chacun d’entre eux, par exemple). Imposer cette contrainte globale
permet de prendre en compte de manière conservative tous les risques individuels. Comme les au-
teurs souhaitent utiliser une méthode d’optimisation sans dérivée (dont l’algorithme du simplexe de
Nelder-Mead est un exemple bien connu [81]), la fonction objectif sera formée de la norme du vecteur
de poussée comme fonction objectif principale, pénalisée par différentes contraintes pondérées dont
celle relative au risque global. La fonction objectif du problème d’optimisation sans contraintes à
résoudre est alors donnée par :

f(‖∆V ‖, tm) = ‖∆V ‖+ α1

(
log10 PAc − log10 Pseuil

)
+ α2

m∑
j=1

(gj(∆V, tm))+, (3.2)

où αi, i = 1, 2 sont les poids de pénalisation des solutions violant les contraintes et les fonctions gj
représentent des fonctions de pénalité statiques définies par :

g1(‖∆V ‖) = ∆Vmin − ‖∆V ‖, g1(‖∆V ‖) = ‖∆V ‖ −∆Vmax,
g3(tm) = tmin − tm, g4(tm) = tm − tmax. (3.3)

La notation (gj)+ correspond à la définition :

(gj)+ =

{
1 si gj > 0
0 sinon.

Remarque 16.
Les variables de décision utilisées dans cet algorithme sont l’amplitude du vecteur de poussée

et la date d’application de la manœuvre, qui peut être paramétrée également comme une durée de
manœuvre. La direction de poussée n’est donc pas mentionnée mais l’analyse des cas d’applications
montre que la poussée est toujours limitée à la direction in-track (produit vectoriel de la direction
cross-track et de la direction radiale) dans un repère orbital local lié au satellite actionné.

Un algorithme d’optimisation sans dérivée (DFO) est alors appliqué à la fonction objectif défi-
nie par l’Equation (3.3). Nous décrivons brièvement le principe de cet algorithme dans la section
suivante.
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3.2.3 Principe de l’algorithme DFO

La référence [48] détaille les différentes étapes de l’algorithme d’optimisation sans dérivée utilié
à l’origine des travaux des auteurs. Dans une communication orale présentée dans le workshop SSA
Operators ayant eu lieu à Denver en 2016, un historique de l’évolution de l’outil développé par la
compagnie SpaceNav indique que cet algorithme a été remplacé par un algorithme du simplexe de
Nelder-Mead en 2014 sans plus de précision sur l’implémentation précise de ce dernier. Le premier
exemple d’algorithme d’optimisation sans dérivée a été l’algorithme de Nelder-Mead proposé dans
[81]. Ces algorithmes ont été ensuite perfectionnés et diversifiés comme il est indiqué dans la réfé-
rence [90]. Deux classes de méthodes peuvent être identifiées. Les méthodes par recherche directe
s’appuient directement sur un nombre fini d’évaluations de la fonction objectif pour déterminer le
prochain point à évaluer alors que la seconde classe se fonde sur un modèle de substitution de la
fonction f , moins coûteux à évaluer et plus simple à analyser. Celui-ci est construit à partir de
valeurs de la fonction objectif et raffiné itérativement.

Le principe de l’algorithme DFO 3 présenté est, à partir d’un point initial et d’une région de
confiance initiale, d’obtenir un nouveau point à chaque itération par minimisation d’un polynôme
quadratique sur la région de confiance. Ce point est alors testé pour savoir s’il diminue le critère.
La région de confiance est une boule B̄(xk,∆k) centrée sur le point courant xk et de rayon ∆k.
Le modèle de la fonction objectif qui l’approxime localement est un polynôme quadratique obtenu
par interpolation de Lagrange à l’aide de points d’évaluation choisis dans la région de confiance.
L’algorithme impose de plus que le modèle soit complètement quadratique.

Définition 8. (Modèle complètement quadratique)
Le modèle m est complètement quadratique s’il vérifie les conditions suivantes par rapport à la

fonction coût f qui est de classe C2 :
1- ‖H[f ](y)−H[m](y)‖ 6 κeh∆, ∀y ∈ B̄(x,∆),
2- ‖∇f(y)−∇m(y)‖ 6 κeg∆2, ∀y ∈ B̄(x,∆),
3- ‖f(y)−m(y)‖ 6 κef∆3, ∀y ∈ B̄(x,∆),

où κeh, κeg, κef sont des constantes positives. De plus, pour tout x ∈ B̄(x,∆), et ∆ ∈ (0,∆max], il
existe un modèle m avec une hessienne lipschitzienne continue de constante de Lipschitz bornée par
une constante positive.

Une étude de cas pour analyser l’efficacité des manœuvres calculées est menée à partir d’un
scénario opérationnel liant 4 objets en orbite LEO. Il s’agit de rencontres entre un primaire et
3 secondaires pouvant intervenir sur une période de 24 H. Seules des informations déterministes
(différentes dates tTCA, miss distances totales et dans les trois directions ( radiale, in track et cross
track) sur les rencontres successives sont fournies. En particulier, une analyse de sensibilité sur les
paramètres d’initialisation de l’algorithme DFO mais aussi sur le choix des fonctions de pondération
de la fonction objectif est également proposée. Les résultats sont évidemment présentés comme étant
efficaces et probants. Il est également indiqué dans la présentation orale déjà mentionnée que l’outil
logiciel associé a été fourni à la NASA en 2015.
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Algorithme 3 DFO
Entrée: Valeur de la fonction coût f(xk), Rayon initial de la région de confiance, rayon minimal de la région

de confiance, centre de la région de confiance initiale, valeurs critiques de ρu.
Sortie: x∗ valeur optimale de la fonction f .

. Initialisation
1: Choisir un point initial x0 ; choisir une région de confiance initiale ; choisir une région de confiance

minimale ; former le modèle initial ;
2: k ← 0
. Etape critique
3: Tester si le modèle m est complètement quadratique
4: si le modèle est quadratique alors
5: Garder le modèle courant et continuer
6: sinon
7: Former un nouveau modèle
8: fin si
. Calcul du pas
9: Minimiser le modèle sur la région de confiance pour calculer un point test ;
10: sk ← distance(x∗, xk) ;
. Acceptation du point test

11: Calcul de la métrique de performance, ρ← f(xk)−f(xk+sk)
m(xk)−m(xk+sk) ;

12: si ρ > η1 ou ρ > η0 et le modèle est complètement quadratique alors
. Accepter le point test

13: Ce point est le nouveau centre et retirer le point le moins géométriquement significatif ;
14: fin si
. Amélioration du modèle

15: si ρ < η1 et le modèle n’est pas complètement quadratique alors
16: Améliorer le modèle ;
17: fin si
. Mise à jour du rayon de la région de confiance

18: si ρ > η1 alors
19: Multiplier le rayon de la région de confiance par 2
20: fin si
21: si ρ < η1 et le modèle est complètement quadratique alors
22: Multiplier le rayon de la région de confiance par 0.5
23: sinon
24: Garder le même rayon pour la région de confiance ; Retour à l’étape 1
25: fin si
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3.3 Méthode de Kim

Les auteurs de [72] proposent une approche fondée sur un algorithme génétique pour trouver
une manœuvre optimale d’évitement de plusieurs débris, dans un intervalle de temps relativement
court.

L’algorithme génétique utilisé est inspiré par la méta-heuristique de la sélection naturelle et
l’applique à une population de solutions potentielles au problème d’optimisation donné. L’évolu-
tion commence généralement à partir d’une population d’individus générés aléatoirement et est un
processus itératif : à chaque itération, le fitness de chaque individu de la population est évalué ;
cela correspond généralement à la valeur de la fonction objectif dans le problème d’optimisation en
cours de résolution. Les individus les plus aptes sont sélectionnés de manière stochastique dans la
population actuelle, et le génome de chaque individu est modifié (recombiné et éventuellement muté
au hasard) pour former une nouvelle génération. La nouvelle génération de solutions candidates est
ensuite utilisée dans la prochaine itération de l’algorithme. Généralement, l’algorithme se termine
lorsqu’un nombre maximal de générations a été produit ou qu’un niveau de fitness satisfaisant a
été atteint pour la population. La définition de cette fonction de fitness est donc essentielle et sera
discuté dans la suite. Plusieurs fonctions fitness sont utilisées par l’algorithme génétique de [72], en
fonction des contraintes imposées :

- Le première fonction est donnée par :

F1 =
m∑
i=1

(
w1Pci + w2

‖∆V ‖
∆Vmax

+ w3
SMA0

SMA

)
,

où Pci représente la probabilité de collision avec le i-ème objet. Cette probabilité de collision
individuelle avec chaque débris est évaluée dans le cadre d’une rencontre rapide, avec la
formule d’Alfano. Les rencontres sont supposées être indépendantes. Une autre composante de
l’objectif est le ratio de la consommation par rapport au max admissible ‖∆V ‖∆Vmax

. Finalement,
SMA0
SMA désigne le rapport entre les demi-grand axe de l’orbite initiale et respectivement celui
de l’orbite après manœuvre.
Les coefficients wi sont des facteurs de pénalité qui font augmenter la somme F1 quand les
contraintes sont violées. Ils sont choisis en pratique comme par exemple, w1 = 102, w2 = 10,
w3 = 10−2.

- Une fonction qui prend en compte la miss-distance dM à la place de la probabilité de collision
s’écrit comme :

F2 =
m∑
i=1

−
(
dM + w2

‖∆V ‖
∆Vmax

+ w3
SMA0

SMA

)
,

où les facteurs w2 et w3 ont été fixés expérimentalement à −2.
- Une autre variation peut prendre en compte la valeur de la probabilité de collision par rapport
à un seuil donné :

F3 =
m∑
i=1

(
w1| log10 Pci − log10 Pmax|+ w2

‖∆V ‖
∆Vmax

)
.

- Finalement, dans ce cadre, les poids wi peuvent être aussi adaptés, par exemple en prenant
w1 = 1 si la probabilité est plus petite que le seuil, ou w1 = 10 si cette contrainte n’est pas
satisfaite. Ce type de fonction fitness dite adaptative semble mieux marcher en pratique et
améliorer la convergence de l’algorithme génétique utilisé.
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On observe donc que le choix heuristique dse paramètres wi est assez crucial pour obtenir
des résultats satisfaisants par ce type d’algorithme, alors que sa convergence n’est pas garantie.
Cela permet quand même d’obtenir quelques résultats expérimentaux intéressants. Notamment, les
auteurs observent en testant leur algorithme sur un cas pratique que dans le cadre d’une manoeuvre
d’évitement de plusieurs débris, l’approche classique par séparation radiale n’est pas suffisante, et
donc pour satisfaire les critères de miss-distance ou probabilité de collision pour chaque conjonction,
une manœuvre tri-directionnelle est nécessaire.
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Chapitre 4

Evitement de collision multi-manœuvre
dans le cas d’un risque multiple de
rencontres rapides avec contraintes
opérationnelles

4.1 Définition fonctionnelle du problème d’évitement

Dans cette introduction, nous définissons le problème d’évitement de collision avec ses contraintes
propres, spécifiques aux procédures opérationnelles du CNES, telles qu’elles nous ont été présentées.
Ainsi, le problème d’évitement de collision posé comprend un objet primaire noté p en conjonction
avec N objets secondaires, notés s1, · · · , sN . Les N conjonctions possibles sont supposées être in-
dépendantes deux à deux et chaque conjonction parmi les N vérifie l’ensemble des hypothèses
(hypothèses 1 à 6) d’une rencontre rapide. Ce cadre permet ainsi de définir N dates de plus proche
rencontre entre le primaire et chaque secondaire, notées tjTCA, j = 1, · · · , N .

Pour réaliser l’évitement de collision, le primaire est actionné par une ou plusieurs poussées
impulsionnelles qui ne sont autorisées que sur des plages de temps ∆i prédéfinies par l’utilisateur avec
i = 1, · · · , n. Dans un premier temps, nous supposons que seule la date centrale ti ∈ ∆i est autorisée
pour la poussée. Ceci est imposé afin de procéder à l’étalement des poussées impulsionnelles pour
retrouver un équivalent en poussées électriques sans avoir à se donner des contraintes individualisées
de poussée maximale. D’autre part, on suppose également que sur les plages de poussée ainsi définies,
une seule et même direction de poussée dans le sens positif est possible. Cela signifie que si l’on
définit le vecteur de poussée à la date ti par ∆V T

i = ∆viβ
T
l où βl est le vecteur de direction de

la poussée, défini comme le l-ième vecteur de la base canonique, une seule direction βl pourra être
utilisée sur l’ensemble des plages de poussée ∆i, c.-à-d. que l’indice l est fixé à 1, 2 ou 3 pour
tout i = 1, · · · , n et ∆vi > 0. La poussée délivrée à chaque instant sera également contrainte en
amplitude par ∆vi 6 ∆vi.
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4.2 Formulation du problème d’évitement multi-risque comme un
problème d’optimisation linéaire sous contraintes quadratiques
non convexes

Pour la formulation des différents problèmes d’évitement que nous allons proposer, nous repre-
nons les éléments essentiels ainsi que les notations des Sections 2.5 et 2.7.2. Ainsi, le mouvement
relatif de chaque objet secondaire sera décrit par une matrice de transition obtenue par une linéa-
risation de la dynamique képlerienne, comme celles de Hill-Clohessy-Wiltshire (HCW) [37] ou de
Yamanaka-Ankersen (YA) [106] autour de l’orbite képlérienne moyenne sans manœuvre de l’objet
primaire.

xrj (t|x0
rj ) = Φj

r(t, t0)x0
rj , (4.1)

où la matrice de transition Φj
r est partitionnée suivant les blocs

Φj
r(t, t0) :=

(
Φj
r11(t, t0) Φj

r12(t, t0)

Φj
r21(t, t0) Φj

r22(t, t0)

)
.

Si l’on note x̃rj l’état relatif après manœuvre, entre l’objet j et le primaire, il est possible d’écrire,
après m manœuvres impulsionnelles suivant la direction βl et d’amplitudes respectives ∆vi, chacune
étant appliquée à l’instant ti :

x̃rj (t|t0) = xrj (t|t0) +

n∑
i=1

Φlj
r (t, ti)∆vi = Φj

r(t, t0)x0
rj +

n∑
i=1

Φlj
r (t, ti)∆vi, (4.2)

où Φlj
r (t, ti) est la colonne 3 + l de la matrice Φj

r(t, ti). L’Expression (4.2) peut être réécrite afin de
faire apparaitre les changements en position et en vitesse relatives au temps tjTCA, induits par les
m manœuvres comme :

r̃rj (t
j
TCA) = rrj (t

j
TCA) +

n∑
i=1

Φlj
r12

(tjTCA, t
i)∆vi, (4.3)

ṽrj (t
j
TCA) = vrj (t

j
TCA) +

n∑
i=1

Φlj
r22

(tjTCA, t
i)∆vi. (4.4)

4.2.1 Formulation basée sur la miss distance

Nous rappelons que le calcul de la nouvelle miss distance de la trajectoire relative pour chaque
rencontre j = 1, · · · , N est fait dans un intervalle de temps centré en tjTCA et en utilisant les
hypothèses d’une rencontre rapide : notamment, on suppose que le mouvement relatif est rectiligne
uniforme, de direction donnée par le vecteur unitaire :

ẽj =
ṽrj (t

j
TCA)

‖ṽrj (tjTCA)‖
. (4.5)

Chaque plan de rencontre ou B-plane est alors construit comme le plan perpendiculaire au vecteur
ẽj et la nouvelle miss-distance dnew

M,j est donnée par la norme de la projection ∆rjmin du vecteur
r̃rj (t

j
TCA) sur ce plan. Ceci s’écrit comme :

∆rjmin = (I3 − ẽj ẽTj )r̃rj (t
j
TCA), (4.6)
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où la matrice I3 − ẽj ẽTj est la matrice de projection (symétrique et idempotente) sur le j-ième plan
de rencontre. De plus, le vecteur ∆rjmin est une fonction des vecteurs ṽrj (t

j
TCA) et r̃rj (t

j
TCA). La

norme du vecteur ∆rjmin est calculée alors simplement comme :

dnew
M,j = ‖∆rjmin‖ =

(
r̃rj (t

j
TCA)

T
(I − ẽj ẽTj )r̃rj (t

j
TCA)

)1/2
. (4.7)

On obtient ainsi :

dnew2

M,j = rrj (t
j
TCA)T (I3−ẽj ẽTj )rrj (t

j
TCA)+2rrj (t

j
TCA)T (I3−ẽj ẽTj )Φ̃lj

r12
∆v+∆vTΦljT

r12
(I3−ẽj ẽTj )Φlj

r12
∆v,
(4.8)

où les n poussées impulsionnelles ont été concaténées dans le vecteur

∆vT =
[

∆v1, ∆v2, · · · , ∆vn
]
,

et la matrice Φ̃lj
r12 est donnée comme la concaténation des colonnes Φl

r12
(tjTCA, t

i) pour i = 1, · · · , n :

Φ̃lj
r12

=
[

Φlj
r12(tjTCA, t

1), Φlj
r12(tjTCA, t

2), · · · , Φlj
r12(tjTCA, t

n)
]
. (4.9)

La miss distance est donc une forme quadratique convexe des variables de décision qui sont les m
composantes du vecteur ∆v :

dnew2

M,j = ∆vTQj∆v + 2qTj ∆v + pj , (4.10)

où :
Qj = Φ̃ljT

r12 (I3 − ẽj ẽTj )Φ̃lj
r12 � 0,

qj = rrj (t
j
TCA)T (I3 − ẽj ẽTj )Φ̃lj

r12 ,

pj = rrj (t
j
TCA)T (I3 − ẽj ẽTj )rrj (t

j
TCA).

(4.11)

Afin de tenir compte des contraintes éventuelles de maintien à poste, il est imposé que la trajectoire
relative du primaire par rapport à chaque objet secondaire et après application des manœuvres reste
dans une boite à la date tjTCA, pour j = 1, · · · , N . Cela peut se traduire par les inégalités :

ujr � r̃rj (tjTCA) � ujr, j = 1, · · · , N, (4.12)

où les bornes ujr et ujr sont fixées par l’utilisateur. En reprenant l’Equation (2.74), ces inégalités
s’écrivent :

ujr − rrj (tjTCA) � Φ̃lj
r12

∆v � ujr − rrj (tjTCA), j = 1, · · · , N. (4.13)

Si l’on impose une miss distance minimale après manœuvres dj pour chaque rencontre j = 1, · · · , N
et en prenant en compte les différentes contraintes déjà définies, le problème d’évitement de collision
multi-risque en consommation minimale peut alors se formuler comme le problème d’optimisation
quadratique non convexe suivant :

Problème 8 (Miss distance).
Le plan de poussées impulsionnelles de consommation minimale permettant l’évitement de col-

lision de N conjonctions rapides, évalué en termes de miss distance minimale vis-à-vis de chaque
objet est solution du problème d’optimisation défini comme la minimisation dans l’orthant positif
d’une fonction linéaire sous des contraintes quadratiques non convexes et des contraintes linéaires :

min
∆v∈Rn

cT∆v

sous

∆vTQj∆v + 2qTj ∆v + pj > dj , j = 1, · · · , N,
A∆v � b,

∆v � 0

(4.14)
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où cT =
[

1, 1, · · · , 1
]
∈ Rn, Qj, qj et pj sont donnés par (4.11). La matrice A et le vecteur

b sont donnés par :

A =



In
Φ̃l1
r12
...

Φ̃lN
r12

−Φ̃l1
r12
...

−Φ̃lN
r12


, b =



∆v
u1
r − rrj (t1TCA)

...
uNr − rrj (tNTCA)

−u1
r + rrj (t

1
TCA)

...
−uNr + rrj (t

N
TCA)


. (4.15)

Remarque 17.
Dans la définition des matrices et vecteurs Qj, qj et pj, on retrouve le terme (I3 − ẽj ẽTj ) dans

lequel le vecteur ẽj dépend des variables de décision du fait de l’expression de ṽr(t
j
TCA) donnée par

l’Equation (4.4). Afin de simplifier le problème ainsi obtenu et afin de rester dans une classe de
problèmes d’optimisation dont la structure est plus simple, nous ferons une simplification identique
à celle présentée dans la référence [100] en remplaçant ṽr(t

j
TCA) par vr(t

j
TCA) dans l’expression des

vecteurs ẽj.

Le problème d’optimisation (4.14) consiste à minimiser une fonction linéaire (convexe ou concave)
sur l’intersection d’un domaine convexe formé par le polyèdre défini par les inégalités linéaires et
du domaine non convexe défini par l’extérieur d’une union d’ellipsoides (caractérisées par les formes
quadratiques). Le domaine réalisable de ce problème d’optimisation est donc non convexe. Nous
étudierons plus en détail dans une prochaine section les difficultés particulières liées à la résolution
de cette classe de problèmes d’optimisation non convexes.

Il s’avère en fait que le choix de l’indicateur caractérisant la collision (miss distance, distance
de Mahalanobis, probabilité 2D, probabilité maximale) n’a pas d’influence directe sur la nature
du problème obtenu puisque dans tous les cas nous obtenons in fine cette classe de problèmes si
l’on conserve l’ensemble des caractéristiques et hypothèses de la rencontre multiple. Pour cela, nous
reprenons les Expressions (2.102) présentées dans la Section 2.7.2.

4.2.2 Formulation basée sur la distance de Mahalanobis à tTCA

Pour construire précisément le problème d’optimisation reposant sur la distance de Mahalanobis
comme contrainte d’évitement de collision, il est nécessaire de définir la base Bj =

(
~uxBj ẽj , ~uzBj

)
de chaque plan de rencontre Πj . En notant R3Dj =

[
~uxBj ẽj ~uzBj

]T
, la matrice de rotation du

repère inertiel vers le repère du B-plane, R2Dj =
[
~uxBj , ~uzBj

]T
, la matrice de projection sur le

B-plane Πj suivant le vecteur ẽj , Σ3Dj = R3DjΣrrj
RT3Dj , la matrice de covariance dans le repère

attaché au B-plane et Σ2Dj = R2DjΣrrj
RT2Dj la projection de la matrice de covariance combinée

dans le B-plane Πj , on a alors :

dnew2

Mah,j = r̃rj (t
j
TCA)

T
(I3 − ẽj ẽTj )(Σ3Dj )

−1(I3 − ẽj ẽTj )r̃rj (t
j
TCA). (4.16)

L’Expression (4.16) est très proche de l’expression de la miss distance et peut être factorisée comme
la forme quadratique (4.10) avec les matrices Qj et les vecteurs qj et pj redéfinis comme ci-dessous.
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Problème 9 (Distance de Mahalanobis).
Le plan de poussées impulsionnelles de consommation minimale permettant l’évitement de colli-

sion de N conjonctions rapides, évalué en termes de distance de Mahalanobis minimale vis-à-vis de
chaque objet est solution du problème d’optimisation défini comme la minimisation dans l’orthant
positif d’une fonction linéaire sous des contraintes quadratiques non convexes et des contraintes
linéaires :

min
∆v∈Rn

cT∆v

sous

∆vTQj∆v + 2qTj ∆v + pj > dMah,j, j = 1, · · · , N,
A∆v � b,

∆v � 0

(4.17)

où cT =
[

1, 1, · · · , 1
]
∈ Rn. Les matrices Qj et les vecteurs qj et pj sont donnés par :

Qj = Φ̃ljT
r12 (I3 − ẽj ẽTj )Σ−1

3Dj
(I3 − ẽj ẽTj )Φ̃lj

r12 � 0,

qj = rrj (t
j
TCA)T (I3 − ẽj ẽTj )Σ−1

3Dj
(I3 − ẽj ẽTj )Φ̃lj

r12 ,

pj = rrj (t
j
TCA)T (I3 − ẽj ẽTj )Σ−1

3Dj
(I3 − ẽj ẽTj )rrj (t

j
TCA).

(4.18)

La matrice A et le vecteur b sont donnés par les équations (4.15).

4.2.3 Formulation basée sur l’approximation de la probabilité P2D
c

Nous rappelons l’approximation de la probabilité de collision 2D [7] donnée à l’Equation (2.95)
pour chaque rencontre j :

P2D
cj '

R2
j

2(det(Σ2Dj ))
1/2

exp

[
−1

2
(dMah,j)

2

]
. (4.19)

Si l’on impose un risque minimal ε2D
j pour chaque rencontre j, la j-ième contrainte d’évitement de

collision P2D
cj 6 ε

2D
j s’écrit alors :

d2
Mah,j > ε

2D
j , (4.20)

où :

ε2D
j = ln

[
R4
j

4ε2D2

j det(Σ2Dj )

]
.

On retrouve exactement la contrainte quadratique du problème 9 avec un second membre différent
puisque ε2D

j remplace dMah,j.

Problème 10 (Probabilité de collision).
Le plan de poussées impulsionnelles de consommation minimale permettant l’évitement de col-

lision de N conjonctions rapides, évalué en termes de probabilité 2D maximale vis-à-vis de chaque
objet est solution du problème d’optimisation défini comme la minimisation dans l’orthant positif
d’une fonction linéaire sous des contraintes quadratiques non convexes et des contraintes linéaires :

min
∆v∈Rn

cT∆v

sous

∆vTQj∆v + 2qTj ∆v + pj > ε2Dj , j = 1, · · · , N,
A∆v � b,

∆v � 0

(4.21)

où cT =
[

1, 1, · · · , 1
]
∈ Rn, Qj, qj et pj sont donnés par (4.18). La matrice A et le vecteur

b sont donnés par (4.15).
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4.2.4 Formulation basée sur la probabilité maximale Pmax

De même que pour la probabilité 2D, nous pouvons réécrire la probabilité maximale associée à
la rencontre j comme :

Pmax =
R2
j

e(dMah,j)2(det(Σ2Dj ))
1/2

. (4.22)

On en déduit aisément la contrainte quadratique du Problème 9 avec comme second membre εmax
j

calculé comme :

εmax
j =

R2
j

eεmax
j (det(Σ2Dj ))

1/2
. (4.23)

Problème 11 (Probabilité maximale).
Le plan de poussées impulsionnelles de consommation minimale permettant l’évitement de col-

lision de N conjonctions rapides, évalué en termes de probabilité maximale maximale vis-à-vis de
chaque objet est solution du problème d’optimisation défini comme la minimisation dans l’orthant
positif d’une fonction linéaire sous des contraintes quadratiques non convexes et des contraintes
linéaires :

min
∆v∈Rn

cT∆v

sous

∆vTQj∆v + 2qTj ∆v + pj > εmax
j , j = 1, · · · , N,

A∆v � b,
∆v � 0

(4.24)

où cT =
[

1, 1, · · · , 1
]
∈ Rn, Qj, qj et pj sont donnés par (4.18). La matrice A et le vecteur

b sont donnés par (4.15).

4.3 Minimisation d’une fonction linéaire sous des contraintes qua-
dratiques non convexes

4.3.1 Préliminaires

Quelle que soit la nature de la spécification d’évitement choisie dans la section précédente, nous
aboutissons à la formulation d’un problème d’optimisation générique de minimisation d’une fonction
linéaire sous des contraintes quadratiques non convexes et des contraintes linéaires.

f∗ = min
x∈Rn

cTx

sous

xTQjx+ qTj x+ pj > 0, j = 1, · · · , N,
Ax � b,
x � 0,

(4.25)

où Qj � 0, ∀ j = 1, · · · , N . Le Problème (4.25) est un cas particulier des problèmes d’optimisation
quadratiques sous contraintes quadratiques (QCQP) pour lesquels peu d’algorithmes existent dans
la littérature [51, Section 8] quand le problème comprend plus d’une contrainte quadratique. Pour
de tels problèmes, même la recherche d’une solution réalisable est un problème difficile. Dans le
cas général où les hypothèses de convexité du domaine réalisable ne sont pas vérifiées, même le cas
plus simple pour lequel le critère est une fonction linéaire est un problème dit NP-difficile [105].
Afin de mieux visualiser cette difficulté de résolution, nous donnons un exemple simple en deux
dimensions, décliné suivant trois modalités, qui illustrent les différents niveaux de difficulté que l’on
peut rencontrer dans ce type de problème d’optimisation globale.
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Exemple 1.
A partir du problème d’optimisation QCLP suivant

min
x∈R2

cTx

sous

xTQjx+ qTj x+ pj > 0, j = 1, · · · , N,
Ax � b,
x � 0,

(4.26)

trois configurations différentes pour lesquelles, seule la contrainte linéaire Ax � b varie, sont
examinées. Les données communes du problème d’optimisation pour les trois configurations sont
les suivantes :

- N = 5 ;

- c =

[
4
−1

]
;

- Contraintes quadratiques :

Q1 =

[
0.1458 −0.0601
−0.0601 0.2153

]
, q1 =

[
0.2225
1.0511

]
, p1 = 0.7991

Q2 =

[
0.1458 0.0601
0.0601 0.2153

]
, q2 =

[
0.7036
0.6711

]
, p2 = 0.0392

Q3 =

[
1 0
0 0.0625

]
, q3 =

[
4

−0.125

]
, p3 = 3.0625

Q4 =

[
0.0933 0.0308
0.0308 0.0578

]
, q4 =

[
0
0

]
, p4 = −1

Q5 =

[
0.1450 −0.1050
−0.1050 0.1450

]
, q4 =

[
0
0

]
, p4 = −1.

(4.27)

Pour les différences entre les trois configurations, nous avons fait varier le vecteur b de la
contrainte linéaire. Les Figures 4.1, 4.2 et 4.3 montrent le domaine réalisable (domaine en
blanc à l’intérieur du rectangle défini par les sommets (−5,−6), (−5, 6), (5,−6), (5, 6)) pour
chaque problème d’optimisation défini par la configuration.

- A1 = I2, b1 =

[
4
5

]
. Dans cette configuration, l’optimum est obtenu au point x∗1 = 0,

x∗2 = 5 qui est un sommet du polytope des contraintes linéaires. Cette solution aurait
pu être obtenue en résolvant le sous problème d’optimisation linéaire extrait du problème
QCLP d’origine en en retirant les contraintes quadratiques.
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Figure 4.1 – Configuration 1 : solution optimale pour la minimisation d’une fonction linéaire
sous des contraintes quadratiques non convexes.

- A2 = I2, b2 =

[
3.5
2

]
. Dans cette configuration, l’optimum est obtenu, de manière

approchée, au point x∗1 = 3.038, x∗2 = 0.618 qui est un des sommets du domaine réalisable
qui est non convexe.

Figure 4.2 – Configuration 2 : solution optimale pour la minimisation d’une fonction linéaire
sous des contraintes quadratiques non convexes.

- A3 = I2, b3 =

[
4

3.7

]
. Dans cette configuration, le domaine réalisable est non seulement
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non convexe mais également non connexe et l’optimum est obtenu, de manière approchée,
au point x∗1 = 0.69, x∗2 = 3.7.

Figure 4.3 – Configuration 3 : solution optimale pour la minimisation d’une fonction linéaire
sous des contraintes quadratiques non convexes.

[27]

4.3.2 Relaxation SDP

Principe de la relaxation

La relaxation SDP du Problème d’optimisation non convexe (4.25) repose sur une technique
de relèvement de l’espace des variables de décision initial vers un espace des variables de décision
de la relaxation qui inclut le premier. Pour cela, on introduit une variable matricielle définie par
X = xxT . En introduisant cette variable additionnelle, le Problème (4.25) peut se réécrire comme le
problème d’optimisation dont les contraintes sont affines à l’exception de la contrainte non convexe
liant les variables X et x et qui est une contrainte sur le rang de X :

min
x,X

cTx

sous

trace(QjX) + qTj x+ pj > 0, j = 1, · · · , N,
Ax � b,
x � 0,

X − xxT = 0.

(4.28)

On a bien un relèvement puisque l’espace des variables de décision initial est de dimension n alors
que l’espace des variables de décision de (4.28) est de dimension n2 +n. Pour obtenir une relaxation
convexe, il s’agit de remplacer la contrainte non convexe par la contrainte moins stricte X � xxT
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pour obtenir :

f∗sdp = min
x,X

cTx

sous

trace(QjX) + qTj x+ pj > 0, j = 1, · · · , N,
Ax � b,
x � 0,[

1 xT

x X

]
� 0.

(4.29)

La valeur optimale du Problème (4.29) est une borne inférieure de la valeur optimale du Problème
(4.25), c.-à-d. f∗sdp 6 f∗. Un certain nombre de résultats concernant les liens entre les solutions de
cette relaxation et les solutions du problème initial non convexe peuvent être présentés de manière
synthétique dans la remarque suivante.

Remarque 18.
- Si le problème initial est convexe alors la relaxation est exacte et f∗sdp = f∗.
- Si la paire optimale (X∗, x∗) de la relaxation SDP vérifie la contrainte X∗ = x∗x∗

T alors x∗

est la solution optimale du problème initial.
- Si la paire (X,x) est une paire réalisable de la relaxation SDP alors x est réalisable pour
toute contrainte convexe du problème initial.

Sauf cas particuliers tels que ceux présentés dans les exemples 2D, la paire optimale (X∗, x∗)
solution de la relaxation SDP ne fournit pas une solution réalisable pour le problème initial et
l’on a également f∗sdp < f∗. Une procédure de post-traitement de la solution (X∗, x∗) est alors
nécessaire afin d’obtenir une solution réalisable (éventuellement approximativement optimale) au
problème initial. Cette phase de post-traitement peut consister en une randomisation gaussienne
afin de générer une solution sous-optimale [76], en une procédure de réduction de rang (dite aussi
purification) [83] ou en certaines techniques spécifiques de décomposition en matrices de rang 1
[102].

La première approche, par exemple, repose sur une interprétation probabiliste du problème
initial. En effet, si (X∗, x∗) est la paire optimale de la relaxation SDP alors il est possible de
construire une distribution normale de moyenne µ∗ = x∗ et de matrice de covariance Σ∗ = X∗ −
x∗x∗

T . En définissant le vecteur aléatoire ξ ∼ N (µ,Σ), il est possible de montrer que la paire (µ∗,Σ∗)
est une solution du problème d’optimisation probabiliste :

min
µ,Σ

E(ξ) = cTµ

sous

E(gj(ξ)) = trace(QjΣ) + µTQjµ+ qTj µ+ pj > 0, j = 1, · · · , N,
E(Aξ) = Aµ � b,

E(ξ) = µ � 0,
Σ � 0,

(4.30)

où gj(ξ) = ξTQjξ + qTj ξ + pj , j = 1, · · · , N . Cette interprétation montre que toute réalisation
ξr du vecteur aléatoire ξ ∼ N (µ,Σ) ainsi distribué peut être un candidat pour être une solution
réalisable du problème initial puisque solution de ce problème « en moyenne ». Ainsi, l’obtention
de la paire optimale (X∗, x∗) fournit un moyen alternatif afin de générer des solutions approchées
du problème initial. Toutefois, cette procédure de randomisation de la solution de la relaxation
SDP doit être adaptée à la structure particulière de chaque problème d’optimisation quadratique
traité. Nous présentons une adaptation de cette procédure dans notre cas particulier en utilisant
une homogénéisation du problème initial [107], [102], [76].
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Obtention d’une solution sous-optimale réalisable par randomisation

Les éléments discutés dans les sections précédentes sont maintenant résumés et présentés synthé-
tiquement et formellement dans deux algorithmes. Nous notons K l’ensemble réalisable du problème
d’optimisation (4.25). L’Algorithme (4) présente la procédure de randomisation et de mise à l’échelle
qui est une sous routine de l’Algorithme (5) qui est l’algorithme global.

Algorithme 4 RandomScaled(x̄∗, X∗, Cent)

Entrée: Solutions optimales de la relaxation SDP : x̄∗ et X∗, vecteurs des centres des ellipsoides des
contraintes quadratiques Cent(j), j = 1, · · · , N .

Sortie: Un ensemble de points x(i) ∈ K.

1: Tirage d’un nombre L de points ξ(i), i = 1, · · · , L dans la gaussienne N (x̄∗, X∗ − x∗x∗T ) tronquée dans
le polyèdre {Ax � b, x � 0} ;

. Filtrage des points réalisables dans le tirage initial par rapport aux contraintes quadratiques
2: pour i← 1 à L faire
3: si ξ(i) ∈ K pour alors
4: x(i)← ξ(i) ;
5: sinon
6: pour j ← 1 à N faire

7: Calculer val(j) =
[
ξ(i)T 1

]
∗
[

Qj qj/2
qj/2 pj + 1

]
∗
[
ξ(i)
1

]
;

8: fin pour
9: valmin ← min

k=1,··· ,N
val ;

10: kmin← arg

[
min

k=1,··· ,N
val

]
;

11: si valmin > 0 alors
12: ξscaled(i) = ((ξ(i)− Cent(kmin))/

√
valmin ) + Cent(kmin) ;

13: fin si
. Filtrage des points mis à l’échelle par l’ensemble réalisable K

14: si ξ(i)scaled ∈ K alors
15: x(i)← ξ(i)scaled ;
16: fin si
17: fin si
18: fin pour
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Algorithme 5 SDR(c,Qj , qj , pj , A,B)

Entrée: Données du Problème d’optimisation (4.25) : vecteur coût c, matrices Qj , j = 1, · · · , N , A, vecteurs
qj , j = 1, · · · , N , b, points pj , j = 1, · · · , N .

Sortie: Approximation x∗ de la solution optimale du Problème d’optimisation (4.25).

1: Résolution de la relaxation SDP (4.29) pour obtenir x̄∗ et X∗ ;
. Test de réalisabilité de la solution de la relaxation
2: pour j ← 1 à N faire
3: Cent(j)← −0.5 ∗Qj ∗ qj ;
4: fin pour
5: si x̄∗ ∈ K alors
6: x∗ ← x̄∗ ; Stop ;
7: sinon
8: x← RandomScaled(x̄∗, X∗, Cent) ;
9: x∗ ← arg

[
min
i
cTx(i)

]
;

10: fin si

Remarque 19.
En l’état actuel de notre travail, l’étape de randomisation et de mise à l’échelle des points tirés ne

permet pas d’assurer que ceux-ci soient tous réalisables vis-à-vis des contraintes linéaires mais éga-
lement des autres contraintes quadratiques. De plus, le cas où valmin est négatif devra être examiné
en détails. Toutefois, cette procédure préliminaire est intéressante car elle localise un certain nombre
de points tirés sur la frontière du domaine réalisable, permettant ainsi une meilleure approximation
de la solution optimale.

4.3.3 Quelques exemples illustratifs

Pour l’ensemble des méthodes étudiées, nous avons traité deux types d’exemples numériques.
Une première partie s’attache à utiliser les trois exemples en dimension 2 définis par l’Exemple 1
et pour lesquels il est possible de visualiser les domaines de réalisabilité ainsi que les optima dans
le plan des variables de décision. On peut ainsi vérifier graphiquement la solution fournie par les
différentes méthodes. La phase de randomisation est faite avec un tirage gaussien tronqué de 104

points pour l’ensemble des exemples présentés.

Exemples didactiques en deux dimensions

A l’instar de ce que nous avons déjà présenté à l’Exemple 1, nous partons du problème d’opti-
misation QCLP suivant

min
x∈R2

cTx

sous

xTQjx+ qTj x+ pj > 0, j = 1, · · · , N,
Ax � b,
x � 0,

(4.31)

pour lequel 4 configurations différentes sont examinées. Les données communes du problème d’op-
timisation pour les 4 configurations sont les suivantes :

- N = 5 ;

- c =

[
4
−1

]
.
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Les trois premières configurations correspondent aux trois premiers exemples de l’Exemple 1 que
nous avons repris. Nous avons ensuite ajouté un quatrième exemple pour lequel nous avons fait
varier le vecteur b de la contrainte linéaire ainsi que les contraintes quadratiques.

Exemple 2.

1- Pour cet exemple, la solution obtenue après 2.64 s est x∗1 = 0, x∗2 = 5 qui est la solution
optimale puisque la résolution de la relaxation SDP fournit les solutions :

x∗ =

[
0
5

]
, X∗ =

[
7.1875 1.7101
1.7101 31.0316

]
.

Il est à noter que la phase de randomisation n’a pas été utilisée ici du fait que la solution
x∗ fournie par la relaxation SDP est effectivement réalisable et optimale.

Figure 4.4 – Exemple 1 en 2D : domaine réalisable et solution obtenue x∗1 = 0, x∗2 = 5.

2- Pour cet exemple, la solution sous-optimale obtenue après 5.09 s est x∗1 = 3.0395, x∗2 =
0.6191. La résolution de la relaxation SDP fournit les solutions :

x∗ =

[
0
2

]
, X∗ =

[
6.9823 1.8186
1.8186 9.6281

]
.

Cette fois x∗ n’est pas réalisable et rang(X∗) = 2. La phase de randomisation est donc
nécessaire afin de déterminer une approximation réalisable de la solution optimale.
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Figure 4.5 – Exemple 2 en 2D : domaine réalisable avec la distribution initiale des points
tirés dans la gaussienne tronquée (points noirs) et les points mis à l’échelle en bleu ainsi que la
solution sous-optimale obtenue x∗1 = 3.0625, x∗2 = 0.617.

3- Pour cet exemple, la solution sous-optimale obtenue après 3.89 s est x∗1 = 0.7106, x∗2 =
3.7. La résolution de la relaxation SDP fournit les solutions :

x∗ =

[
0

3.7

]
, X∗ =

[
5.9218 1.4181
1.4181 19.1894

]
.

Dans ce dernier cas, de nouveau x∗ n’est pas réalisable et rang(X∗) = 2. La phase de
randomisation est donc nécessaire afin de déterminer une approximation réalisable de la
solution optimale.

Figure 4.6 – Exemple 3 en 2D : domaine réalisable avec la distribution initiale des points
tirés dans la gaussienne tronquée (points noirs) et les points mis à l’échelle en bleu ainsi que la
solution sous-optimale obtenue x∗1 = 0.7106, x∗2 = 3.7.

4- Les contraintes linéaires sont données par A1 = I2, b1 =

[
0.4
0.55

]
et les contraintes
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quadratiques par :

Q1 =

[
14.58 −6.01
−6.01 21.53

]
, q1 =

[
−6.524
−14.5637

]
, p1 = 3.5276

Q2 =

[
25 0
0 25

]
, q2 =

[
−15
−10

]
, p2 = 2.25

Q3 =

[
25 0
0 6.25

]
, q3 =

[
−22.5
−55

]
, p3 = 5.0625

Q4 =

[
19.75 9.0933
9.0933 9.25

]
, q4 =

[
−17.889
−10.059

]
, p4 = 3.2147

Q5 =

[
13.2812 −11.7187
−11.7187 13.2812

]
, q4 =

[
1.7188
−3.2813

]
, p4 = −0.6797.

(4.32)

Dans cette configuration, l’optimum est obtenu directement sans randomisation au point
x∗1 = 0, x∗2 = 0.4 qui est le sommet en haut et à gauche du polytope des contraintes
linéaires.

Figure 4.7 – Exemple 4 : en 2D : domaine réalisable avec la distribution initiale des points
tirés dans la gaussienne tronquée (points noirs) et les points mis à l’échelle en bleu ainsi que la
solution sous-optimale obtenue x∗1 = 0, x∗2 = 0.4.

Exemples aléatoires

Une seconde partie propose des exemples construits aléatoirement en dimension supérieure ou
égale à 2 afin de mieux cerner les limites numériques des approches proposées, en termes de nombres
de variables, en particulier. Deux types d’exemples aléatoires sont proposés. Dans la première série
d’exemples aléatoires, pour un nombre donné d’impulsions (fixant la dimension n du problème
d’optimisation), un nombre N fixé de contraintes quadratiques construites de manière aléatoire
dans cet espace de dimension n est choisi. Le centre de chaque ellipsoide est tiré uniformément
aléatoirement dans l’intervalle [−2, 2]. Finalement, un polytope du type 0 6 xi 6 x̄i, pour i =
1, · · · , n est construit de manière aléatoire (x̄i est uniformément distribué entre 1 et 3). Dans la
seconde série, une contrainte parmi les N contraintes quadratiques est choisie comme la boule de
centre l’origine de l’espace et de rayon fixé à 0.5, permettant d’éviter la solution 0 qui est une
solution « facile » à obtenir numériquement quand le point est réalisable. De plus, le critère linéaire
à optimiser correspond au critère de consommation utilisé pour le problème d’évitement de collision
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avec cT =
[

1, 1, · · · , 1
]
∈ Rn. Il est toutefois important de remarquer que les résultats

proposés dépendent très fortement de la manière dont sont générés aléatoirement les exemples
étudiés. Ces exemples ne doivent donc constituer qu’une illustration de quelques caractéristiques
des méthodes testées et de leur implémentation numérique qui reste très préliminaire et mériterait
des développements numériques plus approfondis.

Exemple 3.
Dans le Tableau 4.1 (ainsi que dans le Tableau 4.2), nous donnons le nombre effectivement
calculé de variables n non nulles à l’optimum, le nombre de contraintes quadratiques N , le
temps CPU mesuré approximativement par MATLAB c© pour résoudre le problème, la valeur du
critère à l’optimum calculé par la méthode des relaxations successives des moments présentée
dans la section suivante et certifiée numériquement f∗d et finalement la valeur du critère minimal
f∗SDR, obtenu par la méthode SDR.

Case Caractéristiques de la solution
# n N L CPU (s) f∗d f∗SDR

2D 1 2 10 104 3.8 0.84 0.8412
2D 2 2 30 104 5.26 2.17 2.1835
3D 3 17 104 4.68 1.45 1.47
4D 3 10 105 22 0.0891 0.1443
5D 5 10 105 5.95 0.5074 0.655
8D 0 6 105 2.37 0 0

Table 4.1 – Quelques résultats de la méthode SDR pour une série d’exemples aléatoires

Case Caractéristiques de la solution
# n N L CPU (s) f∗d f∗SDR

2D 1 2 10 104 4.3 1.3703 1.3717
2D 2 2 30 104 7.43 0.6527 0.6527
3D 3 17 104 5.15 0.5402 0.5667
4D 4 10 105 4.03 0.5 0.5732
5D 5 10 105 4.8 1.142 1.7956
8D 8 2 106 11173 3.1623 5.77

Table 4.2 – Quelques résultats de la méthode SDR d’exemples aléatoires avec boule d’exclusion
autour de 0

L’analyse des Tableaux 4.1 et 4.2 permettent de dégager quelques conclusions intermédiaires.
- Avec un tirage aléatoire limité à 10000 points, la méthode est relativement efficace en temps de
calcul et fournit des points réalisables et une approximation correcte de la solution optimale ;

- cette approximation de la solution optimale se dégrade avec la dimension du problème mais
peut être améliorée en faisant un plus grand tirage d’échantillons aux dépens du temps de
calcul qui en sera logiquement augmenté ;

- La difficulté de résolution des exemples telle qu’elle a été définie dans la deuxième série
d’exemples n’a pas d’impact visible sur l’efficacité de la méthode.
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4.4 Une hiérarchie de relaxations SDP pour l’optimisation polyno-
miale

Cette section a pour objectif de présenter un algorithme de résolution du Problème (4.25) par
relaxations SDP successives convergeant vers l’optimum global du problème d’optimisation non
convexe initial. L’idée principale consiste à montrer que tout problème d’optimisation polynomiale
sous contrainte et sous des hypothèses de compacité de l’ensemble réalisable peut être reformulé
comme un problème de programmation linéaire dans l’espace des mesures positives. Ce dernier est
certes un problème de programmation linéaire mais en dimension infinie et portant sur une variable
d’optimisation (une mesure inconnue) difficile à manipuler directement. Celle-ci peut toutefois être
manipulée à l’aide de ses moments et il est alors possible de formuler une hiérarchie de relaxations
SDP portant sur les moments de la mesure inconnue dont les optima successifs vont converger vers
l’optimum global du problème initial. Dans un premier temps, nous donnons les éléments théoriques
de base indispensables à la bonne compréhension de l’algorithme de calcul final. L’ensemble du
matériel a été extrait des deux références classiques sur le sujet [74] et [73].

4.4.1 Equivalence avec un problème de programmation linéaire dans l’espace
des mesures positives

Nous rappelons que le problème d’optimisation initial dont nous souhaitons calculer la solution
globalement optimale est le QCLP donné génériquement par :

f∗ = inf
x∈Rn

f(x) = cTx

sous

gj(x) = xTQjx+ qTj x+ pj > 0, j = 1, · · · , N,
gk(x) = Akx− bk > 0, k = N + 1, · · · , 7N + n,

gi(x) = xi > 0, i = 7N + n+ 1, · · · , 7N + 2n,

(4.33)

où les matrices symétriques Qj sont semi-définies positives, c.-à-d. Qj � 0. Si l’on définit l’ensemble
des solutions réalisables de ce problème d’optimisation comme :

K = {x ∈ Rn : gj(x) > 0, j = 1, · · · , 7N + 2n} , (4.34)

on peut montrer, en utilisant [74, Section 5.1] que

f∗ = inf
ν∈M(K)+

∫
K
fdν

sous ν(K) = 1.
(4.35)

Le Problème (4.35) est un problème d’optimisation linéaire en dimension infinie sur l’espace des
mesures positives. En effet, une isométrie isomorphe lie le dual topologique C0 (K,R)∗ de l’espace de
Banach (C0 (K,R) , supK) (l’espace des fonctionnelles linéaires l définies sur C0 (K,R)) à l’ensemble
M(K) des mesures de Borel finies, signées et définies sur K. De plus, le cône des mesures de
Borel M(K)+ ⊂ M(K), positives sur K est le cône dual du cône convexe C0 (K,R)+ (M(K)+ =
C0 (K,R)∗+) (cf. Figure 4.8 pour une vue schématique de ce développement et [92] pour un traitement
mathématique rigoureux). Le crochet de dualité entre les fonctions continues et les mesures de Borel
est alors donné comme :

< f, ν >=

∫
K
fdν. (4.36)
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On obtient donc que M(K)+ = C0 (K,R)∗+ = {ν ∈M(K) : ν > 0} et le Problème (4.35) est bien
un problème d’optimisation linéaire en dimension infinie sur l’espace des mesures positives que l’on
peut réécrire :

f∗ = inf
ν∈M(K)

< f, ν >

sous
< 1, ν > = 1

ν > 0.

(4.37)

Même si le Problème (4.37) est un problème de PL, le fait qu’il soit posé dans l’espace des mesures
positives (donc en dimension infinie) ne permet pas de l’aborder en raisonnant directement sur la
variable de décision qui est la mesure inconnue ν. Toutefois, il est possible de manipuler la mesure ν
à travers ses moments. En effet, le Problème (4.37) peut également être formulé comme le problème
d’optimisation

f∗ = inf
y

∑
α∈Nnd

fαyα : ∃ ν ∈M(K)+ t.q. y0 = 1; yα =

∫
K
xαdν, ∀ α ∈ Nnd

 .

Comme il sera vu dans la section suivante, le vecteur des yi est le vecteur des moments d’ordre 1 de la
mesure inconnue ν. La résolution du Problème (4.37) revient donc à la recherche d’une séquence de
moments y d’une mesure de probabilité de Borel supportée sur l’ensemble semi-algébrique basique
K.

Figure 4.8 – Représentation du rapport de dualité entre les espaces C0 (K,R) (C0 (K,R)+) etM(K)
(M(K)+).
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Remarque 20.
Le problème QCLP initial

f∗ = inf
x∈K

f(x) = cTx

est équivalent au problème :
sup
λ

λ

f(x)− λ > 0, ∀ x ∈ K
(4.38)

qui est un problème linéaire avec une unique variable mais un nombre infini non dénombrable de
contraintes. L’intérêt de cette dernière formulation est qu’elle fournit d’une part, une interprétation
très riche exprimée à travers la recherche de certificats de positivité du polynôme f(x) − λ sur
l’ensemble semi-algébrique basique K et qu’elle est d’autre part, le dual lagrangien du Problème
(4.35). Nous verrons les implications de cette relation dans la suite de ce chapitre.

4.4.2 Caractérisation d’une mesure par ses moments

Les moments d’une measure positive sont la généralisation directe des moments statistiques
usuels (moyenne, asymétrie, kurtosis) d’une mesure de probabilité. Les moments sont les outils
permettant de manipuler une mesure en pratique.

Définition 9 (Moments d’une mesure positive).
Soit l’ensemble K ⊆ Rn, le moment d’ordre α ∈ Nn de la mesure positive ν définie sur l’ensemble
K est le nombre réel :

yα =

∫
K
xα dν.

Le moment d’ordre α n’est rien d’autre que l’intégrale du monôme xα par rapport à la measure ν.
If ν est une mesure finie, alors pour tout α ∈ Nn, |yα| < +∞.

La séquence infinie réelle des moments de la mesure ν sera notée y = (yα)α∈Nn .

Exemple 4.
Soit K = R (n = 1) et soit νg la mesure gaussienne standard. Alors, ses moments sont définis
par :

∀α ∈ N, yα =

∫
K
xα dµg =

∫
R
xαρ (x) dx =

1√
2π

∫
R
xαe−

x2

σ2 dx. (4.39)

Leur forme close est donnée par :

yα =


0 si α impair,
σα+1

√
2π

Γ
(
α+1

2

)
si α pair.

(4.40)

La fonction Gamma, notée Γ, est définie par :

Γ (·) : CR>0 → R,

z 7→
∫ ∞

0
xz−1e−x dx,
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où CR>0 est l’ensemble des nombres complexes numbers ayant une partie réelle positive. Il est
important de remarquer que l’intégrale définissant la fonction est une intégrale impropre conver-
gente.

4.4.3 Le problème des moments

Supposons maintenant que la séquence de nombres réels (yα)α∈Nn est donnée, résoudre le pro-
blème classique des moments sur K revient à répondre aux questions suivantes [74] :

- existe-t-il une mesure de Borel finie positive ν supportée sur K telle que yα =

∫
K
xα dν ? Si

une telle mesure ν existe, elle est appelée mesure représentante de y sur K.
- Cette mesure positive ν est-elle uniquement déterminée par la séquence (yα)α∈Nn ?

Si la mesure representante ν est unique, elle est dite déterminée et sinon elle est dite indéterminée.
Si la séquence donnée (yα)α∈Nn est infinie, le problème des moments est dit complet alors que si la
séquence est finie, on dira que le problème est tronqué [74]. Comme dans la référence [74], l’ensemble
K est un ensemble semi-algébrique basique :

K = {x ∈ Rn | gi(x) > 0 ∀ i = 1, · · · , 7N + 2n = r} .

Quand n = 1 [99], nous retrouvons les définitions classiques des problèmes des moments en dimension
1 tels que les problèmes de :

- Hamburger, pour K = R, (yα)α∈Nn ⊂ R,
- Stieltjes, pour K = R>0, (yα)α∈Nn ⊂ R>0,
- Hausdorff, pour K = [a, b], (yα)α∈Nn ⊂ R,

pour lesquels des solutions existent dans la littérature. Quand n > 1, la solution du problème des
moments multi-dimensionnel n’est pas connue pour des ensembles quelconques K mais certains
résultats peuvent être utilisés quand K est un ensemble semi-algébrique basique. En appliquant le
théorème de Riesz-Haviland sur les ensembles semi-algébriques compacts, des conditions d’existence
de mesures représentantes peuvent être développées.

Théorème 1 (Riesz-Haviland). [74, Theorem 2.34]
Soit la séquence (yα)α∈Nn et l’ensemble fermé K ⊆ Rn. Il existe une mesure de Borel positive,

finie et représentante ν sur K si et seulement si Ly(f) > 0 pour tous les polynômes f ∈ R[x] non
negatifs sur K. Ly(f) est la fonctionnelle linéaire de Riesz associée à la séquence (yα)α∈Nn et définie
par :

Ly : Rn [x] → R,
f =

∑
α∈Nn

fαx
α 7→ Ly (f) =

∑
α∈Nn

fαyα. (4.41)

Exemple 5.

Pour le polynôme p

p : x ∈ R2 7→ p(x) = 1 + 3x1 + 2x2
1 − x1x2,

avec le vecteur des coefficients

p ∈ R6, p =
(
p00 p10 p01 p20 p11 p02

)
=
(

1 3 0 2 −1 0
)
,

93



on obtient :
Ly(p) = y00 + 3y10 + 2y20 − y11.

Dans toute sa généralité, le Théorème 1 n’est pas très utile en pratique. Heureusement, les résultats
sur la représentation des polynômes non négatifs sur des ensembles semi-algébriques basiques [74,
Section 2.4], permettent d’obtenir des conditions de représentatitivité en termes de problèmes SDP.
Associée à la fonctionnelle linéaire de Riesz, on définit la matrice des moments et la matrice de
localisation.

Matrices des moments et de localisation

Définition 10 (Matrice des moments). [74, Section 2.7]
Soient n ∈ N et k ∈ N. Pour une suite donnée (yα)α∈Nn, la matrice des moments d’ordre k

Mk (y) est une matrice symétrique réelle carrée de dimension
(
n+k
n

)
dont les lignes et les colonnes

sont indicées par α ∈ Nnk et définie par :

Mk (y)α,β = Ly(x
αxβ) = yα+β, ∀ α, β ∈ Nnk .

La matrice des moments Mk (y) définit la forme bilinéaire 〈., .〉y sur Rn [x]k ( [74, Section 2.7]) :

〈p, q〉y = Ly(pq) = 〈p,Mk(y)q〉y = pTMk(y)q, ∀ p, q ∈ R(n+k
n ),

où les polynômes p, q ∈ Rn [x]k et leurs vecteurs de coefficients respectifs p, q ∈ R(n+k
n ) ont été

identifiés.

Exemple 6.
Soient n = 2 et k = 2, alors la matrice des moments M2 (y) est exprimée comme :

M2 (y) =



y00 y10 y01 y20 y11 y02

y10 y20 y11 y30 y21 y12

y01 y11 y02 y21 y12 y03

y20 y30 y21 y40 y31 y22

y11 y21 y12 y31 y22 y13

y02 y12 y03 y22 y13 y04

.

Il est important de remarquer que si la mesure ν est une mesure représentante pour la séquence
(yα)α∈Nn , alors :

∀ q ∈ Rn [x] , 〈q,Mk(y)q〉y = Ly
(
q2
)

=

∫
q2 dν > 0.

Ainsi, Mk(y) � 0. La semi-définie positivité de la matrice des moments de la séquence (yα)α∈Nn

est donc une condition nécessaire pour que la séquence ait une mesure représentante ν. Comme
précédemment, le cas multi-dimensionnel est plus complexe que le cas unidimensionnel puisque dans
ce dernier cas, la condition sur la matrice des moments (qui est une matrice de Hankel dans ce cas)
est également une condition suffisante. Dans le cas multi-dimensionnel, des conditions suffisantes
d’existence d’une mesure représentante, portant sur la séquence et sa matrice des moments, ont été
proposées.

Proposition 1 (Condition de Carleman multivariée). [74, Section 2.7]
Soit la suite (yα)α∈Nn satisfaisant Mk(y) � 0 pour tout k = 0, 1, · · · alors :
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- si (yα)α∈Nn vérifie

∀ i = 1, · · · , n,
+∞∑
k=1

Ly

(
x2k
i

)− 1
2k

= +∞, (4.42)

alors (yα)α∈Nn a une mesure représentante déterminée sur Rn.
- S’il existe a, c > 0 tels que

|yα| 6 ca|α|, ∀ α ∈ Nn, (4.43)

alors (yα)α∈Nn a une mesure représentante déterminée dont le support est contenu dans
[−a, a]n.

Les extensions de ce résultat aux mesures supportées dans un ensemble semi-algébrique basique
sont fondées sur les matrices de localisation qui sont maintenant définies.

Définition 11 (Matrice de localisation). [74, Section 2.7.1]
Soient n ∈ N, une séquence (yα)α∈Nn et u ∈ Rn [x] un polynôme confondu avec le vecteur de ces

coefficients suite à un abus de notations, indexés par γ ∈ Nn. Mk (uy) est la matrice de localisation
d’ordre k par rapport à (yα)α∈Nn et u. La matrice de localisation est une matrice symétrique, carrée
de dimensions

(
n+k
n

)
dont les lignes et les colonnes sont indexées par α ∈ Nnk et définie par :

Mk (uy)α,β = Ly

(
u (x)xαxβ

)
=
∑
γ∈Nn

uγyγ+α+β, ∀ α, β ∈ Nnk .

Exemple 7.
Soient n = 2, k = 1 et la séquence (yα)α∈N2. Soit f ∈ R2[x] avec f : x 7→ a + bx1 + cx2

2.
Considérons le premier élément de la matrice de localisation M1 (fy) :

M1 (fy)00,00 = Ly
(
f (x)x00x00

)
= Ly (f (x)) = ay00 + by10 + cy02.

Les autres coefficients sont obtenus de manière identique et la matrice de localisation M1 (f, y)
s’exprime explicitement comme :

M1 (fy) =

ay00 + by10 + cy02 ay10 + by20 + cy12 ay01 + by11 + cy03

ay10 + by20 + cy12 ay20 + by30 + cy22 ay11 + by21 + cy13

ay01 + by11 + cy13 ay11 + by21 + cy13 ay02 + by12 + cy04

.

De même que la matrice des moments, la matrice de localisationMk (uy) définit une forme bilinéaire
〈., .〉uy sur Rn [x]k :

〈p,Mk(uy)q〉uy = Ly(upq),

pour tous les polynômes p, q ∈ Rn[x]d. De plus, si (yα)α∈Nn a une mesure représentante ν, alors :

∀ q ∈ Rn [x]k , 〈q,Mk(uy)q〉uy = Ly
(
uq2
)

=

∫
Rn
uq2 dν.

Ainsi, Mk(uy) � 0 est une condition nécessaire pour que la séquence (yα)α∈Nn ait une mesure
représentante ν dont le support est contenu dans l’ensemble {x ∈ Rn : u(x) > 0}.
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Extensions positives et plates des matrices de moments

Définition 12 (Extension positive et extension plate). [74, Section 2.7.2]
Soit la séquence yα = (yα)α∈Nn2d telle que Md(y) � 0, s’il existe une série de scalaires yβ,

2d < |β| < 2(d + 1) telle que la nouvelle séquence finie (yγ)γ∈Nn2d+2
satisfait Md+1(y) � 0 alors

Md+1(y) est appelée une extension positive de Md(y). Si, de plus, rang(Md+1(y)) = rang(Md(y))
alors Md+1(y) est appelée une extension plate de Md(y).

Théorème 2 (Extension plate et mesure représentante atomique). [74, Section 2.7.2]
Soit la séquence yα = (yα)α∈Nn2d, alors cette séquence admet une une mesure représentanteMd(y)-

atomique µ (cf. Annexe C.1) sur Rn si et seulement si Md(y) � 0 et Md(y) admet une extension
plate Md+1(y) � 0.

Ce théorème sera très important numériquement afin de détecter et construire les solutions
optimales du problème d’optimisation polynomial (4.33)

Exemple 8.
Soit la séquence yα = {2, 1, 1}, α ∈ N1

1. La matrice des moments associée à cette séquence est
donnée par :

M1(yα) =

[
2 1
1 1

]
� 0.

Une extension positive de cette matrice des moments est donnée par la matrice des moments :

M2(yγ) =

 2 1 1
1 1 1
1 1 1

 � 0,

correspondant à la séquence (yγ) = {2, 1, 1, 1, 1, 1}, γ ∈ N1
2. M2(yγ) est également une extension

plate de M1(yα) puisque rang(M2(yγ)) = rang(M1(yα)) = 2 et par le Théorème 2, on en déduit
que la séquence yα admet une mesure représentante 2-atomique µ = δ0 + δ1 (somme de deux
mesures de Dirac définies respectivement en les points {0} et {1}. La détermination exacte des
points {0} et {1} ainsi que des poids attachés à la combinaison linéaire définissant µ fait appel
à un algorithme de reconstruction qui sera vu en détail dans une section suivante.

Le problème des K-moments

Nous nous sommes ainsi dotés de tous les outils permettant d’établir le principal résultat carac-
térisant les séquences (yα)α∈Nn qui sont des séquences de moments d’une mesure positive ν dont le
support supp(ν) ⊂ K ⊂ Rn où K est un ensemble semi-algébrique basique défini par :

K = {x ∈ Rn | gi(x) > 0, ∀ i = 1, · · · , r} (4.44)

pour des polynômes gj ∈ R[x], j = 1, · · · , r donnés. Suivant la terminologie de la référence [74], il
s’agit du problème des K-moments.

Théorème 3 (Conditions LMI). [74, Section 2.7.3]
Soit (yα)α∈Nn une séquence donnée de R et soit K un ensemble défini par (4.44) et supposé

compact. La séquence (yα)α∈Nn a une mesure de Borel finie et représentante dont le support est
contenu dans K si et seulement si

Mk(gJy) � 0, ∀ J ⊆ {1, · · · , r}, ∀ k ∈ N, (4.45)
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où gJ , J ⊂ {1, · · · , r} est la notation pour le polynôme x 7→ gJ(x) =
∏
j∈J

gj(x) (g∅ = 1).

On peut remarquer que Mk(g∅y) = Mk(y) est la matrice des moments d’ordre k associée à
(yα)α∈Nn .

Théorème 4 (Condition de représentation). [74, Section 2.7.3]
Soit l’ensemble K semi-algébrique basique donné par (4.44) pour lequel les polynômes gj ∈ R[x]

sont de degré 2vj ou 2vj − 1, ∀ j = 1, · · · , r et soient une séquence y = (yα)α∈Nn2k et v = max
j
vj.

Alors, (yα)α∈Nn2k a une mesure µ représentante rang(Md−v(y))-atomique dont le support est contenu
dans K si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1- Md(y) � 0, Md−v(gjy) � 0, ∀ j = 1, · · · , r,
2- rang(Md(y)) = rang(Md−v(y)).

Ce résultat est l’équivalent de celui présenté au Théorème 2 relatif à l’extension plate d’une
matrice des moments mais modifié pour tenir compte de la spécificité du problème des K-moments.
Il sera très utile pour la reconstruction des solutions optimales globales du problème d’optimisation
quadratique non convexe.

4.4.4 Une hiérarchie convergente de relaxations SDP

Nous revenons au problème d’optimisation initial dont nous souhaitons calculer la solution glo-
balement optimale tel qu’il a été rappelé à la Section 4.4.1 et donné par :

f∗ = inf
x∈K

f(x) = cTx, (4.46)

où l’ensemble des solutions réalisablesK de ce problème d’optimisation est l’ensemble semi-algébrique,
réel, basique et compact donné par :

K = {x ∈ Rn : gj(x) > 0, j = 1, · · · , r} . (4.47)

Les fonctions polynomiales ou affines gj sont explicitement données en (4.33). Nous définissons
une hiérarchie de relaxations semi-définies 4.48 dont les valeurs optimales constitue une séquence
monotone non décroissante de bornes inférieures qui converge de manière finie vers l’optimum global
f∗ du Problème (4.46).

f∗d = inf
y

Ly(c
Tx)

sous
Md(y) � 0

Md−vj (gjy) � 0, j = 1, · · · , r
y0 = 1,

(4.48)

où g0 = 1 par convention, vj = d(deg(gj))/2e, j = 0, · · · , r, d > d0 = max{d(deg(f))/2e, max
j=1,··· ,r

vj}.
Ly est la fonctionnelle linéaire de Riesz, Md(y) est la matrice des moments et Md−vj (gjy) est la
matrice de localisation associées à y et aux polynômes gj .

Remarque 21.
Dans le cas particulier qui nous concerne où le problème est un problème quadratique non

convexe, la relaxation (4.48) pour d = 1 correspond à la relaxation classique SDP pour laquelle
on a f∗1 6 f∗ et x∗1 n’est pas un point réalisable à l’optimum pour le problème non convexe sauf
quand X∗ = x∗x∗

T .
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Exemple 9.
Soit le problème QCLP avec un seule contrainte quadratique non convexe pour n = 2

f∗ = inf
x∈R2

cTx

sous xTQx+ qTx+ p > 0,
(4.49)

où cT =
[
c1 c2

]
, Q =

[
Q11 Q12

Q12 Q22

]
� 0, qT =

[
q1 q2

]
. La relaxation (4.48) d’ordre 1

pour ce problème va donc s’écrire comme

f∗1 = inf
y

c1y10 + c2y01

sous
M1(y) =

 y00 y10 y01

y10 y20 y11

y01 y11 y02

 � 0

M0(gy) = py00 + q1y10 + q2y01 + 2Q12y11 +Q11y20 +Q22y02 > 0,
y00 = 1,

(4.50)

où g(x) = xTQx+ qTx+ p. La relaxation SDP (4.29) appliquée au problème (4.49) va s’écrire

f∗SDP = inf
x,X

cTx

sous

[
1 xT

x X

]
� 0

trace(QX) + qTx+ p > 0,

(4.51)

où X =

[
x3 x4

x4 x5

]
. En comparant les formulations (4.50) et (4.51), il est facile de voir qu’elles

sont identiques si l’on identifie la séquence finie des moments y = {y00, y10, y01, y20, y11, y02} et
le vecteur des variables de décision [1, x1, x2, x3, x4, x5] de (4.51).

Remarque 22.
Il est facile de montrer que f∗d 6 f∗ pour tout d et de plus, f∗d 6 f∗d+1 pour tout d > d0 puisque

le Problème d’optimisation (4.48) est plus contraint à l’ordre d+ 1 qu’à l’ordre d.

Remarque 23.
La convergence de la séquence de bornes inférieures f∗d est un résultat reposant essentiellement

sur la Positivstellensatz de Putinar [74, Section 2.4.1] qui fournit un certificat de positivité d’un
polynôme sur l’ensemble K en termes de polynômes sommes de carrés comme il sera vu dans la
section suivante établissant le problème dual du Problème (4.48).

Convergence finie de la séquence de relaxations SDP

Une des caractéristiques intéressantes de cette hiérarchie de relaxations est le résultat de conver-
gence finie obtenu sous la condition qu’une hypothèse technique (cf. Hypothèse 2.14 dans la référence
[74, Section 2.4.1]) sur les polynômes définissant l’ensemble K soit vérifiée. Cette hypothèse est re-
lativement faible puisqu’elle est satisfaite dans notre cas du fait de la compacité assumée de cet
ensemble K (cf. [74, Section 2.4.1]).

Théorème 5 (Convergence). [74, Section 6.1.1]
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Soit la relaxation d’ordre d donnée par (4.48) et sa valeur optimale f∗d alors :
1- f∗d → f∗ quand d→∞ ;
2- Si le Problème (4.46) possède un unique minimiseur global x∗ ∈ K et si y∗d est une solution

quasi optimale de la relaxation (4.48) d’ordre d avec Ly(cTx∗) 6 f∗d +1/d alors Ly∗d(xj)→ x∗j
pour tout j = 1, · · · , n.

Remarque 24.
Comme il est indiqué dans le Théorème 6.5 de la référence [74, Section 6.1.1], la convergence

finie vers l’optimum (c.-à-d. il existe un ordre fini d tel que fd = f∗ de la suite de relaxations SDP)
peut être obtenue sous une hypothèse relativement faible portant sur les polynômes définissant les
contraintes (Hypothèse 6.4 de [74, Section 6.1.1]). De plus, le lien entre des conditions classiques
(indépendance linéaire des gradients des contraintes, condition de complémentarité stricte, condi-
tion suffisante d’optimalité du second ordre) et connues en théorie de l’optimisation non linéaire,
optimiseur global et solution optimale de la relaxation est également fait.

Algorithme de calcul des minimiseurs globaux

La résolution de la relaxation d’ordre d (4.48) ne pose pas de difficulté théorique pour un nombre
de variables de décision raisonnable puisqu’il s’agit d’un problème d’optimisation SDP pour lequel
il existe de nombreux solveurs libres et disponibles dans différents langages ([9], [50]). Une fois
cette résolution effectuée, il est nécessaire de disposer d’un test d’optimalité permettant de décider
si f∗d < f∗ (il faut alors augmenter l’ordre de la relaxation si cela est possible numériquement) ou
f∗d = f∗ d’une part et d’une procédure de construction d’une ou des solutions optimales globales dans
ce dernier cas, d’autre part. Une condition suffisante va permettre de fournir un test d’optimalité.

Théorème 6. [74, Section 6.1.2]
Soient f∗d la valeur optimale de la relaxation (4.48) d’ordre d, supposée être atteinte à la solution

y∗d et v = max
j=1,··· ,r

vj. Si rang(Md−v(y
∗
d)) = rang(Md(y

∗
d)) alors f∗d = f∗ et il existe au moins

s = rang(Md(y
∗
d)) minimiseurs globaux.

Le Théorème 6 établit l’existence des solution optimales globales si la condition de rang est
satisfaite. De plus, si cette condition de rang est satisfaite et comme il a été vu à l’Exemple 9, les
solutions optimales globales du problème initial non convexe peuvent être obtenues à l’aide de la
connaissance de la séquence optimale y∗d. Dans un premier temps, nous présentons les principes de
l’extraction de ces solutions optimales pour ensuite les synthétiser dans un algorithme d’extraction.

Nous supposons donc que la relaxation (4.48) d’ordre s est exacte (f∗s = f∗) et que la condition
de rang du Théorème 6 est vérifiée :

rang(Ms−v(y
∗
s)) = rang(Ms(y

∗
s)) = k. (4.52)

Plusieurs étapes distinctes sont nécessaires afin de réaliser l’extraction des k solutions optimales
x(i) ∈ Rn, i = 1, · · · , k.

1- Factorisation de Cholesky V V T de Ms(y
∗
s) :

Si la condition de rang (4.52) est vraie en y∗s , on sait d’après le Théorème 4 que y∗s est le
vecteur des moments d’une mesure de probabilité de Borel k-atomique µ et supportée sur
l’ensemble K. Cela signifie que cette mesure peut être écrite :

µ =
k∑
j=1

λjδx(j), λj > 0, ∀ j,
k∑
j=1

λj = y0 = 1.
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Il est donc possible d’écrire la matrice des moments comme :

Ms(y
∗
s) =

k∑
j=1

λjvs(x
∗(j))vs(x

∗(j))T = V̄ DV̄ T ,

où D ∈ Mk,k(R) est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les λj et V̄ =[
vs(x

∗(1)) vs(x
∗(2)) · · · vs(x

∗(k))
]
. De fait, la valeur exacte des poids λj n’influence

pas la procédure d’extraction puisqu’une autre matriceMs(ỹ
∗
s) calculée avec d’autres poids λ̃j

donnerait les mêmes solutions globales optimales x(j)∗, j = 1, · · · , k. De ce fait, la première
étape se résume à décomposer la matrice Ms(ỹ

∗
s) en facteurs de Cholesky Ms(ỹ

∗
s) = V V T .

La factorisation de Cholesky est une fonction classique disponible dans toutes les librairies
d’algèbre linéaire (fonction chol dans MATLABr).

2- Calcul de la forme échelonnée en colonnes U de la matrice V :
Pour n’importe quelle matrice V , il est possible de réaliser des opérations élémentaires portant
sur ses colonnes (échange de deux colonnes, combinaison linéaire de colonnes remplaçant une
colonne) afin d’obtenir une forme particulière pour cette matrice qui sera telle que :
1- Toutes les colonnes nulles sont à droite ;
2- Le premier élément non nul de chaque colonne est 1 (1 pivot) ;
3- Si j > i, le 1 pivot de la colonne cj est sous le 1 pivot de la colonne ci.
Fondée sur un algorithme d’élimination de Gauss, la forme échelonnée en colonnes U de la
matrice V peut être obtenue comme la matrice transposée de la forme échelonnée réduite en
lignes de la matrice V . Ainsi, elle sera obtenue comme U = chol(V )′ en MATLABr).

Exemple 10.

Les matrices suivantes sont sous forme échelonnée en colonnes 1 0 0
0 1 0
3 2 0

 ,
 0 0

1 0
2 1

 , [
0 0 0
1 0 0

]
,

alors que celles-ci ne le sont pas : 1 0 0
0 0 1
3 0 0

 ,
 0 0

1 0
0 2

 , [
0 1 0
1 0 0

]
.

Si l’on indexe chaque ligne de U avec un monôme xα dans la base de vs(x), les éléments pivots
de U correspondent aux monomes xβj , j = 1, · · · , k de la base générant les k solutions. Cela
signifie que si l’on note w(x) =

[
xβ1 xβ2 · · · xβk

]T , alors
vx(x) = Uw(x) (4.53)

pour toute solution x = x(j)∗, j = 1, 2, · · · , k.
3- Résolution du système polynomial (4.53) :

Il est donc nécessaire de trouver les solutions du système polynomial (4.53) afin d’obtenir les
solutions optimales globales. Cela se réduit en fait à résoudre un problème d’algèbre linéaire
décomposé en plusieurs étapes.
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3.1- Extraction des matrices de multiplication Ni, i = 1, · · · , n définies par :

Niw(x) = xiw(x), i = 1, · · · , n.

3.2- Former la combinaison linéaire aléatoire des matrices de multiplication :

N =

n∑
i=1

λiNi,

où λi > 0, i = 1, · · · , n sont des nombres aléatoires tels que
n∑
i=1

λi = 1.

3.3- Calculer la décomposition ordonnée de Schur de N :

N = QTQT ,

où Q =
[
q1 q2 · · · qk

]
∈Mk,k(R) est une matrice orthogonale et T est une matrice

triangulaire supérieure avec les valeurs propres de N sur sa diagonale, rangées dans l’ordre
croissant.
On obtient les solutions optimales comme :

xi(j)
∗ = qTj Niqj , i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , k.

Cette procédure, utilisée dans le code de la boite à outils MATLABr GloptiPoly dédiée à la
résolution de problèmes des moments [60], est résumée dans l’Algorithme 6.

Algorithme 6 Extraction des minimiseurs globaux
Entrée: Matrice des moments Ms(y

∗
k) d’ordre k.

Sortie: r points x(i)∗ ∈ K, i = 1, · · · , k qui constituent le support des solutions optimales du Problème des
moments d’ordre d.

1: Calculer la factorisation de Cholesky V V T de Ms(y
∗
k) ;

2: Calculer la forme échelonnée en colonne U de V ;
3: Extraire les matrices de multiplication Ni, i = 1, · · · , n de U ;

4: Calculer N =

n∑
i=1

λiNi avec les coefficients λi, générés aléatoirement ;

5: Calculer la décomposition de Schur N = QTQT ;
6: Calculer Q =

[
q1 q2 · · · qk

]
;

7: Calculer xi(j)∗ = qTj Niqj pour i = 1, · · · , n et j = 1, · · · , k.

Des exemples numériques d’application de cet algorithme d’extraction sont donnés dans la réfé-
rence [59] ainsi qu’une discussion détaillée sur les aspects numériques du test portant sur la condition
de rang (4.52). D’autre part, une heuristique est également proposée pour étendre cette procédure
aux cas pour lesquels cette condition n’est pas vérifiée afin de reconstruire des solutions qui, toutefois
pourront être non réalisables pour le problème initial.

Remarque 25.
Quand la condition de rang (4.52) et que la matrice des moments est de rang 1, la solution

optimale globale est unique et égale au vecteur des moments d’ordre 1.
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Algorithme général de résolution

Nous présentons maintenant l’algorithme général mettant en œuvre la méthode utilisant les
relaxations convexes successives des moments.

Algorithme 7 Hiérarchie de relaxations convexes
Entrée: Vecteur de la fonction coût c, l’ensemble K défini par les contraintes quadratiques et les contraintes

affines gj , j = 1, · · · , r, un nombre d̄ pour l’ordre de relaxation le plus élevé à utiliser.
Sortie: Valeur optimale f∗ de la fonction critère et vecteur optimal x∗ minimiseur global du Problème (4.46)

ou borne inférieure f∗d de f∗.

. Résolution du problème SDP de la relaxation d’ordre d
1: Résoudre le problème d’optimisation SDP (4.48) pour obtenir f∗d et y∗d s’il existe ;
2: si y∗d n’existe pas alors
3: f∗d ne fournit qu’une borne inférieure f∗d 6 f

∗ ;
4: sinon si d < d̄ alors
5: d← d+ 1 ;
6: Retour à l’étape 1 ;
7: fin si
. Test d’optimalité globale
8: si rang(Md−v(y∗d)) = rang(Md(y∗d)) = k avec v = max

j
vj alors

9: f∗d = f∗ et il existe au moins rang(Md(y∗d)) = k minimiseurs globaux y∗ pouvant être extraits.
10: fin si
11: si (rang(Md−v(y∗d)) 6= rang(Md(y∗d))) et (d < d̄) alors
12: d← d+ 1 ;
13: Retour à l’étape 1 ;
14: sinon
15: Stop. f∗

d̄
n’est qu’une borne inférieure de f∗.

16: fin si

Remarque 26.
Le vecteur c définissant le critère peut être arbitrairement choisi par l’utilisateur dans l’Algo-

rithme 7 alors que pour le problème d’évitement de collision, il est imposé que cT =
[

1 1 · · · 1
]
∈

Rm.

4.4.5 Liens avec les certificats de positivité des polynômes via la dualité SDP

La relaxation d’ordre d (4.48) est un problème d’optimisation SDP (donc convexe) pour lequel
il est possible d’appliquer la dualité conique Lagrangienne classique [27, Chap. 5]. En notant,
Md(y) = vd(y)vd(y)T =

∑
|α|62d

C0
αy

α et Md−vj (gjy) =
∑
|α|62d

Cjαyα, avec les matrices symmétriques

réelles Cjα, j = 0, 1, · · · , r de dimensions appropriées, le multiplicateur de Lagrange pour chaque
contrainte SDP est une matrice semi-définie positive Xj . Ainsi, le lagrangien associé au Problème
primal (4.48) est donné par :

L(y, λ,Xj) = cT y + λ(1− y0)− 〈Md(y), X0〉 −
∑

16j6r

〈Md−vj (gjy), Xj〉, (4.54)

où le produit scalaire usuel pour les matrices réelles est 〈A,B〉F = trace
(
ATB

)
=
∑
i,j
AijBij et les

matrices Xj � 0, ∀ j = 0, · · · , r. La fonction duale est définie comme g(y, λ,Xj) = infy L(y, λ,Xj).
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Puisque L(y, λ,Xj) est une fonction affine du vecteur des moments y, on obtient :

g(y, λ,Xj) =

 λ, si
cα − λ1α=0 −

∑
06j6r

〈Cjα, Xj〉 = 0, ∀α ∈ Nn2d,

Xj � 0, ∀ j = 0, · · · , r
−∞, sinon.

(4.55)

Le dual de (4.48) s’écrit donc comme :

λ∗d = sup
λ,Xj

λ

sous
cα − λ1α=0 −

∑
06j6r

〈Cjα, Xj〉 = 0, ∀α ∈ Nn2d,

Xj � 0, ∀ j = 0, · · · , r.

(4.56)

Remarque 27.
Pour le cas particulier des relaxations SDP (4.48) associées au problème d’optimisation polyno-

mial (4.33), la forme du problème dual (4.56) sera telle que cα = 0 pour |α| > 1.

Exemple 11.

Reprenons l’Exemple (9) pour lequel on considère le problème QCLP avec un seule contrainte
quadratique non convexe pour n = 2 et auquel on ajoute les contraintes de boites 1− x2

1 > 0 et
1− x2

2 > 0.
f∗ = inf

x∈R2
cTx

sous
xTQx+ qTx+ p > 0,

1− x2
1 > 0,

1− x2
2 > 0,

(4.57)

où cT =
[
c1 c2

]
, Q =

[
Q11 Q12

Q12 Q22

]
� 0, qT =

[
q1 q2

]
. La relaxation (4.48) d’ordre 1

pour ce problème va donc s’écrire comme

f∗1 = inf
y

c1y10 + c2y01

sous

M1(y) =

 y00 y10 y01

y10 y20 y11

y01 y11 y02

 � 0

M0(gy) = py00 + q1y10 + q2y01 + 2Q12y11 +Q11y20 +Q22y02 > 0,
y00 − y20 > 0,
y00 − y02 > 0,

y00 = 1,

(4.58)

où g(x) = xTQx+ qTx+ p. Le lagrangien associé au Problème (4.58) et ordonné en factorisant
les variables duales est donc :

L(y, λ,Xj) = λ+ (−λ+ pX1 +X2 +X3 − trace(C0
00X0))y00

+(c1 + q1X1 − trace(C0
10X0))y10 + (c2 + q2X1 − trace(C0

01X0))y01

+(2Q12X1 − trace(C0
11X0))y11 + (Q11X1 −X2 − trace(C0

20X0))y20

+(Q22X1 −X3 − trace(C0
02X0))y02,
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où X0 � 0, X1, X2, X3 > 0 et les matrices C0
α sont définies par :

C0
00 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , C0
10 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , C0
01 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ,
C0

11 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , C0
20 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , C0
02 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 .
Le problème dual de la relaxation SDP d’ordre 1 est donc le problème d’optimisation :

λ∗1 = sup
λ,X0,X1,X2,X3

λ

sous

−λ+ pX1 +X2 +X3 = trace(C0
00X0),

c1 + q1X1 = trace(C0
10X0),

c2 + q2X1 = trace(C0
01X0),

2Q12X1 = trace(C0
11X0),

Q11X1 −X2 = trace(C0
20X0),

Q22X1 −X3 = trace(C0
02X0),

X0 � 0,
X1 > 0,
X2 > 0,
X3 > 0.

(4.59)

L’interprétation des contraintes du Problème dual (4.56) permet d’aller plus loin. En reprenant la
contrainte égalité et en multipliant chaque côté de l’égalité par le monôme xα et en faisant la somme
sur α ∈ Nn2d, on obtient :

∑
α∈Nn2d

cαx
α − λ =

r∑
j=0

〈Xj ,
∑
α∈Nn2d

Cjαx
α〉, ∀ x ∈ Rn,

qui correspond à :

cTx− λ =
r∑
j=0

gj(x)vd−vj (x)TXjvd−vj (x), ∀ x ∈ Rn.

En factorisant chaque matrice Xj =

tj∑
l=1

qjlq
T
jl pour tj ∈ N, on obtient :

cTx− λ =
r∑
j=0

gj(x)

 tj∑
l=1

(qTjlvd−vj (x))2︸ ︷︷ ︸
qjl(x)2

 =

r∑
j=0

gj(x)σj(x), ∀ x ∈ Rn,

où σj ∈ Σ[x]d−vj est le polynôme SOS
tj∑
l=1

qjl(x)2 pour j = 0, · · · , r. Le Problème dual (4.56) peut

donc se réinterpréter en termes de la recherche de λ et de polynômes SOS solutions du problème
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d’optimisation suivant :

λ∗d = sup
λ,{σj}

λ

sous cTx− λ =
r∑
j=0

σ(x)gj(x), σj ∈ Σ(x)d−vj , j = 1, · · · , r.
(4.60)

Remarque 28.
Le Problème d’optimisation SDP (4.60) est un problème d’optimisation plus contraint que le Pro-

blème (4.38) de la Remarque 20 puisque la contrainte de positivité sur l’ensemble K est remplacée par

la contrainte plus restrictive exprimée sous forme de certificat de positivité cTx−λ =

r∑
j=0

σ(x)gj(x),

pour des polynômes SOS σj de degré borné par 2(d − vj) pour j = 0, · · · , r. Cette observation est
cohérente avec le fait que le Problème primal (4.48) est lui-même une relaxation du Problème initial
(4.33) puisque la théorie de la dualité lagrangienne impose que la relaxation d’un problème primal
induise que son dual soit plus contraint.

4.4.6 Quelques exemples illustratifs

A des fins de comparaison, nous reprenons les quatre exemples numériques didactiques et aléa-
toires utilisés dans la section précédente pour analyser la méthode SDR.

Exemples en 2 dimensions

Exemple 12.

1- Pour la relaxation d’ordre 1, nous retrouvons bien l’optimum global au point x∗1 = 0,
x∗2 = 5.

Figure 4.9 – Exemple 1 : domaine réalisable et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0, 5).

2- Pour la relaxation d’ordre 2, nous retrouvons bien l’optimum global au point x∗1 = 3.04,
x∗2 = 0.6186 qui est un des sommets du domaine réalisable qui est non convexe.
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Figure 4.10 – Exemple 2 : domaine réalisable et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (3.04, 0.62186).

3- Pour la relaxation d’ordre 2, nous retrouvons bien l’optimum global au point x∗1 = 0.715,
x∗2 = 3.7.

Figure 4.11 – Exemple 3 : domaine réalisable et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0.715, 3.7).

4- Dans cet exemple, l’optimum est obtenu, pour la relaxation d’ordre 1, au point x∗1 = 0,
x∗2 = 0.4 qui est le sommet en haut et à gauche du polytope des contraintes linéaires.
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Figure 4.12 – Exemple 4 : domaine réalisable et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0, 0.4).

Dans les cas 1 et 4 pour lesquels l’optimum global est un sommet du polytope des contraintes
linéaires, la relaxation d’ordre 1 (on rappelle qu’elle est identique dans ce cas à la relaxation
SDP classique) suffit pour obtenir un certificat numérique d’optimalité globale. Pour les cas 2
et 3 pour lesquels l’optimum global est atteint sur la frontière d’un des ellipsoides (cas 3) ou à
l’intersection de deux ellipsoides (cas 2), il est nécessaire d’aller jusqu’à la relaxation d’ordre 2.
Cela s’explique aisément du fait que la relaxation d’ordre 1, étant identique à la relaxation SDP
classique, donne le minimum d’un problème d’optimisation dans lequel seules les contraintes
convexes sont encore présentes. Dans les cas 1 et 4, l’optimum global calculé serait le même en
l’absence des contraintes non convexes qui ne jouent pas de rôle dans ce cas.

Exemples aléatoires en n dimensions

Là encore, et toujours à des fins de comparaison, nous reprenons exactement les données des
exemples aléatoires de la Section 4.3.3. Ces données sont mises à l’échelle afin que l’ensemble réa-
lisable du problème d’optimisation associé soit contenu dans une boite [−1, 1]n pour permettre un
meilleur conditionnment numérique des données fournies au solveur SDP. Dans le tableau suivant,
nous donnons le nombre de variables n non nulles à l’optimum calculé, le nombre de contraintes
quadratiques N , l’ordre d de la relaxation pour laquelle une solution optimale a été certifiée numé-
riqueme par le solver, le temps CPU mesuré approximativement par MATLAB c© pour résoudre le
problème SDP issu de la relaxation ainsi que la valeur du critère à l’optimum calculé f∗d .

Exemple 13.
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Case Caractéristiques de la solution
# n N d CPU (s) f∗d

2D 1 2 10 3 3.9 0.84
2D 2 1 30 3 1.91 2.17
3D 2 17 4 1.82 1.45
4D 1 10 3 1.94 0.0891
5D 1 10 3 8.36 0.5074
8D 0 6 3 41.22 0

Table 4.3 – Quelques résultats d’exemples aléatoires

Sur ces problèmes, la hiérarchie de relaxations SDP fonctionne bien pour des dimensions
faibles mais son efficacité, en termes de temps de calcul, décroit rapidement avec l’augmentation
de la dimension du problème. L’augmentation du temps de calcul avec l’augmentation de la
dimension du problème limite également fortement les chances de calcul effectif de l’optimum
global du fait que l’on ne peut recourir à des relaxations d’ordre très élevé en cas d’échec pour
les premières relaxations. Toutefois, comme on peut le constater à la lecture de la Table 4.1,
l’augmentation de la dimension du problème entraine également un écart plus important de sous
optimalité de la part de la méthode SDR.

Exemple 14.

Case Caractéristiques de la solution
# n N d CPU (s) f∗d

2D 1 1 10 5 1.55 1.3703
2D 2 2 30 3 1.56 0.6527
3D 1 17 4 2.12 0.5402
4D 1 10 4 4.76 0.5
5D 1 10 4 17.64 1.142
8D 1 2 4 1633.5 3.1623

Table 4.4 – Quelques résultats d’exemples aléatoires difficiles

Les conclusions concernant ces exemples plus difficiles sont confirmées et accentuées puisque
la limitation en dimension de la méthode des moments est encore plus marquée pour ces exemples
où la solution « facile » a été écartée par construction.
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4.5 Un algorithme par subdivision fondé sur la méthode de l’ellip-
soide

4.5.1 Introduction

Dans cette section, nous proposons un algorithme direct qui emprunte à la fois aux méthodes par
intervalle pour l’optimisation globale, aux méthodes de subdivision et aux algorithmes de branch
and cut. A partir d’un ellipsoide initial défini dans l’espace des variables de décision et incluant le
domaine réalisable initial, l’idée est de générer une séquence d’ellipsoides de taille plus restreinte par
génération de plans de coupe et qui va converger vers un ellipsoide d’une taille fixée par la précision
recherchée et incluant le minimum global du problème QCLP étudié. Le cœur de l’algorithme repose
donc sur l’algorithme classique de l’ellipsoide. Cet algorithme a originellement été introduit dans
la littérature scientifique soviétique par D.B. Yudin et A.S. Nemirovski dans les articles conjoints
[108], [109] pour une application à l’optimisation de fonctions convexes non nécessairement différen-
tiables puis explicité dans la référence [98]. Son adaptation à la résolution de systèmes d’inégalités
linéaires a ensuite été publiée par L.G. Khachian [69], référence devenue particulièrement renommée
puisque l’algorithme proposé est en temps polynomial, permettant ainsi également de montrer que
la programmtion linéaire définit une classe de problèmes pouvant être résolus en temps polynomial.
On pourra se reporter à la référence [19] pour une présentation détaillée des différentes étapes his-
toriques du développement de cet algorithme ainsi que pour obtenir tous les détails techniques des
différentes variantes de l’algorithme. Nous ne reproduisons pas ici tous ces détails mais rappelons les
éléments essentiels et indispensables à la compréhension de l’algorithme proposé en nous appuyant
sur [19] et [26],

4.5.2 Méthode de l’ellipsoide pour la minimisation d’une fonction convexe

Dans un premier temps, nous présentons le principe général de l’algorithme de l’ellipsoide dans
la cadre de la minimisation d’une fonction convexe f : Rn → R non nécessairement différentiable
dans tout son domaine de définition. L’idée est de construire une séquence d’ellipsoides de Rn, de
taille décroissante, qui contiennent tous un minimiseur de la fonction f en utilisant le fait que pour
un sous-gradient calculé en un point, il est possible d’identifier ou de calculer (à l’aide d’un plan
sécant) un demi-espace contenant ce point et ne contenant aucun minimiseur de f .

Remarque 29.
En dimension n = 1, l’algorithme de l’ellipsoide est exactement l’algorithme de bisection stan-

dard.

Soit l’ellipsoide E(k) donné à l’itération k et contenant un minimiseur de f . L’itération basique
de l’algorithme de l’ellipsoide consiste en deux étapes, répétées de manière itérative jusqu’à la
convergence définie par une précision recherchée :

1- Calculer un sous-gradient h(k) ∈ ∂f(x(k)) en le centre x(k) de l’ellipsoide ;
2- Calculer l’ellipsoide E(k+1) de volume minimal contenant le demi ellispoide

E(k) ∩ {z | h(k)T (z − x(k)) 6 0}

qui contient un minimiseur de f .
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Figure 4.13 – Illustration d’une itération de la méthode de l’ellipsoide pour la minimisation d’une
fonction convexe f .

Si l’on regarde chaque étape en détail, la première est très simple dans notre cas puisque la fonction
objectif est linéaire, donc différentiable et le calcul du sous-gradient donnera le vecteur c à chaque
étape. La clarification de la deuxième étape nécessite de montrer comment calculer l’ellipsoide de
volume minimal contenant le demi ellipsoide incluant un minimiseur de la fonction. Un ellipsoide E
de centre xc est l’ensemble défini par :

E =
{
z : (z − xc)TP−1(z − xc) 6 1

}
, (4.61)

où la matrice P � 0 fixe la taille, la forme et l’orientation de l’ellipsoide. Le volume de l’ellipsoide

est calculé à partir du volume de la boule unité de Rn comme vol(E) =
πn/2

Γ(n/2 + 1)

√
det(P ) où Γ

est la fonction Gamma [45]. L’ellipsoide de volume minimal contenant le demi ellipsoide défini par :{
z : (z − xc)TP−1(z − xc) 6 1, hT (z − xc) 6 0

}
, (4.62)

est donné par :
Emin =

{
z : (z − x+

c )TP+−1
(z − x+

c ) 6 1
}
, (4.63)

où
x+
c = xc −

1

n+ 1
Ph̃,

P+ =
n2

n2 − 1

(
P − 2

n+ 1
Ph̃h̃TP

)
,

(4.64)

avec h̃, le sous-gradient normalisé h̃ =
1√

hTPh
h. Les Equations (4.64) permettent de faire la mise

à jour des ellipsoides dans l’algorithme et l’équation du centre mis à jour x+
c correspond à un pas

dans la direction de l’opposé du sous gradient dans les coordonnées définies par P . L’algorithme de
base de la méthode de l’ellipsoide peut donc s’écrire comme suit en pseudo-code.
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Algorithme 8 EllipsoidObjective(n, P (0), x(0), f, ε)

Entrée: Dimension du problème n, Ellipsoide initial (P (0), x(0)) contenant x∗, fonction objectif f ,
précision finale ε

Sortie: x̂ approximation de x∗ = arg min f
1: k ← 0
2: tant que

√
h(k)TP (k)h(k) < ε faire

3: Calculer un sous gradient h(k) ∈ ∂f(x(k))

4: h̃← h(k)

√
h(k)TP (k)h(k)

5: x(k+1) ← x(k) − 1

n+ 1
P (k)h̃

6: P (k+1)←
n2

n2 − 1
(P (k)−

2

n+ 1
P (k)h̃h̃TP (k))

7: k ← k + 1
8: fin tant que

Remarque 30.
L’algorithme de l’ellipsoide n’est pas un algorithme de descente et il est donc intéressant de

garder une trace du meilleur optimum calculé :

f
(k)
best = min

j=0,··· ,k
f(x(j)). (4.65)

Remarque 31.
L’algorithme de l’ellipsoide est un algorithme convergent :

lim
k→∞

f
(k)
best = f∗. (4.66)

Une démonstration détaillée de la convergence peut être trouvée dans la référence [26].

Remarque 32.
Le critère d’arrêt

√
h(k)TP (k)h(k) < ε de l’Algorithme 8 se déduit du fait que pour tout point

minimiseur x∗ ∈ E(k) on a

f∗ = cTx∗ > f(x(k)) + h(k)T (x∗ − x(k)),

ce qui conduit à
f(x(k))− f∗ 6 −h(k)T (x∗ − x(k))

6 max
z∈E(k)

−h(k)T (z − x(k))

=
√
h(k)TP (k)h(k) .

La dernière égalité est facilement obtenue en résolvant le problème de maximisation sous la contrainte
d’appartenance à l’ellipsoide qui est un problème d’optimisation convexe.
Ainsi, la condition

√
h(k)TP (k)h(k) < ε garantit que f(x(k)) approxime f∗ avec une précision fixée

par ε.
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Si l’on dispose, pour chaque itération k, d’une borne supérieure sur le coût optimal : f∗ 6 f∗best 6 f(x(k)).
Par définition du sous-gradient h ∈ ∂f(x), nous avons :

f(z) > f(x) + hT (z − x),

pour tout z et donc, si x∗ est un minimiseur de la fonction, on a :

hT (x∗ − x) + f(x) 6 f∗ 6 f (k)
best.

Il est donc possible d’exclure le demi-plan
{
z | hT (z − x) > f

(k)
best − f(x)

}
qui est tel que :{

z | hT (z − x) > f
(k)
best − f(x)

}
⊃
{
z | hT (z − x) > 0

}
,

si f(x(k)) > f
(k)
best. On réalise ainsi une coupe profonde (deep cut, cf. Figure 4.14) à chaque étape.

Dans cet aménagement de l’algorithme de base, l’actualisation de l’ellipsoide E(k+1) à chaque itéra-
tion est faite en calculant l’ellipsoide de volume minimum qui contient l’ensemble :

E(k) ∩ {z | h(k)T (z − x(k)) 6 f (k)
best − f(x(k))}, (4.67)

et qui est caractérisé par son centre x(k+1) et la matrice P (k+1) :

x(k+1) = x(k) − 1 + nα

n+ 1
P (k)h̃(k),

P (k+1) =
n2(1− α2)

n2 − 1

(
P (k) − 2(1 + nα)

(n+ 1)(1 + α)
P (k)h̃(k)h̃(k)TP (k)

)
,

(4.68)

où

α =
f(x(k))√

h(k)TP (k)h(k)
,

h̃(k) =
1√

h(k)TP (k)h(k)
h(k).

Figure 4.14 – Algorithme de l’ellipsoide avec une coupe profonde.
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Dans le cas de l’utilisation de coupes profondes, l’Algorithme 8 de l’ellipsoide de base se décline
comme :

Algorithme 9 EllipsoidObjective(n, P (0), x(0), f, f
(k)
best, ε)

Entrée: Dimension du problème n, Ellipsoide initial (P (0), x(0)) contenant x∗, fonction objectif f ,
une séquence de bornes supérieures f (k)

best, précision finale ε.
Sortie: x̂ approximation de x∗ = arg min f
1: k ← 0
2: tant que

√
h(k)TP (k)h(k) < ε faire

3: Calculer un sous gradient h(k) ∈ ∂f(x(k))

4: Mettre à jour la borne supérieure f (k)
best

5: α← f(x(k))√
h(k)TP (k)h(k)

6: h̃← h(k)

√
h(k)TP (k)h(k)

7: x(k+1) ← x(k) − 1 + nα

n+ 1
P (k)h̃

8: P (k+1)←
n2

n2 − 1
(12
α)(P (k)−

2(1 + nα)

(n+ 1)(1 + α)
P (k)h̃h̃TP (k))

9: k ← k + 1
10: fin tant que

Cet algorithme peut également être utilisé pour des problèmes de minimisation d’une fonction
convexe sous des contraintes inégalité. En effet, parmi les premiers travaux sur cet algorithme, on
retrouve les résultats de Khachian [69] qui a développé cet algorithme pour identifier des solutions
réalisables pour un système d’inégalités linéaires (cf. Figure 4.15).

Figure 4.15 – Méthode de l’ellipsoide pour tester la réalisabilité d’un système de deux inégalités
linéaires aT1 x > b1 et aT2 x > b2.

Cet algorithme peut ainsi être étendu à la résolution d’un problème d’optimisation convexe avec
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des contraintes inégalité :
min
x∈Rn

f(x)

sous gi(x) 6 0, i = 1, · · · ,m.
(4.69)

L’idée est toujours de générer une séquence d’ellipsoides de volume décroissant qui contiennent tous
un minimiseur réalisable de la fonction f . Deux types d’itérations sont ainsi introduits. Le premier
type est identique à celui déjà défini dans l’algorithme basique de l’ellipsoide et peut être défini
comme une coupe (éventuellement profonde) par rapport à l’objectif alors que le second définit une
coupe par rapport à une contrainte violée et peut être identifiée comme une itération relative à
une contrainte. Dans cette dernière, tous les points écartés par la coupe sont non réalisables alors
que lors de l’itération relative à l’objectif, les points écartés sont tels qu’ils donnent un objectif
plus grand ou égal à l’objectif correspondant à l’itéré courant. Nous présentons donc le principe de
l’algorithme écrit en pseudo-code avec des coupes profondes.

Algorithme 10 Méthode de l’ellipsoide (contraintes)

Entrée: Ellipsoide initial (P (0), x(0)) contenant x∗ réalisable, f (k)
best = min

j=0,1,··· ,k
f(x(j)) séquence de bornes supérieures

Sortie: x̂ approximation de x∗ = argmin f sous gi(x) 6 0
1: k ← 0
2: tant que x(k) n’est pas réalisable faire
3: si gi(x(k)>0 pour i alors
4: Calculer un sous gradient h(k)∈∂gi(x(k))

5: h̃(k)← h(k)√
h(k)

T
P (k)h(k)

6: α← gi(x
(k)√

h(k)
T
P (k)h(k)

7: sinon
8: Calculer un sous gradient h(k) ∈ ∂f(x(k))
9: h̃(k)← h(k)√

h(k)
T
P (k)h(k)

10: Actualiser f(k)
best

11: α←
f(x(k))−f(k)

best√
h(k)

T
P (k)h(k)

12: fin si
13: x(k+1)←x(k)− 1

αn+1
P (k)h̃(k)

14: P (k+1)← n2

n2−1
(1−α2)(P (k)− 2(1+nα)

(n+1)(α+1)
P (k)h̃(k)h̃(k)T P (k))

15: k←k+1

16: fin tant que

En se fondant sur ces principes généraux, un algorithme ellipsoidal de type Branch and Bound
est proposé pour résoudre le Problème d’optimisation non convexe (4.33).

4.5.3 Un algorithme ellipsoidal

Nous présentons l’algorithme général en pseudo-code. Il fait appel à des sous routines dont le
pseudo-code est également donné en suivant. Il est à noter que seules les coupes simples et non les
coupes profondes (deep cuts) ont été implantées dans cette version préliminaire de la mise en œuvre
de l’algorithme.
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Algorithme 11 BranchAndBoundEllipsoid(n, EllipsoidsList, LinearConstrList, c,
kMax, VMin)
Entrée: Dimension n, contraintes quadratiques non convexes EllipsoidsList, constraintes linéaires LinearCons-

trList, objectif linéaire c, paramètres de boucle kMax, VMin).
Sortie: Centre de l’ellipsoide final et coût (om,m).
1: {Démarrer avec une sphère dans laquelle l’hypercube [−1, 1]n est inscrit}
2: P0 ← nIn
3: o0 ← (0, . . . , 0)
4: k ← 1
5: L[k]← (P0, o0)
6: m← +∞
7: tant que k < kMax and k > 0 faire
8: (P, o)← L[k]
9: si VolumeEllipsoid(n, P ) 6 VMin alors
10: Lkeep ← (P, o)
11: k ← k − 1
12: sinon
13: {Utiliser l’algorithme de l’ellipsoide afin de réduire l’ellipsoide courant par rapport aux contraintes linéaires,

jusqu’à ce qu’aucune réduction ne soit possible : le centre est un point réalisable ou l’ellipsoide est complè-
tement non réalisable}

14: (P, o)←CutEllipsoidLinearConstraints(n, P, o,LinearConstrList)
15: si P = ∅ alors
16: k ← k − 1
17: fin si
18: {Tester la réalisabilité du centre courant par rapport aux contraintes non convexes}
19: si IsFeasible(o,EllipsoidList) alors
20: {Mettre à jour le minimum courant}
21: si m > min(m, cT o) alors
22: m← min(m, cT o)
23: om ← o
24: fin si
25: {Reduire l’objectif par la méthode de l’ellipsoide sans contrainte}
26: (P, o)←CutEllipsoidObjective(n, P, o, c)
27: L[k]← (P, o)
28: sinon
29: {Si le centre de l’ellipsoide courant n’est pas réalisable pour les contraintes non convexes, subdiviser}
30: (P1, o1, P2, o2)← BisectEllipsoid(n, P, o)
31: L[k]← (P1, o1)
32: k ← k + 1
33: L[k]← (P2, o2)
34: fin si
35: fin si
36: fin tant que
37: retourne (om,m)

Algorithme 12 VolumeEllipsoid(n, P
Entrée: Dimension n, Matrice P ).
Sortie: volume v of ellipsoid X ′PX 6 1.
1: v ← det(P )πn/2

Γ(n/2+1)

2: retourne v
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Algorithme 13 CutEllipsoidLinearConstraints(n, P0 ,o0, LinearConstrList)
Entrée: Dimension n, (P0, o0) pour l’ellipsoide (X− o0)

′P0(X− o0) 6 1, constraintes linéaires LinearConstrList.
Sortie: (P, o) pour le nouveau ellipsoide (X − o)′P (X − o) 6 1.
1: {Utiliser l’algorithme de l’ellipsoide afin de réduire l’ellipsoide courant par rapport aux contraintes linéaires,

jusqu’à ce qu’aucune réduction ne soit possible : le centre est un point réalisable ou l’ellipsoide est complètement
non réalisable}

2: k ← 0
3: tant que ok n’est pas réalisable faire
4: si gi(ok)>0 pour gi ∈LinearConstrList alors
5: Calculer le gradient g(k)=∂gi(ok)

6: si gi(ok)>
√
g(k)

T
Pkg

(k) alors
7: {Terminer l’algorithme si tous les points du nouveau ellipsoid violent le contraint i}
8: retourne (∅, ∅)
9: sinon
10: g̃(k)← g(k)√

g(k)
T
Pkg

(k)

11: ok+1←ok− 1
n+1

Pk g̃
(k)

12: Pk+1← n2

n2−1

(
Pk− 2

(n+1)
Pk g̃

(k)g̃(k)
T
Pk

)
13: k←k+1

14: fin si
15: fin si
16: fin tant que
17: retourne (Pk, ok)

Algorithme 14 CutEllipsoidObjective(n, P0 ,o0, c)
Entrée: Dimension n, (P0, o0) pour l’ellipsoide (X − o0)

′P0(X − o0) 6 1, objective linéaire cTX.
Sortie: (P, o) pour le nouveau ellipsoide (X − o)′P (X − o) 6 1.
1: {Reduire l’objectif par la méthode de l’ellipsoide sans contrainte}
2: Le gradient est simplement g=c
3: c̃← c√

cTP0c

4: o←o0− 1
n+1

P0c̃

5: P← n2

n2−1

(
P0− 2

(n+1)
P0c̃c̃

TP0

)
6: retourne (P, o)

Algorithme 15 BisectEllipsoid(n, P0 ,o0)
Entrée: Dimension n, (P0, o0) pour l’ellipsoide (X − o0)

′P0(X − o0) 6 1.
Sortie: Deux ellipsoides (P1, o1) et (P2, o2) qui contient l’ellipsoide initial (X − o0)

′P0(X − o0) 6 1.
1: {Couper en deux en utilisant la méthode de l’ellipsoide en function de la normale au plus long axe.}
2: g ← le vecteur propre de P0 correspondant à la plus grande valeur propre de P0.
3: g̃ ← g√

gTP0g

4: o1←o0− 1
n+1

P0g̃

5: P1← n2

n2−1

(
P0− 2

(n+1)
P0g̃g̃

TP0

)
6: o2←o0+ 1

n+1
P0g̃

7: P2←P1

8: retourne (P1, o1), (P2, o2)

4.5.4 Quelques exemples illustratifs

Pour illustrer le fonctionnement et l’efficacité (ou ses limites) de la méthode de subdivison par
ellipsoide, nous reprenons les 4 exemples en dimension 2 qui ont servi d’illustration pour la méthode
SDR et celle des moments ainsi que les exemples construits aléatoirement en dimensions supérieures.
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Dans le premier cas pour lequel il est possible de représenter le domaine réalisable ainsi que la
solution optimale, nous donnons le nombre d’itérations de la boucle principale de l’Algorithme 11
ainsi que la valeur du paramètre v, sortie de la fonction VolumeEllipsoid qui définit en partie la
précision de la solution trouvée. De plus, un échantillonnage de points réalisables tirés aléatoirement
est également tracé sur la première figure qui représente les ellipses d’exclusion et le polytope
réalisable (en noir). Le point optimal est représenté par un cercle sur cette figure. Une deuxième
figure donnant également les différents ellipsoides générés par l’algorithme est proposé. Cette figure
permet d’avoir une meilleure idée de la manière dont se passe la recherche avec l’illustration claire
de la concentration d’ellipsoides de taille de plus en plus faible autour du point final.

Exemples en 2 dimensions

Exemple 15.
Les données des 4 exemples en deux dimensions ne sont pas rappelées puisqu’on peut les retrouver
à l’Exemple 1 et à l’Exemple 2.

1- L’Algorithme 11 fournit un optimum au point x∗1 = 0.0031, x∗2 = 4.9932 après 3752
itérations de la boucle principale pour v = 1.10−5.

Figure 4.16 – Exemple 1 : domaine réalisable et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0.0031, 4.9932).
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Figure 4.17 – Exemple 1 : suite d’ellipsoides et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0.0031, 4.9932).

2- L’Algorithme 11 fournit un optimum au point x∗1 = 3.105, x∗2 = 0.61 après 9590 itérations
de la boucle principale pour v = 0.01.

Figure 4.18 – Exemple 2 : domaine réalisable et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (3.105, 0.61).
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Figure 4.19 – Exemple 2 : suite d’ellipsoides et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (3.105, 0.61).

3- L’Algorithme 11 fournit un optimum au point x∗1 = 0.7341, x∗2 = 3.6850 après 7188
itérations de la boucle principale pour v = 0.01. Il est à noter que pour gagner un ordre
de grandeur en précision en fixant v = 0.001, il est nécessaire de réaliser 36662 itérations
pour obtenir une solution optimale effectivement plus précise et donnée par x∗1 = 0.7132,
x∗2 = 3.6975. Cette difficulté peut s’expliquer par la non connexité du domaine réalisable
qui est clairement illustrée par la Figure 4.21 avec deux foyers de concentration d’ellipses
clairement distinguables et correspondant aux deux domaines réalisables.

Figure 4.20 – Exemple 3 : domaine réalisable et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0.7341, 3.6850).
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Figure 4.21 – Exemple 3 : suite d’ellipsoides et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0.7341, 3.6850).

4- L’Algorithme 11 fournit un optimum au point x∗1 = 0.0022, x∗2 = 0.5457 après 3609
itérations de la boucle principale pour v = 1.10−4.

Figure 4.22 – Exemple 4 : domaine réalisable et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0.0022, 0.5457).
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Figure 4.23 – Exemple 4 : suite d’ellipsoides et solution optimale (x∗1, x
∗
2) = (0.0022, 0.5457).

Exemples aléatoires en n dimensions

Dans les deux Tableaux 4.5 et 4.6, nous donnons, pour chaque cas identifié par son label, la
dimension du problème n (nombre de variables de décision), le nombre e contraintes quadratiques
N , deux choix du paramètre de précision VMin lié à la taille de l’ellipsoide final, le nombre d’itérations
It de la boucle principale, le temps CPU en secondes tel qu’il est estimé par une fonction propre
à MATLAB c© , la valeur optimal du critère obtenue avec la méthode des moments et la valeur du
critère optimal obtenue avec la méthode de subdivision.

Exemple 16.
Le Tableau 4.5 présente des résultats relativement attendus et conformes en partie à la méthode
SDR en termes de précision puisque l’on retrouve une bonne précision des résultats quand la
dimension du problème est faible et une moindre précision pour les dimensions supérieures qui
réclament également un réglage plus fin du paramètre de précision VMin pour un temps de calcul
qui peut croître rapidement à la différence de la méthode SDR pour laquelle celui-ci reste la
plupart du temps raisonnable. Il est important de remarquer que l ’exemple en dimension 8 pose
une difficulté numérique à la méthode qui ne peut trouver qu’une approximation grossière de
la solution alors que celle-ci est relativement facile à trouver (cf. méthode SDR et méthode des
moments). Cela peut s’expliquer par la nature de l’optimum qui est l’origine de l’espace des
variables de décision et par le principe de la méthode de subdivision qui pour des valeurs très
faibles de l’optimum sera en échec partiel.
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Case Caractéristiques de la solution
# n N VMin It CPU (s) f∗d f∗ell

2D 1 2 10 0.004 3280 2.5 0.84 0.88
2D 1 2 10 0.0004 19942 15.6 0.84 0.85
2D 2 2 30 0.004 187 0.6 2.17 2.26
2D 2 2 30 0.0004 680 1.3 2.17 2.18
3D 3 17 0.004 11023 14.1 1.45 1.50
3D 3 17 0.0004 142024 160.73 1.45 1.48
4D 4 10 0.0004 8392 8.02 0.0891 0.60
4D 4 10 0.00004 167812 144.2 0.0891 0.38
5D 5 10 0.00004 62 0.26 0.5074 1.93
5D 5 10 0.000000004 26580 26.1 0.5074 0.88
8D 8 6 0.0004 26 0.1 0 0.69

Table 4.5 – Quelques résultats d’exemples aléatoires

Exemple 17.
Pour ces exemples plus difficiles, nous retrouvons les conclusions précédentes accentuées
avec des temps de calcul relativement importants pour atteindre une précision relative pour
les exemples d’une dimension plus importante. Ces temps de calcul correspondent à une
implémentation basique de la méthode qui peut sans doute être très largement améliorée
avec la mise en place de différentes stratégies plus fines (deep cuts par exemple).

Case Caractéristiques de la solution
# n N VMin It CPU (s) f∗d f∗ell

2D 1 2 10 0.004 3222 2.53 1.3703 1.45
2D 1 2 10 0.0004 24589 17.12 1.3703 1.40
2D 2 2 30 0.0004 1301 2.18 0.6527 0.68
2D 2 2 30 0.00004 13054 18.15 0.6527 0.66
3D 3 17 0.004 8464 10.52 0.5402 0.74
3D 3 17 0.0004 178586 196.33 0.5402 0.59
4D 4 10 0.0004 5154 5.45 0.5 0.61
4D 4 10 0.00004 168833 171.6 0.5 0.54
5D 5 5 0.004 121 0.4 1.142 2.55
5D 5 5 0.0004 1763 2.08 1.142 1.91
5D 5 5 0.00004 54001 55.15 1.142 1.72
8D 8 2 0.0004 7652021 6181.3 3.16323 4.19

Table 4.6 – Quelques résultats d’exemples aléatoires difficiles
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4.6 Notes d’implémentation et conclusions

Toutes les expérimentations numériques ont été faites sous MATLAB c© avec différentes boites
à outils officielles (Statistics and Machine Learning) ou libres (Yalmip, GloptiPoly) et avec le sol-
veur SDP MOSEK c© pour les méthodes des moments et SDR. Ce dernier n’est pas libre mais est
actuellement le plus performant en termes de temps de calcul. Il peut toutefois être remplacé par
un solveur libre du type SDPT3 [103] par exemple. La construction du problème SDP a été faite
à l’aide de l’interface Yalmip pour lequel il y a peu d’équivalents. La suite CVX [56], [57] fournit
une alternative sans doute moins complète en termes de modélisations (en particulier concernant les
hiérarchies) et de solveurs SDP pris en compte. Il est important également de disposer d’une librairie
de fonctions de base d’algèbre linéaire (factorisation de Cholesky, forme échelonnée, décomposition
de Schur...).

Concernant les premiers résultats numériques, il apparait que la méthode qui semble réaliser le
meilleur compromis entre efficacité numérique, précision de la solution et facilité d’implémentation
soit la méthode SDR. La méthode de l’ellipsoide parait la plus simple à mettre en œuvre du fait
qu’elle ne réclame que très peu d’outils spécifiques (outils d’algèbre linéaire) mais elle parait être
assez rapidement prohibitive en temps de calcul quand la dimension augmente. La méthode des
moments qui est la seule fournissant une garantie pour l’optimalité globale de la solution apparait
très limitée par la charge de calcul nécessaire quand la dimension augmente et ne permet pas de
conclure dans tous les cas du fait de la limitation en nombre de variables de décision des solveurs
SDP actuels. L’implémentation actuelle des moments dans la base des monômes induit sans doute
également des limitations à la résolution numérique. De plus, cette méthode nécessite de nombreux
outils complémentaires (manipulation symbolique de polynômes, solveur SDP efficace, interface
pour construire le problème des moments et faire le lien avec les mesures) essentiellement accessibles
actuellement dans un environnement MATLAB c©.

Il est important de souligner que les résultats présentés sont très préliminaires dans le sens où les
implémentations des méthodes sont très basiques. Même s’il semble que les nombreuses améliorations
portant sur la mise en œuvre ne soient pas de nature à changer fondamentalement le bilan, il n’en
reste pas moins qu’un travail numérique spécifique sur chaque algorithme permettrait de tirer des
conclusions plus définitives. Au delà de ces aspects pratiques, il est également essentiel de rappeler
que ces méthodes s’appliquent à un problème d’optimisation résultant de choix de modélisation
reposant eux-mêmes sur des hypothèses restrictives. Une réflexion plus approfondie sur ces choix
et ces hypothèses, qui n’était pas dans le périmètre de l’étude, serait essentielle afin de valider de
manière plus complète les résultats de ce rapport.

Enfin, nous ne prétendons pas avoir épuisé les choix de méthodes possibles pour aborder la
résolution des ces problèmes quadratiques pour lesquels de nombreux heuristiques existent dans la
littérature. D’autres approches, comme celles relevant de l’optimisation probabiliste et prenant en
compte explicitement le caractère stochastique du problème (cf. la thèse de Romain Serra [96]),
auraient également pu être analysées.

123



Annexe A

Les repères de référence

A.1 Le repère géocentrique équatorial

Le repère géocentrique équatorialRin = (OT , ~uXin , ~uYin , ~uZin) est défini comme un repère pseudo-
inertiel dans [104] par exemple, sous le nom Geocentric Equatorial Coordinate System ou Earth
Center Inertial, dont l’origine est située au centre de la Terre, représenté par le point OT et dont la
base associée Bin est définie par les vecteurs [~uXin , ~uYin , ~uZin ] où :

- ~uZin pointe vers le pôle nord terrestre suivant l’axe de rotation de la terre,
- ~uXin indique le point d’équinoxe vernale γ (point d’intersection ascendant ou nœud ascen-
dant) porté par la droite obtenue par l’intersection entre le plan de l’écliptique (plan dans
lequel se déplace la terre dans son mouvement autour du soleil) et le plan de l’équateur
terrestre,

- l’axe (OT , ~uYin) qui complète le trièdre orthogonal direct,
Ce système de référence est illustré par la Figure A.1.
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Plan de l’équateur

Plan de l’écliptique

Point vernal γ

~uZin

0T

Rotation de la Terre

Terre

Soleil

~uXin

~uYin

Figure A.1 – Repère géocentrique inertiel

Une position dans l’espace est repérée par ses trois coordonnées cartésiennes x, y et z ou par
ses trois coordonnées sphériques r (distance radiale), α (ascension droite) et δ (déclinaison) reliées
entre elles de la façon suivante et illustrées par la Figure A.2.

x = r cos δ cosα, (A.1a)
y = r cos δ sinα, (A.1b)
z = r sin δ. (A.1c)

Les relations inverses s’écrivent :

r =
√
x2 + y2z2 , (A.2a)

α = arctan
(y
x

)
, (A.2b)

δ = arctan

(
z√

x2 + y2

)
, (A.2c)

où α est choisi tel que α ∈ [−90◦, 90◦] pour x > 0 et α ∈ [90◦, 270◦] pour x < 0.
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Plan équatorial
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~uXin
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OT

Figure A.2 – Ascension droite α et déclinaison δ d’un point dans l’espace

A.2 Le repère périfocal PQW

Le repère périfocal est le repère naturel pour une orbite puisqu’il est centré au foyer de l’orbite
(centre de la terre dans le cas des orbites terrestres qui nous intéresse plus particulièrement) et
RPQW = (OT , ~uP , ~uQ, ~uW ) est défini tel que le plan des vecteurs (~uP , ~uQ) est le plan orbital alors
que le vecteur ~uW est perpendiculaire au plan de l’orbite suivant le vecteur moment cinétique de
l’orbite [41]. La base associée est notée BPQW , définie par les vecteurs [~uP , ~uQ, ~uW ] où :

- ~uP pointe vers périgée suivant la ligne apsidiale,
- ~uW est normal au plan orbital défini par les vecteurs position et vitesse, colinéaire au vecteur
moment cinétique ~h,

- le vecteur ~uQ complète le trièdre orthogonal direct et se trouve dans le plan de l’orbite à π/2
radians d’anomalie vraie du vecteur ~uP .

Ce système de référence est illustré par la Figure A.3.
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Figure A.3 – Représentation des angles de rotation entre le repère géocentrique équatorial et le
repère périfocal.

Si ~σ est un vecteur de l’espace de coordonnées :

~σ =

σxσy
σz


Bin

, (A.3)

dans la base géocentrique équatoriale et de coordonnées :

~σ =

σpσq
σw


BPQW

, (A.4)

dans la base périfocale, la transformation du repère géocentrique équatorial vers le repère pé-
rifocal peut être obtenue par la séquence de rotations des angles d’Euler classique donnée par
[R3(ω)][R1(i)][R3(Ω)] où les matrices R1(α), R2(α) ,R3(α) sont les matrices de rotation classiques
données par :

R1(α) =

 1 0 0
0 cosα sinα
0 − sinα cosα

 , R2(α) =

 cosα 0 − sinα
0 1 0

sinα 0 cosα

 , R3(α) =

 cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1

 .
(A.5)
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σpσq
σw


BPQW

=

 cosω sinω 0
− sinω cosω 0

0 0 1

1 0 0
0 cos i sin i
0 − sin i cos i

 cos Ω sin Ω 0
− sin Ω cos Ω 0

0 0 1

σxσy
σz


Bin

,

=

 cosω cos Ω− cos i sinω sin Ω
− sinω cos Ω− cos i cosω sin Ω

sin i sin Ω

cos i cos Ω sinω + cosω sin Ω sin i sinω
cos i cosω cos Ω− sinω sin Ω sin i cosω

− sin i cos Ω cos i

σxσy
σz


Bin

.

(A.6)

La transformation inverse est obtenue simplement par transposition de la matrice de transformation :σxσy
σz


Bin

= [R3(ω)][R1(i)][R3(Ω)]T

σpσq
σw


BPQW

.

A.3 Repères orbitaux locaux

Les repères locaux sont très adaptés pour représenter les composantes des vecteurs et spécifi-
quement les accélérations dues aux perturbations. Ces repères locaux nous permettent d’exprimer
la géometrie relative d’une formation de satellites.

A.3.1 Le repère orbital local RSW (RTN) de Gauss

Un repère local permettant de modéliser le mouvement relatif est le repère de Gauss RRTN =
(OS , ~uR, ~uT , ~uN ) où l’origine OS est le centre de masse du satellite et ses axes, pouvant être notés
QSW (Q pour normalized radius, S pour second et W pour omega), RSW (R pour radial, S pour
second, W pour omega), RIC (R pour radial, I pour intrack et C pour crosstrack) ou RTN (R
pour radial, T pour transverse et N pour normal) comme dans [104], sont définis par :

— l’axe ~uN est normal au plan orbital défini par les vecteurs position et vitesse, colinéaire au
vecteur moment cinétique ~h (cross-track direction),

— l’axe ~uR est radial, colinéaire à la direction centre de la Terre - satellite,
— l’axe ~uT qui complète le trièdre orthogonal direct (along-track direction).

Le repère (S, ~uR, ~uT , ~uN ), noté RRTN et la base associée BRTN sont illustrés sur la Figure A.4.
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Figure A.4 – Repère orbital local de Gauss

Il est possible de définir le repère orbital local à partir de trois rotations transformant la base géo-
centrique équatoriale Bin en une base orbitale locale BRTN. Celle-ci se déduit de la base géocentrique
équatoriale Bin par la série de transformations suivantes (voir la Figure A.5) :

— une rotation autour de l’axe (OT , ~uZin) d’angle Ω,
— une rotation autour de l’axe (OT , ~un) d’angle i,
— une rotation autour de l’axe (OT , ~uh) d’angle ω + ν,

où ~un est un vecteur unitaire dans la direction de l’intersection entre le plan de l’équateur et le
plan de l’orbite et ~uh est un vecteur directeur perpendiculaire au plan de l’orbite. La Figure A.6
montre ces rotations dans l’espace et la Figure A.7 présente les rotations planes associées à ces
transformations. On a ainsi les coordonnées de ces vecteurs de base dans la base inertielle Bin :

~uR =

 cos (ω + ν) cos Ω− cos i sin (ω + ν) sin Ω
cos (ω + ν) sin Ω + cos i sin (ω + ν) cos Ω

sin i sin (ω + ν)

 ,
~uT =

 − cos i cos (ω + ν) sin Ω− sin (ω + ν) cos Ω
cos i cos (ω + ν) cos Ω− sin (ω + ν) sin Ω

sin i cos (ω + ν)

 ,
~uN =

 sin i sin Ω
− sin i cos Ω

cos i

 .
(A.7)

Si ~σ est un vecteur de l’espace de coordonnées :

~σ =

σxσy
σz


Bin

, (A.8)
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dans la base géocentrique équatoriale et de coordonnées :

~σ =

σrσt
σn


BRTN

, (A.9)

dans la base orbitale locale, la transformation des coordonnées exprimées dans la base orbitale locale
de Gauss en les coordonnées exprimées dans la base géocentrique équatoriale est donnée par :

Ω

i

~uXin

~uYin

~uZin

Plan équatorial

Plan orbital

Ω

ω

ν

i

OT

~un

~uh

~ue
~umi

~uv

~uR
~uT

~uN

OS

r

Figure A.5 – Représentation des angles de rotation entre le repère géocentrique équatorial et le
repère orbital local de Gauss. Notons que ~uN et ~uh sont colinéaires.

130



~uXin

~uYin

~uZin

Ω

Ω

Ω

~un

~um

~uh

Ω
i

~uv

i

i

Image created by L. Sofía Urbina, LAAS-CNRS

~uT

~uR

ω + ν
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~uZ

Figure A.6 – Rotations dans l’espace entre la base géocentrique équatoriale et la base orbitale
locale de Gauss.
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Figure A.7 – Rotations planes entre le base géocentrique équatoriale et la base orbitale locale de
Gauss.
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=

cos Ω − sin Ω 0
sin Ω cos Ω 0

0 0 1

1 0 0
0 cos i − sin i
0 sin i cos i

cos(ω + ν) − sin(ω + ν) 0
sin(ω + ν) cos(ω + ν) 0

0 0 1

σrσt
σn


BRTN

,

=

cos (ω + ν) cos Ω− cos i sin (ω + ν) sin Ω
cos (ω + ν) sin Ω + cos i sin (ω + ν) cos Ω

sin i sin (ω + ν)

− cos i cos (ω + ν) sin Ω− sin (ω + ν) cos Ω sin i sin Ω
cos i cos (ω + ν) cos Ω− sin (ω + ν) sin Ω − sin i cos Ω

sin i cos (ω + ν) cos i

σrσt
σn


BRTN

.

(A.10)
Le repère orbital local de Gauss s’obtient alors par la translation de l’origine du repère géocentrique
équatorial telle que :

−−−−→
OTOS = r~uR.

Ce repère est lié au satellite et ne doit pas être confondu avec le repère appelé LVLH (Local-
Vertical-Local-Horizontal) RLV LH = (OS , ~uXLV LH , ~uYLV LH , ~uZLV LH ) qui est, en général, défini dans
la littérature avec pour origine OS , le centre de masse du satellite et les axes définis par :

- l’axe portant le vecteur ~uZLV LH est radial orienté du satellite vers le centre de la terre,
- l’axe portant le vecteur ~uYLV LH est normal au plan orbital dans la direction opposée du
moment cinétique,

- l’axe portant le vecteur ~uXLV LH = ~uYLV LH ∧ ~uZLV LH est dans la direction de la vitesse et tel
que [~uXLV LH , ~uYLV LH , ~uZLV LH ] forme un trièdre orthonormé direct.

Il est à noter que la littérature anglo-saxonne a des notations particulières pour le repère LVLH :
- l’axe portant le vecteur ~uZLV LH est appelé R-bar,
- l’axe portant le vecteur ~uYLV LH est appelé H-bar,
- l’axe portant le vecteur ~uXLV LH = ~uYLV LH ∧ ~uZLV LH est appelé V-bar.

A.3.2 Le repère orbital local NTW de Frenet

Dans le cas du mouvement perturbé par le frottement atmosphérique, le repère le plus naturel
est le repère NTW de Frénet ROLF = (OS , ~uN , ~uT , ~uW ) défini par son origine OS située au centre
de masse du satellite et les axes portant les vecteurs [~uN , ~uT , ~uW ].

— L’axe portant le vecteur ~uT est toujours parallèle au vecteur vitesse du satellite ~v (in-track
direction) ;
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— l’axe portant le vecteur ~uW est perpendiculaire au plan orbital du satellite (cross-track di-
rection) ;

— l’axe portant le vecteur ~uN est tel que [~uN , ~uT , ~uW ] forme un trièdre orthonormé direct.
Ce repère est également lié au satellite. Les formules de passage entre les deux bases locales BOLG
et BOLF sont données dans [94] par :

~uR =
n · a

v
√

1− e2
[e sin ν~uT + (1 + e cos ν)~uN ] =

1√
1 + e2 + 2e cos ν

[e sin ν~uT + (1 + e cos ν)~uN ] ,

~uS =
n · a

v
√

1− e2
[(1 + e cos ν)~uT − e sin ν~uN ] =

1√
1 + e2 + 2e cos ν

[(1 + e cos ν)~uT − e sin ν~uN ] .

(A.11)
ou réciproquement :

~uN =
1√

1 + e2 + 2e cos ν
[(1 + e cos ν)~uR − e sin ν~uS ] ,

~uT =
1√

1 + e2 + 2e cos ν
[e sin ν~uR + (1 + e cos ν)~uS ] .

(A.12)
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Annexe B

Les orbites képlériennes elliptiques

Cette annexe traite du mouvement keplerien en général, et plus particulièrement des orbites
elliptiques. Tous les résultats utilisés peuvent être trouvés avec leur preuve dans [17].

B.1 Problème de Kepler

Le problème dit de Kepler consiste à résoudre le système différentiel suivant :

~̇r(t) = ~v(t), (B.1)

~̇v(t) = − µ

‖~r‖3~r(t), (B.2)

~r(0) = ~r0, (B.3)
~v(0) = ~v0. (B.4)

où (̇) = d()
dt et µ est la constante de gravitation du corps autour duquel orbite le mobile à la position

~r dans un repère inertiel. Le vecteur ~v est donc la vitesse.
Comme la force est dirigée selon le vecteur position, on parle de force centrale.

B.2 Nature des trajectoires

Les trois lois de Kepler, obtenues à l’origine empiriquement par ce dernier à l’aide des observa-
tions de Tycho Brahé, sont vérifiables analytiquement. La première loi stipule que les trajectoires
sont planes : le mouvement a donc lieu dans le plan engendré par ~r0 et ~v0. De plus, la loi précise
que ces trajectoires sont des coniques.

Pour les orbites les moins énergétiques, il s’agit d’ellipses. Dans la suite, on supposera que l’on
se trouve dans ce cas là et l’on notera a le demi-grand axe de l’ellipse et e son excentricité. Ces
quantités dépendent des conditions initiales selon les formules suivantes :

a =

(
2

r0
− v2

0

µ

)−1

, (B.5)

e =
1

µ
‖(v2

0 −
µ

r0
)~r0 − (~r0 · ~v0)~v0‖. (B.6)
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B.3 Anomalies angulaires

Dans la résolution du problème de Kepler, il est intéressant d’introduire deux angles : l’anomalie
vraie ν et l’anomalie excentrique E. Ces paramètres angulaires apparaissent naturellement dans la
géométrie du problème et sont représentés sur la Figure B.1).

E

~r

ν

~v

a

a(1− e)

~y

~x

Figure B.1 – Anomalies angulaires.

On peut prouver géométriquement ou analytiquement que :

‖~r‖ = a(1− e cos(E)). (B.7)

L’équation (B.7) fait le lien entre la norme du vecteur position et l’anomalie excentrique, le signe
de E étant donné par celui de ~r · ~v.

Il est également possible de prouver que :√
µ

a3
(t− tp) = E − e sin(E), (B.8)

où tp est le dernier temps de passage au périapse (point de l’orbite le plus proche du corps central).
L’équation (B.8), dite de Kepler, permet de relier l’anomalie excentrique à la variable temporelle.
Elle donne immédiatement la seconde en fonction de la première, en revanche pour déduire la
première de la seconde il faut résoudre cette équation transcendante. Dans la pratique, on peut le
faire par une méthode de Newton-Raphson.

En dérivant l’équation de Kepler par rapport au temps, on obtient immédiatement :

Ė =

√
µ

a3

1

1− e cos(E)
. (B.9)

Une fois l’anomalie excentrique calculée, on peut passer à l’anomalie vraie en utilisant les rela-
tions suivantes :

cos(ν) =
e− cos(E)

e cos(E)− 1
, (B.10)
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sin(ν) =
a
√

1− e2

‖~r‖ sin(E). (B.11)

B.4 Solution du problème de Kepler

Dans le repère (~x, ~y) représenté sur la Figure B.1, on a :

~r = X~x+ Y ~y, (B.12)

et
~v = Ẋ~x+ Ẏ ~y. (B.13)

On peut prouver, géométriquement ou analytiquement, que :

X = a(cos(E)− e), (B.14)

Y = a
√

1− e2 sin(E). (B.15)

En dérivant et en injectant (B.9), on obtient :

Ẋ = −
√
µ

a

sin(E)

1− e cos(E)
, (B.16)

Ẏ =

√
µ(1− e2)

a

cos(E)

1− e cos(E)
. (B.17)

B.5 Coefficients f et g de Lagrange

Les coefficients f et g de Lagrange sont un moyen d’exprimer les solutions du problème de Kepler
[17, 41, 67]. On sait que pour tout t, (0, ~r(t), ~v(t)) et (0, ~r(0), ~v(0)) engendrent le même plan. Ceci
encourage à chercher une expression pour la position du type :

~r(t) = f~r0 + g~v0. (B.18)

où les coefficients f et g sont des scalaires dépendant de t, ~r0 et ~v0. Par dérivation temporelle, on
obtient immédiatement :

~v(t) = ḟ~r0 + ġ~v0. (B.19)

Pour une force centrale, on a conservation du moment cinétique, d’où :

~r(t)× ~v(t) = ~r0 × ~v0. (B.20)

En injectant dans cette équation les coefficients de Lagrange, on obtient que :

1 = fġ − ḟg. (B.21)

En regardant le produit vectoriel entre ~r et ~v0, il vient que :

f =
XẎ0 − Ẋ0Y

‖~r0 × ~v0‖
. (B.22)
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De même, en analysant ~r0 × ~r, on obtient :

g =
X0Y −XY0

‖~r0 × ~v0‖
. (B.23)

Par dérivation temporelle, il vient immédiatement que :

ḟ =
ẊẎ0 − Ẋ0Ẏ

‖~r0 × ~v0‖
, (B.24)

ġ =
X0Ẏ − ẊY0

‖~r0 × ~v0‖
. (B.25)

En injectant dans ces expressions des coefficients de Lagrange les équations présentées dans la
Section B.4, on a, tous calculs faits :

f = 1− a

‖~r0‖
(1− cos(∆E)), (B.26)

g = ∆t−
√
a3

µ
(∆E − sin(∆E)), (B.27)

ḟ = −
√
µa

‖~r0‖‖~r‖
sin(∆E), (B.28)

ġ = 1− a

‖~r‖(1− cos(∆E)), (B.29)

avec ∆E = E − E0 et ∆t = t− t0.
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Annexe C

Théorie de la mesure
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C.1 Définitions, résultats et faits élémentaires de la théorie de la
mesure

Cette annexe résume rapidement les principales définitions de la théorie de la mesure et de
l’intégration qui sont nécessaires pour les développements présentés dans ce rapport. Le contenu de
cette annexe a été principalement emprunté aux références [20], [8] et [95].

Définition 13 (Fonction Indicatrice).
Soit B ⊂ A. La fonction indicatrice 1B de B est définie comme :

1B : A → {0, 1} ,
x 7→

{
0 si x /∈ B,
1 si x ∈ B.

Définition 14 (σ-algèbre).
Soit A un ensemble. Une σ-algèbre de sous-ensembles de A est une famille A (appelée également

tribu) de sous-ensembles de A telle que :
1. ∅ ∈ A,
2. ∀E ∈ A, A\E ∈ A,
3. pour toute séquence (En)n∈N ∈ A,

⋃
n∈N

En ∈ A.

Exemple 18.

- P(A) est une (la maximale) σ-algèbre sur A.
- {∅, A} est une (la minimale) σ-algèbre sur A.
- Pour B ⊂ A, {∅, B,A\B,A} est une σ-algèbre sur A.
- Si B 6= ∅ et B 6= A alors {∅, B,A} n’est pas une σ-algèbre sur A.

Définition 15.
Pour tout système d’ensembles G ∈ P(A), il existe une plus petite σ-algèbre contenant G. Cette

σ-algèbre, notée σ(G) est la σ-algèbre générée par G.

Définition 16 (Tribu de Borel ou σ-algèbre topologique).
La σ-algèbre σ(On), notée B(Rn), générée par le système On de tous les ensembles ouverts de

Rn est appelée la tribu de Borel sur Rn et ses éléments sont les ensembles de Borel ou ensembles
mesurables de Borel.

Noter que la tribu de Borel B(Rn) peut être générée par la famille de rectangles demi-ouverts
dans Rn, c.-à-d. B(Rn) = I où I = I(Rn) = {[a1, b1)× · · · × [an, bn) : aj , bj ∈ R}.

Définition 17 (Espace Mesurable).
Un espace mesurable est une paire (A,A) où A est un ensemble et A est une σ-algèbre de

sous-ensembles de A.

Définition 18 (Mesure).
Soit (A,A) un espace mesurable (voir Définition 17). Une mesure positive sur A (ou, plus pré-

cisément, sur (A,A)) est une application µ : A → [0,+∞] satisfaisant :
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1. µ (∅) = 0,

2. pour toute séquence (En)n∈N d’ensembles disjoints deux à deux dans A, µ
(⋃
n∈N

En

)
=∑

n∈N
µ (En).

Exemple 19.

- Mesure de Borel : une mesure définie sur la tribu de Borel B(Rn) est appelée une mesure
de Borel.

- Mesure de Dirac en a : soient (A,A) un espace mesurable et a ∈ A. Alors, l’application
δa : A → {0, 1}, définie pour A ∈ A par :

δa(A) =

{
0 si a 6∈ A,
1 si a ∈ A,

est appelée la mesure de Dirac au point a.
- Mesure de Lebesgue : la fonction λn sur (Rn,B(Rn)) qui assigne la valeur :

λn ([a1, b1)× · · · × [an, bn)) =

n∏
j=1

(bj − aj)

à tout rectangle semi-ouvert [a1, b1)× · · · × [an, bn) ∈ I, est appelée mesure de Lebesgue
de dimension n. Si A ⊂ Rn alors

λn(A) = inf
A⊂ ∪∞i=1Ri

∑
(bi1 − ai1) · · · · · (bin − ain),

où les Ri sont des rectangles semi-ouverts, c.-à-d. Ri = [ai1, b
i
1)× · · · × [ain, b

i
n).

La mesure de Lebesgue de dimension 1 représente la « longueur » usuelle d’un segment :

∀ (a, b) ∈ R2 t.q. a < b, λ ([a, b]) = b− a.

Il est à remarquer que, pour a ∈ R, λ ({a}) = 0. Du second point de la Définition 18 :

∀ (a, b) ∈ R2 t.q. a < b, λ ([a, b]) = λ ({a}) + λ (]a, b[) + λ ({b}) = λ (]a, b[) .

Définition 19 (Espace Mesuré).
Un espace mesuré est un triplet (A,A, µ) où A est un ensemble, A est une σ-algèbre de sous-

ensembles de A, et µ est une mesure positive sur (A,A).

Propriété 1.
Soit (A,A, µ) un espace mesuré et B,C ∈ A. Alors, C ⊂ B ⇒ µ (C) 6 µ (B).
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Figure C.1 – Propriété de monotonie des mesures positives.

Définition 20 (Mesure σ-finie).
Une mesure µ définie sur (A,A) est dite σ-finie et (A,A, µ) est appelé espace mesuré σ-fini si

A contient une séquence croissante (Aj)j∈N ⊂ A d’ensembles A1 ⊂ A2 ⊂ · · · tels que ∪j∈NAj = A,
vérifiant µ(Aj) <∞ pour tout j ∈ N.

Définition 21 (Support d’une Mesure).
Soit (A,A, µ) un espace mesuré.
Le support d’une mesure positive µ est le plus petit ensemble fermé défini par :

supp(µ) = {x ∈ A t.q. µ (U) > 0 pour tout voisinage ouvert U de x} .

Exemple 20.

- Le support de la mesure de Dirac en 0 est le singleton {0}.
- Soit (R,B(R)). Le support de la mesure de Lebesgue λ est R. Noter que tout point a une
mesure de Lebesgue nulle de même que toute union dénombrable de points.

Définition 22 (Atome d’une mesure).
Soit (X,A, µ) un espace mesuré, l’ensemble A ∈ A est un atome de la mesure µ si µ(A) > 0 et

pour tout ensemble B ⊂ A et B ∈ A, µ(B) = 0 ou µ(B) = µ(A).

Définition 23 (Mesure purement atomique).
Soit (X,A, µ) un espace mesuré, et An, n = 1, · · · , les atomes de la mesure µ alors µ est une

mesure purement atomique si µ(X\ ∪+∞
n=1 An) = 0.

Comme Rn est un espace métrique séparable, si A est un atome pour la mesure de Borel positive
µ alors il existe x ∈ A tel que µ(A\{x}) = 0. Une mesure s-atomique sera donc une mesure de Borel,

finie sur Rn et supportée en s points (les atomes). On pourra donc l’écrire µ =

s∑
i=1

λiδxi , combinaison

linéaire de mesures de Dirac en les points xi affectées des poids positifs λi.
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Définition 24 (Mesure Produit).
Soient (A1,A1, µ1) et (A2,A2, µ2), deux espaces mesurés σ-finis. Alors, la fonction

ρ : A1 ×A2 → [0,∞],
A1 ×A2 7→ µ1(A1)µ2(A2)

est la mesure unique appelée mesure produit, notée ρ = µ1 ⊗ µ2 et définie sur l’espace mesuré
(A1 ×A2,A1 ⊗A2) où A1 ⊗A2 = σ(A1 ×A2) est la tribu produit. (A1 ×A2,A1 ⊗A2, µ1 ⊗ µ2) est
appelé l’espace mesuré produit.

La mesure produit ρ est une mesure σ-finie sur (A1 ×A2,A1 ⊗A2) telle que

ρ(E) =

∫ ∫
1E(x, y)µ1(dx)µ2(dy) =

∫ ∫
1E(x, y)µ2(dy)µ1(dx),

est vrai pour tout E ∈ A1 ⊗A2.

Exemple 21.
La mesure de Lebesgue de dimension n, λn sur (Rn,B(Rn)) peut être construite comme une
mesure produit, c.-à-d.

(Rn,B(Rn), λn) = (Rd × Rn−d,B(Rd)⊗ B(Rn−d), λd ⊗ λn−d), ∀ n > d > 1.

C.2 Fonctions mesurables et intégration

Définition 25 (Fonction (A1,A2)-mesurable).
Soient (A1,A1) et (A2,A2) deux espaces mesurables. Une fonction f : A1 → A2 est (A1,A2)-

mesurable si
f−1(B) ∈ A1, ∀ B ∈ A2.

Définition 26 (Fonction mesurable).
Soit (A,A) un espace mesurable. Une fonction f : A → R est A-mesurable (ou simplement

mesurable) si {x : f(x) < c} ∈ A pour tout c ∈ R ou de manière équivalente

f−1(B) ∈ A, ∀ B ∈ B(Rn).

Une fonction mesurable f : A→ R est une fonction (A1,B(R))-mesurable.

Exemple 22.
Soit (X,A) un espace mesurable. La fonction indicatrice f(x) = 1A(x) est mesurable si et
seulement si A ∈ A. Ainsi, pour un ensemble A ∈ A

{x : 1A(x) < c} = ∅ ∈ A si c 6 0,
{x : 1A(x) < c} = X\A ∈ A si c ∈ (0, 1],
{x : 1A(x) < c} = X ∈ A si c > 1.

Définition 27 (Fonction simple).
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Une fonction simple g : A → R définie sur un espace mesurable (A,A) est une fonction de la
forme :

g(x) =
M∑
j=1

yj1Aj (x),

avec un nombre fini d’ensembles disjoints A1, · · · , AM ∈ A et y1, · · · , yM ∈ R.
Si yi > 0 pour tout i, la fonction g est dite simple positive.

Définition 28.
On suppose que µ est une mesure positive sur l’espace mesurable (A,A) et f est mesurable

- Si f =

M∑
j=1

yj1Aj est une fonction simple positive alors

∫
fdµ =

M∑
i=1

yiµ(Ai).

- Si f > 0 alors ∫
fdµ = sup

{∫
gdg : g 6 f, g est simple positive

}
.

- Pour une fonction f arbitraire,∫
fdµ =

∫
f+dµ−

∫
f−dµ,

où f+ = max{f, 0} et f+ = −min{f, 0}.
Si (B,B) est mesurable, l’intégrale de f sur B est définie par :∫

B
fdµ =

∫
f1Bdµ.

Théorème 7 (Fubini).
Soient (A1,A1, µ1) et (A2,A2, µ2) des espaces mesurés σ-finis et soit f : A1 × A2 → R une

fonction A1 ⊗A2-mesurable. Si, au moins une de ces intégrales est finie∫
A1×A2

|f |d(µ1 ⊗ µ2),

∫
A2

∫
A1

|f(x, y)|µ1(dx)µ2(dy),

∫
A1

∫
A2

|f(x, y)|µ2(dy)µ1(dx)

alors ∫
A1×A2

fd(µ1 ⊗ µ2) =

∫
A2

∫
A1

f(x, y)µ1(dx)µ2(dy) =

∫
A1

∫
A2

f(x, y)µ2(dy)µ1(dx).

Définition 29 (Densité).
Soient (A,A, µ) un espace mesuré et ρ une fonction positive réelle A-mesurable, la fonction

µρ : A 7→
∫
A
ρdµ =

∫
1Aρdµ =

∫
1A(x)ρ(x)µ(dx),

est une mesure sur (A,A) appelée mesure de fonction densité ρ par rapport à µ et notée µρ = ρµ.

Traditionellement, la densité est notée ρ =
dµρ
dµ

.
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Par exemple, pour la mesure µI gaussienne (µI = µg), de moyenne m ∈ Rn, et de matrice de
covariance Σ, donnée par :

µI(A) :=
1√

(2πdet(Σ))n

∫
A

exp

(
−(X −m)TΣ−1(X −m)

2

)
dX, (C.1)

où A ∈ B(Rn), et B(Rn) sont les notations pour la complétion de la tribu de Borel sur Rn et
l’intégrale dans (C.1) est définie par rapport à la mesure de Lebesgue à n dimensions stantard, la
densité de la mesure µI est une fonction ρI : Rn → R définie par :

ρI(X) =
1√

(2πdet(Σ))n
exp

(
−(X −m)TΣ−1(X −m)

2

)
. (C.2)

En utilisant les notations de la Définition 29, on a ρI =
dµI
dλ

.
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