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Notations

Mathematiques

Les preuves sont terminées par le symbole [1.

Ensembles

- N : ensemble des entiers naturels;

- Z : ensemble des entiers relatifs ;

- R : ensemble des nombres réels;

- C : ensemble des nombres complexes ;

-N*={neNst. n>1};

- Ryo = {x € Rs.t. 2 > 0} = [0,+00[. La méme notation s’applique pour les indices "> 0",
"<O0", et "< O";

- [a,b] : nombres réels entre a € R et b € R, a et b inclus;

- [a,b] : entiers entre a € Z et b € Z, a et b inclus;

- R"[z] : anneau des polynomes réels en les variables (z;);,_; .. ,, (n € N);

- R"[z], = {p € R" [z] s.t. deg(p) <r}:anneau des polynomes réels en les variables (i), ]
(n € N) et de degré maximal r € N;

- Y[z], = {p € R"[z] s.t. deg(p) <7} : cone convexe des polynomes sommes de carrés in the
variables (2;),cy ) (7 € N) et de degré maximal 2r € N;

- M(S) : ensemble de toutes les mesures de Borel finies et signées, définies sur le sous ensemble
S d’un espace mesurable ;

- M(S)+ : ensemble (cone convexe) de toutes les mesures de Borel et non négatives, définies
sur le sous ensemble S d’un espace mesurable;

- My, (K) : ensemble des matrices avec m € N lignes et n € N colonnes, et dont les éléments
sont dans le corps K (R ou C);

- C°(K,R) : ensemble des fonctions réelles continues sur 1’ensemble compact K et espace de
Banach en I’équipant de la normae sup ;

- C"(K,R) 4 : cone covexe des fonctions réelles continues non négatives sur ’ensemble compact
K;

- 4B :=A\B = {r € At.q. x ¢ B} : complément de B dans A. L’indice préfixe ¢ peut étre
omis si le contexte est suffisamment clair ;

- 0A : frontiére de I'espace topologique A ;

- cl(A) = AUOA : fermeture de 'espace topologique A ;

- card (A) : cardinal de I'ensemble dénombrable A ;

- B(z,R)={yeR"t.q. lt—yll, <R} (neN,zeR" R>0);

- supp(f) =cl({x € A t.q. f(x) #0}) : support de f: A — R;

- N : multi-indices of dimension n € N.

- N = {aeN"st. Y ' a; < r} multi-indice de dimension n € N et de degré maximal
re€N.

Polynémes

- |a|:Zai (v € N*, n € N);

=1



n
o

- %= sz L (meN, z= (7)., @ €NY);

i=1
- deg (p) : degré du polynéme p € R™ [z];

T
- vg(x) = 2% = (1,:101,-" Ty T, T1T9, -+ Ty 1T, TE, - - ,l’fll) : vecteur de tous les mo-
noémes x“ de degré inférieur ou égal a d pour un vecteur d’indéterminées de dimension n ;

Analyse complexe

- Re(z) : partie réelle de z € C;
- Im(z) : partie imaginaire de z € C;

Fonctions

id : fonction identité c.-a-d. id : R” - R", z +— z;
- 1p : fonction indicatrice de I’ensemble B ;

erf : fonction d’erreur de Gauss;

- |.| : valeur absolue;

|z| : module de z € C;

- lzlly = [w ER™ > />0 a7 ] : norme euclidienne ;

|x] : floor value (greatest integer less than or equal to z € R);
- [z] : ceiling value (least integer greater than or equal to x € R);

Calcul Différentiel et Analyse Vectorielle

Soit TCR,neN meN, f:T xR" — R un champ scalaire et g : 7 x R® — R™ un champ
vectoriel.

- O f = % : dérivée partielle de f par rapport a la variable z; (i =1,--- ,n);

- =019 = (0t91,0:92, - . ., Orgm) : dérivée partielle temporelle de g;

- V= (8ef 0, f,Ony fy... )T : opérateur gradient ;

- HJ[f] : opérateur hessien;
J(9) = (02,9, 02,9, - . . 0z, g) : opérateur jacobien;

- dif = fl—/: =0 f + (Vf)-g : dérivée totale de f suivant le champ de vecteur g;

Algébre Linéaire

- I, : matrice carrée identité de dimension n ;

- Soient (A4, B) € (My, (K))? (n € N). La notation « A > 0 » signifie A est semidéfinie
positive. « A = B » signifie « A— B > 0 »;

- Soient (u,v) € R™ x R™. La notation « u = 0 » signifie que le vecteur u appartient au cone
défini par I'orthant positif ou que le vecteur u a toutes ses composantes positives ou nulles.
«u = vy signifie <k u —v =0 »;

- u - v : produit scalaire entre les vecteurs u et v ;

- u X v : produit vectoriel entre les vecteurs u et v;

- A" : matrice pseudo-inverse de la matrice A ;

- Op,m est une matrice de zéros de dimensions n x m;



- e = [ o ---, 0, 1, 0, ---, O ]T est le vecteur de la base canonique de R”, composé
de 0 sauf pour la i-iéme composante qui est égale a 1;

Dénombrement, Probabilités et Statistiques

- n!: factoriel de n € N

- (k) = (”Zk) = %Tkk!)! : binomial coefficients du binéme pour (n, k) € N? tel que n > k;

- U k) = ("5") 5

- P{E} : probabilité de I’événement {E'} ;

- E(z) = p, : opérateur espérance (vecteur moyenne) appliqué au vecteur aléatoire x de
dimension n (n € N);

-z~ N (g, X;) : z est un vecteur aléatoire de dimension n (n € N) dont la distribution
est une gaussienne multivariée de vecteur moyenne u, € R™ et de matrice de covariance

Dynamiques Orbitales
Notations pour les modéles d’état orbitaux

Ces notations définissent les notations utilisées pour les vecteurs d’état et les dynamiques asso-
ciées dans ce rapport sauf mention explicite de changement de notation au début d’une section.
- 7o = (re1, Tx2, 7x3)7 : vecteur position de I'objet x dans un référentiel donné, (primaire :
* = p, secondaire : x = s, relatif : x =r);
- vy = (Vs1, Vs2, vx3)T @ vecteur vitesse de I'objet x;
-z = (rl, vI)T : vecteur d’état de I'objet x;
- X, = (27, be)T : vecteur d’état de I'objet composé de x et b ;
- f«(.,.) : dynamique du systéme (objet) *;
-z (.|x0) . trajectoire, solution des équations du mouvement issue de la condition initiale 2 ;

Constantes et paramétres orbitaux

- pg = GMg = 3.9860047 10'* m3s~2 : paramétre gravitationnel standard pour la terre
(modéle de potentiel US GEM-T1);

- a : demi-grand axe;

-  : ascension droite du noeud ascendant ;

- w : argument du périgée;

- 4 : inclinaision ;

- e : excentricité;

- 0 : anomalie vraie;

- M : anomalie moyenne;

- F : anomalie excentrique;

7
- n = 4/—5 :mouvement moyen;
a

- T : période orbitale;

Acronymes

- JSpOC : Joint Space Operations Center ;



CSpOC : Combined Space Operations Center ;

TCA : Time of Closest Approach ;

COQO : Centre d’Orbitographie Opérationnel ;

HCW : Hill-Clohessy-Wiltshire ;

YA : Yamanaka-Ankersen ;

LEO : Low Earth Orbit (altitude between 160 kilometres and 2 000 kilometres) ;
DFO : Differential Free Optimization ;

PDF : Probability Density Function ;

TM : Modéles de Taylor;

DCA : Distance of Closest Apporach ;



Introduction

Ce rapport a pour objectif de proposer une analyse bibliographique raisonnée de la littérature
dédiée au probléeme de ’évitement de collision en orbite. Cette analyse ne prétend pas a I'exhaus-
tivité puisque nous n’avons pu avoir accés & certaines références rencontrées en citations au cours
de notre recherche bibliographique. Le rapport est divisé en deux parties trés inégales. La premiére
est consacrée au probléme d’évitement de collision pour un risque simple alors que la seconde est
dédiée aux risques multiples. La pauvreté des références sur ce deuxiéme sujet explique le déséqui-
libre etre les deux parties. Que ce soit pour les risques simples ou pour les risques multiples, la
procédure classique pour la plannification de manoceuvres d’évitement peut étre construite en trois
étapes : I'identification des menaces potentielles, ’évaluation des risques, le calcul de la manceuvre
d’évitement. Dans ce rapport, méme si nous ferons quelques appels aux méthodes d’évaluation du
risque, qui sont détaillées dans d’autres rapports [13] et [15], 'analyse de la littérature portera
exclusivement sur la derniére étape.

Nous souhaitons finir sur une remarque importante relative a ’apparent manque d’homogénéité
des différentes présentations des travaux de la littérature. Ce manque d’homgénéité de traitement
n’est que le reflet de la qualité trés inégale des présentations rencontrées avec dans la majorité des
cas peu de détails précis et rigoureux fournis par les auteurs sans compter sur les notations le plus
souvent imprécises et amenant plus de confusion que de clarification. Cela s’explique sans doute par
le fait que les méthodes sont & la base du dévelopement d’outils industriels qui sont eux-mémes les
principaux enjeux de ce domaine.



Chapitre 1

Cadres théoriques pour les rencontres
rapides simples et multiples

Ce premier chapitre a pour objectif de rappeler les notations, concepts et objets mathématiques
qui seront utilisés dans la suite de ce rapport. Il reprend donc en grande partie le matériau déja
utilisé dans les rapports [14] et [15]. 11 y a été ajouté une partie nouvelle essayant d’élaborer un
cadre général définissant la problématique de I’évitement de collision avec risques multiples sous
hypothése d’indépendance des rencontres qui seront, d’autre part, toutes assimilées & des rencontres
rapides (short-term).

1.1 Modéle général d’une rencontre rapide simple

Nous nous plagons dans le cadre de ’étude d’une rencontre entre un objet primaire noté p et un
objet secondaire noté s.

1.1.1 Géomeétrie des objets

La nature géométrique des objets en conjonction doit étre connue afin de définir ’état de collision
entre eux.

Hypothése 1 (Géométrie sphérique.).
Les objets p et s sont modélisés par des spheres, de diametre respectif Dy, et Dy.

Cette hypothése permet d’ignorer tous les aspects liés a 'orientation dans ’espace des deux
corps, et notamment les éventuelles contraintes d’attitude de ’objet primaire. Elle permet aussi de
modéliser de maniére conservatrice ’objet secondaire, dont la géométrie est souvent mal connue.

Remarque 1.

Plusieurs auteurs [84, [l [33] se sont intéressés a des géométries différentes, comme des poly-
gones ou des assemblages de polygones. De tels modéles permettent de modéliser plus finement des
structures complexes comme la Station Spatiale Internationale [33].

La Figure représente la configuration spatiale d’une rencontre entre deux objets modélisés
par des sphéres.



FI1GURE 1.1 — Profil sphérique d’une rencontre

Modéles dynamiques pour la rencontre

L’état de chaque objet en orbite est décrit par les vecteurs de leurs position et vitesse, q:g =
(rl,vl) et 2l = (rI,vl), donnés dans un repére de référence R. Ce peut étre un référentiel

inertiel ou bien un repére local. On considére un intervalle de temps J = [to, %o + 7] C R au cours
duquel les deux corps sont soumis & des dynamiques propres définies par les champs de vecteurs
Iy fs: T x RS R3. Ainsi, pour tout t € J :

vy

o (t) = fp(t,zp), xp(to) = scg, (1.1)
d;;s (t) = fs(t’-'fs)v SUs(to) = $8 (1.2)

T est un nombre réel positif définissant I'intervalle de temps de la rencontre et ¢y est la date ini-
tiale (temps a I’epoch par exemple). Ces dynamiques, supposées déterministes, tiennent compte de
I'attraction gravitationnelle newtonienne. Elles peuvent aussi prendre en compte des perturbations
orbitales diverses : non-sphéricité de la Terre, frottement atmosphérique, pression de radiation so-
laire, attraction de la Lune, etc. Quel que soit le modéle adopté, on suppose que les solutions aux
problémes de Cauchy des systémes et sont uniques.

Afin de décrire la dynamique relative des objets, on définit le vecteur a7

= (I vl tel que :

Ty =Ts— Tp, (1.3)
et
Uy = Vs — V. (1.4)

De la méme fagon, il est possible de définir un objet composé du primaire et du secondaire dont les
états sont concaténés dans un vecteur global d’état X, :
T T T T T
Xps = (rp,vp T Vs ) € R,
oun =12.
Les équations dynamiques de ces deux objets sont alors définies par :

{gp(g; - §§3<t,Xps<t>), t € [to, to + T, (1.5)

ps®

ol fps est un champ de vecteur réel composé des deux champs de vecteurs f, et fs.
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Définition 1 (Trajectoire).
Pour une condition initiale donnée ng € R", une trajectoire issue de ng est la solution unique

de :
t
X (t]X0,) = X0, + / £ty Xpa(u] X0,))du. (1.6)
0

1.1.2 Deéfinition des incertitudes affectant le modéle

Grace a des mesures physiques, les positions et vitesses des deux objets sont connues avec
une certaine incertitude & un temps de référence, pris comme origine des temps. Le vecteur des
conditions initiales XSS € R" est un vecteur aléatoire dont la distribution est définie par une mesure

dir

de probabilité donnée p; dont la fonction de densité est p; = RS — R*. En revanche, le

modéle dynamique de chaque objet est considéré comme déterministe et non incertain.

Hypothése 2 (Dynamiques déterministes.).
Les objets p et s suivent des dynamiques déterministes et non incertaines.

1.1.3 Définition de la collision

Définissons maintenant la notion de collision. Supposons que pour toute condition initiale
XSS € R", la trajectoire correspondante existe sur l'intervalle de temps J = [to,to + T, alors une
collision intervient quand une trajectoire entre dans une région interdite Xr donnée. Par exemple, en
pratique, dans le cadre de la modélisation sphérique (Hypothése , il y a collision sur un intervalle

de temps Z C J si et seulement si on a l'existence de t € Z tel que :

I (D)2 < R, (1.7)
avec . D D
R= % (1.8)

Sil'état X5 est donné par les positions et vitesses des 2 objets, alors la région interdite est définie
par :
T T T ,T T 12 2 2
X ={Xps = (15,0,,75,05 ) €ERZ | [lrg —1p|* — R < 0}, (1.9)
En d’autres termes, du point de vue de la position relative, I’ensemble de collision & un instant ¢ est
assimilable & une sphére fictive de rayon R. On définit ainsi ’objet sphérique combiné, représenté

sur la Figure [1.2] comme la région interdite X'g.

FIGURE 1.2 — Sphére combinée des deux objets
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Définissons le complément de la région interdite, appelé région admissible, par ‘X r := R™\ Xg.

Définition 2 (Collision).
Pour une condition initiale XSS € R"™, une date de fin de rencontre T + tg > 0, et une région
interdite Xg, une collision intervient s’il existe t € [to, to + T tel que Xps(t|Xp,) € Xr.

Définition 3 (Domaine de collision).
Le domaine de collision X2 sur lintervalle de temps [to,to + T| est 'ensemble des conditions
initiales conduisant a une collision entre une paire d’objets durant l’intervalle de temps [to,to+T] :

Xp={XD, €R" | It € [to, to+T], Xps(t|Xp,) € Xr}. (1.10)

Remarque 2.

Dans I’Equation et la Définition @ les ensembles X et XIQ ont été définis a partir du
vecteur d’état Xps de l'objet combiné. Des définitions équivalentes pourraient étre données a partir
de n’importe quel vecteur d’état combiné tel que X, par exemple. En fait, si ’on restreint la région
interdite a la sphére combinée, seul le vecteur d’état relatif x, est impliqué dans la définition de ces
ensembles. Dans ce cas, qui est celui qui va étre exclusivement étudi€ dans ce rapport, ces ensembles
sont tels que Xp C R"/? et X? C R™/2.

1.1.4 Le cadre théorique des rapprochements rapides et les hypothéses associées

Certaines rencontres se caractérisent par une vitesse relative moyenne élevée, de 'ordre du km/s.
Cette configuration pousse & faire des hypothéses supplémentaires afin de définir le modéle dit des
rencontres rapides (« short-term encounter » dans la littérature anglophone [33], [40]), dont par
ailleurs certains auteurs se sont intéressés aux limites de validité [39, 46, [33] comme nous le verrons
dans la suite de ce rapport. Cette modélisation de la rencontre repose sur un ensemble d’hypothéses
qui vont étre rappelées précisément dans la suite, dont, en particulier, I’hypothése fondamentale d’un
mouvement relatif rectiligne, réaliste en raison de la faible courbure de la trajectoire au plus proche
de la conjonction. Il existe méme chez certains auteurs [84] 2] une dénomination alternative du
modeéle sous la forme de rencontre linéaire. Dans un tel cadre, la probabilité de collision admet une
expression simplifiée, sous la forme d’une intégrale 2-D. Les démonstrations de cette formule varient
dans la littérature, ot 'on distingue essentiellement deux formulations. D’un c6té, il est possible
d’obtenir d’abord une expression du taux de collision, puis de I'intégrer selon la variable temporelle
[1, 40]. Cette formulation sera analysée dans la deuxiéme partie de ce rapport quand il sera question
de justifier la validité théorique de la formule de Coppola pour le calcul de la probabilité de collision
dans le cadre des rencontres long-terme. De 'autre, certains auteurs [7, 33| suivent un raisonnement
similaire & ce qui est proposé dans la suite de cette section, dans la continuité du cas général présenté
dans la section précédente. Plus précisément, on considére le volume géométrique des coordonnées
relatives initiales aboutissant & une collision, sur lequel on intégre ensuite la fonction de densité du
vecteur aléatoire de position relative.

L’idée essentielle sur laquelle repose la classe des rencontres rapides est que la durée de la
conjonction est suffisamment courte pour permettre & un certain nombre d’hypothéses simplifica-
trices d’étre considérées comme pertinentes et valides. Par exemple, la faible durée de la rencontre
incite & négliger les écarts concernant les vitesses des deux objets, limitant ainsi I'incertitude a leurs
seules positions.

Hypothése 3 (Aucune incertitude sur la vitesse relative.).
A chaque instant t € [to,to + T, le vecteur de vitesse relative v,(t) est précisément connu et est
un vecteur déterministe.
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Les hypotheéses suivantes sont également fondamentales et concernent la modélisation des incer-
titudes affectant les conditions initiales des deux objets.

Hypothése 4 (Vecteurs aléatoires gaussiens.).

On suppose que les conditions initiales y:g et 20 suivent des lois de distribution multinormales
conjointement définies c.-a-d. 9 ~ N3(mp,, Pp,) et £ ~ N3(my,, Py,). Cela implique que le vecteur
aléatoire ng est gaussien (XSS ~ N6(Mipsy» Pps, ) )-

On déduit facilement de cette hypothése que la mesure initiale p; est une distribution gaussienne
1

V/2m)7/2 det(Pys,)
niére hypothése, une hypothése d’indépendance (équivalente a la décorrélation dans le cas gaussien)
est égalemennt nécessaire.

1
cexp | —= (2 — Mypsy )T Pogl(x — myps, ) |- Associée a cette der-

de densité pr(x) = 5 i

Hypothése 5 (Indépendance des lois de probabilité.).
On suppose que les vecteurs aléatoires :L‘g et 29 sont indépendants.

La nature géométrique de la trajectoire relative est fondamentale dans la dérivation de la formule
2D de la probabilité de collision pour les rencontres rapides.

Hypothése 6 (Mouvement rectiligne uniforme.).
Le mouvement de chaque objet est considéré comme rectiligne uniforme pendant la rencontre.
Ainsi, pour tout t € [to,to + T :
rp(t) =19 + vt (1.11)

rs(t) =19 + 0t (1.12)

Cela signifie que le mouvement relatif entre les deux objets sera un mouvement rectiligne r,(t) =
0, ,0
T + Ut

Les hypothéses de mouvement rectiligne et de vitesses déterministes conduisent naturellement
& introduire le plan et le repére de la rencontre. La définition exacte de ce dernier varie dans la
littérature [33), 85] mais, dans tous les cas, le repére est centré sur l'un des objets et un des axes est
orienté selon la vitesse relative.

Définition 4. Repére et plan de rencontre au temps t.
A une date t, on définit le repere local de rencontre Ry de la maniére suivante :

- Origine : position moyenne du centre de gravité de l’objet primaire

- Aze % : orienté selon la vitesse relative v°
Les deux autres axes sont perpendiculaires a la vitesse relative. Le plan 11y contenant l'origine et qui
est engendré par ces azxes est appelé plan de rencontre.

— Axe T : dirigé vers la projection de la position moyenne du centre de gravité de [’objet secon-
daire dans le plan de rencontre

— Axe g : compleéte le repére orthogonal direct

13
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FIGURE 1.3 — Repére et plan de rencontre
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1.2 Le cadre des rencontres rapides multiples sous hypothése d’in-
dépendance

L’objectif de cette section est d’étendre la cadre précédent définissant une rencontre entre un
objet primaire et un unique objet secondaire & celui de rencontres multiples entre un objet primaire
p et plusieurs secondaires s, -+ ,5,. On suppose que chacune de ces rencontres se produit sous les
hypothéses d’une rencontre rapide et a des dates de TCA t/,, suffisamment différentes pour pouvoir
supposer que ces événements sont indépendants les uns des autres. Afin de ne pas compliquer et
surcharger inutilement les notations, nous nous intéresserons au cas paradigmatique de la rencontre
multiple d’'un objet primaire avec deux objets secondaires, c.-a-d. ¢ = 2. L’ensemble des hypothéses
faites pour la rencontre simple rapide est repris intégralement avec les généralisations de notations
suivantes :

1- Chaque objet est assimilé & une sphére de rayon respectif 2, R1 et Rp. On définit ainsi deux

rayons de deux objets combinés R, et R,,.

2- Chaque objet est soumis & une dynamique propre déterministe donnée respectivement par
les champs de vecteurs f,, fs,, fs,-

3- L’incertitude affectant la position de chaque objet (et donc la position relative deux a deux)
a pour origine la propagation de la distribution normale de la position de chaque objet
connue respectivement a une date 7,, 71 et 73, comme 7, (7,) ~ N (pir, (1), B, (7p)), 71(71) ~
N(Mﬁ (7—1)7 Yy (Tl)) et TQ(TQ) ~ N(HTZ (7-2)7 X, (7—2))'

4- Les lois de probabilité de 7,(7p), 71(71) et r2(72) sont indépendantes.

5- Chaque mouvement relatif entre 'objet primaire p et respectivement s; et so sera considéré
comme rectilinéaire uniforme, au moins localement autour de chaque date de rencontre thq
et tZTC A- 1l y aura ainsi deux plans de rencontres et deux repéres de rencontre associés.

La généralisation des ensembles définis pour caractériser les rencontres simples est directe. On définit
ainsi deux régions interdites comme :

Xr, = {(rp,7i) €ER® | i = mp||” — R2, <0}, i =1,2. (1.13)

Définition 5 (Collision).

Etant donnés un vecteur d’état aggrégé de conditions initiales (Tpy, Upg, Ts10s Usios Ts10> Usap) =
X;[))SISZ € R donné a un temps de référence to, une date maximale T+to > 0, et les régions interdites
Xr,, une collision intervient s’il existe t € J = [to, to + T tel que Xps15(t|XDs10) € Xr, U X, .

Définition 6 (Domaine de collision).

Le domaine de collision (aussi appelé swept-volume dans [15]) XD défini sur Uintervalle de temps
[to, to+T] est l'ensemble des conditions initiales conduisant a une collision entre [objet primaire p et
lobjet secondaire s1 ou (inclusif) entre l’objet primaire p et l’objet secondaire sy durant lintervalle
J

Xp={XD10 €R™® |3t €to, to+T], Xpsis2(t|Xps1s0) € Xry U X, }- (1.14)

Remarque 3.

Le domaine de collision a été défini a partir d’une date unique tg de référence alors que les
distributions de chaque objet ont été supposées connues & des dates possiblement différentes. Dans
le cas ou la connaissance de incertitude statistique est obtenue a ’aide d’un bulletin construit pour
une date unique, on aura évidemment to = 7, = Ty, = Ts,. St ce n'est pas le cas, il sera toujours
possible de propager les incertitudes jusqu’a la date tg pour un ou plusieurs objets.

Le probléme d’évaluation du risque de rencontres multiples (ici un primaire avec deux secon-
daires) est donc généralisé simplement (au moins formellement) a partir de la définition de I’évalua-
tion du risque d’une rencontre simple [15].
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Probléme 1. Pour les dynamiques fp, fs, €t fs,, une date to+T > 0 et deux régions interdites Xg,,
1 = 1,2 si les conditions initiales nglsQ € R8 sont distribuées suivant une mesure de probabilité jiy
de fonction de densité py, la probabilité qu’une collision entre le primaire p et les secondaires s1 et

S9 intervienne s’écrit comme :

Pe(lto,to + 1)) = Pe(T, to) = P{X 10 € XP} = s (Xp) = /O dpr. (1.15)

Xr

Calculer la quantité donnée dans , est encore plus difficile que dans le cas d’une rencontre

simple car outre les difficultés de paramétrisation du domaine d’intégration et du calcul de I'intégrale
elle-méme, la caractérisation de la mesure p; n’est pas aussi directe que dans le cas d’une rencontre
simple.
Nous avons connaissance de relativement peu d’études sur le probléme d’évaluation du risque de
rencontres multiples sans hypothéses simplificatrices fortes. Nous pouvons renvoyer le lecteur au
rapport [I3] qui propose un cadre théorique de modélisation de ce probléme trés général ainsi qu’une
approche de calcul dans ’espace des mesures qui n’est malheureusement pas encore suffisamment
mire pour étre effective en pratique. Les approches existantes dans la littérature peuvent étre
classées en deux grandes familles complémentaires : celles combinant les probabilités de collision
déterminées pour de multiples paires d’objets et pour de multiples cycles de controle comme dans la
référence [88] et des méthodes fondées sur le calcul de probabilités de collision pour des rencontres
uniques. Dans le cas qui nous intéresse (rencontres multiples indépendantes et a court terme), nous
pouvons utiliser la probabilité de collision aggrégée |47, 48] ou la probabilité de collision globale
[52]. En effet, si 'on considére les 2 collisions comme 2 événements notés Aj, As. Sous I'hypothése
d’indépendance des événements A;, nous avons :

2

2
Pe([0,T7T) :]P){UA’L} = ]‘_H(]'_PCi) (1.16)
i=1

=1

ol Pci == P{Al}

Il est noter également que le Chapitre 12 du livre de K. Chan [33] est consacré a des rapproche-
ments, sur un intervalle de temps donné, entre un objet primaire et plusieurs satellites groupés dans
différentes classes. Les objets d'une classe spécifique sont définis par certaines tolérances faibles en
altitude et en inclinaison. Tous les objets secondaires d’une classe ont des noeuds ascendants uni-
formément distribués autour de I’équateur et des angles de phase uniformément distribués dans le
plan orbital.
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Chapitre 2

Evitement de collision dans le cas d’un
risque simple de rencontre rapide

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a une recension des travaux de la littérature portant sur I’évitement de
collision par application d’une manceuvre impulsionnelle, pour des rencontres rapides dans le cas
d’un risque simple (rencontre d’un objet actionné avec un débris) par opposition au cas des risques
multiples qui seront abordés dans le chapitre suivant. L’hypothése de mouvement rectiligne de ce
modéle permet de travailler avec un ensemble géométrique de collision ayant la forme d’un cylindre
circulaire droit de hauteur infinie. Comme dans la référence [87], les effets de la manceuvre sont
calculés en supposant une dynamique képlerienne. En conséquence, la propagation des orbites peut
étre faite analytiquement, par exemple grace aux coefficients de Lagrange [17),[41] 67]. On cherche un
plan de manceuvres sous la forme d’une unique impulsion, réalisée & une date avant la conjonction
fixée par 'opérateur. En pratique, une telle action est généralement suffisante pour réduire le risque
de collision & un niveau acceptable [93]. De plus, les effets de la poussée d’évitement sur l'orbite
de I'objet primaire sont en général faibles et les corrections inhérentes peuvent étre intégrées aux
manceuvres nominales de maintien & poste.

Le probléme défini dans sa plus grande généralité est d’une grande complexité, en particulier
si 'on recherche une manceuvre optimale au sens d’un critére intégrant un calcul probabiliste du
risque de collision. La modélisation d’un tel probléme repose ainsi sur des choix fondamentaux qui
vont non seulement conditionner la nature de la solution obtenue mais également les méthodes de
résolution associées. Le premier choix fondamental concerne la définition du critére d’évitement de
collision qui va définir la maniére dont le risque de collision est quantifié. Par exemple, certains
auteurs considérent un critére géométrique (maximisation de la miss distance par exemple) en lieu
et place d’un critére probabiliste (probabilité de collision). D’autre part, il est important également
de clairement définir I’ensemble des variables de décision que 'on va utiliser afin de calculer la
manoceuvre optimale. Dans la littérature, ’ensemble des variables de décision possibles (date de
manceuvre, direction et module de la poussée impulsionnelle) est souvent hiérarchisé afin d’utiliser
des méthodes d’optimisation multi-niveau. Par exemple, pour une date d’exécution donnée, Patera
et Peterson [87] recherchent d’abord une direction de poussée, avant de se consacrer a la recherche de
son amplitude. Dans la référence [93], la date et la direction de la manceuvre sont fixées a 'avance
de maniére heuristique, I'objectif étant de réaliser une distance de plus proche passage donnée.
On citera également 'article [23], ot une linéarisation des fonctions par rapport aux composantes
de l'incrément de vitesse est effectuée, approximation qui permet de calculer analytiquement une
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manoceuvre, définie & une anomalie vraie donnée, maximisant la distance de plus proche passage ou
bien minimisant la probabilité de collision. Enfin, les contraintes imposées au calcul de la manceuvre
sont également trés variables et vont définir la nature de la solution optimale en définissant ’espace
des manceuvres réalisables. La diversité des approches rencontrées témoignent des degrés de liberté
possibles dans le traitement de ce probléme.

Dans la suite, nous avons essayé, autant qu’il était possible, d’uniformiser les notations utilisées
dans les différents travaux exposés mais nous avons parfois déroger a cette régle quand il nous a
semblé nécessaire de préciser des notations particuliéres afin d’éclaircir des points qui ont été parfois
présentés de maniére trop concise dans les différents articles rencontrés. Nous 1’avons précisé chaque

fois au début de la section ol ces changements ont été opérés.
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2.2 Meéthode heuristique par séparation radiale ou angulaire

Nous regroupons dans cette catégorie ’ensemble des approches qui consistent & calculer une
manceuvre appliquée a une date fixée & un nombre donné de demi-périodes de la date de rencontre
(TCA) et qui a pour objectif d’augmenter la séparation radiale ou la séparation angulaire entre
les deux objets a la date de la TCA [24], |25], [93]. 11 est assez difficile de trouver 'origine exacte
de I’idée générale derriére cette approche ainsi que des détails techniques pertinents permettant de
reconstruire complétement (ensemble complet d’hypothéses et dérivations rigoureuses des calculs
de manoceuvre) cette stratégie d’évitement. La présentation faite dans cette section s’appuiera donc
essentiellement sur les deux références synthétiques [24], [25] qui se sont matérialisées dans 1'outil
logiciel QUARTZ de la société ADS et sur une reconstruction des calculs fondée sur les formules
usuelles de la mécanique spatiale képlérienne.

2.2.1 Manceuvre d’évitement pour une séparation radiale

Nous présentons dans un premier temps la stratégie de calcul d’'une manceuvre impulsionnelle
purement tangentielle, affectant 'orbite de I'objet primaire et effectuée N + 0.5 orbites avant la
date de la TCA. L’objectif est d’augmenter la séparation radiale entre les deux objets a la date de
la TCA, par modification du demi-grand axe de l'orbite du primaire (I’effet d’une telle poussée est
représenté sur la Figure . Un certain nombre d’hypothéses plus ou moins clairement spécifiées
sont faites dans [25].

Hypothése 7. (Hypothéses pour la séparation radiale)
- L’orbite initiale primaire est circulaire.
- L’amplitude de la manceuvre est faible.
- Les erreurs d’efficacité et de direction de la manceuvre sont aléatoires et normalement distri-
buées.
- La trajectoire relative entre la date de TCA initiale et la date de TCA modifiée (aprés ma-
neeuvre) est supposée circulaire.

AV
©
L]
Conjonction

FIGURE 2.1 — Manceuvre tangentielle de séparation radiale.
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La manceuvre d’amplitude minimale, calculée par une méthode de dichotomie (afin d’obtenir une
probabilité de collision en dessous d’un seuil pré-défini), est appliquée a une date définie par N 40.5
orbites avant la date de TCA ot N est un entier choisi en fonction de contraintes opérationnelles.
Le processus synthétique de calcul de la manceuvre est le suivant :

0-

Calculer la maceuvre tangentielle afin d’obtenir une séparation radiale donnée
par Aa = a, — 7p.

Le probléme du calcul de la manceuvre d’évitement s’appuie sur le calcul classique d’une
manceuvre tangentielle permettant de passer d’une orbite circulaire de rayon r, a une orbite
elliptique coplanaire de demi-grand axe a,. Ainsi, si I'on note la vitesse du primaire avant la

manoeuvre par v, , la vitesse du primaire aprés manoceuvre U; (comme on travaille uniquement

dans la direction tangentielle, la norme des vecteurs v, et v, sera notée ||(-)[| = (-)), il est
alors possible d’écrire pour un mouvement képlérien :
rU_ — M7®
P r
P (2.1)
+ 2/,6@ He
vy = —_— ==
Tp Gp

2
On obtient donc que AVp = v;,r —v, = Zhe _He _ /'u—® . On peut montrer que AVp
Tp ap Tp

vérifie alors I’équation du second degré :

1
AVZ 2, /P2 AVE + g < - ) =0. (22)
Tp a T

On obtient ainsi la manceuvre impulsionnelle comme :

2
AVp— _ [Fe . [2e _ps (2.3)
Tp Tp ap

En linéarisant l'expression (2.3 autour de la valeur de référence r,, AV (a,) = AV (r,) +
01AV (rp)Aa, on obtient la formule classique :

L [
AVyp = = |— Aa. 2.4
Vr 2\ 3 “ (24)

Il est a noter que la formule peut également étre retrouvée en utilisant les équations
aux variations de Gauss [18].

Remarque 4.

Une relation trés similaire peut également étre trouvée dans [33, Section 7.1.1, Chapitre 7].
Calculer les caractéristiques de ’orbite primaire (position, vitesse) a la date de
TCA initiale t‘r_’rlg A et modifiées aprés application de la manceuvre.

Les vecteurs position et vitesse a la TCA initiale sont obtenus par (rétro) propagation a
I’aide de 'outil QUARTZ sans précision particuliére sur les caractéristiques précises de cette
propagation.

Calculer la nouvelle date de TCA 7, avec le débris et propager le nouvel orbite
primaire.

La modification de la trajectoire du primaire par la manceuvre implique une modification de
la trajectoire relative entre les deux objets. Il est supposé que la nouvelle date de TCA est
donnée par t8, = tOTl‘é A Hdt ou dt est petit. On fait également I’hypothése que les trajectoires
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primaires et secondaires durant ce temps dt sont circulaires. Ainsi, les équations du mouve-
ment relatif sont supposées étre les équations de Hill-Clohessy-Wiltshire (HCW)linéarisées
autour de la trajectoire primaire initiale et qui sont rappelées en (2.5 dans le repére LVLH :

Try (t) = Trp T 6(6t - St)’rrso + (4515 - 35t)v1“10 /np + 2(1 - Ct)vrso/np
Try (t) = CtTryg t StUry /np
Trs (t) = (4 - 3615)”30 + 2(ct - 1)”?”10/”}7 + Stvr:ﬂo/np (2 5)
U (B) = 6np(1 — c)rrg + (dep — 3)Uryy + 284Urg '
Ury (t) = —NpStTryy T CtUry

(t)

Upy(8) = 3npSiTryy — 284V + CtUry,-

Dans ces équations, tg = t93,, 0t = n,(t — to), e = cos(np(t — to)), st = sin(n,(t — to)) et

He

np = ,/—3 est le mouvement moyen de l'orbite primaire qui est l'orbite de référence pour
a

effectuer la linéarisation permettant d’obtenir les équations de HCW. L’intervalle de temps
dt est alors calculé comme :

Tro *Urg _ "”novrw + TrogUrgg + rrsovrso

”U"'O ||2 7"10 + ?.17220 + Uz‘io

dt = — (2.6)

Cette expression est obtenue en considérant que la distance relative entre les deux objets est
donnée par ||r(t)|| = \/r2, (t) +r2,(t) + 72,(t) dont le carré est réécrit de maniére linéarisée
au premier ordre comme Hrr( 2 = (Pryy + Vret)? + (Prgg + Vrggt)? + (Trgy + Vrgot)?. En
considérant que dt définit I'intervalle de temps qui minimise la distance relative (ou son carré)
entre les deux objets, on obtient en annulant la dérivée de I’expression précédente en dt la
formule (| - La nouvelle date de TCA est donc obtenue finalement par t4%, = OTI% A +dt.
Calculer les caractéristiques de I’orbite secondaire a la nouvelle TCA 7, en uti-
lisant les équations linéarisées du mouvement relatif de Hill-Clohessy-Wiltshire.
Les caractéristiques (positions et vitesses) de l'orbite primaire en ¢t = 4%, peuvent étre
calculées a l'aide d’une propagation analytique (képlérienne par exemple). Les équations de
HCW sont alors utilisées pour déterminer les positions et vitesses du secondaire en

t: new .
TCA
Mettre a jour la matrice de covariance primaire en position a la nouvelle TCA

troa du fait des erreurs de réalisation de la manceuvre.

Cette étape a pour objectif de corriger la matrice de covariance en position du primaire &
la date t7°Yy en ajoutant a la matrice de covariance donnée par le bulletin d’alerte a la date
t°ld Ca qui reste inchangée, un terme supplémentaire représentant I'incertitude sur la position
du primaire en ¢, induite par I'incertitude sur la manceuvre réalisée. Cette incertitude de
réalisation de manceuvre comprend l'incertitude affectant son amplitude et a sa direction. Le
calcul de la contribution (matrice de covariance additionnelle) se fait en plusieurs étapes :
- Calculer la matrice de covariance associée aux erreurs d’exécution de la manceuvre dans
le repére NTW & la date de manceuvre t,,
En définissant un repére Rthrust lié a la tuyere du primaire et dont la base est Bthrust
(e1,e2,e3), les manceuvres idéale et réelles sont définies comme

AVideal = ||AVrlle1, AVieal = [|[AVr||n (€1 cos(e) + ez sin(e) cos(v) + eg sin(e) sin(v)) ,
(2.7)
oun~ N(1,0y), € ~ N(0,0¢) et v est une variable aléatoire uniformément distribuée sur
I'intervalle [0, 27]. En notant AVp = AVjeal — AVigeal, 'erreur entre la manceuvre idéale
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et la manoeuvre réalisée, on obtient par calcul direct, la matrice de covariance de I'erreur
de réalisation de manceuvre dans le repére NTW comme :

on(1—a?) 0 ) 0
E%’}[l‘r\‘/l\;t (tm) = P§TW2Thrust 0 (1 + 0-7%)% 0 ) PNTW2Thrust,
0 0 (1+0D)%

(2.8)
ol PnTwoThrust €St la matrice de passage de la base BﬁTW a la base thrust.
Transformer cette matrice dans le repére NTW de covariance & la date de manceuvre t,,
en matrice de covariance a la date de manceuvre ¢, sur les paramétres orbitaux képlériens
(ap, €p,ip, Qp, wp, M) ou sur les paramétres orbitaux adaptés (ap, €z, , €y, , ip, p, ap) pour
les orbites quasi-circulaires .

-1
E?Qﬁ; (tm) = Jf(tm)zﬁf?\‘;\;t (tm)*]lﬁ) (tm)v (2-9)
ot la matrice jacobienne J}(.) est donnée par :
- 22 0 0 .
nZap
2(ep+cos(0p)) _Tp sin(6p) 0
Vb Vpap
0 0 rp cos(wp+0p)
npaz%(l—e;%)l/2
Jf() = 0 0 rp sin(wp+0p)
npa2(1—e2)1/2 sin(ip)
2sin(6p) 26p+cos(9p)+e?, cos(0p) 7p cos(ip) sin(wp+0p)
epVp epVp(1+ep cos(6p)) - npai(l—ez%)m sin(ip)
2sin(fp) \/1—€2 1 e cos(0p)(1—e2)3/2 0
L epVp ( + T+ep cos(6p)) " epVp(1+ep cos(By)) d

(2.10)
Calculer la matrice de covariance sur les paramétres orbitaux a la date courante ¢.
Cette étape n’est nécessaire que si 'on souhaite prendre en compte la variation des élé-
ments orbitaux du primaire, due & des perturbations orbitales telles que celle du terme
Jo par exemple. On écrit alors

SR () = DRI () BF (2.11)

oll la matrice ®; est & déterminer & partir d’'un développement au premier ordre des
équations des éléments orbitaux osculateurs en la date t,,.
Calculer la matrice de covariance des positions du primaire & une date ¢ dans la base

By .,
rus T rus
ERIN (1) = PecioRrNnJe2eo (1) Zienior (£) Jizeo () Peci2RTN, (2.12)
ol Jf;;o(t) est la matrice jacobienne :

o 0 1o} 1o} 0 0 0
Thol) = | 52 G20 G20 FEO 20 ZE0 ], 1)
qui peut étre développée a partir des formules classiques de mécanique spatiale képlé-

a
rienne : 7,(t) = ap [(COS(EP —e)P+ ,/1— e2 sin(Ep)Q} ol les vecteurs P et @ sont

donnés par :

_ cos wp cos {1, — sinw), cos iy, sin €2, _ — sinwy, cos {2}, — cosw), cos iy, sin €2,
P = | cosw,sin{}, +sinwy,cosi,cos§, |, @ = | —sinwy,sinfd, + sinwy, cosiy,cosl,
sin wp sin 4, oS wp sin i,
(2.14)
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Remarque 5.
Cette mise a jour de la covariance en position du primaire pourrait également étre faite en
suivant ’approche développée dans la note technique [75).
5- Calculer la probabilité de collision entre les deux objets a la nouvelle date de
TCA 7T -
Pour cela, il est possible d’utiliser n’importe quelle méthode qui calcule la formule PED )
Cette méthode, avec des variantes, semble la plus utilisée effectivement parmi les acteurs mettant
en ceuvre des procédures d’évitement de collision. Un exemple d’application de cette stratégie por-
tant sur une expérience réelle avec le satellite THEOS de ’agence spatiale Thailandaise GISTDA,
est donné dans [24] avec peu de détails si ce n’est la valeur de la manceuvre tangentielle d’évitement.
Il est toutefois difficile de connaitre ’état de I'art exact actualisé de cette approche sachant qu’elle
repose essentiellement sur une heuristique complétée par des raffinements ou approximations plus
ou moins bien justifiés. Il est ainsi difficile de se prononcer de maniére définitive quant a sa possible
généralisation dans un cadre de rencontres multiples.

2.2.2 Manceuvre d’évitement pour une séparation angulaire ou approche par
déphasage

L’idée fondamentale de cette stratégie consiste a transférer a ’aide d’une manceuvre tangentielle
appliquée & une date a fixer, 'objet primaire sur une orbite plus lente de telle maniére que la dif-
férence de période orbitale entre la nouvelle orbite elliptique primaire et 'orbite circulaire primaire
initiale implique une séparation angulaire en anomalie vraie préfixée et donnée par Af. Cette sépa-
ration angulaire doit étre telle que la probabilité de collision calculée & la nouvelle date de TCA est
inférieure & un seuil fixé. On note alors ,,, ’anomalie vraie du primaire & la date de manceuvre, egld

I’anomalie vraie du primaire a la date de collision (tOTlg ) sans manceuvre, 87V 'anomalie vraie du

primaire a la date de plus proche rencontre (t7¥,) aprés manceuvre. On a alors Af = Hgld —0nev.

-~ ‘xﬁsk)bj”/ new
~Q

FIGURE 2.2 — Manceuvre tangentielle de séparation angulaire.
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La manceuvre est calculée comme :
AV = (V&' = 1)v,, (2.15)

N2

N v . o . . . . .

ou K = (%) . Ce facteur est calculé conjointement avec Egld7 I’anomalie excentrique du primaire
Up

a la date t?l% A a travers une formulation adaptée de I'équation de Kepler. Il faut donc résoudre le
systéme non linéaire d’équations suivantes :

EQM — (k- 1) Sirlld(E;ld) = (2— k)20 )
6914 _Ag Eg
tan< 5 ) = ,/ﬁtan(’é

dont les inconnues sont x et Egld. Il est donc nécessaire d’avoir recours & une méthode de réso-
lution numérique qui permette d’aborder avec suffisamment de précision et d’efficacité numérique
(convergence, stabilité) la résolution d’un systéme d’équations non linéaires transcendantales.

Comme pour 'approche heuristique par séparation radiale, il est difficile de trouver dans la
littérature des détails de résolution, d’implémentation de cette méthode ainsi que des résultats
précis et bien documentés.

) (2.16)
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2.3 Meéthodes des scenarios

2.3.1 Introduction

Dans la référence [96], le probléme d’évitement de collision, pour un risque simple, est formulé
comme un probléme d’optimisation quadratique (minimisation de la norme Lo du vecteur de ma-
nceuvre, c.-a-d. comme un probléme de manceuvre en consommation minimale) sous une contrainte
probabiliste afin de ramener le risque de collision aprés manceuvre & un niveau acceptable. Deux
méthodes sont alors proposées pour résoudre ce probléme d’optimisation sous contrainte probabi-
liste considéré. Aprés une reformulation de la condition de non collision exprimée dans le cadre
des hypothéses associée a une rencontre rapide, toutes les deux utilisent une propagation des tra-
jectoires aléatoires du primaire a ’aide des fonctions de Lagrange. La premiére est alors fondée
sur une approximation par linéarisation des lois de distribution en position et vitesse du primaire.
Des développements de Taylor en fonction du vecteur aléatoire de position du primaire sont ef-
fectués pour calculer les effets de la manceuvre sur cette position relative a la date de rencontre,
permettant ainsi de conserver la nature gaussienne des incertitudes et de calculer la probabilité
de collision a l'aide de la formule classique en rencontre rapide [I5]. La seconde méthode se base
quant a elle sur 'approche dite des scénarios [29, 31]. Cette technique qui appartient & la famille des
méthodes par échantillonnage ou méthodes de Monte Carlo offre une solution pratique et raison-
nable aux problémes d’optimisations probabilistes. De plus, sous des hypothéses de convexité de la
fonction objectif et de 'espace réalisable, des garanties théoriques en probabilité sur la réalisablité
de la solution peuvent étre données [31]. Ces hypothéses ne sont toutefois pas vérifiées dans le cas
de I’évitement de collision. Néanmoins, nous avons privilégié cette approche qui reste un moyen
pratique efficace d’obtenir une solution relativement peu cotiteuse et dont la méthodologie parait
généralisable au cas des rencontres rapides multi-risque.

2.3.2 Formulation du probléme

Le contexte est celui d’une conjonction entre deux objets spatiaux de forme sphérique dans le
cadre d’un rapprochement rapide [7, [I] dont le cadre théorique et les hypothéses associées ont été
rappelés a la Section [I.1] Le risque de collision, calculé comme une probabilité de collision, & partir
d’une alerte et selon les méthodes développées dans les références [96], [97] et [15], est supposé étre
supérieur & un seuil de tolérance donné €, d’out la nécessité d’une stratégie d’évitement. Notre but
est de calculer une manceuvre propulsive impulsionnelle optimale en consommation, s’appliquant a
I’objet primaire et qui réduise la probabilité de collision & un niveau acceptable.

Les données d’entrées a l'instant de référence ¢ = 0 (temps de la collision) du probléme sont
contenues dans le bulletin d’alerte de collision. Conformément au modéle de rencontre adopté, les
positions respectives des deux objets sont des vecteurs aléatoires gaussiens indépendants, notés
respectivement & = (&, &), & valeurs dans R3 x R? et caractérisés par leur moyenne et matrice de
covariance :

Ep ~ N3(pe,, Xe, ), s ~ Na(pe,, Xe,).

Les vecteurs de vitesse sont des vecteurs déterministes fixés a leur valeur moyenne, notés respective-
ment 172 et 0. Ils sont notés avec une barre pour ne pas les confondre avec les vecteurs des vitesses
a t = 0 lorsqu’une manceuvre a été effectuée, et qui dépendent alors des incertitudes.

Dans cette partie, une unique impulsion AV, exécutée a une date t = 7 fixée a I'avance et
antérieure a la rencontre (7 < 0) doit réaliser I’évitement de collision. Il est a noter que le choix
de 7 peut étre heuristique ou dicté par des contraintes opérationnelles. Il est également possible
de faire varier cette date afin de comparer les solutions ainsi obtenues. De plus, une unique tuyére
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orientable est utilisée pour produire cette manceuvre d’évitement. Cela signifie que la consommation
de la manceuvre est exactement définie par la norme euclidienne du vecteur incrément de vitesse AV
[91]. Pour lever la non-différentiabilité, le critére de minimisation peut étre remplacé, sans changer
les solutions, par son carré ||AV|3.

Dans le cadre d’'un mouvement relatif rectiligne (Hypotheése @, nous avons vu dans les références
[96] et [15] que le swept volume peut étre assimilé & un cylindre droit infini, appelé tube de collision.
Ceci nous permet d’exprimerla condition de non-collision & I’aide d’une unique équation ¢(AV,§) >
0, dont le calcul est détaillé ci-aprés. La contrainte probabiliste associée s’écrira alors sous la forme :
P{c(AV,€) <0} < e.

Le probléme d’évitement s’écrit finalement :

Probléme 2. (CCOP)

min ||AV|3
AVeV (2.17)
sous  P{c(AV,{) <0} <e.

Il s’agit d’un probléme de minimisation d’une fonction quadratique convexe sous une contrainte
probabiliste, appelé chance-constrained optimization problem (CCOP) suivant la dénomination
anglo-saxonne [89], [82]. Ce domaine de l'optimisation stochastique (domaine spécifique lui méme
de 'optimisation en contexte incertain) a pour origine les travaux de [34] et [79]. Dans la littérature,
la formulation générique de tels problémes est un peu différente :

min  f(x)
2eR™ (2.18)
sous P{F(z,&) <0} >1—c¢,

ol z € R™ est le vecteur des variables de décision, ¢ € R? est un vecteur aléatoire de distribution
de probabilité donnée et € est le paramétre de confiance. Toutefois, il aisé de voir 1’équivalence des
deux formulations en choisissant z = AV, ¢(AV, &) = —F(z,§) et en constatant que P{c(AV,¢) <
0} = 1-P{c(AV,&) > 0}. Ce type de problémes ou de modéles constitue une classe de programmes
mathématiques complexes & résoudre dans sa généralité. Les sources majeures de difficulté sont
principalement liées aux propriétés structurelles de ’ensemble des décisions réalisables définies par
les propriétés de la fonction ¢ : x — ¢(x) = P{c(AV,¢{) < 0}. Ainsi, la non-convexité éventuelle
de ’ensemble des solutions réalisables induisant une difficulté pour obtenir des résultats forts, de
nombreuses contributions de la littérature se sont attachées & donner des conditions garantissant
cette convexité [89, chapitre 10|, [61]. La nature de la distribution de probabilité joue évidemment
un grand role également dans le fait d’obtenir des propriétés favorables a la résolution du probléme
d’optimisation. En particulier, la distribution normale utilisée dans des problémes linéaires permet
d’obtenir des formulations équivalentes déterministes du probléme dans de nombreux cas [35]. Enfin,
il est important de signaler les liens entre optimisation stochastique et optimisation robuste [71].

Remarque 6.

Pour que U’hypothése de mouvement rectiligne reste valable quelle que soit limpulsion, il est
nécessaire de limiter 'amplitude de cette derniére. En pratique, on utilisera dans les applications
des contraintes de boites sur les composantes de AV .

Nous examinons maintenant I’expression de la fonction de la contrainte portant sur la probabilité
de collision ¢ puisqu’il est nécessaire de I’exprimer en fonction des variables de décision et des vecteurs
aléatoires afin de pouvoir analyser les caractéristiques et propriétés du probléme d’optimisation
stochastique & résoudre.
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Condition géométrique de collision

On définit (rg(AV, £p),v2(AV, &p)) le vecteur position-vitesse de 'objet primaire & ¢t = 0 lors-
qu'une manceuvre AV a été réalisée a I'instant t = 7. Le swept volume (espace défini dans I'espace
des conditions initiales), est un cylindre infini de révolution, d’axe orienté selon la vitesse relative
et de rayon R égal a celui de la sphére combinée (voir Figure .

o
/ Ri vg —?
| N W%
(0,0,0)

FIGURE 2.3 — Le swept volume comme un tube de collision.

La contrainte s’exprime alors & ’aide d’une unique inégalité, fonction des grandeurs rg(AV, &),
vg(AV, &), Es et 20, Elle traduit le fait que la norme de la projection de la position relative sur le
plan orthogonal a la vitesse relative doit étre inférieure au rayon combiné des objets R. Mathéma-
tiquement, cela s’écrit :

Up(AV: &) — 18 )2‘ <R (2.19)

\/||rg(m/, &p) = &lI? — <(rg(AV, &) = &) [W0(AV, &) — 0|

Cela est équivalent & la condition ¢(AV,£) < 0, en posant :

0p(AVLE) —
[v3(AV, &) — o]

2
c(AV,€) = [[r)(AV, &) — &P - ((rﬁ(Av,sp) —&)7T ) —R*<0. (220)

I reste enfin a calculer I'état propagé (r)(AV,&,),v5(AV,E,)) lorsque une manceuvre a eu lieu.
Observons que 'expression précédente est indépendante du modéle de propagation d’orbite.

Propagation des trajectoires

A Tinstar de ce qui a été fait dans de nombreuses références [87], [23], effet de la manceuvre
AV sur la position relative du primaire est calculé avec un mouvement képlérien et sans prendre
en compte les perturbations orbitales. Ainsi, on peut propager ’état de I’objet primaire & I’aide des
coefficients f et g de Lagrange (voir Annexe [B|pour les détails sur ces fonctions). Le principe est le
suivant : étant donné I’état initial (fp,ﬁg),

- Rétro-propagation dans le passé pour obtenir les vecteurs de position et vitesse (1 (&), vy (§p))
de 'objet primaire & ¢ = 7 avant la manoceuvre :

15 (&p) = f (&2 Ty T) &p + 9 (Epy Ty, T) Ty, (2:21)
’U;(Ep) = f (gpv 1727 T) Spta (5}77 1727 T) 172~ (2.22)

1. Mise en ceuvre de la manceuvre avec 'incrément de vitesse AV.
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2. Propagation dans le futur jusqu’a la date de référence t =0 :

TS(AK &) = f (T;(fp)7 v, (&p) + AV, _T) rp (&p)

+9 (17 (&), v3 (&) + AV, =) (v1 (&) + AV), (2.23)
WAV,&) = f(rp(&),vp(&) + AV, —7) 17 (&)
+9 (17 (&), v3 (&) + AV, —7) (v7(&,) + AV). (2.24)

Remarque 7.
Nous aurions pu utiliser la notation vy~ pour la vitesse du primaire avant application de la
manceuvre impulsionnelle et v;+ =v,~ + AV pour la vitesse du primaire apres la maneuvre mais

nous n’avons pas souhaité alourdir les notations.

En injectant ces équations dans ’Equation , on obtient ainsi une expression analytique pour
¢ ne dépendant que du vecteur de manoceuvre et des incertitudes de position. Néanmoins, malgré
le caractére quadratique et convexe de la fonction cofit, le Probléme [2| reste difficile a résoudre
du fait de la nature probabiliste de la contrainte qui ne posséde pas les propriétés structurelles
évoquées précédemment pour obtenir des contre-parties déterministes ou des simplifications de la
formulation. En effet, méme pour un £ donné, la contrainte inégalité ¢(-,£) > 0 ne définit pas un
domaine convexe.

2.3.3 Reésolution a ’aide de ’approche par scénarios

La méthode proposée cherche & approcher la solution optimale du probléme d’optimisation sous
contrainte probabiliste par échantillonnage de la contrainte probabiliste. Cette approche appelée
approche par scénarios est une méthode pratique de résolution des problémes d’optimisation sto-
chastique qui a été développée dans le cadre de la théorie de la commande robuste et de 'optimisation
robuste pour ensuite étre généralisée pour d’autres problémes dans une série d’articles dont les plus
importants sont les références [29], [30], [31], [32]. Nous rappelons quelques éléments essentiels de
cette approche.

2.3.4 Principe de I’approche par scénarios

Le but est de construire la meilleure solution (une solution approchant au mieux la solution
globalement optimale du probléme d’optimisation posé) dont on pourra garantir la réalisabilité avec
une probabilité fixée. Pour cela une contre-partie échantillonnée, appelée ici probléme de scénarios
(approximation fondée sur un échantillonnage de la contrainte probabiliste) du Probléme [2] est
construite et les caractéristiques de sa solution optimale vis-a-vis du probléme CCOP initial sont
ensuite exploitées [29].

Le probléme de scénarios

La construction du probléme de scénarios se fait par un tirage aléatoire de NN échantillons
€. €™ suivant la densité de probabilité définie pour le vecteur aléatoire £. Dans le cas, de
I’évitement de collision, ce tirage peut s’effectuer dans R? x R? ou dans une boite réaliste position-
vitesse et représentant différentes positions pour les objets primaire et secondaire a ¢ = 0. Le
probléme par scénarios associé au Probléme [2] s’écrit alors :

Probléme 3. (SOPy)
min  [|AV||3
AVEU

. (2.25)
sous  c¢(AV,£W)) >0, Vj=1,...,N
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La fonction cotit apparaissant dans le Probléme [3] est donc inchangée par rapport au probléme
d’origine (CCOP) alors que la contrainte probabiliste a été remplacée par un ensemble discret fini de
conditions déterministes définies pour chaque échantillone £(9) de la variable aléatoire &. Le probléme
(SOPy ) est donc plus simple & résoudre. En général, des solutions optimales, au moins locales, du
probléme de scénarios (SOP ) peuvent étre obtenues a 1'aide d’outils classiques d’optimisation non
linéaire déterministe ; cela est d’autant plus vrai si le probléme initial (CCOP) posséde de bonnes
propriétés comme la linéarité ou la convexité [29], [30], [31], [32]. Cela n’est malheureusement pas le
cas du probléme d’évitement de collision. Toutefois, méme dans ce cas, la résolution du Probléme
(SOPy) sera facilitée si le gradient de ¢ par rapport aux variables d’optimisation peut étre calculé
analytiquement.

La question naturelle qui suit la définition du Probléme (SOP ) est de savoir ce qu’il est possible
de dire de la réalisabilité de sa solution optimale :1U>(k ) bour le probléme initial (CCOP) en
supposant que celle-ci est accessible.

SOPN

Caractéristiques de la solution du probléme de scénarios

L’ensemble réalisable du Probléeme (SOPp) est une approximation extérieure de l’ensemble

réalisable du Probleme (CCOP). Il est facile d’en déduire que f(kSOPN) < f(kCCOP)' Toutefois, il

sopy) SOit réalisable pour le Probléme (CCOP) ni
que l'optimisme de sa qualité (en termes d’optimalité) ne soit pas trés important. Sous des hy-
pothéses relativement fortes (convexité de l’ensemble réalisable V et des ensembles paramétrés
Ve = {AV © f(AV,€) > 0}), on peut trouver des résultats dans la littérature liant quantita-
tivement la solution optimale de I’approximation échantillonnée au Probléme (CCOP) en termes de
réalisabilité en probabilité et comprenant des indications sur le nombre des échantillons & tirer en
fonction de la taille du vecteur des variables de décision et du niveau de confiance choisi [29], [30],
1311, [32].

Dans le cas ou les ensembles V et V¢ ne sont pas convexes pour certains £ dans R3 x R3, il n’y
a plus de garantie probabiliste théorique que la solution du probléme de scénarios soit réalisable
pour le Probléme (CCOP) initial. De plus, en général, la solution obtenue n’est quun optimum
local du probléme de scénarios. Dans le cas présent d’évitement de collision pour des trajectoires
relatives rectilinéaires, il s’avére que la propriété de convexité n’est pas vérifiée. En conséquence,
méme pour des grandes valeurs de NV, il n’y aura pas de garantie sur la réalisablité de la solution par
scénarios pour le probléme probabiliste initial (CCOP). Ainsi, la validité d’une solution doit étre
systématiquement vérifiée a posteriori et son optimalité ne peut étre évaluée que par comparaison
avec d’autres méthodes disponibles.

n’est pas garanti que la solution optimale x?

2.3.5 Un algorithme par scénarios pour le probléme d’évitement de collision

Nous rappelons 'algorithme proposé dans la référence [96], basé sur une résolution itérative
de problémes a scénarios, pour obtenir une solution sous-optimale au Probleme |2} Il s’agit d’une
heuristique sans garantie de convergence, mais qui en pratique donne de bons résultats.
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Recherche itérative de résolution de problémes de scénarios.
Commencer avec k =0 et AV* = 0.

1. Incrémenter k et générer aléatoirement n scénarios.
2. Résoudre le probléme de scénarios correspondant.
(a) S’il n’y a pas de solution, retourner a 'étape 1.
(b) Sinon, soit AV* la solution obtenue. Aller & I'étape 3.
3. Comparer le cotit [|AV¥||5 & la valeur stockée ||AV*||z.
(a) Si |AVF||y < ||AV*||, aller & D'étape 4.
(b) Sinon, retourner a l'étape 1.

4. Vérifier 'admissibilité de AV* pour le probléme probabiliste d’origine via une méthode de
Monte Carlo.

(a) Si P{c(AV* =) <0} < ¢, faire AV* = AVF et retourner & I'étape 1.

(b) Sinon, retourner a 'étape 1.

La boucle s’arréte lorsque le nombre maximum d’itérations k est atteint. A noter que le choix de
la valeur de N est laissé a l'utilisateur. Dans 1’étude numérique ces paramétres ont été fixés
empiriquement & k = 100 et N = 1000.

2.3.6 Calcul du gradient de la fonction contrainte

Le Probléme [3] peut étre résolu a l'aide d’outils d’optimisation non linéaires dédiés. Pour les
utiliser, il est nécessaire de calculer les fonctions contraintes ¢(9) (j =1,...,n) et, si possible, leur
gradient Ve;(-) = 01c(-, & (j)). Dans le modéle considéré, le gradient de ¢ par rapport & AV peut étre
calculé analytiquement, permettant ainsi une résolution plus efficace. Le but de cette sous-section
est d’obtenir une expression de 0;c.

On commence par introduire les matrices jacobiennes 817“2 et 811)2 des vecteurs position et vitesse
de 'objet primaire 7“0 et ’Ug par rapport a 'impulsion AV. Ces matrices peuvent étre obtenues

directement grace aux Equatlons ) et -

YAV, &) = 0o f (1], v) + AV, =7) v + ag (1], v] + AV, —7) v + g (r], v + AV, —7) 1(2.26)

p’>-p

81US(AV,fp) 52f(7“ o) + AV, —7) 1] 4 Oag (1], 05 + AV, —7) v] 4+ g (r], v + AV, —7) 1(2.27)

Les dérivées partielles de f et g peuvent étre obtenues & partir de leurs expressions analytiques.
Définissons maintenant :

vp(AV, &) — v
[vp(AV; &) — 02"

u(AV, &) = (2.28)

et réécrivons la contrainte c :
c(AV,€) = c1(AV,€) — e2(AV,€)?,
ou les applications ¢1, ¢ : R? x R? — R sont définies par :

a(AV,E) = [M(AV,&) — &5 -
a(AV,E) = (IU(AV,&) — &) WAV, &),
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On a donc :

01c(AV,§) = i1 (AV,§) — 2¢2(AV, §)01c2(AV, §).

La fonction ¢; peut étre vue comme une fonction composée, a savoir :
e (AV,€) = AV, &) = & > I (AV. &) = &3,
dont le gradient par rapport a AV est :
Drc1(AV,€) = 201y (AV) (1) (AV, &) — ).

Passons maintenant au calcul de 0;c2(AV, ). Dans la suite, la dépendance en AV est omise pour
ne pas trop alourdir les équations. La premiére étape consiste a calculer le gradient de ¢ en fonction
de la Jacobienne de «°. Un calcul direct donne :

Orca = Orrptu® + 01 (r) — &).

La deuxiéme étape est le calcul de 01u® et se révéle plus technique. La fonction v peut également
étre vue comme une composée de fonctions :

W RS xRS R? Y g3

_ vI(AV,£p)—09
(AV, gp) — ’Ug(A‘/, gp) — 'Ug — m

En utilisant le développement de Taylor & 'ordre 1 de la fonction ¢ : z € R3 — ﬁ, il vient :
1 zxl
J (;c):(zg_).
T el I3
Ainsi :
81u0 = Jw(vg — 1_12)81122,
(- o
lvp — 213 lvp — 022
1
_ In — 19407 8,20,
g =gl o ) e
Le gradient de co est donné par :
81UOT T
81C2 = 81T2TU0 + m (Ig — UOUOT) (Tg — &8)
p— Usll2

Finalement, le gradient de ¢ vaut :

(7’2 — &) T

T
00 — 0|, 811)2) (I3 — uOuOT)(rg —&). (2.29)
D s

(916 =2 ((917“2 —

31



2.3.7 Quelques résultats numériques

Nous reprenons ici les résultats numeériques présentés dans la thése [96]. Une étude numeérique
complémentaire mais relativement succincte a également été faite dans la référence [28].

Dans tous les exemples proposés, la date de poussée T est fixée a une demi-période d’orbite avant
le temps de référence. La période de I'objet primaire est calculée & partir de ’orbite moyenne. On
peut justifier ce choix d’une durée relativement courte par deux raisons. Premiérement, il permet
de valider I’hypothése de mouvement képlérien entre la manoeuvre et la rencontre. Deuxiémement,
il laisse néanmoins le temps de réévaluer le risque de collision plusieurs fois & la suite de nouvelles
alertes, pour éventuellement reconsidérer le besoin d’un changement de trajectoire. Enfin, le seuil
du risque de collision est fixé a4 ¢ = 10~% pour les deux exemples.

Les solutions sont exprimées dans le repére orbital local NTW de Frenet (cf. Annexe . 11
est rattaché a 'état de 'objet primaire rétropropagé jusqu’'a t = 7 & partir de (pe,, 272).

A des fins comparatives, une deuxiéme méthode de résolution par dichotomie sur le module de la
manceuvre purement tangentielle (semblable a 1’heuristique de la référence [93]) a été implémentée.
La recherche d’optimalité est faite par dichotomie, dans la direction T'. L’algorithme s’arréte dés
que le risque est dans U'intervalle [0.99¢, ¢]. Le choix de la direction se justifie par le fait que, pour
une orbite circulaire, une manoceuvre tangentielle maximise I’éloignement radial une demi-orbite plus
loin et donc, intuitivement, augmente significativement la distance de plus proche passage [93]. La
probabilité de collision y est calculée selon une méthode de Monte Carlo.

Pour chaque solution AV* produite par ’algorithme des scenarios, un histogramme compta-

bilisant les distances (normalisées) de plus proche passage 1/ (E(AVRi*Q’g(Z)) + 1, est présenté sur une

échelle logarithmique en abscisse, pour un tirage aléatoire de 10* occurrences é(i) en ordonnée.
Ainsi, les collisions correspondent aux valeurs négatives en abscisse alors que les batonnets bleus
correspondent aux cas non controlés et les rouges & ceux pour lesquels la manceuvre est effectuée.
Cela permet de visualiser I'effet de cette derniére sur les trajectoires relatives.

2.3.8 Exemple 1

Ce cas test est une alerte réelle, donnée sous la forme d’un Conjunction Summary Message
(CSM), envoyé par le Joint Space Operation Center & EADS Astrium (maintenant Airbus Defence
and Space). Elle concerne un satellite sur une orbite circulaire a basse altitude. Du fait de la nature
des données contenues dans 'alerte, I'instant de référence est le temps de plus proche passage sans
manceuvre. La probabilité de collision s’éléve & 1.9 x 1073,

Les différentes solutions sont données dans le Tableau I1 est notable que les deux résultats,
issus d’approches dissemblables, tendent a indiquer la méme direction optimale, confirmant ainsi
I'heuristique de la référence [93)].

On remarque que le risque associé a la solution par scénarios n’est pas tout a fait saturé, laissant
ainsi une petite marge d’amélioration possible. On voit, sur la Figure comment la distribution
des distances de plus proche passage est éloignée de la zone de collision par la manceuvre (décalage
vers la droite).

Méthode | AVy (mm/s) | AVy (mm/s) | AVyy (mm/s) | |[AV|2 (mm/s) | Risque (-)
Scénarios 1.768 -22.363 0.000 22.433 9.7x107°
Dichotomie 0 -22.344 0 22.344 1.0 x 1074

TABLE 2.1 — Solutions pour I’Exemple 1.
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FIGURE 2.4 — Histogramme des distances de plus proche passage sans manceuvre (bleu) et avec la
solution par scénarios (rouge) pour I'exemple 1.

2.3.9 Exemple 2

Cette rencontre concerne un objet primaire sur une orbite fortement elliptique. Les données sont
obtenues en modifiant un exemple de la littérature (cas 9 dans la référence [5]). Plus précisément,
le signe d’une des composantes de la vitesse moyenne de ’objet secondaire a été changé, afin que le
mouvement relatif soit approximativement une droite. Il est & noter que bien que 'auteur fournisse
des valeurs pour les incertitudes concernant les vitesses au temps de référence, celles-ci apparaissent
comme pouvant étre négligées et seront donc ignorées (cf. 'analyse de ce cas dans le rapport [15]). Les
valeurs moyennes sont fournies dans le Tableau et les matrices de covariance pour les positions

dans les Equations (2.30) (objet primaire) et (2.31]) (secondaire) :
67.01430 14.5722 31.3632

* 3.2133  6.8234 (2.30)
* * 14.7289
67.0146 14.5721 31.3630
* 3.2133 6.8234 (2.31)
* * 14.7288
Objet Primaire Secondaire
Position (km) [—5532.700 20132.674 40010.549] [—5532.694 20132.677 40010.554]
Vitesse (km/s) | [-1.450945 — 0.311609 — 0.671302] | [—1.450947 — 0.311608 0.671301]

TABLE 2.2 — Etat moyen des objets au temps de référence.

La probabilité de collision, sans manceuvre, s’éléve a 3.24 x 1071, On constate que la solution
obtenue par dichotomie est 16.7% plus cotiteuse que celle obtenue avec I'algorithme des scénarios.
Cela s’explique par le fait que, pour une orbite non circulaire, la manceuvre tangentielle n’est pas
nécessairement optimale en consommation. Ceci illustre I'efficacité de I'approche par scénarios qui
permet de trouver des solutions peu coiiteuses dans des cas ou il est difficile de le faire de maniére
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heuristique. La Figure retranscrit visuellement ’effet bénéfique de I'impulsion sur I’éloignement

des objets.
Méthode | AVy (mm/s) | AVy (mm/s) | AVyy (mm/s) | [[AV |2 (mm/s) | Risque (-)
Scénarios 0.0094 -0.2430 0.1469 0.2841 8.04 x 107°
Dichotomie 0 -0.3315 0 0.3315 1.00 x 10~%

TABLE 2.3 — Solutions pour I'exemple 2.
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FIGURE 2.5 — Histogramme des distances de plus proche passage sans manceuvre (bleu) et avec la
solution par scénarios (rouge) pour I'exemple 2.

2.3.10 Conclusion

Cette partie traite du probléme de I'évitement de collision lorsque les vitesses sont telles que
le mouvement relatif peut étre considéré comme rectiligne. Cette hypothése permet d’exprimer a
I’aide d’une unique équation la condition de non-collision en fonction des variables d’optimisation
et des paramétres incertains. De plus, les effets de la manceuvre sont calculés sous 'hypothése que
I’évolution dynamique du primaire est képlérienne. Cela permet d’utiliser des formules analytiques
pour 'expression de la contrainte de non collision et de son gradient. La méthode utilisée se base sur
I’approche par scénarios, une technique aléatoire pouvant produire des solutions admissibles pour des
problémes d’optimisation sous contraintes probabilistes. L’avantage est qu’un probléme de scénarios
posséde une structure déterministe et que sa résolution par des outils classiques d’optimisation peut
tirer profit des informations de type gradient du systéme. L’itération proposée dans I'algorithme des
scénarios multiplie les possibilités de trouver des solutions admissibles, augmentant ainsi les chances
de s’approcher d’un optimum global plutét que d’un minimum seulement local.

Il est notable que 'approche par scénarios ne nécessite aucune hypothése sur la nature des
incertitudes, I'important étant de pouvoir effectuer des tirages des variables aléatoires : il n’est donc
pas nécessaire de considérer des modélisations gaussiennes des paramétres incertains ou bien de
négliger les incertitudes initiales portant sur les vitesses. Enfin, bien que le rapport se concentre sur
des objets modélisés par des sphéres, la méthode par scénarios développée dans cette partie peut
étre étendue a d’autres formes géométriques de ’ensemble de collision, comme des polytopes. En
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effet, I’essentiel est de pouvoir exprimer analytiquement avec un nombre fini d’équations la condition
de collision en fonction des variables d’optimisation et des paramétres incertains.
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2.4 Meéthode de 'outil OCCAM

2.4.1 Introduction

Le principe général de la méthode proposée dans la référence [23], qui s’appuie elle-méme, entre
autres, sur les références [22], [21], [62] consiste & exprimer les coordonnées relatives de 'objet
primaire dans un repére du plan de rencontre comme une fonction linéaire du vecteur de manceuvre
pour ainsi formuler divers problémes d’optimisation définis suivant ['objectif visé (maximisation de
la miss distance, minimisation de la probabilité de collision) et le cas considéré (rencontre directe ou
rencontre indirecte). Ce principe est mentionné comme étant issu des travaux relatifs aux stratégies
optimales pour la déflection d’astéroides [38], [65], [T7] mais il est également possible de trouver une
telle approche dans le contexte de ’évitement de collision avec la référence [100]. C’est ce principe
qui a permis de construire 'outil OCCAM mis en avant par I’Université Technique de Madrid. Le
cadre d’étude est celui d’une conjonction a court terme (rapide ou linéaire) entre deux objets p et
s ol p est le primaire (engin effectuant la ou les manceuvres) et s est le secondaire, supposé passif.

La distinction entre rencontre directe et indirecte est faite en fonction de la valeur de la miss
distance : si la miss distance est nulle alors les trajectoires moyennes des deux engins se croisent
et les auteurs parlent alors de rencontre directe. Dans les cas ol la miss distance est non nulle, les
rencontres sont définies comme indirectes et constituent la plupart des rencontres réalistes.

Nous étudions dans un premier temps, la cinématique et la dynamique de la rencontre directe
permettant d’exprimer la position relative du primaire a la date de la collision (aprés application de
I'impulsion & la date 0;)”) donnée dans la base du plan de rencontre comme une fonction linéaire du
vecteur impulsion donné dans la base radial-transverse-normal. Nous avons adopté pour la prochaine
sous-section seule des notations un peu lourdes ot les vecteurs sont distingués d’une fléche et la base
dans laquelle ce vecteur s’exprime est indiquée explicitement, du fait des nombreux changements
de base implicitement utilisés dans [23] dont la rédaction n’est pas toujours d’une grande clarté ni
d’une grande rigueur.

2.4.2 Analyse cinématique et dynamique de la manceuvre d’évitement de colli-
sion

La définition du plan de rencontre, appelé également B-plane présente des différences avec la
définition générique présentée a la Figure [1.3] comme indiquée dans la définition suivante :

Définition 7 (Repére et plan de rencontre au temps t.). .
A une date t = tpca, on définit le repére local de rencontre Rp de la maniére suivante :
- Origine : position moyenne du centre de gravité de l’objet secondaire ;

- Aze Uy, = ﬁ : orienté selon l'opposé de la vitesse relative U, (t) = Us(t) — Up(t)

Les deux autres azxes sont perpendiculaires a la vitesse relative. Le plan Ilg contenant l'origine et
qui est engendré par ces azes est appelé plan de rencontre.

— Age @, = Us XU ;

|Ts X G|
— Ave U,y = Upy X Uyg-
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FIGURE 2.6 — Repére Rp et plan de rencontre Ilg.

Nous aurons besoin dans la suite d’un certain nombre d’éléments caractérisant I'orbite du pri-
maire & la date de la manceuvre et & la date de la collision avec ou sans manceuvre. Les anomalies
vraies du primaire a la date de la manceuvre et a la date de la collision seront notées respectivement
0, et 0. L'excentricité de l'orbite de I'objet primaire sera notée ep.

La méthode proposée se place dans le cadre strict des rencontres rapides et reprend donc le jeu
complet des Hypotheses [T} [2| B] [ ] et [0 tel qu'il est rappelé dans I'introduction de ce document
et détaille dans la référence [15]. Il est a noter que 'hypothése portant sur la normalité de la
loi de distribution relative initiale est implicitement étendue afin de considérer une densité de la
position relative gaussienne a la TCA en supposant que ses caractéristiques statistiques (moyenne
et covariance) sont connues.

Il s’agit d’exprimer le vecteur des positions relatives dans la base Bp = (Uyp, Uyy, Uz;) du B-
plane aprés la manceuvre du primaire ayant eu lieu & 'anomalie vraie 6" en fonction du vecteur de
manceuvre impulsionnelle AU(H;”) exprimé dans la base locale BgTN du primaire.

- Expression de 7(¢;) dans la base périfocale du primaire (@, 4, i)
On suppose que le vecteur vitesse du primaire a pour coordonnées dans la base périfocale
attachée au primaire Bngw = (ap, 175, ) -
v

v (2.32)

"[OB ~

P
B (6) =

o

Dans un premier temps, il est nécessaire d’exprimer le vecteur vs(6;) dans la base (v,(5) x
ay, ﬁp(ﬁg), ). Pour cela, nous définissons les angles ¢ et 1. ¢ est angle de projection du
vecteur ¥s(6;) dans le plan orbital du primaire et ¢ est 'angle entre ©,(6};) et cette projection

de v5(0;) dans le plan orbital du primaire (cf. Figure .
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Plan orbital primaire

FIGURE 2.7 — Angles ¢ et ¢ et base périfocale primaire BPE)QW ramenée au primaire.

On obtient ainsi I'expression :

e @) o o
s(0p) = m [cosqﬁcos Yiy(0,) — sin ¢ cos (v, (05) X y,) + ||0(05)]] 81n¢uw] )
p\"p
(2.33)
A partir de la Formule (2.33) et de (2.32), on obtient :
) 15.(69)] (v;cos¢—v sin ¢) cos ¢
US(HIC,)BPQW = (vpsin g + v; cos @) costp | . (2.34)

”Up( )H |15, ||Sln1/’

Expression du vecteur 5FpBB (¢5) en fonction du vecteur 5Fp65(9§).

Un nouveau repére (qualifié d’inertiel de maniére surprenante dans [21]) est construit avec

son origine sur le secondaire au moment de I'impact et la base By = (U, Uy, ,Us,) =
B 50 x T(6)
T T ™ o Ty (0 < 74(6)

a I'ensemble des hypotheses déja faites et réalisées dans le cadre des rencontres rapides.

Hypothése 8.

La manceuvre impulsionnelle effectuée a l’anomalie 0" sur l'objet primaire ne modifie pas la

vitesse qu’aurait eue cet objet sans manceuvre au moment de l'impact a l'anomalie 0},.

Remarque 8.

Cette hypothése parait assez contre-intuitive du fait que laction d’une manceuvre impulsion-

nelle est précisément de modifier instantanément la vitesse de ['objet auquel s’applique la

||). De plus, une hypothése additionnelle est incorporée
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manceuvre. La justification proposée par lauteur de [21] est de supposer que ce saut de vi-
tesse sera de l'ordre de 1 m/s, considéré comme négligeable devant la vitesse orbitale de
l’objet.

Du fait de I'Hypothese [8, on peut supposer que les vitesses du primaire et du secondaire
sont toutes constantes lors de la rencontre et nous supprimons la dépendance temporelle (&
travers 'anomalie vraie) dans la suite de cette partie afin d’alléger les notations. La matrice
de rotation de la base By vers la base Bp est alors donnée par :

0 0 -1
Ryop = cos@ —sinf 0 |, (2.35)
—sinf —cosB O

ot l'angle 0 < B < 7 est 'angle du vecteur v, — Us vers le vecteur 7), et qui peut étre
caractérisé par les relations (cf. la Figure pour une illustration de ’angle 5 et des bases
Bs et Bp) :

(1717 — 775) ) 771)

[AEAIEAT (2.36)
sin = /1—cos2f.

cosfB =

Si l’on note le vecteur position du primaire par rapport au secondaire dans le plan de rencontre
et ses coordonnées dans les différentes bases par :

o, i,
5FPBS(0§) = 57“1275 , 5@33(0;) = 57“1233 ,
o o,
on obtient la relation :
1 1 )
5rp 5 1) The 0 0 -1 57qu
or2. | =Rsp | 62, | =| cosB —sinf 0 orz. | . (2.37)
57‘33 57"3 —sinf —cosfB 0 67‘33
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FIGURE 2.8 — Angle 3 et bases Bp et Bs.
Il est & noter que
1—
cos ff = X cos peos (2.38)

\/1—2xcos¢cos¢+x2"

en posant x = ”;H En effet, en utilisant 1'expression de U5 donnée par (2.33)) et en ex-
p

primant le produit scalaire ¥, - ¥, 'expression (2.38|) découle naturellement apreés quelques

développements simples.

Expression du vecteur 5FPBS(9§) en fonction du vecteur 577po (65)-

_ (7 s = - Brqw _ C i pC T - Brqw _
Une nouvelle base B, = (i, UR,, in,) avec Up, = [ cos sinf; 0] et Uy, =

(00 1]

est définie de maniére plus ou moins explicite dans [21]. On semble pouvoir en

- 7 (05
déduire que u,, = —7, M . En effet, si I'on note 57_"po = [ (57“;17 (57“12,17 (57“11% ]T, I'Hy-

p
He
potheése [6] qui implique un mouvement relatif rectilinéaire de vitesse relative constante entre

17 (Op)
He
1+ ercosef7 + 612,‘

1+ ey cos 95

le primaire et le secondaire conduit & écrire que 5r}1,p = —||F,|| dt o1 dt est le temps

de retard accumulé lors de la rencontre aprés manceuvre et ||, = \/

La matrice de changement de base s’écrit alors :

Ugs " Ug, UR, " Uz, UN, * Uz,
Kpos = | g, iy, UR, Uy, UN,- Uy, |- (2.39)

Ug, ~ Uz, UR, " Uz, UN, * Uz,
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On vérifie ensuite que 'on obtient :

7 (0°
RN e, ;
Kyos = 0 _cosap sin ¢ cos v | sin 1) . (2.40)
V1 —cos2ipcos2¢p /1 —cos2)cos? ¢
0 COs ayp sin sin ¢ cos Y
L V1—cos2¢cos2p /1 —cos2pcos?¢p |

L’angle «, est Pangle de trajectoire de vol du primaire (angle entre ) et ¥,), défini par :
epsin by ep cos b
= , COSQy = )
|| \/1 + epcos 05 1ol \/1 + ep cos O5

Nous donnons, a titre d’exemple, le calcul de I'élément Ko, puisque les autres éléments
peuvent étre déduits de celui-ci & partir de calculs identiques. Dans un premier temps, on

sinay, = (2.41)

Uy X U,
calcule @,. = ———"_ dans la base Bpqw
TG x Tl
vg sin v
[|3p || [sin? ¢+cos? ¢ sin® ¢]1/2
— BPQW vl sin ¢
uZ fry _ p
° (|5 [|[sin? 3p+cos? 4 sin? ¢]1/2

cos 1 sin ¢

[sin? ¢+cos? 1 sin? ¢]1/2
On en déduit le calcul de i, = ., X U, dans la méme base :

V% cos 1 sin ¢

2

L, 1 P
Brow _ 11, cos 1/1 sin ¢

1

v |5,/ [sin? ) + cos? 1 sin? ¢]1/2

Finalement, on obtient :

B [v2 cos 05 — v}, sin 0F] cos ¢ sin ¢
|5,/ [sin? ) + cos? 1 sin? ¢]1/2
1 + ey cos 0] cos i sin ¢
[+ e cos 05172, [in? § + cos? g sin? 9] /2
COS (yp COS 1 Sin ¢

- V1- cos2pcos? ¢
A partir de la Formule (2.40)), il est possible d’écrire :

UR,, * Uy,

1 sin oy 0
0 COS (), Sin ¢ cos P sin
- - Z Z B
o7 e = V1—cos?pcos?dp (/1 —cos?pcos?¢ | 07 " (2.42)
COS (v, Sin Y sin ¢ cos ¥

V1 —cos2¢pcos2¢p /1 —cos?epcos? ¢

Dans le cas singulier pour lequel cos cos ¢ = %1, la matrice Ky, vaut

1 sinapy O
Kps=|0 —cosay 1 |. (2.43)
0 cosap 1
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On a donc finalement 5
8752 (02) = Kypos67y 7 (02). (2.44)

Les développements présentés dans cette partie ne sont pas toujours clairement exposés dans
les références [22], [21, [23], [62] qu’il a fallut croiser pour reconstruire une démarche un
peu plus rigoureuse. En particulier, les bases dans lesquelles sont exprimés les vecteurs sont
rarement bien précisées.

Expression du vecteur 57‘},8” (6;) en fonction du vecteur de manceuvre impulsion-

nelle A‘_/;, Brrx (050

07,77 (02) = Dayop AV, Brrx. (2.45)
= d d 0
Iy [ o et
DAUZp = e drr drt 0 ’ (246)
He 0 0 du
ou :
1
d = X leq1 (B — E™) + epo(sin B — sin E™
o a30(a3 — a3o)?(a30 — quo cos EJ) ler(By = ) + era(sin B 2
+ep3(sin 2B — sin 2E7") 4 e,4(cos ES — cos E)") + eps(cos 2ES — cos 2E7")]
1
deyt = X |ey (BS — EM) 4 ep(sin ES — sin E)7)
’ 430(q30 — 430)°/*(q30 — qro cos EI) [ oo P P
+e3(sin 2ES — sin 2E77") + eg4(cos ES — cos EJ") + egs(cos 2ES — cos 2E7)|
i = sin(6; — 0,")
q30(q30 + q10 cos 05)?
i, - 2q30 [1 — cos(0y, — 9;”)} — quosin(0)") sin(05 — 0,7)

q30(g30 + q10 cos 07)(g30 + q1o cos 05)2

g \/ @30 + Q10930 cos b5 b _gm
= S1n — .
" 30 + q10 cos 05 (© = 05")

(2.47)

42



enn = 3q30(d3y — &)

1
ety = 3 [3(1%0 — (2q§0 — q%o)(élqgo cos )" — g1 cos QE;,")]
_ 430910 4 Em (3 2E™))
€3 = 1 [4g30 cos o' = q10(3 + cos(2E") ]
ets = qs0 [(4430 — 2¢3,) sin B — q3oquo sin(2E]")]
= DOy —2¢2)sin BT — in(2E™
€5 = 1 [( q30 qm) Sin Ly, q30410 sin( P )]
(2.48)
er1 = 3qiogsosin B
- _9 2 + 2 in E™
€r2 (430 + q7p) sin P
€3 = Q102<J30 sin E;”
era = —2q30(qs0 cos E)* — quo)
q10
€5 = 7((130 cos B — quo)-

Dans les Equations (2.47) et (2.48)), les éléments orbitaux généralisés sans dimension qig et
q30 sont définis dans la référence [22] comme :

ep 1

1o = A e o 05 B0 = AT cosT epcos Ot (2.49)

Globalement, il est ainsi possible de formuler, a I'aide d’une approximation au premier ordre,
une relation linéaire entre le vecteur (WPBB (05) et le vecteur de manceuvre AVpBRTN comme :

5FpBB (9107) = RSQBKp25D6v2pA‘_/ZD Brrn = MA‘;; BRTN. (250)

A partir des prochaines sous-sections, nous revenons & des notations plus simples telles qu’elles ont
été utilisées dans la premiére partie de ce rapport. En particulier, les coordonnées du vecteur (WPBB

N L. T ya .
dans le plan de rencontre seront notées de maniére générique [ Ty ] afin d’étre cohérent avec
les notations utilisées dans le rapport [15].

2.4.3 Manceuvre de maximisation de la miss distance pour une rencontre di-
recte

La premiére méthode d’évitement de collision proposée dans la référence [23] repose sur un
principe d’évitement géométrique qui a pour but de rechercher la manceuvre impulsionnelle optimale
au sens de la maximissation du carré de la miss distance sous la contrainte d’'une borne maximale
Auwvg sur la norme Lo du vecteur de manceuvre. Etant donnée que la miss distance, notée dpy, est
donnée par dy; = /2 + y? , son carré peut s’exprimer comme une fonction quadratique du vecteur
de manceuvre :

1
diy = AVIemMT | o
0

O O O

0
0 | MAV4(0") = AV (6,1 Q1AVa(6)). (2.51)
1
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Le calcul de la manceuvre impulsionnelle maximisant la miss distance dj; sous une contrainte
d’appartenance a une boule de centre 'origine et de rayon Avg revient donc & résoudre le probléme
d’optimisation quadratique non convexe sous une contrainte quadratique convexe suivant :

Probléme 4 (Maximisation de la miss distance.).

max  AVg(0m™)TQAV4(0™
AV(0) A6)” QuaVal6y) (2.52)
sous g(AV4(0,")) = AVd(H;”)TAVd(QJT) —Av3 <0

N

o @1 = 0 avec rang(@1) < 2. Afin de retrouver de maniére rigoureuse les résultats de [23],
nous allons utiliser une condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale présentée dans la
référence [63, Theorem 3| et qui a son origine dans les travaux en théorie de 'optimisation portant
sur les méthodes numériques ou algorithmes a régions de confiance [I01]. Le Probléme 4] vérifie bien
I’ensemble des hypothéses nécessaires a ’application du résultat puisque :

- @1 # 0 est semidéfinie positive.
- La contrainte quadratique peut s’écrire g(AV) = AVTQa AV +c avec Qo = I3 définie positive
et ¢ = —Av3. Elle définit donc un ensemble convexe fermé.
- La condition de Slater (condition suffisante de qualification de contrainte dans le cas convexe)
est vérifiée puisque AV = 0 est tel que g(0) < 0.
Sous ces hypothéses, il est possible de montrer I'existence d’un maximiseur global AVd(QZL) du
probléme [4| appartenant & la frontiére de I’ensemble réalisable du probléme (frontiére de la boule de
centre 0 et de rayon Avg). De plus, une condition nécessaire et suffisante d’optimalité est donnée
par :

gAVd(HgL ) (2.53)

{ Q1AV4(0)) =

Q1 — [l3 = 0,
ou fi est le paramétre optimal de Karush-Kuhn-Tucker. Cette condition nécessaire indique que la
paire optimale (AVd(Hgl), i) est une paire de vecteur propre/valeur propre de la matrice Q. Cette
matrice a au plus deux valeurs propres non nulles. Le ou les valeurs propres nulles ne sont pas la
solution du probléme de maximisation puisque cela conduit & obtenir un critére nulle (la manceuvre
impulsionnelle correspondant & cette valeur propre nulle n’a alors aucune action sur le primaire). Il
faut donc choisir la valeur propre maximale de 1 pour la valeur de [i et le vecteur propre associé
pour le vecteur de poussée optimal AVd(O;”). De plus, on sait également que sa norme sera donnée

par [[AVq(07")|| = Avg. Enfin, la miss distance maximale ainsi calculée vaut dyr = /I Avg.

2.4.4 Manceuvre de minimisation de la probabilité de collision pour une ren-
contre directe

Une deuxiéme approche utilisée pour le calcul de la manceuvre d’évitement est proposée dans [23]
et repose sur le principe de la minimisation de probabilité de collision calculée dans le cadre d’une
rencontre a court terme. Cela signifie que la probabilité de collision est évaluée comme l'intégrale 2D
définie dans le plan de rencontre [15]. Ainsi, nous rappelons que le probléme générique de calcul de
la probabilité de collision dans le cadre des rencontres rapides peut se définir de la maniére suivante.
Etant données deux variables aléatoires indépendantes gaussiennes x ~ N (2, 05) et y ~ N (Y, 0y)
conjointement distribuées (avec le choix sans perte de généralité, o, > o, pour la suite de cette
section), calculer l'intégrale suivante :

1 1/ (z—xm)? — Ym)?
P20 — o / exp (—2 (( p ) - Y U%j ) )) dady. (2.54)
TEY_ T
(0,R)

y
By (0,R
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Le rapport [15] a donné un état de l'art relativement complet des approches utilisées pour ce calcul
sur lequel nous ne reviendrons pas si ce n’est pour réaffirmer que la méthode semi-analytique issue
de [97], fondée sur un développement en série de l'intégrale , est la plus compléte et précise
a ce jour puisqu’elle permet de déterminer a priori le nombre de termes de la série nécessaires afin
d’obtenir une précision donnée. Une alternative pour les cas numériquement mal conditionnés pour
lesquels toutes les autres méthodes sont en échec et utilisant la méthode du point col a également
été construite dans le rapport [I5]. Notons qu'une méthode similaire (développement en série de
l'intégrale P2P) a été publiée dans [53] et il a été montré dans [16] que ce résultat constitue un cas
particulier de la méthode de [97] sans préconditionnement et donc vouée & connaitre des problémes
numériques de compensations qui peuvent étre non rares. Enfin, ces approches sont & rapprocher
de celle de [33], qui a été la premiére tentative de solution semi-analytique mais qui repose sur
une approximation (sauf dans le cas isotrope o o, = 0y) qui consiste & substituer a une surface
d’intégration elliptique, l'aire identique d’un disque. Cette derniére fournit donc I'approximation

suivante :
Um

o0 m k
2D . _—v/2 _ w2 u
PP~ e mz::o ST (1 e kz_o 2,%!) , (2.55)

- R? N (oz-m)2+<gm>2_2p”%gm (256)
O’fO’ng—piz?Q, 1—/)%@ Oz (eF7 wyai 0y ’

pour une matrice réduite de covariance de la position relative du primaire dans le B-plane donnée

2
g 570507 ) R .
par Xz = z Pry 5 Y |. Il est important de noter que les paramétres u et v sont exprimés
Pzy0z0y O'g

en fonction des coordonnées (Z,,ym) définis dans le plan de rencontre avant que la matrice de
covariance ne soit diagonalisée, alors que la formule est donnée en fonction des coordonnées
(Zm, Ym) correspondant & un repére aligné sur les axes principaux de la matrice de covariance. Les
différents changements permettant de passer d’un jeu de coordonnées & ’autre sont en partie décrits
dans le rapport [I5] et détaillés dans la thése [96]. En particulier, nous avons :

2 2 2
u = al , U= <xm> + (ym) : (2.57)
020y o oy

Pour la suite, nous utiliserons la Formule ([2.56|) afin de coller au mieux aux notations de la référence
[23].

Dans la Formule de la probabilité de collision approximée par la méthode de Chan,
une rapide analyse asymptotique montre que si 'on souhaite minimiser cette approximation, il est
possible de minimiser le terme prépondérant e~*/2 et donc de maximiser le terme v. Comme (T, Um.)
peuvent s’écrire linéairement en fonction de AVPOC(H;") et que v est une fonction quadratique de ces
parameétres, le probléme de calcul de la manceuvre AVPOC(HQ“) minimisant la probabilité de collision
revient & un probléme de programmation quadratique non convexe, de nature identique & celle du

probléme de maximisation de la miss distance.

Probléme 5 (Minimisation de la probabilité de collision.).

T (om .
A%mo?(};;n) AV (057) Q3 AVyoc(6)

(2.58)
sous g(AVpoc(GgL)) = AVPOC(Q;,”)TAVPOC(Q?) — Avg <0,
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ou la matrice Q3 définissant le critére est donnée par :

1 0 —Le
O’% 030y
Qs =MT 0 0 0 M. (2.59)
_ _Pag 1
0’5;0’@ o'%

Le Probléme [5[ a donc exactement les mémes propriétés que le Probléme [4] et sa solution optimale
AVpoc(8,') sera donc obtenue exactement avec les mémes outils et peut étre calculée comme le
vecteur propre de la matrice ()3, associée a la valeur propre maximale A et telle que :

HAVPOC(G;T)” = Auvp. (2.60)

Remarque 9.

L’analyse asymptotique utilisée pour transformer la minimisation de la probabilité en mazi-
misation du terme v a partir de la formule de la probabilité de Chan peut étre trans-
posée stricto sensu & la formule du développement en série, donnée dans [97] puisque le terme

1 1 (22 2
oy = exp | —5 ( 25 + y% est en facteur de la récurrence et va jouer le méme réle de
20,0y 2\o; oy

/2 dans le cas précédent.

terme prépondérant que le terme e
2.4.5 Manceuvre d’évitement de collision pour une rencontre indirecte pour la
maximisation de la miss distance

Il est rappelé qu’une rencontre indirecte est définie comme une rencontre pour laquelle la miss
distance est non nulle au moment de la collision. Dans ce cas, nous aurons que le vecteur des
positions relatives dans le B-plane sera donné par la relation :

re(65) = my, (65) + MAV(6), (2.61)

ot my, (65) est la position relative moyenne du primaire par rapport au secondaire a la date de la
collision (soit & la TCA). Dans la suite, comme il ne peut y avoir d’ambiguité sur la date et 'objet
associés a la manceuvre, nous noterons AV(H;T) = AV pour simplifier les notations. En reprenant
le critére choisi de maximisation du carré de la miss distance dans le B-plane, le critére & optimiser
en fonction de la manceuvre AV/(6?) est la fonction quadratique :

1 0 0 1 0 0
FAV) = AVIQIAV +2m, (09T | 0 0 0 | MAV +m, (057 | 0 0 0 | m,, (05)7. (2.62)
0 01 0 01

Sous une contrainte identique de norme 2 du vecteur de manceuvre, bornée par Avg, le probléme
de calcul de manceuvre optimale au sens de la maximisation de miss distance revient & écrire le
probléme d’optimisation quadratique non convexe suivant :

Probléme 6 (Maximisation de la miss distance en rencontre indirecte.).
max AVEQ1AVy + 26T AVy + ¢
AVy; 5 5 B (2.63)
sous  g(AVy) = AVEAVE —1 <0,

ot les fonctions critéere et contrainte ont été normalisées par Av%. Ainsi, AVgy = AvgAVy, b =

L,
MT | 0
B O T P et 71
Avg Avg
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Remarque 10.

Nous avons conservé le terme constant dans la fonction critére quadratique afin de rester le plus
général possible et afin de retrouver la valeur optimale du critére initial plus directement, contraire-
ment & ce qui est fait dans la référence [23].

Le Probléme [f] est de nature identique aux problémes précédemment étudiés : ¢’est un probléme

100
de maximisation d’une forme quadratique convexe (puisque la matrice Q; = M 10 0 0|M
0 01

est semidéfine positive et de rang au plus égal a 2) sous une contrainte quadratique convexe et pour
lequel la condition de qualification de contrainte de Slater est vérifiée. Il est donc possible de lui
appliquer exactement les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité données dans la référence
[63, Theorem 3] et qui deviennent : AV, est une solution optimale globale de |§| si et seulement s’il
existe fig; > 0 vérifiant : ~
QiAVy +b =
—Q1+ pails = 0.

La matrice ()1 est une matrice symétrique a coefficients réels et I’application du théoréme spectral
[64] permet de déduire que toutes les valeurs propres \; de Q1 sont réelles avec des vecteurs propres
réels ¢; distincts et orthogonaux. Il existe ainsi une matrice diagonale formée avec les valeurs propres
sur la diagonale dans 'ordre décroissant et une matrice orthogonale U dont les colonnes sont les
vecteurs propres ¢; telles que Q = Udiag(\;)U”. Cette décomposition spectrale peut ainsi s’écrire :

(2.64)

3
Q1= Z Xii; - (2.65)
i=1
De la premiére condition nécessaire et suffisante d’optimalité (2.63]), on obtient :
- 3 3. gal
AV = (il — > Nagl)io= | > E4 1y, (2.66)
i=1 oA

Comme AV est atteint sur la frontiére du domaine réalisable, on a donc AVTAV =1 et on peut
en déduire une condition sur g qui doit vérifier :

23: < ba; )2 ~ 1. (2.67)

o \A— Ai

La deuxiéme condition de (2.63]) implique nécessairement que fi vérifie i > A1 ot A\; > Ay > 0 est
la plus grande valeur propre de )1. Finalement, nous avons

3 2 2 2
le, T bT
Z(_ q) :<_b‘h)+<_ QQ> = 1. (2.68)
— \ i — N =X\ = A2

=1

En effet, si 'on note par A3 la valeur propre nulle de la matrice Q1 et g3 son vecteur propre associé
Tm

MT | 0
Ym

avec la matrice M de rang
A'Uo

alors on sait que g3 € ker(Q1). De plus, le vecteur b =
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1
plein et Q1 = M7 | 0
0

o O O

0
0 | M donc b est un vecteur de 'espace engendré par la matrice Q1
1

(b € Range(Q1)) et I'on a donc bT'q3 = 0.
Finalement, on retrouve exactement les Conditions (25) de l'article [23] avec une démonstration
complétement rigoureuse et justifiée. Il s’agit donc de déterminer i solution du systéme :

v gy 2+ g\ .
T ion) (2.69)

p’ 2 )\17

par une méthode numérique (de type Newton par exemple). Une fois i déterminé, il est alors possible
de calculer la manceuvre optimale comme :

2
AV =

T 2 gl Lm
2l o= [ i | 6] 210
= T = H T Ym

Remarque 11.

1l est important de noter que, dans tous les cas de figure étudiés dans ces références, la date
(ou la localisation caractérisée par A, = 05 — 0,') de la manceuvre d’évitement ne fait pas partie
des variables de décision des problemes d’optimisation posés. Dans [23], une étude numérique sur
deuz cas particuliers (collision entre Iridium 33 et Cosmos 2251 en 2009 et la rencontre RapidEye4-
UoSat2 de mai 2013) donne quelques éléments de comparaison sur la variation des résultats en
fonction de la localisation A8, de la manceuvre.

Dans les expérimentations numériques présentées dans [23] ou dans [28], les variables de décision
définissant 'orientation du vecteur de manoceuvre dans la base Brrn liée au primaire sont exprimées
a l’aide de deux angles v et ¢ de la fagon suivante.

AV, |AV|| cosysin(o + )
AV = | AV, | = | ||[AV]cosycos(oc + ap) | - (2.71)
AV, |AV]| sin~y

L’angle v est ’angle entre le vecteur AV et sa projection sur le plan orbital et o est 'angle, défini
dans le plan orbital, entre le vecteur v, et la projection de AV dans le plan orbital.

L’étude numérique de la référence [28] propose ainsi une analyse de la validité des hypothéses
simplificatrices (date de la TCA fixe et orbite képlérienne pour la propagation aprés manceuvre).
L’optimalité de la direction de poussée calculée avec la méthode de Bombardelli est ensuite ana-
lysée en comparant les résultats avec un échantillonnage de directions appartenant a la boule de
rayon Awvg et les résultats obtenus semblent montrer que la méthode ne renvoie pas la direction de
poussée optimale dans de trés rares cas et avec une différence relative de 1% sur la probabilité de
collision ainsi obtenue. Il est du coup difficile de conclure quant a I'origine de cette différence qui
peut étre liée & la précision de calcul mise en ceuvre dans les différentes étapes de construction de la
probabilité de collision, une fois la manceuvre choisie. Enfin, une comparaison de la manceuvre de
Bombardelli avec des manceuvres tangentielles réalisées & la PSO opposée et une demi orbite avant
la collision par le Centre d’Orbitographie Opérationnel (COQ) est effectuée sur deux cas pratiques
réels (rencontre satellite A - débris Cosmos 1275 en orbite basse et rencontre Metop satellite B -
dévris Cosmos 1275 (N17620)). Cette comparaison montre que suivant la date a laquelle elle est
opérée, la manceuvre optimale (en probabilité de collision) n’est pas nécessairement une manoeuvre
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purement tangentielle. Cette méthode a donc été implémentée dans une classe JAVA OptimalMa-
neuverComputerBombardelli. De nombreux éléments de cette méthodologie se retrouvent également
dans l'outil MISS (Manceuvre Intelligence for Space Systems) présenté dans la référence [55] ansi
que dans la référence [49].
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2.5 Meéthode de Slater

Un des problémes abordés dans l'article [I00] (de maniére relativement marginale), est celui du
calcul d’'une manoeuvre d’évitement permettant de créer une miss distance spécifique (attendue
comme suffisante pour éviter une collision) dg}rget entre deux objets. Cela signifie en particulier
que le calcul de manceuvre s’effectue dans un cadre purement déterministe et sans hypothéses
statistiques particuliéres. Le principe de cette approche est trés semblable & celui développé dans
la Section mais il est & noter qu’il a été proposé antérieuremnt et présenté & un niveau de plus
grande généralité quoique le présentation de [100] soit limitée au cas des rencontres directes et sans
référence a la problématique de minimisation de la probabilité de collision.

Rédigée dans le cadre d’une orbite circulaire, leur formulation est aussi valide pour des orbites
elliptiques képlériennes et pour toute orbite perturbée pour laquelle une représentation linéarisée du
mouvement relatif est disponible. En fait, comme nous I’avons vu pour I’approche de 'outil OCCAM,
I’approche de Slater repose sur le fait qu'une application linéaire peut étre trouvée entre 1’état relatif
(la position et la vitesse) entre les deux objets a l'instant de la manoeuvre t,, et I’état relatif a la date
de TCA tpca. Cela inclut ainsi les orbites relatives décrites par les matrices de transition obtenues
par une linéarisation de la dynamique képlerienne, comme celles de Hill-Clohessy-Wiltshire (HCW)
ou de Yamanaka-Ankersen (YA). D’autres applications linéaires obtenues numériquement et qui
prennent en compte de termes additionnels dus & des perturbations orbitales par exemple peuvent
également étre envisagées (cf. [54] pour un exemple de matrice de transition pour une mouvement
relatif elliptique et perturbé). Nous utilisons la notation classique pour écrire les équations de
mouvement ballistique (sans manceuvre) relatif linéarisé (HCW ou YA) autour d’une orbite nominale
circulaire ou elliptique qui peut étre ’orbite képlérienne de ’objet primaire par exemple.

x,(t]20) = ®,.(, t) 22, (2.72)

q)?”u (t’ tO) (I)T12 (t’ tO) >
CI)T21 (t? tO) CI)Tzz (tv tO)

Si I'on note I'état relatif aprés manceuvre comme Z,, il est possible d’écrire, aprés une manoceuvre
impulsionnelle AV & linstant ¢, :

ot la matrice de transition ®, est partitionnée suivant les blocs ®,(¢, o) := <

Frltlto) = 2r(tlto) + e (t, t) ( " ) = @, (1, 10)20 + B, () ( " ) e

L’expression (2.73)) peut étre réécrite afin de faire apparaitre les changements en position et en
vitesse relatives au temps tTca, induits par la manoceuvre comme :

7r(trca) = rr(trca) + @rp, (trea, tm) AV, (2.74)

Ur(trea) = vr(tTca) + Pry, (trea, tm) AV. (2.75)

Comme la référence [100] se place dans le cadre d’une rencontre directe, il est supposé que r(trca) =
0. Le calcul de la nouvelle miss distance de la trajectoire relative dans un intervalle de temps centré
en trca est fait en utilisant les hypothéses d’une rencontre rapide : notamment, on suppose que le
mouvement relatif est rectiligne uniforme, de direction donnée par le vecteur unitaire

Uy (tTca)

©= Tonttron) (2.76)
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Le plan de rencontre ou B-plane est alors construit comme le plan perpendiculaire au vecteur € et
la nouvelle miss-distance d};" est donnée par la norme de la projection Ary,, du vecteur 7, (tpca)

sur ce plan. Ceci s’écrit comme :

Arpin = (I3 — 677, (trca), (2.77)

ot la matrice I3 — éé7 est la matrice de projection (symétrique et idempotente) sur le plan de
rencontre. De plus, le vecteur Ary, est une fonction des vecteurs 0, (tpca) et 7r(trca). La norme
du vecteur Arpin est calculée alors simplement comme :

A3 = || Armin|| = (7r(trea)” (I — &7 (trea)) . (2.78)
En considérant le cas simplifié ot la miss-distance avant la manoeuvre était égale a zéro, on obtient :
new’ — AVT T, [—¢&)o AV. 2.79
M.d 12(trca, tm) (I — €€7 ) @1a(trea, tm) AV. (2.79)

Le probléme final permettant le calcul de la manceuvre, posé dans [100], est presque de méme
nature que celui de Bombardelli (probléme quadratique) mais au lieu de maximiser la miss-distance
en imposant une contrainte sur la norme de I'incrément de vitesse (probléme de minimisation d’une
fonction quadratique non convexe sour une contrainte d’inégalité convexe), il s’agit de calculer
I'incrément de vitesse dont le carré de la norme est minimale sous la contrainte que le carré de la

. . o N . starget?
miss-distance soit égal a la valeur donnée d;** :

min ||AV]|
AV
sous (2.80)
r 2
new® = AVIRL, (trca, tm) (I — 887)@1a(trca, tm) AV = AVIQAV = dyp™.

Ce probléme d’optimisation est un probléme de minimisation d’une fonction quadratique convexe
sous une contrainte égalité non convexe. Pour le résoudre, il est possible d’appliquer les conditions
nécessaires d’optimalité au premier ordre ainsi que les conditions au second ordre d’optimalité
obtenues & partir du Lagrangien :

LIAV; ) = AVTAV + p(AVTQAY — direety, (2.81)

Une condition suffisante de qualification de contrainte est donnée par QAV™ # 0. Si rang(Q) = 3,
cette condition suffisante est toujours vérifie et si rang(Q) < 3 alors AV* ¢ Ker(Q) qui sera
toujours vraie si AV* est réalisable pour la contrainte. On supose donc que AV* ¢ Ker(Q). La
condition nécessaire d’optimalité au premier ordre s’écrit :

AV* = —p*QAV™. (2.82)

Cela signifie que —1/u* est une valeur propre de la matrice @) et que AV* est le vecteur propre
associé. En examinant la fonction critére & I'optimum et en utilisant la contrainte, il est facile
de voir que loptimum est atteint pour pu* = —1/A\j4 et AV™ est le vecteur propre associé avec
|AV*? = dﬁrget2 /Amaz OU Amaz est la valeur propre maximale de la matrice Q = @7, (trca, tm)(I3—
eeT)®15(ttca, tm). Cette solution est effectivement la solution optimale globale du probléme qua-
dratique comme le montre la condition suffisante au second ordre :

I3 — Q/Amaz = 0. (2.83)
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La difficulé masquée de cette approche réside dans le calcul de la matrice de projection Iy — é&’ =

I3 — &(0r(trca))el (0r(trca)) ol ¥p(trca) n'est pas connue puisque ce vecteur va constituer la
manoceuvre a calculer. Pour pallier ce probléme, il est proposé dans [100] une procédure itérative ou la
direction du vecteur € peut étre initialement considérée comme identique a celle de v, (tpca) (vitesse
relative en tpca sans manoeuvre). Les auteurs mentionnent ainsi que la solution de ce probléme
simplifié peut étre ensuite utilisée comme valeur initiale dans une méthode itérative de point fixe afin
de converger vers la vraie solution. Par contre, en pratique, tant que la vitesse d’approche relative
n’est pas trop faible (hypothése de rencontre rapide respectée), l'effet de cette correction de vitesse
est presque un déplacement paralléle du vecteur de vitesse relative ; par conséquent, aucune itération
sur le calcul de la direction e n’est réellement requise. Dans les expériences numériques faites par
les auteurs, cela reste vrai pour des vitesses d’approche aussi basses que 5 cm/s. Ils mentionnent
qu’a des vitesses relatives de 1 cm/s, ’hypothése d’'un mouvement rectiligne n’est généralement pas
valide, bien que leur algorithme génére des solutions assez lisses pour le probléme d’optimisation.

En conclusion, il est important de rappeler que le calcul de la manceuvre d’évitement dans un
environnement incertain (avec un modeéle probabiliste associé) est tout simplement fondé sur une
approche déterministe utilisant le fait qu’imposer une distance de dﬁrget = 30 du centre de 'ellipse
de covariance permet in fine, de trouver une manceuvre qui fait diminuer la probabilité de collision.
Toutefois, a la différence de 'outil I’OCCAM, cette approche n’est pas exploitée dans le cadre
d’une expression analytique de la probabilité de collision. Il est important de noter que la date de
manceuvre t,, n’est pas une variable de décision du probléme et qu’aucune discussion & ce sujet
n’est abordée dans ’article.
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2.6 Méthode de Denenberg-Gurfil (aka Patera-Peterson)

2.6.1 Introduction

Dans l'article [44], E. Denenberg et P. Gurfil développent des méthodes de calcul d’une maceuvre
d’évitement de collision pour un cluster de satellites. En supposant que le cluster est déja controlé
par un algorithme de maintien & poste, ils proposent un module supplémentaire de maceuvres pour
la fonction d’évitement de collision avec des débris. Une analyse permettant de comparer plusieurs
alternatives est proposée dans le cadre de la stratégie de maintien a poste : (1) une manceuvre
d’évitement qui n’affecte pas les contraintes sur les distances entre les satellites du cluster ; (2) deux
manoeuvres successives composées d’une manceuvre d’évitement, suivie d’'une manceuvre a la date
trca pour le maintien & poste du cluster; (3) une unique manceuvre utilisée pour 1'évitement de
collision et le maintien a poste dans le cluster ; (4) une manceuvre globale faite par tous les membres
du cluster.

Du fait de 'objectif spécifique de ce rapport, nous avons choisi de concentrer principalement
notre présentation sur les aspects liés & la maceuvre d’évitement. Il est important de noter que la
méthode de calcul de la manceuvre présentée dans [44] a été complétement reprise de la référence
[86]. L’originalité de la référence [44] réside donc principalement dans son application dans le cadre
du MAP d’un cluster de saltellites. Plusieurs remarques générales de ce papier qui nous semblent
importantes & répercuter sont également analysées.

2.6.2 Calcul de la manceuvre d’évitement

Comme nous l'avons déja abondamment vu dans les sections précédentes, le calcul de la ma-
neeuvre d’évitement de collision est formulé comme la résolution d’un probléme d’optimisation dont
les variables de décision sont les composantes du vecteur de manceuvre. Le probléme d’optimisation
posé se traduit comme la recherche de la manceuvre de consommation minimale (& travers la norme
2 du vecteur de poussée impulsionnelle) sous la contrainte que la probabilité maximale de rencontre
(aprés manceuvre) soit inférieure a un seuil prédéfini. Ainsi, le probléme d’optimisation formulé par
Denenberg et Gurfil [44] est simplement :

min [|AV]]

AV

sous (2.84)
Praz(AV) — Psevil 0.

Il est important de préciser sous quelles hypothéses est posé ce probléme d’optimisation afin de
définir précisément sa nature, pour ensuite aborder la méthode de résolution. Les hypothéses sim-
plificatrices sont les suivantes :

Hypothése 9.
- La manceeuvre n’introduit pas de risque additionnel.
- La rencontre pour laquelle la manceuvre d’évitement est calculée, est modélisée comme une
rencontre rapide de date de TCA tpcy.
- La manceuvre n’affecte pas la date tpca qui est supposée fixe.

Le fait que la rencontre soit modélisée comme une rencontre rapide permet de simplifier ’ex-
pression de la contrainte qui est ici simplifiée & un ordre supérieur en introduisant une contrainte

sur la probabilité maximale & I'aide la formule :
1 r+1 1—7r r—1 1—r
maz = = fl—"x/—In| —— ——y/—In| —— ) 2.
P {er NG n<1+7‘> NG n<1+r> } (2.85)

5 + erf
53




R
ol le parameétre r est défini par r = m La formule ([2.85)) est une approximation fournie par
M

S. Alfano dans [3] de la formule de la probabilité maximale donnée par Alfriend et ses co-auteurs
dans la référence [7]. Cet indicateur mériterait une étude particuliére qui pour des raisons évidentes
ne peut étre réalisée dans ce rapport étant donné I'objet de celui-ci.

Remarque 12.

Concernant le calcul de tpcoa, il est proposé de le faire en propageant la trajectoire des deux
objets avec un pas de temps suffisamment petit et en utilisant un algorithme de la littérature tels que
ceuzr donnés dans les références [6] ou [43).

Le probléme d’optimisation est un probléme de minimisation d’une fonction convexe sous
une contrainte inégalité non linéaire et non comvexe. En effet, méme si ’on utilise une paramétri-
sation linéaire de la fonction dps(AV) comme il a été vu dans les Sections et la fonction
Piaz(AV') donnée par est non linéaire et non convexe. Toutefois, en appliquant une approche
classique fondée sur I’écriture d’un lagrangien et de la condition nécessaire d’optimalité au premier
ordre, il est facile de montrer que 'optimum sera atteint sur la frontiére du domaine admissible (la
contrainte est saturée en AV*). De plus, nous obtenons la direction optimale de manceuvre comme :

AV* VPaa(AVY) (2.586)
AV IV Pmac(AVY)]| '
apmaz
0NV,
ot VPpaz(AV*) = % est le gradient de la fonction P,q.(AV) évalué en Poptimum
a,Pm(le

OAv, |AV*
AV*. Les composantes de AV sont ici exprimées dans un repére local lié¢ au primaire et dont la
base est définie par les vecteurs (iy X Ug, —ty, —Ug). L’amplitude optimale est alors obtenue par
la résolution par une méthode numérique de Newton-Raphson de I’équation :

Prnaz(AV*) = Pyl = 0. (2.87)

Un point majeur de cette résolution, initialement proposée dans [86], est masqué dans ’Equation
. En effet, le calcul de la direction optimale repose sur I’évaluation du gradient de la fonction
Pinaz en AV*. 1l est donc nécessaire de donner une valeur de 'amplitude optimale, supposée étre
pas trop loin de la valeur optimale. Etant donné que la manceuvre est généralement relativement
petite (des centimétres par seconde) et que le déplacement nécessaire pour la réduction de P4, est
également relativement faible (des centaines de métres), les auteurs proposent une valeur approxi-
mative de 1 cm/s pour évaluer le gradient. Cela signifie qu’il n’y a aucune assurance que I’algorithme
détermine un optimum, méme local, du probléme d’optimisation initial. Il est & noter également
que la dérivée de F et le gradient G sont calculés a ’aide d’'une méthode aux différences finies, sans
donner plus de précisions sur la mise en ceuvre d’un séchma aux différences finies particulier.

2.6.3 Discussion sur le choix de la date de la manoeuvre t,,

Les auteurs, E. Denenberg et P. Gurfil, donnent quelques éléments de discussion sur I'importance
de ce choix, en remarquant de maniére assez directe et banale que ce choix doit concilier deux
objectifs contradictoires et va résulter en un compromis bien connu. Le premier choix consiste &
effectuer la manceuvre le plus tot possible car il est connu que la taille de la manceuvre (mesurée
en norme 2) augmente avec la proximité plus grande de t,, et de tpca. Le second choix consiste
4 manceuvrer plus tardivement afin de réduire l'incertitude sur la position relative en obtenant
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éventuellement de nouvelles données ou en réduisant le temps de propagation. Finalement, la solution
choisie est relativement simpliste et heuristique puisqu’une grille sur les dates t¢,, est construite.
La stratégie de calcul mentionnée ci-dessus est ensuite appliquée en chaque instant de la grille
temporelle. L’amplitude, calculée pour la poussée correspondante, est tracée en fonction des dates
tm pour confirmer expérimentalement, (sur un cas d’application) une augmentation de "amplitude
de la manoeuvre quand la date de manceuvre ¢, tend vers la date tpca (si les informations sur
I'incertitude restent inchangées).

2.6.4 Quelques notes sur ’application de cette stratégie dans le cas d’un cluster

En supposant que les orbites de deux satellites appartenant au méme cluster sont proches, le
maintien & poste du cluster peut étre réalisé en s’assurant que le demi-grand axe différentiel entre
les satellites ne varie pas beaucoup, empéchant ainsi leur dérive. Cette logique générique est celle de
nombreux algorithmes de maintien & poste de clusters ou de formations [78|. Par conséquent, lors de
la planification d’une manceuvre d’évitement de collision, appliquée a un satellite appartenant a un
cluster, on peut supposer que seule la différence moyenne des demi-grands axes doit étre controlée.
Ainsi, il est suggéré de calculer cette quantité pour chaque date t,, et de choisir uniquement les
manceuvres ne violant pas ces contraintes de distance a l'intérieur du cluster. Dans le cas ou cette
stratégie n’est pas possible, ils proposent alors trois stratégies alternatives :

- La premiére consiste a effectuer une deuxiéme manceuvre de maintien a poste a la date tpca.
Cela revient a résoudre un probléme d’optimisation similaire au probléme , en notant
par Aa;j(AV (tca)) la différence moyenne des demi-grands axes entre les satellites i et j du

cluster :

min AV (t
i AV (e

sous (2.88)
Aa;i(AV(trca)) — Aaj; < 0,0 # j.

Une analyse expérimentale reléve le fait que le cotit d’une telle manceuvre est d’un ordre de
grandeur supérieur & la manceuvre d’évitement de collision AV (¢,,).

- La deuxiéme stratégie consiste simplement & forcer tous les satellites & manceuvrer en méme
temps que celui & qui doit étre appliqué la manceuvre d’évitement de collision. Elle présente
I’avantage d’un équilibrage de la consommation au sein du cluster, ne nécessitant pas de
manceuvres supplémentaires de maintien & poste du cluster. L’inconvénient de cette méthode
est le cotit global de cette manceuvre, qui est proportionnel au nombre de membres du cluster.

- Finalement, une troisiéme stratégie repose sur la formulation d’un probléme d’optimisation
qui prend en compte & la fois les contraintes de maintien & poste, la contrainte sur la proba-
bilité maximale ainsi que la minimisation de la consommation :

min = w; ||AV]| + w2 > A (% - 1)
i#j v

SoUs (2.89)

Pmax(Av) - 'Prssun < 07

ol w1 et wy sont des poids fixés par les utilisateurs et permettant de privilégier I'un ou
lautre des objectifs. Aj =1 si Aa;; > Aaj; et Aj = 0 sinon. En résolvant ce probléme, Gurfil
et Denenberg observent pour la plupart des cas, un colit environ cinq fois supérieur & une
manceuvre d’évitement d’un seul satellite. Dans les cas examinés, le colit est comparable &
celui de la deuxiéme alternative. Cependant, pour certains cas, ’amplitude de la manceuvre
de la troisiéme alternative est plus faible et n’est que légérement supérieure & celle de la
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premiére alternative. La troisiéme alternative est considérée comme plus siire, car la différence
moyenne entre les demi-grand axes est prise en compte dés la premiére manceuvre. Par contre,
comme il s’agit d’un probléme d’optimisation ot la fonction objectif est composée de plusieurs
critéres pondérés et antagonistes, son efficacité dépend fortement des paramétres fixés par
I'utilisateur.
La conclusion générale de cette étude est qu’il est recommandé de considérer et de comparer les
trois options lors de la planification d’'une manceuvre d’évitement de collision.
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2.7 Meéthodes fondées sur 1'utilisation de 1’algébre différentielle

Nous regroupons dans cette section quelques travaux qui ont en commun l'utilisation de ’algébre
de Taylor pour le calcul de manceuvre d’évitement de collision comme les références [80] et [10]. Les
différences entre ces travaux résident principalement dans la formulation du probléme d’optimisation
a résoudre et dans les outils de résolution utilisés. Dans le premier cas, le probléme d’évitement de
collision est formulé comme un probléme multi-objectif sur lequel sont appliques des techniques de
résolution fondées sur les algorithmes génétiques. Dans le second cas, le calcul de la tlanceuvre est
formalisé comme une séquence de problémes d’optimisation convexe pour la résolution desquels, les
algorithmes de point intérieur usuels sont utilisés.

2.7.1 Approche par optimisation multi-objectif

En particulier, larticle [80] s’intéresse a la recherche d’une manceuvre optimale au sens de la
solution d’un probléme d’optimisation multi-objectif f(AV) = [fi1(AV, -, fm(AV)]. Ce vecteur
d’objectifs comprend une fonction de la consommation (mesurée par la norme du vecteur AV'), une
fonction de la probabilité de collision calculée comme P2 une fonction de la distance relative entre
le satellite et le debris dans une fenétre de temps donnée aprés la manceuvre. Ce dernier objectif
prend en compte le fait que plusieurs conjonctions avec le méme debris peuvent se produire sur un
intervalle de temps d’environ une semaine suite & une manceuvre. Cela est particuliérement vrai
pour le régime GEO, oul une conjonction entre une paire d’objets peut se produire environ toutes
les 12 heures pendant quelques jours. Ainsi, une manceuvre peut en principe réduire la probabilité
de collision pour un événement, mais I’augmenter considérablement pour d’autres. Finalement, une
fonction objectif est ajoutée pour gérer les contraintes de mission.

Pour évaluer ces différentes fonctions constituant la fonction multi-objectif, 1’état initial des
objets est propagé avec un algorithme spécifique (non disponible en open-source) qui combine la
méthode numérique SGP4/SDP4 avec 'algorithmique de 1’algébre de Taylor dans le logiciel COSY.
Ensuite, un optimiseur Multi-Objective Particle Swarm Optimizer (MOPSO) est utilisé pour calculer
I’ensemble des solutions Pareto-optimales pour la fonction multi-objectif f.

Nous allons d’abord résumer l’algorithme d’identification des conjonctions sur une fenétre de
temps qui est en lien direct avec ’algébre de Taylor utilisée.

L’identification des conjonctions

Cette étape est abordée comme un probléme d’optimisation globale, & ’aide du logiciel COSY-
GO. Cet optimiseur est basé sur des modeéles de Taylor (TM), qui sont des approximations polyno-
miales rigoureuses, formées par un polynoéme et une borne d’erreur. Une algébre peut étre construite
pour ce type d’objets mathématiques. Par exemple, I'addition, la multiplication, la composition, ou
d’autres opérations portant sur des fonctions mathématiques usuelles peuvent étre généralisées pour
définir des opérations portant sur des TM, tout en gardant une borne sur I'erreur rigoureuse entre
I'approximation polynomiale retournée et I’expression mathématique exacte.

Plus précisément, un couple (P, I), formé par un polynome de dégrée total n et un intervalle T
est une approximation polynomiale rigoureuse pour une fonction multi-variée f, sur un domaine D,
si et seulement si

Ve € D, f(x) — P(z) € I. (2.90)

Les TMs sont construits a partir des approximations de Taylor, autour d’un point xg € D et
nécessitent que la fonction approchée soit (n + 1) fois dérivable sur le domaine D.

o7



En particulier, étant donnée une équation dynamique non-linéaire, @(¢t) = f(x(t),t) et des condi-
tions conditions initiales x(ty) = zp, on peut approcher a l'aide de cette algébre de TMs, ’état
x(t) = (r(t),v(t)), & un instant ¢, par un vecteur de polynémes P;(xg,t,ty) et des bornes d’inter-
valles I; (pour i allant de 1 & 6, par exemple, pour la dynamique d’un objet spatial). Si les conditions
initiales sont fixées, les polyndémes obtenus sont univariés, dépendant seulement du temps t. Alors,
I'identification de conjonctions potentielles est faite en résolvant le probléme d’optimisation globale :

t" =arg min ,||r,(t) — rs(t)||o, 2.91
g, min ry(t) = rs(0)] (291)
ou rp, et 7, dénotent la position moyenne du primaire et respectivement du secondaire.
Ce probléme est résolu par COSY-GO en isolant les zéros de la dérivée par rapport au temps.
Notons qu’un algorithme spécifique a été implanté pour une propagation des TMs en passant par
les éléments orbitaux moyens [12].

Le calcul de la probabilité de collision

Une fois les instants de conjonction potentielle identifiés, le calcul de la probabilité de collision
est fait dans le cadre et sous les hypothéses classiques des rencontres rapides, et uniquement pour
la conjonction se produisant a la TCA (en négligeant les autres probabilités).

Il est & noter que la covariance est propagée en éléments képlériens, en utilisant une linéarisation
de la dynamique par rapport aux conditions initiales incertaines. La dynamique est d’abord appro-
chée par des TMs, dans ce cadre plus fin/compliqué de 1'algeébre différentielle, en passant par le
méme algorithme intermédiaire de propagation en éléments orbitaux moyens. Ensuite, la jacobienne
est extraite & partir des dérivées obtenues a 'aide des TMs. Il semble donc que cette matrice est une
linéarisation d’'une dynamique plus compliquée que celle de Kepler classique. Par exemple, plusieurs
perturbations comme les effets séculaires, les perturbations luni-solaires, etc. semblent prises en
compte dans la propagation en éléments orbitaux, avant de revenir aux éléments képlériens. Outre
cette propagation fine, il n’y a pas d’autre élément nouveau dans I’évaluation de la probabilité de
collision qui est simplement faite & I’aide de la formule d’Alfano [2].

L’optimisation multi-objectif

Comme nous 'avons indiqué plus haut, le probléme d’optimisation utilisé pour le calcul de la
manceuvre est un probléme d’optimisation multi-critére sur lequel un solveur MOPSO (optimisation
multi-objectif par essaims particulaires) [68] est mis en ceuvre. L’idée est de générer des particules
positionnées aléatoirement dans l’espace de recherche du probléme et de les faire converger progres-
sivement vers un minimum global avec un algorithme de type méta-heuristique itératif, grace a des
régles de déplacement trés simples (dans I’espace des solutions).

En pratique, 'espace de recherche du probléme est de dimension 4 : le temps de manceuvre,
le module de I'incrément de vitesse AV, et sa direction, exprimée en fonction de deux angles (le
vecteur de manceuvre AV est défini dans le référentiel RTN). Ces quatre variables de décision sont
ensuite utilisées pour définir un objectif numérique correspondant aux critéres ci-dessous :

- La minimisation de la consommation de carburant est modélisée par la fonction objectif

AV
Avmaa: ’

fi(AV) =

ou AVj,q: correspond a la quantité maximale de carburant pouvant étre allouée & la ma-
neeuvre.
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- La maximisation de la distance de séparation entre les deux objets par la fonction

1R —mind(t) 1R-d

2 R 2 R’

est utilisée, ou min(d) est la distance d’approche la plus proche aprés la manceuvre (DCA),
et d est la distance moyenne de tous les minima locaux de distance sous le seuil donné par

le rayon de 'objet combiné R.
- La minimisation du risque de collision par la fonction

f3(AV) =logo(P. + 1).

- Finalement, la gestion de contraintes de mission par une fonction objectif f;. Pour éviter une
conception ad-hoc de cette fonction pour chaque mission, une définition trés simplifiée qui
ne prend en compte que les temps ol ces contraintes sont actives est utilisée :

f2(AV) =

Tcycle — tin
Tcycl@
ol Teyere est le temps souhaité pour lequel la contrainte de mission n’est pas violée et ¢, est
le temps réel de violation. De cette maniére, I'utilisateur doit vérifier par lui méme quand les
contraintes de mission sont violées.
Pour résumer, le calcul de ces objectifs implique, pour chaque instance du vecteur de décision de
dimension 4 (c.-a~d. le temps de manceuvre, le module de la vitesse AV, et sa direction), les étapes
suivantes :

fa(AV) =

)

1. Mettre & jour la position/vitesse moyenne de la cible en utilisant ’état aprés la mise en ceuvre
de la manceuvre comme condition initiale dans la propagation avec ’algébre différentielle des
TMs;

2. Effectuer une identification des conjonctions a partir des positions/vitesses moyennes calcu-
lées précédemment, sur une fenétre de 7 jours suite a la manceuvre, en utilisant ’optimiseur
global COSY-GO. Cela permet de trouver le minimum global et de calculer la moyenne de
tous les minima inférieurs & R et ainsi d’évaluer fs;

3. Evaluer f3 en calculant la probabilité de collision avec la méthode d’Alfano, pour le minimum
global, si la DCA est inférieure a RE|;

4. Trouver la durée pendant laquelle les contraintes de mission sont violées, en effectuant la
propagation de l'orbite. Cela donne des inégalités temporelles spécifiques pour chaque mis-
sion.

Le calcul des objectifs (c’est a dire les étapes ci-dessus) est nécessaire pour chaque particule et

& chaque itération de ’algorithme MOPSO. En pratique les auteurs ont utilisé 50 particules et 20
itérations, ce qui prend environ 2h de calcul sur une station classique. Comme pour tout solveur
de ce type, la convergence n’est pas garantie, et donc 'ajustement des paramétres d’entrée est trés
important.

2.7.2 Approche par formulation convexe

Dans l'article [10], 'algébre des modéles de Taylor est également utilisée mais avec des méthodes
de résolution trés différentes de celles utilisées a la section précédente. Il s’agit d’un évitement de
collision pour une rencontre rapide entre deux objets (primaire p et secondaire s) qui peut étre
réalisé & l'aide de plusieurs poussées impulsionnelles ou plages de poussées électriques.

1. Ce choix est discutable, car une probabilité de collision peut-étre élevée méme si la DCA n’est pas inférieure a
R.
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Notations et définitions préliminaires

La cinématique et la dynamique de la rencontre sont exactement définies comme pour 'article
[23] et nous rappelons la définition du B-plane telle qu’elle est donnée a la Déﬁnition (cf. également
la Figure . Le repére local de rencontre Rp est défini de la maniére suivante :

- Origine : position moyenne du centre de gravité de ’objet secondaire ;

U
- Axe iy, = —— : orienté selon I'opposé de la vitesse relative @, (t) = s(t) — U, (t)

19 o . .
Les deux autres axes sont perpendiculaires a la vitesse relative. Le plan IIg contenant 1’origine et
qui est engendré par ces axes est appelé plan de rencontre.
o Ug X 1,
— Axe Urp = _,7_? )
o ok

— Axe U, = Uy X Uyy.
La matrice de rotation de la base inertielle vers la base Bp et la matrice de projection suivant I’axe
Uy, sont alors respectivement données par :

- - - T - - T
RBD = [ uZ‘B UyB uZB ] 9 RQD = [ UCCB UZB ] . (292)

En notant ¥, la covariance de la position relative (somme de la covariance en position de 1'objet
primaire et de la covariance en position de I'objet secondaire) exprimée dans le repére inertiel, on

obtient sa projection dans le plan de rencontre comme :
Yop = Rop%y, Rip. (2.93)

L’auteur propose alors, outre la miss distance dj;, différentes métriques possibles pour définir les
manoceuvres d’évitement.
- La distance de Mahalanobis :

1

datan = \Jrs (1) T (Sr,) "7 (Prca) - (2.94)

- Une approximation de la probabilité de collision 2D [7] :

R? 1
2D - 2
- La probabilité de collision maximale [7] :
2
Pmax = i (296)

(dMah)z(det(Egp))l/ze '

Les formulations (2.94)), (2.95)) et (2.96)) montrent clairement qu’imposer une contrainte sur la valeur
du risque minimal revient & travailler avec une contrainte de borne inférieure sur la miss distance.

Effet des manceuvres sur les développements de Taylor des indicateurs

Une manceuvre effectuée avant la date de plus proche passage trca va modifier la trajectoire
en position et vitesse du primaire ainsi que la date de plus proche passage. Notons (dt, drp, dvp) les
perturbations respectives induites par une ou plusieurs manceuvres sur le vecteur de position, de
vitesse du primaire et sur la date tpca . Les effets de ces perturbations sur les trajectoires primaires et
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secondaires sont alors exprimés a l'aide de développements de Taylor d’ordre arbitraire en utilisant
les outils d’algébre différentielle tels qu'ils ont été présentés dans la référence [11].

Tp = 7;";7 (5t7 5TP7 5,01’)7
UP = 7:1;) (5t7 (57”'1;, 57}17)7
/r,s — 7;18 (5t)7 (2.97)
vs = Ty, (01).
Cela se traduit en développements de Taylor de la trajectoire relative :
rr = Tp.(0t,6rp, 6vp), (2.98)

vy = Ty, (0t,6rp, 0vp).

T, = 0, il est possible d’obtenir par inversion

le développement de Taylor de la perturbation sur la date tpca :

En utilisant la condition de plus proche rencontre r

6tTCA = TAtTCA (5Tp7 5Up)- (299)

En introduisant (2.99) dans les Equations ([2.97)), on obtient :

rp(tTca) = 7;'p,TCA (67p, dp),
Up(tTCA) = 7:1p,TCA (6TP’ 5”10)7 (2.100)

Ts (tTCA) = 7;5,TCA ((57’1,, 61}1’)’

vs(trca) = %s,TCA (67, Ovp)

La matrice de projection Rop est également développée suivant :
Rop = Th,p (07, 60p), (2.101)

permettant d’obtenir les développements de Taylor des différents critéres d’évitement en fonction
des perturbations (67, dvp) :

dy = 7;"r,TCA (67p, Gvp),

Rrantrea) = Ta,, oo, 07p:00p), (2.102)
PED = 77]30 (6rp7 61}]9)

Pmax = 77Pmax ((5Tp7 5Up) :

Remarque 13.

La dépendance vis-a-vis des perturbations (6rp,dvy,) des développememnts de a pour
origine leur dépendance vis-a-vis de la matrice de covariance op qui dépend elle-méme de la matrice
de rotation Raop qui est donnée par I’Equation . Par contre, la matrice de covariance extraite
du bulletin d’alerte est supposée n’étre pas affectée par les manceuvres.

Formulation non linéaire non convexe directe

Dans un premier temps, R. Armellin se propose de poser le probléme général d’optimisation non
linéaire permettant le calcul des manceuvres d’évitement en consommation minimale et exprimé
dans le cas général & partir des formulations des développements de Taylor des différents
indicateurs utilisés pour générer les contraintes du probléme. A partir d’un pas de discrétisation fixé
comme At, une grille de N dates de poussée est construite, tg,--- ,tn_1 avec 7-(tn) = r-(trca) et
vr(tn) = vr(trca). On note alors 67, et dv, les déviations des positions et vitesses du primaire
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ala date t;, 1 = 0,--- , N, avant 'application de la manceuvre AV, et 57“;2_ et (51);_ les positions et

vitesses relatives & la date t;, ¢ = 0,---, N1, aprés I'application de la manceuvre AV;. On a donc
(cf. Figure [2.9)) :
+ — S + — S~ g
ory. = 0rp,., vy = dv, + AV, (2.103)
o P R Spt — g
Orp, = "po_ ) o = 5_3";2 . (??I_Jt’\'—l = Moy ) OTpy = OTpy
61’;;] = dv o + AI/D OU;—I = OL‘pl + Ah Otlp,m-,l = O'L‘ps\.‘71 + AL“.\.‘_I OL‘;—,\ = 51:});\:
| | | |
| | | | -
to 31 ty—1 iN

FIGURE 2.9 — Application des manceuvres et propagation de I’état du primaire.

De plus, la propagation des perturbations entre les instants de poussée se calcule & 'aide des
développements de Taylor :
- + +
5Tpi - 7:57'171' (5rpi—1’5vpi—1)’

- (2.104)
5Up¢ = 7:51;52, (67“;;71751};—1)'

A T'aide des Equations (2.103]) et (2.104]), il est ainsi possible d’obtenir ’expression des perturbations
finales dr;, et dv, en fonction du vecteur des variables de décision x = [ AVOT, cee AVﬁ_l ]T €
R3N et donc d’en déduire Pexpression des critéres en fonction du vecteur x. Le probléme
d’évitement de collision multi-impulsionnel peut donc étre formulé comme le probléme d’optimisa-
tion non linéaire suivant :

Probléme 7 (Probléme de PNL).
En définissant la matrice T; = [ 033¢i-1) I3 033n—i) ], le probleme d’évitement de collision
multi-manceuvre peut se reformuler comme le probléme d’optimisation non linéaire non convexe :

min T;x
min S Yl

sous x =AU

(2.105)
ou Pmaz(x) < fma:ca
ou dy(z) = dyy

ou dMah(x) = dMah

Le Probléme [7] est un probléme d’optimisation non linéaire et non convexe pour lequel 'auteur
applique 'algorithme SQP de la fonction Matlab® fmincon. L’algorithme associé reposant sur la
résolution du probléme d’optimisation [7] est maintenant briévement décrit
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Algorithme 1 FoOrRMULATION PNL

Entrée: Données issues du bulletin CDM : rayon de ’objet combiné R, positions et vitesses du primaire et
du secondaire en trca, rp(trca), 7s(trca), vp(trca),vs(trca), matrices de covariance des positions du
primaire et du secondaire & la date trca, Xy, (trca), Er, (tTca).

Sortie: Vecteur optimal z* minimiseur du Probléme (2.105)), valeur optimale de la fonction critére du

Probléme (2.105)).

> Initialisation

1: Choisir une date initiale tg et un intervalle de temps At ; choisir un point initial xq ; choisir des bornes
P, ot Puax OU d Ou dan 5 choisir le nombre de manceuvres N ; choisir la borne Av;

> Ftape de rétropropagation des états du primaire et du secondaire

2: Faire une rétropropagation des trajectoires a partir de trca jusqu'a la date ¢y et sauvegarder r,(to),
’r’s(to), Up(t()), ’Us(to).

3: Définir la grille temporelle de pas At sur U'intervalle (o, to + NA®).

> Propagation en avant par les développements de Taylor et les outils d’algébre différentielle

4: Construire les fonctions définies en .

>

5

Résolution du probleme d’optimisation non linéaire
: Résoudre le probléme d’optimisation non linéaire (2.105)).

Formulation convexe du probléme d’évitement

Du fait de la difficulté pour obtenir une solution du probléme d’optimisation dans un
temps raisonnable (et une solution optimale locale tout simplement), 'auteur propose une formu-
lation convexe alternative qui consiste en une relaxation du probléme originale s’effectuant en trois
étapes : convexification du critére d’optimisation, linéarisation des dynamiques et linéarisation des
contraintes d’évitement (seule la distance de Mahalanobis est traitée explicitement).

Convexification du critére. Cette dénomination est un peu abusive dans le sens ot le critére du
Probléeme est naturellement convexe puisqu’il consiste en une somme de normes. Toutefois,
la fonction critére n’est pas une fonction différentiable sur tout R*V et on peut penser que I'auteur
a souhaité contourner ce probléme en introduisant les amplitudes des manceuvres comme variables
additionnelles dans le probléme. En notant Awv;, ces variables additionnelles, le vecteur des variables
de décision est étendu comme x = [ AV, o AVE L Avg, oo, Avyg ]T € R, Le
critére d’optimisation devient alors :

> Avi=[0psy 1 - 1]z=ca (2.106)

et les contraintes suivantes sont ajoutées au probléme d’optimisation :

IAVi]l2 < Av; S AG, ¥i=0,--- N — 1. (2.107)

Linéarisation des dynamiques. La deuxiéme étape de la convexification du probléme initial
consiste & effectuer une linéarisation de la dynamique par rapport a une solution de référence
donnée a une itération précédente. Cette itération, caractérisée par l'indice j, est appelée itération
majeure. On se donne donc une solution 27~! obtenue & 'aide d’une trajectoire de référence (qui
est prise comme la trajectoire ballistique a l'itération majeure initiale) qui est utilisée pour calculer
une linéarisation autour de la solution z7~! donnée par :

[5%1 ]J [ g A T [ ory, ]J

o ’ ' 51);‘2,

Pi+1

(2.108)

ortav) 1’
_ J Pi ?
= | Gy |

(AV:)
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En reprenant I’Equation (2.103]) avec (57’;0 =0et (51);:) = AV, le déroulé de la récurrence permet
d’obtenir les déviations en position et vitesse du primaire a I’étape N et pour l'itération j comme
une fonction linéaire des variables de décision :

vy
— A(ad — i),
(2.109)
De maniére similaire, la nouvelle date de plus proche distance est mise a jour & 'itération j a l'aide
de I’équation :

troa = thoa + BIA (27 —277") = BIAT + () —B/A2T ), (2.110)

ot B/ est la partie linéaire de la relation ([2.99). On en déduit la position relative dans le B-plane
aprés manoeuvre & la TCA et a l'itération j comme :

rl(thea) = i (o) + O (@) — /) = O + (d) ' — T adal ), (2.111)

ol €7 est la partie linéaire de la relation (2.102)) & la j-iéme itération.

Linéarisation du carré de la distance de Mahalanobis. Cette linéarisation est traitée de
maniére itérative par projection et linéarisation, constituant une itération mineure interne aux
itérations majeures dans lesquelles celle-ci est imbriquée et indicée par k. Ainsi, si I'on dispose
d’une solution 27*~! de la j-iéme itération majeure et de la (k — 1)-iéme itération mineure, il est
possible d’en déduire la miss distance & la TCA dans le plan de rencontre dg\f -t correspondante et
le vecteur des positions relatives entre le primaire et le secondaire exprimé dans le plan de rencontre
i (o)

- Phase de projection sur 'ellipse zT(ZgD)_lz = 2

3 1k_1 new
min - |r? | (trca) — 22 2.112)
sous 27(54p) 12 < By
Le Probléme est certes un probléme d’optimisation convexe comme l'indique 'auteur
dans son article mais outre le fait que la référence indiquée par celui-ci pour les détails de
sa résolution n’est pas correcte, I'analyse de la littérature sur le sujet indique clairement
que ce probléme constitue toujours un sujet de recherche encore trés actuel et trés actif, en
particulier si 'on souhaite utiliser des algorithmes rapides et stables numériquement [70)],
[42], [36], [66]. Aprés un contact direct avec I'auteur, celui-ci a confirmé avoir utilisé une
routine de MOSEK(c) fondée sur I’optimisation convexe par commodité et nous a indiqué la
référence [58] afin de corriger la référence erronée, relative aux algorithmes de calcul de la
distance d’un point & une ellipse.
Remarque 14.
Pour l’étape majeure initiale j = 1 et afin d’initialiser ’étape mineure, I’auteur pose r; ’O(tlTC 1)
r0(trca) = rr(trca) qui sera trés probablement un point intérieur du domaine ellipsoidal
T8 )) 7 e < d3yan (cest le cas dans Uevemple traité dans Uarticle [10]). De fait, la solu-
tion du Probléme de projection est alors z* = 0. 1l faut donc résoudre le Probléme
avec une contrainte égalité afin de calculer le point le plus proche du point ry(trca)
appartenant a Uellipse 27 (33 5) 7 2 = d3yun-
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- Phase d’optimisation convexe sur le probléme linéarisé : une fois que le point 2, qui est le
point pIOJete de r] k= 1(tTC ) sur Pellipse z (2]2 )12 = d¥jan, est calculé par résolution du
Probleme , la contrainte sur la distance de Mahalanobis est linéarisée en imposant
que 77 (thC A) appartlenne au demi plan défini par :

Va2 (2 )(w» (Hrep) — zk> > 0. (2.113)

En substituant I’'Expression ([2.111] m dans cette derniére inégalité, il est possible d’ ecrlre le pro-
bleme d’optimisation constituant la partie principale de I'itération majeure (avec r;y’ (tTC A) =

i (thea))
min cTaik
2k cR4AN
sous H[Tu ngN]$”2<[01X3N, 672_1].%', ViZO,---,N—l

(2.114)
0< [ Oixan, ey |2 <AD

V3, ()T A 2k < Va3 (2F) (T (Hrn) — 2 — CTATzIR—T),

Un algorithme par optimisations convexes itératives

L’ensemble de la procédure proposée par 'auteur est alors résumée dans un algorithme global
que nous donnons ci-dessous.
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Algorithme 2 RELAXATIONS CONVEXES SUCCESSIVES

Entrée: Données issues du bulletin CDM : rayon de ’objet combiné R, positions et vitesses du primaire et
du secondaire en trca, rp(trca), 7s(trca), vp(trca),vs(trca), matrices de covariance des positions du
primaire et du secondaire & la date trca, Xy, (trca), Xr, (tTca)-

Sortie: Vecteur z* des poussées et des amplitudes de poussée.

> Initialisation

1: Choisir une date initiale ¢y et un intervalle de temps At ; choisir la borne Av; pour chaque impulsion ;
choisir le nombre de manceuvres N ; choisir des bornes P, ou Prax Ou d OU dytan 5 choisir des tolérances
tolps et tol,,, pour respectivement les itérations majeures et mineures;

si P. est choisi alors

Calculer Xop et di/[ah par (2.95) ;
sinon si P, est choisi alors

Calculer Xop et diy,,, par (2-96) ;
sinon
Calculer Xop < I et dihh —dy;
fin si
Propagation rétrograde des trajectoires
Rétropropager les trajectoires primaires r,, v, et secondaires 75, v, de la date trca a la date %o ;
Définir la grille temporelle de pas At sur lintervalle (to,tg + NAt);
Initialisation des itérations majeures et mineures
11: 7 <0, 29— 0, t%CA — tTCA, 7“7%’0 — :ETT(tTCA), EgD =3op;
> Itération majeure
12: tant que j =0 ou |27 — 277!, = toly faire
13:  j+j+1;
> Propagation linéaire des trajectoires
14:  Extraire les manceuvres de 277! ;
15:  Propager de maniére linéaire sur l'intervalle (¢o, %o + NAt) les trajectoires primaires et secondaires r,,
Up, T's €t Vs ;
16:  si P, est choisi alors

—_
VLY RPIPaRE®N

17: Calculer > et dyga par (2.95) ;
18:  sinon si Py est choisi alors

19: Calculer ¥, et dyp,, par (2.96);
20:  sinon ,

21: Calculer X, < I et dija + das;
22:  fin si

23:  Calculer les matrices A7, B/ et C7;
> Itération mineure
. j,0 i—10p3—1 Y.
24 k< 0etr) < {7 Htrca)s
25:  tant que k =0 ou |[riF — r2*71|| o > tol,, faire

26: k+—k+1;

27: Résoudre le Probléme (2.112) pour calculer z* ;
28: Résoudre le Probléme (2.114)) pour calculer 27:* ;
29: tJT"]éA — tzr_clA + B7 A (x_jvk. — @‘j_l) 3

30: ik rﬁ’l(t]T_ClA) + CIAI (z9k — 2971

31: fin tant que
32: thoa ¢ thdas @ aF rl(thos) <
33: fin tant que

Remarque 15.

L’actualisation des matrices de covariance des positions, projetées dans le B-plane et faites aux
étapes 17 et 19 de l’algorithme précédent n’est pas explicitement définie dans la référence [10] mais
il est raisonnable de supposer que cette propagation est faite de maniére linéaire & l'aide des termes

66



du premier ordre déduits des développements de Taylor calculés.
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Chapitre 3

Evitement de collision dans le cas d’un
risque multiple de rencontres rapides

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la plannification de manceuvres d’évitement de collision en présence
de risques multiples & court terme et indépendants. La notion de risques multiples & court terme et
indépendants a été formalisée dans le Chapitre 1. Méme dans ce cadre théorique simplifié et restreint,
la littérature est trés pauvre en résultats complets et clairement présentés. Les deux références de
la littérature que nous avons pu identifiées ont également une approche qui consiste & définir une
fonctionnelle de cotlit augmentée des contraintes a respecter par pénalisation des termes additionnels.
Seule la méthode pour identifier un optimum de cette fonctionnelle différe. Dans le premier cas, les
auteurs font appel & des méthodes d’optimisation sans dérivée alors que dans le second ils se reposent
sur des méthodes d’optimisation évolutionnaires. Dans chaque cas, nous avons essayé de clarifier et
d’identifier les points importants de la contribution.

3.2 Méthode de Duncan

3.2.1 Introduction

La procédure classique d’évitement de risques multiples consiste & construire un plan de ma-
neeuvres dont 'objectif premier est de réduire le risque de collision pour I’événement de rencontre
qui a été évalué comme ayant la probabilité de collision la plus élevée parmi un ensemble de ren-
contres identifiées comme potentiellement dangereuses (miss distance en dessous d’un certain seuil)
sur un intervalle de temps donné. Le risque résiduel global qui couvre toutes les autres conjonctions
répertoriées n’est en général pas pris en compte directement, car les informations sur les trajectoires
des débris catalogués ne sont pas facilement disponibles. Par conséquent, un plan de manceuvre
donné est validé en filtrant la nouvelle trajectoire proposée pour le primaire & travers tout le pro-
cessus d’évaluation de conjonctions (qui dépendait du JSpOC quand le papier est paru, maintenant
CSpOC), afin que tous les nouveaux événements de conjonction soient identifiés. Cela aboutit a
une nouvelle caractérisation des nouvelles conjonctions et & une classification de celles-ci afin que
la manoceuvre choisie ne genére pas de nouvel événement & haut risque de collision avec le satellite
actionné.

Pour éviter cette procédure itérative relativement cotiteuse et ces intéractions avec un centre
d’évaluation de conjonctions, les auteurs des références [47], [48] proposent une métrique qui prend en
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compte tous les conjonctions identifiés sur une fenétre de temps. Cette métrique, appelée probabilité
de collision agrégée et présentée dans le premier chapitre est rappelée ici, pour N événements de
rencontre :

N
Pt = 1-TT0-72)
N (3.1)
= Z(_l)kil Z H ,PczzDv
i=1 1<i <ig<<ip<N 1<j<k

ol PfiD est la probabilité de collision en rencontre rapide pour chaque rencontre individuelle.

3.2.2 Définition de la fonction objectif par pénalisation des contraintes

Il est & noter que le fait que la probabilité agrégée soit plus petite qu’un seuil donné, 73(34 < Pieuil
implique directement que PEZD < Pieuil (en utilisant le fait que le produit de N nombres positifs
inférieurs a 1 est inférieur a chacun d’entre eux, par exemple). Imposer cette contrainte globale
permet de prendre en compte de maniére conservative tous les risques individuels. Comme les au-
teurs souhaitent utiliser une méthode d’optimisation sans dérivée (dont I’algorithme du simplexe de
Nelder-Mead est un exemple bien connu [81]), la fonction objectif sera formée de la norme du vecteur
de poussée comme fonction objectif principale, pénalisée par différentes contraintes pondérées dont
celle relative au risque global. La fonction objectif du probléme d’optimisation sans contraintes a
résoudre est alors donnée par :

m
FUAV|tm) = IAV ] + a1 (logio Pe' —10g1g Peeuit) + a2 Y _(95(AV,tin))+, (3.2)
j=1
o oy, 1 = 1,2 sont les poids de pénalisation des solutions violant les contraintes et les fonctions g;
représentent des fonctions de pénalité statiques définies par :

N (AV]])) = AViin = [AV], g1 ([AV]]) = |AV]] = AVinaa,

gB(tm) = tmin — tm, g4(tm) =t — tmaz- (33)

La notation (g;)+ correspond a la définition :

1 si g; > 0
0 sinon.

s = {

Remarque 16.

Les variables de décision utilisées dans cet algorithme sont 'amplitude du vecteur de poussée
et la date d’application de la manceuvre, qui peut étre paramétrée également comme une durée de
manceuvre. La direction de poussée n’est donc pas mentionnée mais l'analyse des cas d’applications
montre que la poussée est toujours limitée & la direction in-track (produit vectoriel de la direction
cross-track et de la direction radiale) dans un repére orbital local lié au satellite actionné.

Un algorithme d’optimisation sans dérivée (DFO) est alors appliqué a la fonction objectif défi-
nie par 'Equation (3.3]). Nous décrivons briévement le principe de cet algorithme dans la section
suivante.
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3.2.3 Principe de I’algorithme DFO

La référence [48] détaille les différentes étapes de I'algorithme d’optimisation sans dérivée utilié
a Dorigine des travaux des auteurs. Dans une communication orale présentée dans le workshop SSA
Operators ayant eu lieu & Denver en 2016, un historique de ’évolution de I'outil développé par la
compagnie SpaceNav indique que cet algorithme a été remplacé par un algorithme du simplexe de
Nelder-Mead en 2014 sans plus de précision sur 'implémentation précise de ce dernier. Le premier
exemple d’algorithme d’optimisation sans dérivée a été l'algorithme de Nelder-Mead proposé dans
[81]. Ces algorithmes ont été ensuite perfectionnés et diversifiés comme il est indiqué dans la réfé-
rence [90]. Deux classes de méthodes peuvent étre identifiées. Les méthodes par recherche directe
s’appuient directement sur un nombre fini d’évaluations de la fonction objectif pour déterminer le
prochain point & évaluer alors que la seconde classe se fonde sur un modéle de substitution de la
fonction f, moins coiiteux a évaluer et plus simple & analyser. Celui-ci est construit a partir de
valeurs de la fonction objectif et raffiné itérativement.

Le principe de l'algorithme DFO [3] présenté est, a partir d’'un point initial et d’une région de
confiance initiale, d’obtenir un nouveau point & chaque itération par minimisation d’un polynéme
quadratique sur la région de confiance. Ce point est alors testé pour savoir s’il diminue le critére.
La région de confiance est une boule B(xj, Ay) centrée sur le point courant z et de rayon Ay.
Le modéle de la fonction objectif qui 'approxime localement est un polynéme quadratique obtenu
par interpolation de Lagrange a ’aide de points d’évaluation choisis dans la région de confiance.
L’algorithme impose de plus que le modéle soit complétement quadratique.

Définition 8. (Modéle complétement quadratique)

Le modéle m est complétement quadratique s’il vérifie les conditions suivantes par rapport a la
fonction codt f qui est de classe C? :

1~ 1H[f)(y) — Himl()]| < 5o, Yy € B(z, A),

2 [VF(y) — V)l < regA?, Vy € B(x, A),

3- Hf(y) - m(y)H < ’fefA?’y Vy € B({B,A), _
0U Keh, Keg, Kef Sont des constantes positives. De plus, pour tout x € B(x,A), et A € (0, Apaz), il
existe un modéle m avec une hessienne lipschitzienne continue de constante de Lipschitz bornée par
une constante positive.

Une étude de cas pour analyser 'efficacité des manceuvres calculées est menée a partir d’'un
scénario opérationnel liant 4 objets en orbite LEO. Il s’agit de rencontres entre un primaire et
3 secondaires pouvant intervenir sur une période de 24 H. Seules des informations déterministes
(différentes dates tpca, miss distances totales et dans les trois directions ( radiale, in track et cross
track) sur les rencontres successives sont fournies. En particulier, une analyse de sensibilité sur les
paramétres d’initialisation de 'algorithme DFO mais aussi sur le choix des fonctions de pondération
de la fonction objectif est également proposée. Les résultats sont évidemment présentés comme étant
efficaces et probants. Il est également indiqué dans la présentation orale déja mentionnée que I'outil
logiciel associé a été fourni a la NASA en 2015.
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Algorithme 3 DFO

Entrée: Valeur de la fonction cotit f(xy), Rayon initial de la région de confiance, rayon minimal de la région
de confiance, centre de la région de confiance initiale, valeurs critiques de pu.
Sortie: x* valeur optimale de la fonction f.

> Initialisation
1: Choisir un point initial xg; choisir une région de confiance initiale; choisir une région de confiance
minimale ; former le modéle initial ;
k+0
FEtape critique
Tester si le modéle m est complétement quadratique
si le modéle est quadratique alors
Garder le modéle courant et continuer
sinon
Former un nouveau modéle

fin si
Calcul du pas
Minimiser le modeéle sur la région de confiance pour calculer un point test ;
sk < distance(z*, xy) ;
> Acceptation du point test
11: Calcul de la métrique de performance, p < % ;
12: si p > m ou p > no et le modéle est complétement quadratique alors

> Accepter le point test
13:  Ce point est le nouveau centre et retirer le point le moins géométriquement significatif;
14: fin si

> Amélioration du modéle
15: si p < 1y et le modeéle n’est pas complétement quadratique alors
16:  Améliorer le modéle;
17: fin si

> Mise & jour du rayon de la région de confiance
18: si p > m alors
19:  Multiplier le rayon de la région de confiance par 2
20: fin si
21: si p < m; et le modéle est complétement quadratique alors
22:  Multiplier le rayon de la région de confiance par 0.5
23: sinon
24:  Garder le méme rayon pour la région de confiance ; Retour a ’étape 1
25: fin si

S VA e B S A o v A

1
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3.3 Méthode de Kim

Les auteurs de [72] proposent une approche fondée sur un algorithme génétique pour trouver
une manceuvre optimale d’évitement de plusieurs débris, dans un intervalle de temps relativement
court.

L’algorithme génétique utilisé est inspiré par la méta-heuristique de la sélection naturelle et
I’applique & une population de solutions potentielles au probléme d’optimisation donné. L’évolu-
tion commence généralement & partir d’'une population d’individus générés aléatoirement et est un
processus itératif : a chaque itération, le fitness de chaque individu de la population est évalué;
cela correspond généralement & la valeur de la fonction objectif dans le probléme d’optimisation en
cours de résolution. Les individus les plus aptes sont sélectionnés de maniére stochastique dans la
population actuelle, et le génome de chaque individu est modifié (recombiné et éventuellement muté
au hasard) pour former une nouvelle génération. La nouvelle génération de solutions candidates est
ensuite utilisée dans la prochaine itération de 'algorithme. Généralement, ’algorithme se termine
lorsqu’un nombre maximal de générations a été produit ou qu’un niveau de fitness satisfaisant a
été atteint pour la population. La définition de cette fonction de fitness est donc essentielle et sera
discuté dans la suite. Plusieurs fonctions fitness sont utilisées par 1’algorithme génétique de [72], en
fonction des contraintes imposées :

- Le premiére fonction est donnée par :

m

|AV]| SMAo)
F: wpcz+w +w )
! Z;( ! “AViae 2 SMA

ou P,; représente la probabilité de collision avec le i-éme objet. Cette probabilité de collision
individuelle avec chaque débris est évaluée dans le cadre d’une rencontre rapide, avec la
formule d’Alfano. Les rencontres sont supposées étre indépendantes. Une autre composante de

I’objectif est le ratio de la consommation par rapport au max admissible LA/iV” Finalement,

SMAg
SMA

de 'orbite aprés manoeuvre.
Les coefficients w; sont des facteurs de pénalité qui font augmenter la somme F; quand les
contraintes sont violées. Ils sont choisis en pratique comme par exemple, w; = 102, wy = 10,
w3 = 1072,

- Une fonction qui prend en compte la miss-distance djs a la place de la probabilité de collision
s’écrit comme :

désigne le rapport entre les demi-grand axe de 'orbite initiale et respectivement celui

m

AV, SMAg
=3~ (w50 ),
£ AViax  SMA

ou les facteurs wo et wg ont été fixés expérimentalement a —2.
- Une autre variation peut prendre en compte la valeur de la probabilité de collision par rapport
4 un seuil donné :

m

Fs = Z <w1\ logyg Pei — logqg Prmax| + w2
=1

[AV]]
Avmax ‘

- Finalement, dans ce cadre, les poids w; peuvent étre aussi adaptés, par exemple en prenant
wy = 1 si la probabilité est plus petite que le seuil, ou wy; = 10 si cette contrainte n’est pas
satisfaite. Ce type de fonction fitness dite adaptative semble mieux marcher en pratique et
améliorer la convergence de ’algorithme génétique utilisé.
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On observe donc que le choix heuristique dse paramétres w; est assez crucial pour obtenir
des résultats satisfaisants par ce type d’algorithme, alors que sa convergence n’est pas garantie.
Cela permet quand méme d’obtenir quelques résultats expérimentaux intéressants. Notamment, les
auteurs observent en testant leur algorithme sur un cas pratique que dans le cadre d’une manoeuvre
d’évitement de plusieurs débris, ’approche classique par séparation radiale n’est pas suffisante, et
donc pour satisfaire les critéres de miss-distance ou probabilité de collision pour chaque conjonction,
une manceuvre tri-directionnelle est nécessaire.
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Chapitre 4

Evitement de collision multi-manceuvre
dans le cas d’un risque multiple de
rencontres rapides avec contraintes
opérationnelles

4.1 Définition fonctionnelle du probléme d’évitement

Dans cette introduction, nous définissons le probléme d’évitement de collision avec ses contraintes
propres, spécifiques aux procédures opérationnelles du CNES, telles qu’elles nous ont été présentées.
Ainsi, le probléme d’évitement de collision posé comprend un objet primaire noté p en conjonction
avec N objets secondaires, notés s1,---,sny. Les N conjonctions possibles sont supposées étre in-
dépendantes deux a deux et chaque conjonction parmi les N vérifie I’ensemble des hypothéses
(hypotheéses [1] & @ d’une rencontre rapide. Ce cadre permet ainsi de définir N dates de plus proche
rencontre entre le primaire et chaque secondaire, notées t]TC A J=1,---,N.

Pour réaliser I’évitement de collision, le primaire est actionné par une ou plusieurs poussées
impulsionnelles qui ne sont autorisées que sur des plages de temps A; prédéfinies par I'utilisateur avec
i =1,--- ,n. Dans un premier temps, nous supposons que seule la date centrale t' € A; est autorisée
pour la poussée. Ceci est imposé afin de procéder & 1’étalement des poussées impulsionnelles pour
retrouver un équivalent en poussées électriques sans avoir a se donner des contraintes individualisées
de poussée maximale. D’autre part, on suppose également que sur les plages de poussée ainsi définies,
une seule et méme direction de poussée dans le sens positif est possible. Cela signifie que si 'on
définit le vecteur de poussée a la date t* par AViT = AviBlT ou [; est le vecteur de direction de
la poussée, défini comme le l-iéme vecteur de la base canonique, une seule direction §; pourra étre
utilisée sur l’ensemble des plages de poussée A;, c.-a-d. que l'indice [ est fixé & 1, 2 ou 3 pour
tout ¢ = 1,--- ,n et Av; > 0. La poussée délivrée a chaque instant sera également contrainte en
amplitude par Av; < Aw;.
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4.2 Formulation du probléme d’évitement multi-risque comme un
probléme d’optimisation linéaire sous contraintes quadratiques
non convexes

Pour la formulation des différents problémes d’évitement que nous allons proposer, nous repre-
nons les éléments essentiels ainsi que les notations des Sections et 2.7.2] Ainsi, le mouvement
relatif de chaque objet secondaire sera décrit par une matrice de transition obtenue par une linéa-
risation de la dynamique képlerienne, comme celles de Hill-Clohessy-Wiltshire (HCW) [37] ou de
Yamanaka-Ankersen (YA) [106] autour de 'orbite képlérienne moyenne sans manceuvre de l'objet
primaire.

2, (1)) = DL, to)a?,, (4.1)

oil la matrice de transition ®} est partitionnée suivant les blocs

(1)73;(157%) = (I)%“(t’to) ®%12(t7t0) '
(I)g’m(tat()) @im(t’to)

Si 'on note &, I'état relatif aprés manceuvre, entre 'objet j et le primaire, il est possible d’écrire,
aprés m manceuvres impulsionnelles suivant la direction 5; et d’amplitudes respectives Awv;, chacune
étant appliquée a l'instant ¢* :

n n
Er, (tlto) = @y (tto) + > QY (t, 1) Avy = Bl (L, to)ad, + > Y (t, 1) Avy, (4.2)
=1 =1

ot Y (t, ') est la colonne 3 + [ de la matrice @i(t, t). L’Expression (4.2)) peut étre réécrite afin de
faire apparaitre les changements en position et en vitesse relatives au temps tJTC A induits par les
M Manceuvres comime :

n
Tr; (troa) = 7oy (Froa) + Z O, (traas ) Avs, (4.3)
i=1
. . n . . .
Br, (Hoen) = or, (Bpen) + > O, (Frons tH) Avy. (4.4)
=1

4.2.1 Formulation basée sur la miss distance

Nous rappelons que le calcul de la nouvelle miss distance de la trajectoire relative pour chaque
rencontre 7 = 1,---, N est fait dans un intervalle de temps centré en tzrc A et en utilisant les
hypothéses d’une rencontre rapide : notamment, on suppose que le mouvement relatif est rectiligne
uniforme, de direction donnée par le vecteur unitaire :

_ Or(tpoa)

ej = — 3 . (4.5)
1, (trca)

Chaque plan de rencontre ou B-plane est alors construit comme le plan perpendiculaire au vecteur

€; et la nouvelle miss-distance dﬁj"; est donnée par la norme de la projection Ar?. du vecteur
7r; (thca) sur ce plan. Ceci s’écrit comme :
i 5 5T\ (4
At = (I3 — €;je; )Trj (tTCA)a (4.6)
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N . ~ =T
ou la matrice Ig — €j€;

de rencontre. De plus, le vecteur Ar

est la matrice de projection (symétrique et idempotente) sur le j-iéme plan
J

: o _—
“nin st une fonction des vecteurs vy, (tpea) et 7, (tpca). La

norme du vecteur Arinin est calculée alors simplement comme :

new J 7 J T . eVF J 12
My = 1Al = (m (traa) (I = €;€5)7y, (tTCA)) . (4.7)
On obtient ainsi :

w2 j T ~ T j j T ~ “T\&lj TaliT ~ T\ &lj
r]}f[’j =Ty, (tZFCA) (Ig—ejej )TT]. (t]T‘CA)+2TTj(tJTCA) (Ig—ejej )<I>,?12Av—|—Av QJTJH (Ig—ejej )QDTJHAU,

(4.8)
ol les n poussées impulsionnelles ont été concaténées dans le vecteur
AvT = [ Avi, Avg, -+, Avy, ],
et la matrice @%2 est donnée comme la concaténation des colonnes @ilQ (t?rc A t) pouri=1,--- ,n:
o o . L ) L
(DTJH - [ (I)lez(thCAvt )7 q)"’]u(thCAvt )7 T (I)T]m (t]TCAatn) . (49)

La miss distance est donc une forme quadratique convexe des variables de décision qui sont les m
composantes du vecteur Av :

I]}jzz = AUTQ]'AU + Qq;‘»FAv +pj, (4.10)
ou :
U 5 ST\GL
Q] = (I)le (I3 - €j€j )(I.T‘lz t 07
4 e
G = T (thCA)T(I3 - ejejr)‘l)rﬂz,' (4.11)
pi = rr(tpea)’ (Is = €€] )1 (Fpep)-

Afin de tenir compte des contraintes éventuelles de maintien & poste, il est imposé que la trajectoire
relative du primaire par rapport a chaque objet secondaire et aprés application des manceuvres reste
dans une boite a la date tJTCA, pour j =1,--- N. Cela peut se traduire par les inégalités :

w <7 (thop) 2T, j=1,--- N, (4.12)

ou les bornes uj et . sont fixées par 1'utilisateur. En reprenant ’'Equation (2.74]), ces inégalités
s
s’écrivent :

ul — 1 (thon) 2 9 Av =@ — 1y (thoa)s =1, , N, (4.13)
Si l'on impose une miss distance minimale aprés manceuvres d; pour chaque rencontre j = 1,--- , N

et en prenant en compte les différentes contraintes déja définies, le probléme d’évitement de collision
multi-risque en consommation minimale peut alors se formuler comme le probléme d’optimisation
quadratique non convexe suivant :

Probléme 8 (Miss distance).

Le plan de poussées impulsionnelles de consommation minimale permettant [’évitement de col-
liston de N conjonctions rapides, évalué en termes de miss distance minimale vis-a-vis de chaque
objet est solution du probleme d’optimisation défini comme la minimisation dans [’orthant positif
d’une fonction linéaire sous des contraintes quadratiques non convezes et des contraintes linéaires :

min ¢ Av

AveR™
AvTQjAv+2q]TAv+pj > d;, j=1,---,N, (4.14)
sous AAv =< b,
Av = 0
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o ¢! = [ 1, 1, -, 1 ] € R"”, Qj, q; et p; sont donnés par (4.11). La matrice A et le vecteur
b sont donnés par :

[ I ] I Av ]
Bl -
q)T12 ’U’% — Ty (tlTCA)
BN N (4N
A= | P || T T rn(tres) (4.15)
—®, —ty + 71, (trca)
| PN ] L —u A+ (Hea)

Remarque 17.
Dans la définition des matrices et vecteurs Qj, q; et p;, on retrouve le terme (I3 — éjé]T) dans

lequel le vecteur €; dépend des variables de décision du fait de l'expression de 67”(75]7“014) donnée par
I’Equation . Afin de simplifier le probleme ainsi obtenu et afin de rester dans une classe de
problemes d’optimisation dont la structure est plus simple, nous ferons une simplification identique
a celle présentée dans la référence [100] en remplagant 0, (thq,) par v, (tpp,) dans Uexpression des
vecteurs €;.

Le probléme d’optimisation consiste & minimiser une fonction linéaire (convexe ou concave)
sur l'intersection d’'un domaine convexe formé par le polyédre défini par les inégalités linéaires et
du domaine non convexe défini par I'extérieur d’une union d’ellipsoides (caractérisées par les formes
quadratiques). Le domaine réalisable de ce probléme d’optimisation est donc non convexe. Nous
étudierons plus en détail dans une prochaine section les difficultés particuliéres liées & la résolution
de cette classe de problémes d’optimisation non convexes.

Il s’avére en fait que le choix de l'indicateur caractérisant la collision (miss distance, distance
de Mahalanobis, probabilité 2D, probabilité maximale) n’a pas d’influence directe sur la nature
du probléme obtenu puisque dans tous les cas nous obtenons in fine cette classe de problémes si
I’on conserve I'ensemble des caractéristiques et hypothéses de la rencontre multiple. Pour cela, nous
reprenons les Expressions présentées dans la Section m

4.2.2 Formulation basée sur la distance de Mahalanobis a ttca

Pour construire précisément le probléme d’optimisation reposant sur la distance de Mahalanobis

comme contrainte d’évitement de collision, il est nécessaire de définir la base B; = ( Uy B; €j, ﬁsz )
— ~ — T . .
de chaque plan de rencontre II;. En notant R3p, = [ Uzp, €5 Uzp, ] , la matrice de rotation du

T
repere inertiel vers le repere du B-plane, Ryp, = [ Urp, Uzp, } , la matrice de projection sur le
. ~ _ T . . N
B-plane II; suivant le vecteur é;, Eng = Rng Er,,j Ry D, la matrice de covariance dans le repére

attaché au B-plane et Yop, = Rap;, Errj R;FD], la projection de la matrice de covariance combinée
dans le B-plane II;, on a alors :

w2 - i T o _ " TN~ ;
Noni = Tr; (Fhan) (Is — €67 ) (Sap,) ™ (I3 — &85 ), (Hrcp)- (4.16)

L’Expression ([4.16]) est trés proche de 'expression de la miss distance et peut étre factorisée comme
la forme quadratique (4.10)) avec les matrices @; et les vecteurs g; et p; redéfinis comme ci-dessous.
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Probléme 9 (Distance de Mahalanobis).

Le plan de poussées impulsionnelles de consommation minimale permettant [’évitement de colli-
ston de N conjonctions rapides, évalué en termes de distance de Mahalanobis minimale vis-a-vis de
chaque objet est solution du probléme d’optimisation défini comme la minimisation dans ['orthant
positif d’une fonction linéaire sous des contraintes quadratiques non convezxes et des contraintes
linéaires :

min ¢ Av

AveR™
AvTQ Av + QQJTAU +pi = dyany =1, N, (4.17)
sous AAv =< b,
Av = 0
oucl' = [ 1, 1, ---, 1 ] € R™. Les matrices Q; et les vecteurs q; et pj sont donnés par :
~ 14T o o ~
Qj = (I)r]u (IS - eje?)23,%] (I3 ] f)@rm = 0,
q = Tr](tJTCA)T(I?) é]éf) Ll)( ej y)q)T]lzv (4.18)
pj = ry(t TCA) (I3 — €JQJT>2 D, (13 el )7“7"3 (tTCA)'

La matrice A et le vecteur b sont donnés par les équations (4.15]).

4.2.3 Formulation basée sur ’approximation de la probabilité P>P

Nous rappelons 'approximation de la probabilité de collision 2D [7] donnée a 'Equation ([2.95)
pour chaque rencontre j :
R2

1
2D J 2
P ~ eX ——(d ; . 4.19

cj 2(1 t(EQ ].))1/2 p |: 2( Mah,J) :| ( )

Si 'on impose un risque minimal a‘?D pour chaque rencontre j, la j-iéme contrainte d’évitement de

collision PCZJ.D < 5§D s’écrit alors :

Bpanj = € (4.20)
ou : .
R
E?D —In . J
4e3P” det(Eap;)

On retrouve exactement la contrainte quadratique du probléme [J] avec un second membre différent

puisque 62D remplace dyjap -

Probléme 10 (Probabilité de collision).

Le plan de poussées impulsionnelles de consommation minimale permettant [’évitement de col-
lision de N conjonctions rapides, évalué en termes de probabilité 2D mazximale vis-a-vis de chaque
objet est solution du probléeme d’optimisation défini comme la minimisation dans ['orthant positif
d’une fonction linéaire sous des contraintes quadratiques non convexes et des contraintes linéaires :

min L Av

AveR™ T T oD
Avt QjAv+2¢; Av+p; =2 €7, j=1,---,N, (4.21)
sous AAv =< b,
Av = 0
o ¢! = [ 1, 1, -+, 1 ] € R", Qj, q; et pj sont donnés par (4.18). La matrice A et le vecteur

b sont donnés par (4.15)).
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4.2.4 Formulation basée sur la probabilité maximale P, ax

De méme que pour la probabilité 2D, nous pouvons réécrire la probabilité maximale associée a
la rencontre j comme :

R2

j
e(dntanj)?(det(X2p,)) /2

max

On en déduit aisément la contrainte quadratique du Probléme P] avec comme second membre €}
calculé comme :

pmax =

(4.22)

R2
EPaX = J (4.23)

€ eE;-naX(det(ZQDj))l/z'

Probléme 11 (Probabilité maximale).

Le plan de poussées impulsionnelles de consommation minimale permettant l’évitement de col-
lision de N conjonctions rapides, évalué en termes de probabilité mazximale maximale vis-a-vis de
chaque objet est solution du probleme d’optimisation défini comme la minimisation dans l’orthant
positif d’une fonction linéaire sous des contraintes quadratiques non convexes et des contraintes
linéaires :

min ¢’ Av

AveR"?
AvTQ;Av + QQJTAU +p; = € j=1,---,N, (4.24)
sous AAv = b,
Av = 0
o ¢! = [ 1, 1, ---, 1 ] € R", Qj, q; et pj sont donnés par (4.18). La matrice A et le vecteur

b sont donnés par (4.15)).

4.3 Minimisation d’une fonction linéaire sous des contraintes qua-
dratiques non convexes

4.3.1 Préliminaires

Quelle que soit la nature de la spécification d’évitement choisie dans la section précédente, nous
aboutissons a la formulation d’un probléme d’optimisation générique de minimisation d’une fonction
linéaire sous des contraintes quadratiques non convexes et des contraintes linéaires.

f*=min 'z
zeR?
Sous Axr =< b,
x = 0

)

onQ; =0,Vj=1,---,N. Le Probleme est un cas particulier des problémes d’optimisation
quadratiques sous contraintes quadratiques (QCQP) pour lesquels peu d’algorithmes existent dans
la littérature [51), Section 8| quand le probléme comprend plus d’une contrainte quadratique. Pour
de tels problémes, méme la recherche d’une solution réalisable est un probléme difficile. Dans le
cas général oul les hypothéses de convexité du domaine réalisable ne sont pas vérifiées, méme le cas
plus simple pour lequel le critére est une fonction linéaire est un probléme dit NP-difficile [105].
Afin de mieux visualiser cette difficulté de résolution, nous donnons un exemple simple en deux
dimensions, décliné suivant trois modalités, qui illustrent les différents niveaux de difficulté que ’on
peut rencontrer dans ce type de probléme d’optimisation globale.
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Exemple 1.
A partir du probleme d’optimisation QCLP suivant

min ¢’z

rER2

sous Ax =X b,
x = 0

)

trois configurations différentes pour lesquelles, seule la contrainte linéaire Ax =< b varie, sont
examinées. Les données communes du probléme d’optimisation pour les trois configurations sont
les suivantes :

_N=5;

o=[ 2]

- Contraintes quadratiques :

[ 0.1458  —0.0601 [ 0.2225
@=1 _o0601 02153 ] W= 10511 ] » p1=0.7991
[ 0.1458 0.0601 0.7036
©2= | 00601 02153 } 27 oern ] P2 =00392
1 0 [ 4
Q3 N L 0 0.0625 :| ’ 93 = I —~0.125 :| , p3=3.0625 (4.27)
0, — | 00933 00308 To .
= 00308 00578 >  “T |0 pa =
Qs — [ 0.1450  —0.1050 Jo .
5= | —0.1050 01450 | “ T |0 pe=—L

Pour les différences entre les trois comfigurations, nous avons fait varier le vecteur b de la
contrainte linéaire. Les Figures et montrent le domaine réalisable (domaine en
blanc a Uintérieur du rectangle défini par les sommets (—5,—6), (=5,6), (5,—6), (5,6)) pour
chaque probleme d’optimisation défini par la configuration.

4
-A1=I2751=[5

x5 = 5 qui est un sommet du polytope des contraintes linéaires. Cette solution aurait
pu étre obtenue en résolvant le sous probléeme d’optimisation linéaire extrait du probléme
QCLP d’origine en en retirant les contraintes quadratiques.

. Dans cette configuration, Uoptimum est obtenu au point x7 = 0,
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I

FI1GURE 4.1 — Configuration 1 : solution optimale pour la minimisation d’une fonction linéaire
sous des contraintes quadratiques non convexes.

3.5
2
approchée, au point x] = 3.038, x5 = 0.618 qui est un des sommets du domaine réalisable

qui est non conveze.

- Ay = I, by = . Dans cette configuration, 'optimum est obtenu, de maniére

FIGURE 4.2 — Configuration 2 : solution optimale pour la minimisation d’une fonction linéaire
sous des contraintes quadratiques non convexes.

- A3 =1, b = [ ] . Dans cette configuration, le domaine réalisable est non seulement

4
3.7
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non convere mais également non connexe et l'optimum est obtenu, de maniére approchée,
au point x7 = 0.69, x5 = 3.7.

F1GURE 4.3 — Configuration 3 : solution optimale pour la minimisation d’une fonction linéaire
sous des contraintes quadratiques non convexes.

[27]

4.3.2 Relaxation SDP
Principe de la relaxation

La relaxation SDP du Probléme d’optimisation non convexe repose sur une technique
de relévement de ’espace des variables de décision initial vers un espace des variables de décision
de la relaxation qui inclut le premier. Pour cela, on introduit une variable matricielle définie par
X = zz”. En introduisant cette variable additionnelle, le Probléme peut se réécrire comme le
probléme d’optimisation dont les contraintes sont affines & ’exception de la contrainte non convexe
liant les variables X et z et qui est une contrainte sur le rang de X :

min ¢’z
z, X
trace(Q;X) + qua: +p; =2 0,5=1,---,N,
SO Ar =< b, (4.28)
x = 0,
X —z2T = 0.

On a bien un relévement puisque 'espace des variables de décision initial est de dimension n alors
que l'espace des variables de décision de ([4.28)) est de dimension n? 4+ n. Pour obtenir une relaxation
convexe, il s’agit de remplacer la contrainte non convexe par la contrainte moins stricte X > zal
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pour obtenir :

* : T
=min c T
sdp o, X

trace(QjX)—l-q;rﬂU-l-pj >z 0,j=1,---,N,
Az = b, (4.29)
sous x = 0
1 27
- .
B

La valeur optimale du Probléme est une borne inférieure de la valeur optimale du Probléme
, c-a-d. fi, < f*. Un certain nombre de résultats concernant les liens entre les solutions de
cette relaxation et les solutions du probléme initial non convexe peuvent étre présentés de maniére
synthétique dans la remarque suivante.

Remarque 18.
- Si le probleme initial est conveze alors la relazation est exacte et foy, = f*.
- Si la paire optimale (X*,x*) de la relazation SDP vérifie la contrainte X* = z*z* alors z*
est la solution optimale du probléme initial.
- Si la paire (X, x) est une paire réalisable de la relazation SDP alors x est réalisable pour

toute contrainte convexre du probléme initial.

Sauf cas particuliers tels que ceux présentés dans les exemples 2D, la paire optimale (X*,x*)
solution de la relaxation SDP ne fournit pas une solution réalisable pour le probléme initial et
l'on a également f3 < f*. Une procédure de post-traitement de la solution (X*,z*) est alors
nécessaire afin d’obtenir une solution réalisable (éventuellement approximativement optimale) au
probléme initial. Cette phase de post-traitement peut consister en une randomisation gaussienne
afin de générer une solution sous-optimale [76], en une procédure de réduction de rang (dite aussi
purification) [83] ou en certaines techniques spécifiques de décomposition en matrices de rang 1
[102].

La premiére approche, par exemple, repose sur une interprétation probabiliste du probléme
initial. En effet, si (X* z*) est la paire optimale de la relaxation SDP alors il est possible de
construire une distribution normale de moyenne p* = z* et de matrice de covariance ¥* = X* —
2*z* . En définissant le vecteur aléatoire & ~ N(u,X), il est possible de montrer que la paire (u*, ¥*)
est une solution du probléme d’optimisation probabiliste :
min  E(¢) = ¢’ p

)

o E(AE) = Ap = b, (4.30)
E)=pn = 0,
> = 0

)

ou g;(&) = §TQj§ + qu§ +pj, j = 1,---,N. Cette interprétation montre que toute réalisation
& du vecteur aléatoire & ~ N(p,X) ainsi distribué peut étre un candidat pour étre une solution
réalisable du probléme initial puisque solution de ce probléme « en moyenne ». Ainsi, 'obtention
de la paire optimale (X*,z*) fournit un moyen alternatif afin de générer des solutions approchées
du probléme initial. Toutefois, cette procédure de randomisation de la solution de la relaxation
SDP doit étre adaptée a la structure particuliére de chaque probléme d’optimisation quadratique
traité. Nous présentons une adaptation de cette procédure dans notre cas particulier en utilisant
une homogénéisation du probléme initial [107], [102], [76].
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Obtention d’une solution sous-optimale réalisable par randomisation

Les éléments discutés dans les sections précédentes sont maintenant résumés et présentés synthé-
tiquement et formellement dans deux algorithmes. Nous notons K I’ensemble réalisable du probléme
d’optimisation . L’Algorithme présente la procédure de randomisation et de mise a ’échelle
qui est une sous routine de I’Algorithme qui est 'algorithme global.

Algorithme 4 RANDOMSCALED(Z*, X*, Cent)

ok

Entrée: Solutions optimales de la relaxation SDP : Z* et X™*, vecteurs des centres des ellipsoides des
contraintes quadratiques Cent(j), j =1,---,N.
Sortie: Un ensemble de points z(i) € K.

1: Tirage d’un nombre L de points £(i), i = 1,-- - , L dans la gaussienne N (z*, X* — x*x*T) tronquée dans
le polyédre {Ax < b, x = 0};

> Filtrage des points réalisables dans le tirage initial par rapport aux contraintes quadratiques

2: pour i < 1 a L faire

3:  si&(i) € K pour alors
4: (i) = &(i) ;
5:  sinon
6: pour j < 1 & N faire
. N [ (T Qi 4/2 (@) |
7: Calculer val(j) = [ ()T 1]« { @2 pi41 } * [ 1 } :
8: fin pour
9: Valmin < min  wal;
k=1, ,N
10: kmin < arg { in Nval} ;
11: si val,,;, > 0 alors
12: Esealed (1) = ((€(3) — Cent(kmin))/vVvalmin ) + Cent(kmin) ;
13: fin si
> Filtrage des points mis a [’échelle par ’ensemble réalisable K
14: si &(7)scaled € K alors
15: JI(Z) — g(i)scaled 5
16: fin si
17:  fin si
18: fin pour
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Algorithme 5 SDR(c, Qj,¢j,pj, A, B)

Entrée: Données du Probléme d’optimisation (4.25) : vecteur cotit ¢, matrices Q;, j =1,--- , N, A, vecteurs
q]v.]zlv 7N7 ba pOintSpj7.j: 17 aN'
Sortie: Approximation z* de la solution optimale du Probléme d’optimisation (4.25).

1: Résolution de la relaxation SDP pour obtenir * et X*;
> Test de réalisabilité de la solution de la relaxation
: pour j < 1 a N faire
Cent(j) < —0.5 % Q; * g ;
: fin pour
si z* € K alors
x* < Z*; Stop;
sinon
x < RANDOMSCALED(Z*, X*, Cent) ;

© PPN

x* < arg [m_in e’ (z)} ;
K2

: fin si

—_
=]

Remarque 19.

En létat actuel de notre travail, ’étape de randomisation et de mise a [’échelle des points tirés ne
permet pas d’assurer que ceuz-ci soient tous réalisables vis-a-vis des contraintes linéaires mais éga-
lement des autres contraintes quadratiques. De plus, le cas ot valy,;, est négatif devra étre examiné
en détails. Toutefois, cette procédure préliminaire est intéressante car elle localise un certain nombre
de points tirés sur la frontiére du domaine réalisable, permettant ainsi une meilleure approximation
de la solution optimale.

4.3.3 Quelques exemples illustratifs

Pour I'ensemble des méthodes étudiées, nous avons traité deux types d’exemples numériques.
Une premiére partie s’attache & utiliser les trois exemples en dimension 2 définis par ’'Exemple
et pour lesquels il est possible de visualiser les domaines de réalisabilité ainsi que les optima dans
le plan des variables de décision. On peut ainsi vérifier graphiquement la solution fournie par les
différentes méthodes. La phase de randomisation est faite avec un tirage gaussien tronqué de 10?
points pour ’ensemble des exemples présentés.

Exemples didactiques en deux dimensions

A Tlinstar de ce que nous avons déja présenté & I’Exemple [I] nous partons du probléme d’opti-
misation QCLP suivant

min ¢’z

r€R?

SOus Az = b,
x = 0

)

pour lequel 4 configurations différentes sont examinées. Les données communes du probléme d’op-
timisation pour les 4 configurations sont les suivantes :
- N=5;

BN
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Les trois premiéres configurations correspondent aux trois premiers exemples de ’'Exemple [1] que
nous avons repris. Nous avons ensuite ajouté un quatriéme exemple pour lequel nous avons fait
varier le vecteur b de la contrainte linéaire ainsi que les contraintes quadratiques.

Exemple 2.

1- Pour cet exemple, la solution obtenue aprés 2.64 s est x7 =0, x5 =5 qui est la solution
optimale puisque la résolution de la relaxation SDP fournit les solutions :

o[ 0] e _[71875 L7101
HERE ~ | 1.7101 31.0316 |-

1l est a noter que la phase de randomisation n’a pas été utilisée ici du fait que la solution
x* fournie par la relaxation SDP est effectivement réalisable et optimale.

T3

FIGURE 4.4 — Exemple 1 en 2D : domaine réalisable et solution obtenue z7 = 0, x5 = 5.

2- Pour cet exemple, la solution sous-optimale obtenue aprés 5.09 s est x7 = 3.0395, z5 =
0.6191. La résolution de la relaxation SDP fournit les solutions :

o = 0 Y — 6.9823 1.8186
2 | 1.8186 9.6281 |’

Cette fois x* n’est pas réalisable et rang(X™*) = 2. La phase de randomisation est donc
nécessaire afin de déterminer une approximation réalisable de la solution optimale.

86



T2

FIGURE 4.5 — Exemple 2 en 2D : domaine réalisable avec la distribution initiale des points
tirés dans la gaussienne tronquée (points noirs) et les points mis a 1’échelle en bleu ainsi que la
solution sous-optimale obtenue z7 = 3.0625, =5 = 0.617.

3- Pour cet exemple, la solution sous-optimale obtenue apres 3.89 s est x] = 0.7106, x5 =
3.7. La résolution de la relaxation SDP fournit les solutions :

. [o o _ [ 5:9218 14181
T =137 | = | 14181 19.1894 |-

Dans ce dernier cas, de nouveau x* n’est pas réalisable et rang(X™*) = 2. La phase de
randomisation est donc nécessaire afin de déterminer une approzimation réalisable de la
solution optimale.

T2

FIGURE 4.6 — Exemple 3 en 2D : domaine réalisable avec la distribution initiale des points
tirés dans la gaussienne tronquée (points noirs) et les points mis a I’échelle en bleu ainsi que la
solution sous-optimale obtenue z7 = 0.7106, x5 = 3.7.

0.4

4- Les contraintes linéaires sont données par Ay = Iz, by = { 0.55

} et les contraintes
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quadratiques par :

| i%35081 ;fé); ] ’ a=| ;Ziﬁ; ] . p1 = 3.5276

Q2_-205 205}7 q2__:18]7 p2 = 2.25

@s= | 205 6.(;5 ] ) @ = | __25255 ] . psy=5.0625 (4.32)
I ) PO e R,

= —13127811827 _1212;827 ] | _1;218853 } . pa=—0.6797.

Dans cette configuration, ['optimum est obtenu directement sans randomisation au point
x] =0, z5 = 0.4 qui est le sommet en haut et a gauche du polytope des contraintes
linéaires.

/\\

il \[\ )

L *
L
02+ * 4
01—
ol Q_
o1k
02k
02 04 086 08
Ty

T2
8

04 02 0

FIGURE 4.7 — Exemple 4 : en 2D : domaine réalisable avec la distribution initiale des points
tirés dans la gaussienne tronquée (points noirs) et les points mis a ’échelle en bleu ainsi que la
solution sous-optimale obtenue 27 = 0, x5 = 0.4.

Exemples aléatoires

Une seconde partie propose des exemples construits aléatoirement en dimension supérieure ou
égale & 2 afin de mieux cerner les limites numériques des approches proposées, en termes de nombres
de variables, en particulier. Deux types d’exemples aléatoires sont proposés. Dans la premiére série
d’exemples aléatoires, pour un nombre donné d’impulsions (fixant la dimension n du probléme
d’optimisation), un nombre N fixé de contraintes quadratiques construites de maniére aléatoire
dans cet espace de dimension n est choisi. Le centre de chaque ellipsoide est tiré uniformément
aléatoirement dans lintervalle [—2,2]. Finalement, un polytope du type 0 < x; < Z;, pour ¢ =
1,---,n est construit de maniére aléatoire (Z; est uniformément distribué entre 1 et 3). Dans la
seconde série, une contrainte parmi les N contraintes quadratiques est choisie comme la boule de
centre 'origine de 'espace et de rayon fixé & 0.5, permettant d’éviter la solution 0 qui est une
solution « facile » & obtenir numériquement quand le point est réalisable. De plus, le critére linéaire
& optimiser correspond au critére de consommation utilisé pour le probléme d’évitement de collision
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avec ¢l = [ 1, 1, ---, 1 ] € R™. 1l est toutefois important de remarquer que les résultats
proposés dépendent trés fortement de la maniére dont sont générés aléatoirement les exemples
étudiés. Ces exemples ne doivent donc constituer qu’une illustration de quelques caractéristiques
des méthodes testées et de leur implémentation numérique qui reste trés préliminaire et mériterait
des développements numériques plus approfondis.

Exemple 3.

Dans le Tableau (ainsi que dans le Tableau , nous donnons le nombre effectivement
calculé de wvariables n non nulles a optimum, le nombre de contraintes quadratiques N, le
temps CPU mesuré approzimativement par MATLABC pour résoudre le probleme, la valeur du
critere a loptimum calculé par la méthode des relazations successives des moments présentée
dans la section suivante et certifice numériquement f}; et finalement la valeur du critere minimal
fépr, obtenu par la méthode SDR.

Case Caractéristiques de la solution

# |n|N| L |[CPU(s)| f] fspr
2D 1| 2 | 10| 10* 3.8 0.84 0.8412
2D 2 | 2 | 30 | 10* 5.26 2.17 2.1835
3D [ 3|17 |10*| 468 1.45 1.47
4D 3110] 10° 22 0.0891 | 0.1443
5D | 5]10] 10° 5.95 0.5074 | 0.655
8D | 0] 6 | 10° 2.37 0 0

TABLE 4.1 — Quelques résultats de la méthode SDR pour une série d’exemples aléatoires

Case Caractéristiques de la solution

# |n| N| L | CPU (s Ia fspr
2D1 |2 ] 10] 10% 4.3 1.3703 | 1.3717
2D 2 |2 [30] 10% 7.43 0.6527 | 0.6527
3D | 3]17] 10% 5.15 0.5402 | 0.5667
4D | 4 |10 | 10° 4.03 0.5 | 0.5732
5D | 5|10 10° 4.8 1.142 | 1.7956
8D [ 8| 2 |10%| 11173 | 3.1623 | 5.77

TABLE 4.2 — Quelques résultats de la méthode SDR d’exemples aléatoires avec boule d’exclusion
autour de 0

L’analyse des Tableaux et permettent de dégager quelques conclusions intermédiaires.

- Avec un tirage aléatoire limité & 10000 points, la méthode est relativement efficace en temps de
calcul et fournit des points réalisables et une approximation correcte de la solution optimale ;

- cette approximation de la solution optimale se dégrade avec la dimension du probléme mais
peut étre améliorée en faisant un plus grand tirage d’échantillons aux dépens du temps de
calcul qui en sera logiquement augmenté ;

- La difficulté de résolution des exemples telle qu’elle a été définie dans la deuxiéme série
d’exemples n’a pas d’impact visible sur I'efficacité de la méthode.
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4.4 Une hiérarchie de relaxations SDP pour 'optimisation polyno-
miale

Cette section a pour objectif de présenter un algorithme de résolution du Probléme par
relaxations SDP successives convergeant vers 'optimum global du probléme d’optimisation non
convexe initial. I.’idée principale consiste & montrer que tout probléme d’optimisation polynomiale
sous contrainte et sous des hypothéses de compacité de ’ensemble réalisable peut étre reformulé
comme un probléme de programmation linéaire dans I’espace des mesures positives. Ce dernier est
certes un probléme de programmation linéaire mais en dimension infinie et portant sur une variable
d’optimisation (une mesure inconnue) difficile & manipuler directement. Celle-ci peut toutefois étre
manipulée & ’aide de ses moments et il est alors possible de formuler une hiérarchie de relaxations
SDP portant sur les moments de la mesure inconnue dont les optima successifs vont converger vers
Ioptimum global du probléme initial. Dans un premier temps, nous donnons les éléments théoriques
de base indispensables & la bonne compréhension de 'algorithme de calcul final. L’ensemble du
matériel a été extrait des deux références classiques sur le sujet [74] et [73].

4.4.1 Equivalence avec un probléme de programmation linéaire dans I’espace
des mesures positives

Nous rappelons que le probléme d’optimisation initial dont nous souhaitons calculer la solution
globalement optimale est le QCLP donné génériquement par :
* : T
f :mleann flx)=c'z
g9j(x) =" Qjx +qfx+p; > 0,j=1,---,N, (4.33)
sous gr(x)=Apx—by, > 0, k=N+1,--- TN +mn,
gilx)=2; > 0, i=TN+n+1,--- 7N + 2n,

ol les matrices symétriques (); sont semi-définies positives, c.-a-d. @; = 0. Si I'on définit I'ensemble
des solutions réalisables de ce probléme d’optimisation comme :

K={zeR" : gj(x) 20, j=1,--- ,TN + 2n}, (4.34)

on peut montrer, en utilisant |74, Section 5.1] que

*= inf d
e, (1.35)
sous v(K) =1.

Le Probléme (4.35) est un probléme d’optimisation linéaire en dimension infinie sur I'espace des
mesures positives. En effet, une isométrie isomorphe lie le dual topologique C° (K, R)* de 'espace de
Banach (C° (K,R),supg) (I'espace des fonctionnelles linéaires I définies sur C° (K, R)) a I'ensemble
M(K) des mesures de Borel finies, signées et définies sur K. De plus, le cone des mesures de
Borel M(K), C M(K), positives sur K est le cone dual du cone convexe C° (K,R), (M(K); =
CY (K, R)%) (cf. F igurepour une vue schématique de ce développement et [92] pour un traitement
mathématique rigoureux). Le crochet de dualité entre les fonctions continues et les mesures de Borel
est alors donné comme :

< f,v >:/ fdv. (4.36)
K
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On obtient donc que M(K)y = C%(K,R)} = {r e M(K) : v >0} et le Probleme (4£.35) est bien
un probléme d’optimisation linéaire en dimension infinie sur I'espace des mesures positives que 1’'on
peut réécrire :

*= inf <J,v>
/ 1/6%\1;[%(1() v
1> (4.37)

v

sous L
0.
Méme si le Probléme est un probléme de PL, le fait qu’il soit posé dans ’espace des mesures
positives (donc en dimension infinie) ne permet pas de I’aborder en raisonnant directement sur la
variable de décision qui est la mesure inconnue v. Toutefois, il est possible de manipuler la mesure v
a travers ses moments. En effet, le Probléme peut également étre formulé comme le probléme
d’optimisation

Vol

f*=inf Z faVa + JveM(K); t.q. yo=1; yo = / z%dv, YV a € N
y K
aeNY

Comme il sera vu dans la section suivante, le vecteur des y; est le vecteur des moments d’ordre 1 de la
mesure inconnue v. La résolution du Probléme (4.37)) revient donc a la recherche d’une séquence de

moments y d’une mesure de probabilité de Borel supportée sur ’ensemble semi-algébrique basique
K.

CY(K,R)*

I = sup [I(f)
[FIOYE!

1Ll = [[v]l = |v] Isométrie

isomorphe

Il = v = v+ — v

FIGURE 4.8 - Représentation du rapport de dualité entre les espaces C? (K, R) (CY (K, R), ) et M(K)
(M(K) ).
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Remarque 20.
Le probléme QCLP initial
* — inf — T
ff=if fla)=cua
est équivalent au probléme :
sup A
A

438
f@) —A>0,VzeK (4.38)

qui est un probleme linéaire avec une unique variable mais un nombre infini non dénombrable de
contraintes. L’intérét de cette derniére formulation est qu’elle fournit d’une part, une interprétation
tres riche exprimée a travers la recherche de certificats de positivité du polynome f(x) — X sur
l’ensemble semi-algébrique basique K et qu’elle est d’autre part, le dual lagrangien du Probléme
. Nous verrons les implications de cette relation dans la suite de ce chapitre.

4.4.2 Caractérisation d’une mesure par ses moments

Les moments d’une measure positive sont la généralisation directe des moments statistiques
usuels (moyenne, asymétrie, kurtosis) d’'une mesure de probabilité. Les moments sont les outils
permettant de manipuler une mesure en pratique.

Définition 9 (Moments d’une mesure positive).
Soit ’ensemble K C R™, le moment d’ordre o € N de la mesure positive v définie sur l’ensemble

K est le nombre réel :
Ya :/ % dv.
K

Le moment d’ordre o n’est rien d’autre que l’intégrale du mondéme x® par rapport a la measure v.
If v est une mesure finie, alors pour tout a € N", |yo| < +o00.

La séquence infinie réelle des moments de la mesure v sera notée y = (Yo )aenn-

Exemple 4.
Soit K =R (n=1) et soit vy la mesure gaussienne standard. Alors, ses moments sont définis
par :

1 z?
VaeN, y, = / % dpg = / z%p(x) doz = /xae_a? dz. (4.39)
¢ K 7k V2m Jr
Leur forme close est donnée par :
0 si o impair,
Y= ot 0 (4.40)

I‘( 5 ) si « pair.
La fonction Gamma, notée I, est définie par :

oo

F(‘)t CR>0 = R,
— e da,

z
0
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ot Cr_, est l’ensemble des nombres complexes numbers ayant une partie réelle positive. Il est
important de remarquer que l'intégrale définissant la fonction est une intégrale impropre conver-
gente.

4.4.3 Le probléme des moments

Supposons maintenant que la séquence de nombres réels (Yo )aenn est donnée, résoudre le pro-
bléme classique des moments sur K revient a répondre aux questions suivantes [74] :

- existe-t-il une mesure de Borel finie positive v supportée sur K telle que y, = x* dv? Si
K

une telle mesure v existe, elle est appelée mesure représentante de y sur K.
- Cette mesure positive v est-elle uniquement déterminée par la séquence (yq)aenn 7
Si la mesure representante v est unique, elle est dite déterminée et sinon elle est dite indéterminée.
Si la séquence donnée (yq)acnn est infinie, le probléme des moments est dit complet alors que si la
séquence est finie, on dira que le probléme est tronqué [74]. Comme dans la référence [74], 'ensemble
K est un ensemble semi-algébrique basique :

K={zeR"|gi(z)>20Vi=1,--- ,TN+2n=r}.

Quand n = 1 [99], nous retrouvons les définitions classiques des problémes des moments en dimension
1 tels que les problémes de :

- Hamburger, pour K =R, (yo)aene C R,

- Stieltjes, pour K = R>q, (Ya)aent C Rxo,

- Hausdorff, pour K = [a,b], (ya)acne C R,
pour lesquels des solutions existent dans la littérature. Quand n > 1, la solution du probléme des
moments multi-dimensionnel n’est pas connue pour des ensembles quelconques K mais certains
résultats peuvent étre utilisés quand K est un ensemble semi-algébrique basique. En appliquant le
théoréme de Riesz-Haviland sur les ensembles semi-algébriques compacts, des conditions d’existence
de mesures représentantes peuvent étre développées.

Théoréme 1 (Riesz-Haviland). [7{, Theorem 2.34]

Soit la séquence (Yo )aenn et U'ensemble fermé K C R™. Il existe une mesure de Borel positive,
finie et représentante v sur K si et seulement si Ly(f) = 0 pour tous les polynomes f € R[z] non
negatifs sur K. Ly(f) est la fonctionnelle linéaire de Riesz associée a la séquence (Yo )acnn et définie
par :

Ly, : R™"[x] — R,
f=2_ fax® = Ly(f)= ) fabo: (4.41)

aeN"™ aeN™

Exemple 5.
Pour le polynome p
p: 2 €RY = p(x) =14 3z1 + 222 — 2129,
avec le vecteur des coefficients

PR’ p=(poo P0 Po1 P Pu1 P2 )=(1 3 02 -1 0),
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on obtient :
Ly(p) = yoo + 3y10 + 2y20 — y11-

Dans toute sa généralité, le Théoréme [I|n’est pas trés utile en pratique. Heureusement, les résultats
sur la représentation des polynémes non négatifs sur des ensembles semi-algébriques basiques [74],
Section 2.4], permettent d’obtenir des conditions de représentatitivité en termes de problémes SDP.
Associée a la fonctionnelle linéaire de Riesz, on définit la matrice des moments et la matrice de
localisation.

Matrices des moments et de localisation

Définition 10 (Matrice des moments). [74, Section 2.7/

Soient n € N et k € N. Pour une suite donnée (yo)aenn, la matrice des moments d’ordre k
My (y) est une matrice symétrique réelle carrée de dimension (":;k) dont les lignes et les colonnes
sont indicées par o € N} et définie par :

M, (y)a,ﬁ = Ly(maxﬁ) = Yatp, V o, € NE.

La matrice des moments My, (y) définit la forme bilinéaire (., .), sur R"™ [z], ( [74, Section 2.7]) :

Yy
n+k
n

(p.q), = Ly(pa) = (0, Mi()a), = p" Mi(y)q, ¥ p.g € R(2),

n+k
ou les polynomes p,q € R™[x], et leurs vecteurs de coefficients respectifs p,q € R("2) ont été
identifiés.

Exemple 6.
Soient n =2 et k = 2, alors la matrice des moments Ms (y) est exprimée comme :

Yoo Y10 Yo1 Y20 Y11 Yo2
Y10 Y20 Y11 Y30 Y21 Y12
M, (y) = Yo1 Y11 Yo2 Y21 Y12 Yo3
Y20 Y30 Y21 Y40 Y31 Y22
Y11 Y21 Y12 Y31 Y22 Y13
Yo2 Y12 Yo3 Y22 Y13 Yo4

Il est important de remarquer que si la mesure v est une mesure représentante pour la séquence
(Ya)aenn, alors :

VqeR"[z], (¢, Mk(y)q), =Ly (¢*) = /q2 dv > 0.

Ainsi, Mg (y) »= 0. La semi-définie positivité de la matrice des moments de la séquence (yq)aenn
est donc une condition nécessaire pour que la séquence ait une mesure représentante v. Comme
précédemment, le cas multi-dimensionnel est plus complexe que le cas unidimensionnel puisque dans
ce dernier cas, la condition sur la matrice des moments (qui est une matrice de Hankel dans ce cas)
est également une condition suffisante. Dans le cas multi-dimensionnel, des conditions suffisantes
d’existence d’une mesure représentante, portant sur la séquence et sa matrice des moments, ont été
proposées.

Proposition 1 (Condition de Carleman multivariée). [7{, Section 2.7]
Soit la suite (Yo ) enn Satisfaisant My (y) = 0 pour tout k = 0,1,--- alors :

94



- 81 (Ya) genn VETifie

400 1
Vi=1-.n Y L, <m2k> * _ oo, (4.42)
k=1

alors (Ya)aenn @ une mesure représentante déterminée sur R™.
- Sl existe a,c > 0 tels que

lyal < cdl®!, V o e N, (4.43)

alors (ya)aEN" a une mesure représentante déterminée dont le support est contenu dans
[—a,a]™.

Les extensions de ce résultat aux mesures supportées dans un ensemble semi-algébrique basique
sont fondées sur les matrices de localisation qui sont maintenant définies.

Définition 11 (Matrice de localisation). [7{, Section 2.7.1]

Soient n € N, une séquence (Yo)qenn €t v € R™ [z] un polynome confondu avec le vecteur de ces
coefficients suite a un abus de notations, indexés par v € N". My (uy) est la matrice de localisation
d’ordre k par rapport  (Ya),enn €t w. La matrice de localisation est une matrice symétrique, carrée

n+k)

de dimensions ( o) dont les lignes et les colonnes sont indexées par o € Ny et définie par :

My (uy) 5 = Ly (u (z) :L'al'6> = Z UyYytats, ¥V a, B € N
yeN®

Exemple 7.

Soient n = 2, k = 1 et la séquence (Ya),enz2- S0it f € R?[z] avec f : & — a + bxy + ca3.
Considérons le premier élément de la matrice de localisation M (fy) :

My (fY)g0.00 = Ly (f (2) 2°2%) = Ly (f (x)) = ayoo + by1o + cyoe-

Les autres coefficients sont obtenus de maniére identique et la matrice de localisation My (f,y)
s’exprime explicitement comme :

ayoo + by1o0 + cyo2  ayio + by2o + cy12  ayor + by + cyos
M (fy) = [ ayio + by2o + cyrz  ayao + byso + cya2  ayi1 + bya1 + cyis
ayor + by +cy13  ayir +by21 + ¢y ayoz + byiz + cyos

De méme que la matrice des moments, la matrice de localisation My, (uy) définit une forme bilinéaire
(o) sur R™ [z], :

y
(P, My (uy)q), = Ly(upq),
pour tous les polynémes p, g € R"[z]4. De plus, si (ya)yene @ une mesure représentante v, alors :

VqeR" [z, (g Mp(uy)g), = Ly (ug®) = / ug® dv.

n

Ainsi, My (uy) = 0 est une condition nécessaire pour que la séquence (Yo),enn ait une mesure
représentante v dont le support est contenu dans I’ensemble {z € R™ : u(x) > 0}.
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Extensions positives et plates des matrices de moments

Définition 12 (Extension positive et extension plate). [7], Section 2.7.2/

Soit la séquence y, = (ya)aeNgd telle que Mg(y) = 0, s’il existe une série de scalaires yg,
2d < |B| < 2(d +1) telle que la nouvelle séquence finie (yy)yeny,,, satisfait Mai1(y) = 0 alors
Ma11(y) est appelée une extension positive de My(y). Si, de plus, rang(Mg11(y)) = rang(Ma(y))
alors Myy1(y) est appelée une extension plate de My(y).

Théoréme 2 (Extension plate et mesure représentante atomique). [74, Section 2.7.2/

Soit la séquence yo, = (ya)aeNgd, alors cette séquence admet une une mesure représentante My(y)-
atomique p (cf. Anneze sur R™ si et seulement si Mg(y) = 0 et My(y) admet une extension
plate May1(y) = 0.

Ce théoréme sera trés important numériquement afin de détecter et construire les solutions
optimales du probléme d’optimisation polynomial (4.33))

Exemple 8.
Soit la séquence yo, = {2,1,1}, a € N;{. La matrice des moments associée a cette séquence est
donnée par :

M) =[] 1| =0

Une extension positive de cette matrice des moments est donnée par la matrice des moments :
2 11
My(yy)=1]1 1 1| =0,
1 11

correspondant & la séquence (y,) = {2,1,1,1,1,1}, v € N, My (y,) est également une extension
plate de M (ya) puisque rang(Ma(yy)) = rang(Mi(ya)) = 2 et par le Théoreme[d, on en déduit
que la séquence y, admet une mesure représentante 2-atomique p = &g + 01 (somme de deux
mesures de Dirac définies respectivement en les points {0} et {1}. La détermination exacte des
points {0} et {1} ainsi que des poids attachés a la combinaison linéaire définissant p fait appel
a un algorithme de reconstruction qui sera vu en détail dans une section suivante.

Le probléme des K-moments

Nous nous sommes ainsi dotés de tous les outils permettant d’établir le principal résultat carac-
térisant les séquences (ya ) ey qui sont des séquences de moments d’une mesure positive v dont le
support supp(r) C K C R” ot K est un ensemble semi-algébrique basique défini par :

K={zeR"|gi(zr)>20,Vi=1,---,r} (4.44)

pour des polynémes g; € R[z], j =1,--- ,r donnés. Suivant la terminologie de la référence [74], il
s’agit du probléme des K-moments.

Théoréme 3 (Conditions LMI). [7{, Section 2.7.3]

S0it (Ya)aenn une séquence donnée de R et soit K un ensemble défini par et supposé
compact. La séquence (Yao),enn @ une mesure de Borel finie et représentante dont le support est
contenu dans K si et seulement si

Mi(gsy) =0, ¥V JC{l,---,r}, VEkeN, (4.45)
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ot gy, J C{1,--+,r} est la notation pour le polynéme x +— gj(x) = ng(x) (g0 =1).
Jj€J
On peut remarquer que My (ggy) = Mp(y) est la matrice des moments d’ordre k associée a

(ya)aEN" .

Théoréme 4 (Condition de représentation). [74, Section 2.7.3]
Soit Uensemble K semi-algébrique basique donné par (4.44) pour lequel les polynomes g; € R|x]
sont de degré 2v; ou 2v; — 1,V j =1,--- 7 et soient une séquence y = (ya)aeNgk et v = maxuvj.

Alors, (ya)aeng, a une mesure p représentante rang(My—,(y))-atomique dont le support est contenu
dans K si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1- Md(y) = 0; Mdfv(gjy) = 0; v ] = 17 T

2- rang(Ma(y)) = rang(My—v(y))-

Ce résultat est I'équivalent de celui présenté au Théoréme [2] relatif a l'extension plate d’une
matrice des moments mais modifié pour tenir compte de la spécificité du probléme des K-moments.

Il sera trés utile pour la reconstruction des solutions optimales globales du probléme d’optimisation
quadratique non convexe.

4.4.4 Une hiérarchie convergente de relaxations SDP

Nous revenons au probléme d’optimisation initial dont nous souhaitons calculer la solution glo-
balement optimale tel qu’il a été rappelé a la Section et donné par :

fr=inf fz)=clz, (4.46)

ou I'’ensemble des solutions réalisables K de ce probléme d’optimisation est I’ensemble semi-algébrique,
réel, basique et compact donné par :

K={zeR" : gj(x) >0, j=1,---,r}. (4.47)

Les fonctions polynomiales ou affines g; sont explicitement données en (4.33). Nous définissons
une hiérarchie de relaxations semi-définies dont les valeurs optimales constitue une séquence
monotone non décroissante de bornes inférieures qui converge de maniére finie vers 'optimum global

f* du Probléme (|4.46]).
fi=inf Ly(clz)
y

My(y)
sous My, (959)
Yo

(4.48)

Iy 1y

0
07 j = 17 T
1,
ol go = 1 par convention, v; = [(deg(g;))/2],7 =0, - ,r,d > dy = max{[(deg(f))/2], _max v;}.

J 17 T
Ly est la fonctionnelle linéaire de Riesz, My(y) est la matrice des moments et Mg, (g;y) est la

matrice de localisation associées a y et aux polynomes g;.

Remarque 21.

Dans le cas particulier qui nous concerne ot le probleme est un probléeme quadratique non
conveze, la relaxation pour d = 1 correspond a la relaxation classique SDP pour laquelle
on a fi < f* et x] n'est pas un point réalisable a l'optimum pour le probleme non convexe sauf
quand X* = oA
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Exemple 9.
Soit le probleme QCLP avec un seule contrainte quadratique non convexre pour n = 2
f*=inf 'z

z€R? 4.49
sous 2TQr+qTx+p > 0, (4.49)

ou ' = [ cr 2 ], Q= [ gi; g;z } =0, ¢7 = [ a1 Q@ ] La relazation (4.48) d’ordre 1

pour ce probléme va donc s’écrire comme

= if;f c1y10 + c2yo01

Yoo Y10 Yo1i
Mi(y)=| yio Y20 yn = 0 (4.50)
sous Yo1 Y11 Yo2
Mo(g9y) = pyoo + q1y10 + q2yo1 + 2Q12y11 + Q1120 + Q22502 = 0,
Yoo = 1,

ot g(z) = 27 Qx + ¢"z + p. La relazation SDP ([£.29) appliquée au probleme (&.49) va s’écrire

. . T
=inf c¢'z
fspp X

1 zT
—
sous [m X ] -

0 (4.51)
trace(QX) +q¢'z+p > 0,
r3 T4
Ty T
sont identiques si [’on identifie la séquence finie des moments y = {Yoo, Y10, Yo1, Y20, Y11, Yo2} €t
le vecteur des variables de décision [1,x1, 22, x3, T4, x5] de (4.51)).

ou X = [ ] . En comparant les formulations (4.50)) et (4.51)), il est facile de voir qu’elles

Remarque 22.
Il est facile de montrer que fj < f* pour tout d et de plus, fj < f7,, pour toul d > dy puisque
le Probleme d’optimisation (4.48)) est plus contraint a l'ordre d 4+ 1 qu’a lordre d.

Remarque 23.

La convergence de la séquence de bornes inférieures fj est un résultat reposant essentiellement
sur la Positivstellensatz de Putinar [T, Section 2.4.1] qui fournit un certificat de positivité d’un
polynome sur l’ensemble K en termes de polynémes sommes de carrés comme il sera vu dans la
section suivante établissant le probléme dual du Probleme (4.48)).

Convergence finie de la séquence de relaxations SDP

Une des caractéristiques intéressantes de cette hiérarchie de relaxations est le résultat de conver-
gence finie obtenu sous la condition qu’une hypothése technique (cf. Hypothése 2.14 dans la référence
[74, Section 2.4.1]) sur les polynomes définissant I’ensemble K soit vérifice. Cette hypothése est re-
lativement faible puisqu’elle est satisfaite dans notre cas du fait de la compacité assumée de cet
ensemble K (cf. [74], Section 2.4.1]).

Théoréme 5 (Convergence). [74, Section 6.1.1]
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Soit la relaxzation d’ordre d donnée par et sa valeur optimale fj alors :

1- f7 — f" quand d — oo

2- Si le Probleme posséde un unique minimiseur global x* € K et si y); est une solution
quasi optimale de la relaxation d’ordre d avec Ly(cTx*) < f3+1/d alors Ly(zj) = @
pour tout j =1,--- ., n.

Remarque 24.

Comme il est indiqué dans le Théoréme 6.5 de la référence [T}, Section 6.1.1], la convergence
finie vers Uoptimum (c.-a-d. il existe un ordre fini d tel que fq = f* de la suite de relazations SDP)
peut étre obtenue sous une hypothése relativement faible portant sur les polyndémes définissant les
contraintes (Hypothése 6.4 de [T], Section 6.1.1]). De plus, le lien entre des conditions classiques
(indépendance linéaire des gradients des contraintes, condition de complémentarité stricte, condi-
tion suffisante d’optimalité du second ordre) et connues en théorie de l'optimisation non linéaire,
optimiseur global et solution optimale de la relaxation est également fait.

Algorithme de calcul des minimiseurs globaux

La résolution de la relaxation d’ordre d ne pose pas de difficulté théorique pour un nombre
de variables de décision raisonnable puisqu’il s’agit d’un probléme d’optimisation SDP pour lequel
il existe de nombreux solveurs libres et disponibles dans différents langages ([9], [50]). Une fois
cette résolution effectuée, il est nécessaire de disposer d’un test d’optimalité permettant de décider
si f7 < f* (il faut alors augmenter 'ordre de la relaxation si cela est possible numériquement) ou
f7 = f* d’'une part et d'une procédure de construction d’'une ou des solutions optimales globales dans
ce dernier cas, d’autre part. Une condition suffisante va permettre de fournir un test d’optimalité.

Théoréme 6. [7], Section 6.1.2/
Soient f7 la valeur optimale de la relazation (4.48|) d’ordre d, supposée étre atteinte a la solution
yy et v = max vj. Si rang(Mg—,(y;)) = rang(Mqy(y))) alors f; = f* et il existe au moins
J=1,

-

s = rang(My(y})) minimiseurs globaux.

Le Théoréme [0] établit 'existence des solution optimales globales si la condition de rang est
satisfaite. De plus, si cette condition de rang est satisfaite et comme il a été vu & ’Exemple [0 les
solutions optimales globales du probléme initial non convexe peuvent étre obtenues & l'aide de la
connaissance de la séquence optimale . Dans un premier temps, nous présentons les principes de
I'extraction de ces solutions optimales pour ensuite les synthétiser dans un algorithme d’extraction.

Nous supposons donc que la relaxation d’ordre s est exacte (f¥ = f*) et que la condition
de rang du Théoréme [0 est vérifiée :

vang(M,_, (y!)) = rang(M.(y3)) = k. (4.52)

Plusieurs étapes distinctes sont nécessaires afin de réaliser I'extraction des k solutions optimales
z(i) eR™, i=1,--- k.
1- Factorisation de Cholesky VV7T de M;(y?) :
Si la condition de rang est vraie en yi, on sait d’apres le Théoréme |4| que y; est le
vecteur des moments d’'une mesure de probabilité de Borel k-atomique p et supportée sur
I’ensemble K. Cela signifie que cette mesure peut étre écrite :

k

k
M:Z/\j(sx(j), /\j>0, Vj,z)\j:%:l.
j=1 J=1
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Il est donc possible d’écrire la matrice des moments comme :
k — —
M(ys) =D Njos(a* (4))vs(a* ()" = VDVT,
j=1

oit D € My, ;(R) est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les \; et V =
[ vs(x*(1)) wvs(2*(2)) --- ws(z*(k)) ]. De fait, la valeur exacte des poids A; n’influence
pas la procédure d’extraction puisqu’une autre matrice M (g?}) calculée avec d’autres poids S\j
donnerait les mémes solutions globales optimales x(j)*, j = 1,--- , k. De ce fait, la premiére
étape se résume a décomposer la matrice M(3?) en facteurs de Cholesky M,(g!) = VVT.
La factorisation de Cholesky est une fonction classique disponible dans toutes les librairies
d’algebre linéaire (fonction chol dans MATLAB®).

Calcul de la forme échelonnée en colonnes U de la matrice V :

Pour n’importe quelle matrice V, il est possible de réaliser des opérations élémentaires portant
sur ses colonnes (échange de deux colonnes, combinaison linéaire de colonnes remplagant une
colonne) afin d’obtenir une forme particuliére pour cette matrice qui sera telle que :

1- Toutes les colonnes nulles sont & droite;

2- Le premier élément non nul de chaque colonne est 1 (1 pivot);

3- Sij >, le 1 pivot de la colonne ¢; est sous le 1 pivot de la colonne c;.

Fondée sur un algorithme d’élimination de Gauss, la forme échelonnée en colonnes U de la
matrice V' peut étre obtenue comme la matrice transposée de la forme échelonnée réduite en
lignes de la matrice V. Ainsi, elle sera obtenue comme U = chol(V) en MATLAB®).

Exemple 10.

Les matrices suivantes sont sous forme échelonnée en colonnes
1 00 0 0
01 0|, 10|, [ (1) 8 8 ] ,
320 2 1

alors que celles-ci ne le sont pas :
100 0 0
ool (1ol [000]
3 00 0 2

Sil’on indexe chaque ligne de U avec un monoéme z® dans la base de vs(x), les éléments pivots

de U correspondent aux monomes 2%, j = 1,--- , k de la base générant les k solutions. Cela
signifie que si 'on note w(z) = [ 2% 2/ ... 2P }T, alors

vg(z) = Uw(x) (4.53)
pour toute solution z = x(5)*, j =1,2,--- | k.

Résolution du systéme polynomial :

Il est donc nécessaire de trouver les solutions du systéme polynomial afin d’obtenir les
solutions optimales globales. Cela se réduit en fait a résoudre un probléme d’algébre linéaire
décomposé en plusieurs étapes.
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3.1- Extraction des matrices de multiplication N;, i = 1,--- ,n définies par :
Nyw(z) = zw(x), i=1,-- ,n.

3.2- Former la combinaison linéaire aléatoire des matrices de multiplication :

n
N =) XN,
i=1
n
o A\; >0,2=1,---,n sont des nombres aléatoires tels que Z A= 1.
i=1
3.3- Calculer la décomposition ordonnée de Schur de N :
N =QTQ",
ouQ = [ Qa q o qk ] € M, 1(R) est une matrice orthogonale et T" est une matrice
triangulaire supérieure avec les valeurs propres de IV sur sa diagonale, rangées dans ’ordre

croissant.
On obtient les solutions optimales comme :

*

z;(J) :qJTNiqj, i=1,--,n, j=1--,k

Cette procédure, utilisée dans le code de la boite a outils MATLAB® GloptiPoly dédiée a la
résolution de problémes des moments [60], est résumée dans 1’Algorithme [6]

Algorithme 6 EXTRACTION DES MINIMISEURS GLOBAUX

Entrée: Matrice des moments M;(y;) d’ordre k.
Sortie: r points z(i)* € K, i =1,--- , k qui constituent le support des solutions optimales du Probléme des
moments d’ordre d.

1: Calculer la factorisation de Cholesky VVT de M;(y;);
2: Calculer la forme échelonnée en colonne U de V';

3: Extraire les matrices de multiplication N;, i =1,--- ,n de U;
n

4: Calculer N = Z AiN; avec les coeflicients \;, générés aléatoirement ;
i=1

5: Calculer la décomposition de Schur N = QT'QT ;

6: Calculer Q = [ QG Qe o Qk };

7: Calculer z;(j)* = quNiqj pouri=1,--- ., netj=1,--- k.

Des exemples numériques d’application de cet algorithme d’extraction sont donnés dans la réfé-
rence [59)] ainsi qu’une discussion détaillée sur les aspects numériques du test portant sur la condition
de rang . D’autre part, une heuristique est également proposée pour étendre cette procédure
aux cas pour lesquels cette condition n’est pas vérifiée afin de reconstruire des solutions qui, toutefois
pourront étre non réalisables pour le probléme initial.

Remarque 25.
Quand la condition de rang (4.52) et que la matrice des moments est de rang 1, la solution
optimale globale est unique et égale au vecteur des moments d’ordre 1.
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Algorithme général de résolution

Nous présentons maintenant l'algorithme général mettant en ceuvre la méthode utilisant les
relaxations convexes successives des moments.

Algorithme 7 HIERARCHIE DE RELAXATIONS CONVEXES

Entrée: Vecteur de la fonction cotit ¢, ’ensemble K défini par les contraintes quadratiques et les contraintes
affines g;, j = 1,--- ,r, un nombre d pour Pordre de relaxation le plus élevé & utiliser.

Sortie: Valeur optimale f* de la fonction critére et vecteur optimal z* minimiseur global du Probléme
ou borne inférieure f; de f*.

> Résolution du probléeme SDP de la relaxation d’ordre d
Résoudre le probléme d’optimisation SDP (4.48) pour obtenir f] et y} s’il existe;
si y; n'existe pas alors
f7 ne fournit qu’une borne inférieure f; < f*;
sinon si d < d alors
d+—d+1;
Retour a I’étape 1;
fin si
Test d’optimalité globale
si rang(Mg—,(y))) = rang(Mq(y};)) = k avec v = maxv; alors
J

P g AP

©

fi = f* et il existe au moins rang(Mg(y})) = k minimiseurs globaux y* pouvant é&tre extraits.
10: fin si

11: si (rang(My—o, (y3)) # rang(My(y3))) et (d < d) alors

12: d+—d+1,;

13:  Retour a ’étape 1;

14: sinon

15:  Stop. f] n’est qu’une borne inférieure de f*.

16: fin si

Remarque 26.

Le vecteur ¢ définissant le critére peut étre arbitrairement choisi par Uutilisateur dans [’Algo-
rithme@ alors que pour le probleme d’évitement de collision, il est imposé que ¢! = [ 11 - 1 ] €
R™.

4.4.5 Liens avec les certificats de positivité des polynémes via la dualité SDP

La relaxation d’ordre d (4.48) est un probléme d’optimisation SDP (donc convexe) pour lequel
il est possible d’appliquer la dualité conique Lagrangienne classique [27, Chap. 5|. En notant,

Ma(y) = va)va(y)™ = > Cly™ et My, (g59) = > Chy®, avec les matrices symmétriques
lo]<2d |lo|<2d

réelles Cgé, 7 =20,1,--- ,r de dimensions appropriées, le multiplicateur de Lagrange pour chaque
contrainte SDP est une matrice semi-définie positive X;. Ainsi, le lagrangien associ¢ au Probleme

primal (4.48)) est donné par :

Ly, A X)) =cTy+ M1 —y0) — (Ma(y), Xo) — > (Ma_,(g;9), X;), (4.54)

1<g<r

ou le produit scalaire usuel pour les matrices réelles est (A, B) p = trace (ATB) = > Ai;Bij et les

Z?J
matrices X; = 0,V j=0,---,r. La fonction duale est définie comme g(y, A\, X;) = inf, L(y, \, X;).
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Puisque L(y, A, X;) est une fonction affine du vecteur des moments y, on obtient :

Co = Mazo— X (C4,X;) = 0, VaeNZ,

A, si 0<j<r

9y, A, X;) = X; = 0,Vji=0,-,r (4.55)
—00, sinon.
Le dual de (4.48)) s’écrit donc comme :
A =sup A
AX; '
Ca —Ala=0— > (C3,X;) = 0, VaeNj, (4.56)
sous 0y

X; = 0,Vj=0,---,r

Remarque 27.
Pour le cas particulier des relaxations SDP (4.48|) associées au probleme d’optimisation polyno-

mial (4.33)), la forme du probleme dual (4.56) sera telle que co, = 0 pour |a| > 1.

Exemple 11.

Reprenons I’Exemple @D pour lequel on considére le probléme QCLP avec un seule contrainte
quadratique non convexe pour n = 2 et auquel on ajoute les contraintes de boites 1 — x% >0 et
1-x3>0.

f*=inf Iz

z€ER2
ZL‘TQiL' + qu‘ +p = 0, (457)
sous 1—-22 >0,
1-x3 >0,
o7 | Qu Q2 T _ : :
ou ¢t = [ €1 Co ], Q= On O =0,q = [ qa Q2 ] La relazation (4.48) d’ordre 1
12 Q22

pour ce probléme va donc s’écrire comme

= igf 1910 + C2yo1

Yoo Y10 Yo1i
Mi(y) = | yi0 ¥20 yn = 0
Yo1r Y11 Yo2 (4.58)
sous Mo(g9y) = pyoo + q1y10 + q2yo1 + 2Q12y11 + Q1120 + Q22502 = 0,
Yoo — Y20 = O,
Yoo — Yoz = O,
Yoo = 1,

ot g(z) = 27 Qx4 q" x + p. Le lagrangien associé au Probleme (#.58) et ordonné en factorisant
les variables duales est donc :

Ly, \X;) = A+ (-A+pXi+ X2+ X3 — trace(CgoXo))yoo
+(c1 + @1 X1 — trace(C%X0))y10 + (ca + g2 X1 — trace(CY; Xo))yo1
+(2Q12X, — trace(C?lXo))yll + (Q11 X1 — X2 — trace(CgoXO))ygo
+(Q22X1 — X3 — trace(CXo))yo2,
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o XO > 0 Xl,XQ,X;g

0 _
COO_

0 _
Cll_

Le probléeme dual de

I

Sous

i

)

la relaxation SDP d’ordre 1 est donc le probléeme d’optimisation :

sup
A, X0,X1,X2,X3

0 _
Clo =

Czo =

I

)

O O OO

A+ pX1 + X0+ X3

a+qaXa
c2 + @2 X1
2Q12X1
QuX1 — Xo
Q22X — X3
Xo

X1

Xo

X3

0 et les matrices CY sont définies par :

0 _
COl_

0 _
COZ_

VWV WV IY

e e e e e

trace(C§Xo),
trace(ClOXo),
trace(CQy Xo),
trace(CY) Xo),
trace(C9Xo),
trace(CyXo),
0,

)

0
0,
0

(4.59)

L’interprétation des contraintes du Probléme dual (4.56)) permet d’aller plus loin. En reprenant la
contrainte égalité et en multipliant chaque c6té de 1’égalité par le monoéme x® et en faisant la somme
sur o € Ni,;, on obtient :

> car®— A= Z Xj, > Ca®), VxR,
a€eNg, a€ENZ,
qui correspond a :
e — = Zgj T)Vd—v, ( dev() VaxeR"

2
En factorisant chaque matrice X; = Z qjlqjj-; pour t; € N, on obtient :
=1

, VreR"

Adr—\= ZQJ Zg]

ot 0j € X[r]g—y, est le polynome SOS qul(:z:)2 pour j =0,---,r. Le Probléme dual (4.56|) peut

donc se réinterpréter en termes de la recherche de A et de polynémes SOS solutions du probléme
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d’optimisation suivant :

A= sup A
A’{U]'} (4 )
4 .60
sous CT:U —A= ZO’(:E)gj(.CU), 0j € Z(x)d—vja J = 17 e, T
j=0

Remarque 28.
Le Probléme d’optimisation SDP (4.60) est un probleme d’optimisation plus contraint que le Pro-
bleme (4.38) de la Remarquepuisque la contrainte de positivité sur l’ensemble K est remplacée par

T
la contrainte plus restrictive exprimée sous forme de certificat de positivité clo — X = Z o(z)gj(x),
j=0
pour des polynomes SOS o de degré borné par 2(d — vj) pour j = 0,--- ,r. Cette observation est
cohérente avec le fait que le Probleme primal (4.48) est lui-méme une relazation du Probléme initial
(14.33) puisque la théorie de la dualité lagrangienne impose que la relaxation d’un probléme primal
mduise que son dual soit plus contraint.

4.4.6 Quelques exemples illustratifs

A des fins de comparaison, nous reprenons les quatre exemples numériques didactiques et aléa-
toires utilisés dans la section précédente pour analyser la méthode SDR.

Exemples en 2 dimensions

Exemple 12.

1- Pour la relazation d’ordre 1, nous retrouvons bien l'optimum global au point 7 = 0,
x5 = 5.

FIGURE 4.9 — Exemple 1 : domaine réalisable et solution optimale (z7,z3) = (0,5).

2- Pour la relaxzation d’ordre 2, nous retrouvons bien l'optimum global au point x7 = 3.04,
x5 = 0.6186 qui est un des sommets du domaine réalisable qui est non conveze.
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FIGURE 4.10 — Exemple 2 : domaine réalisable et solution optimale (z7,x3) = (3.04,0.62186).

3- Pour la relaxation d’ordre 2, nous retrouvons bien l’optimum global au point 7 = 0.715,
x5 = 3.7.

FIGURE 4.11 — Exemple 3 : domaine réalisable et solution optimale (z},z%) = (0.715,3.7).

4- Dans cet exemple, l'optimum est obtenu, pour la relaxation d’ordre 1, au point x7 = 0,
x5 = 0.4 qui est le sommet en haut et a gauche du polytope des contraintes linéaires.
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FIGURE 4.12 — Exemple 4 : domaine réalisable et solution optimale (z7,x3%) = (0,0.4).

Dans les cas 1 et 4 pour lesquels Uoptimum global est un sommet du polytope des contraintes
linéaires, la relaxation d’ordre 1 (on rappelle qu’elle est identique dans ce cas a la relazation
SDP classique) suffit pour obtenir un certificat numérique d’optimalité globale. Pour les cas 2
et 8 pour lesquels loptimum global est atteint sur la frontiére d’un des ellipsoides (cas 3) ou a
Uintersection de deux ellipsoides (cas 2), il est nécessaire d’aller jusqu’a la relazation d’ordre 2.
Cela s’explique aisément du fait que la relaxzation d’ordre 1, étant identique a la relazation SDP
classique, donne le minimum d’un probleme d’optimisation dans lequel seules les contraintes
convexes sont encore présentes. Dans les cas 1 et 4, Uoptimum global calculé serait le méme en
l’absence des contraintes non convexes qui ne jouent pas de role dans ce cas.

Exemples aléatoires en n dimensions

La encore, et toujours & des fins de comparaison, nous reprenons exactement les données des
exemples aléatoires de la Section [£.3.3] Ces données sont mises a 1'échelle afin que I’ensemble réa-
lisable du probléme d’optimisation associé soit contenu dans une boite [—1,1]” pour permettre un
meilleur conditionnment numérique des données fournies au solveur SDP. Dans le tableau suivant,
nous donnons le nombre de variables n non nulles a 'optimum calculé, le nombre de contraintes
quadratiques N, 'ordre d de la relaxation pour laquelle une solution optimale a été certifiée numé-
riqueme par le solver, le temps CPU mesuré approximativement par MATLAB() pour résoudre le
probléme SDP issu de la relaxation ainsi que la valeur du critére a 'optimum calculé f].

Exemple 13.
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Case | Caractéristiques de la solution
# |n| N |d|CPU (s I
2D1 |2 (103 3.9 0.84
2D2 11303 1.91 2.17
3D | 217 |4 1.82 1.45
4D | 1|10 3 1.94 0.0891
5D [ 111013 8.36 0.5074

8D | 0] 6 | 3| 41.22 0

TABLE 4.3 — Quelques résultats d’exemples aléatoires

Sur ces problémes, la hiérarchie de relaxations SDP fonctionne bien pour des dimensions
faibles mais son efficacité, en termes de temps de calcul, décroit rapidement avec l’augmentation
de la dimension du probléme. L’augmentation du temps de calcul avec l’augmentation de la
dimension du probléeme limite également fortement les chances de calcul effectif de 'optimum
global du fait que l’on ne peut recourir & des relaxations d’ordre trés élevé en cas d’échec pour
les premaieres relaxations. Toutefois, comme on peut le constater a la lecture de la Table
Uaugmentation de la dimension du probléme entraine également un écart plus important de sous
optimalité de la part de la méthode SDR.

Exemple 14.

Case | Caractéristiques de la solution
# |n| N|d|CPU (s I
2D1|1|10]5 1.55 1.3703
2D 221|303 1.56 0.6527
3D | 1]17 |4 2.12 0.5402
4D |1 1]110 |4 4.76 0.5
5D | 1110 |4 17.64 1.142
8D | 1] 2 |4| 1633.5 | 3.1623

TABLE 4.4 — Quelques résultats d’exemples aléatoires difficiles

Les conclusions concernant ces exemples plus difficiles sont confirmées et accentuées puisque
la limitation en dimension de la méthode des moments est encore plus marquée pour ces exemples
ot la solution « facile » a été écartée par construction.
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4.5 Un algorithme par subdivision fondé sur la méthode de ’ellip-
soide

4.5.1 Introduction

Dans cette section, nous proposons un algorithme direct qui emprunte & la fois aux méthodes par
intervalle pour l'optimisation globale, aux méthodes de subdivision et aux algorithmes de branch
and cut. A partir d’un ellipsoide initial défini dans ’espace des variables de décision et incluant le
domaine réalisable initial, I'idée est de générer une séquence d’ellipsoides de taille plus restreinte par
génération de plans de coupe et qui va converger vers un ellipsoide d’une taille fixée par la précision
recherchée et incluant le minimum global du probléme QCLP étudié. Le cceur de I'algorithme repose
donc sur l'algorithme classique de 1'ellipsoide. Cet algorithme a originellement été introduit dans
la littérature scientifique soviétique par D.B. Yudin et A.S. Nemirovski dans les articles conjoints
[108], [109] pour une application a optimisation de fonctions convexes non nécessairement différen-
tiables puis explicité dans la référence [98]. Son adaptation & la résolution de systémes d’inégalités
linéaires a ensuite été publiée par L.G. Khachian [69], référence devenue particuliérement renommeée
puisque l'algorithme proposé est en temps polynomial, permettant ainsi également de montrer que
la programmtion linéaire définit une classe de problémes pouvant étre résolus en temps polynomial.
On pourra se reporter a la référence [19] pour une présentation détaillée des différentes étapes his-
toriques du développement de cet algorithme ainsi que pour obtenir tous les détails techniques des
différentes variantes de l'algorithme. Nous ne reproduisons pas ici tous ces détails mais rappelons les
éléments essentiels et indispensables a la compréhension de 1'algorithme proposé en nous appuyant
sur [19] et [26],

4.5.2 Meéthode de I’ellipsoide pour la minimisation d’une fonction convexe

Dans un premier temps, nous présentons le principe général de ’algorithme de I’ellipsoide dans
la cadre de la minimisation d’une fonction convexe f : R™ — R non nécessairement différentiable
dans tout son domaine de définition. L’idée est de construire une séquence d’ellipsoides de R", de
taille décroissante, qui contiennent tous un minimiseur de la fonction f en utilisant le fait que pour
un sous-gradient calculé en un point, il est possible d’identifier ou de calculer (a I’aide d’un plan
sécant) un demi-espace contenant ce point et ne contenant aucun minimiseur de f.

Remarque 29.
En dimension n = 1, Ualgorithme de [’ellipsoide est exactement l’algorithme de bisection stan-

dard.

Soit I’ellipsoide £*) donné & litération k et contenant un minimiseur de f. L’itération basique
de l'algorithme de l'ellipsoide consiste en deux étapes, répétées de maniére itérative jusqu’a la
convergence définie par une précision recherchée :

1- Calculer un sous-gradient h(¥) € 9f(x*)) en le centre z*) de Dellipsoide ;

2- Calculer Pellipsoide £#%1) de volume minimal contenant le demi ellispoide

E® N {z | AP (2 — 2™ <0}

qui contient un minimiseur de f.
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FI1GURE 4.13 — Illustration d’une itération de la méthode de ’ellipsoide pour la minimisation d’une
fonction convexe f.

Si l'on regarde chaque étape en détail, la premiére est trés simple dans notre cas puisque la fonction
objectif est linéaire, donc différentiable et le calcul du sous-gradient donnera le vecteur ¢ & chaque
étape. La clarification de la deuxiéme étape nécessite de montrer comment calculer I’ellipsoide de
volume minimal contenant le demi ellipsoide incluant un minimiseur de la fonction. Un ellipsoide £
de centre z. est I’ensemble défini par :

E= {z D (2 — :cc)TP_l(z —xc) < 1} , (4.61)

ol la matrice P > 0 fixe la taille, la forme et 'orientation de ’ellipsoide. Le volume de ’ellipsoide
n/2

est calculé & partir du volume de la boule unité de R comme vol(&) = m det(P) ou T

est la fonction Gamma [45]. L’ellipsoide de volume minimal contenant le demi ellipsoide défini par :

{z : (z— )Pz —2.) <1, W (2 —x.) < 0}, (4.62)
est donné par :
Eonin = {z D (r— )T —ah) < 1} , (4.63)
ou 1
+
T = Te— ,
P2 (4.64)
pt = P — PhhTP ),
n?—1 n+1
1

avec i~1, le sous-gradient normalisé h = h. Les Equations (4.64]) permettent de faire la mise

vVhTPh
a jour des ellipsoides dans l'algorithme et I’équation du centre mis & jour x} correspond a un pas
dans la direction de I'opposé du sous gradient dans les coordonnées définies par P. L’algorithme de

base de la méthode de I'ellipsoide peut donc s’écrire comme suit en pseudo-code.
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Algorithme 8 ELLIPSOIDOBJECTIVE(n, P, 2(0) £ ¢)

Entrée: Dimension du probléme n, Ellipsoide initial (P(), z(0)) contenant z*, fonction objectif f,
précision finale €
Sortie: & approximation de z* = arg min f
1: k<0

2. tant que VAKT PRR(F) < ¢ faire

3:  Calculer un sous gradient h®) € 9 f (%))

- h(k)
4: h +
h(E)T p(k) (k)
5 aht) g pj,
n+1
n2
6:  PRHD (P — P®EpRT pR))
2-1 n+1

n
7. k+—k+1
8: fin tant que

Remarque 30.
L’algorithme de lellipsoide n’est pas un algorithme de descente et il est donc intéressant de
garder une trace du meilleur optimum calculé :

b =, min f(a)). (4.65)

Remarque 31.
L’algorithme de ellipsoide est un algorithme convergent :

. k
lim il = 7. (4.66)
Une démonstration détaillée de la convergence peut étre trouvée dans la référence [20)].

Remarque 32.
Le critere d’arrét VAR PFLKE) < ¢ de l’Algom'thme@ se déduit du fait que pour tout point

minimiseur z* € E®) on q
fr=cat > fa®) + 07 (@ — 2 ™),

ce qui conduit @

f(x(k)) — f* _h(k)T(m* — x(k))

N

< max —h®" (z —2W)
ze&k)

= BT pk)p (k)

La derniére égalité est facilement obtenue en résolvant le probléme de maximisation sous la contrainte
d’appartenance a Uellipsoide qui est un probléme d’optimisation conveze.

Ainsi, la condition VhF)T PRRF) " < ¢ garantit que f(x(k)) approzime f* avec une précision fixée
par €.
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Sil’on dispose, pour chaque itération k, d'une borne supérieure sur le cotit optimal : f* < fr, < f ()

Par définition du sous-gradient h € 0f(x), nous avons :

f(2) = f(z) + ' (z —x),

pour tout z et donc, si z* est un minimiseur de la fonction, on a :
W (= a)+ f(@) < J* < Fh
Il est donc possible d’exclure le demi-plan {z | KT (2 — ) > fbest f (x)} qui est tel que :
{z | W1 (2 — ) > féﬁit — f(x)} S {z|h'(z—2z)>0},
sif (ZE(k)) > fégt On réalise ainsi une coupe profonde (deep cut, cf. Figure ) a chaque étape.

Dans cet aménagement de Palgorithme de base, Pactualisation de Pellipsoide EFF1) a chaque itéra-
tion est faite en calculant I’ellipsoide de volume minimum qui contient ’ensemble :

D0 fz | WO (@ = 2®) < £ — Fa)), (4.67)
et qui est caractérisé par son centre 2 D) et la matrice P*+Y .
L) ) 1 ++”lo‘ PERE.
n
) ) (4.68)
prny _ =07 (g 20409) Lo m7mT p
n?—1 (n+1)(1+ ) ’
ou
o a®)
BT pR) (k)"
A 1 (k)

3

/

44/

-

5o

|
|
.
|
|1 (k+1
|
|

\

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
J,U.'I +
|
|
|
|
Ek+1)

R e af(zk)

FIGURE 4.14 — Algorithme de D'ellipsoide avec une coupe profonde.

112



Dans le cas de l'utilisation de coupes profondes, I’Algorithme [§] de I’ellipsoide de base se décline
comme :

Algorithme 9 ELLIPSOIDOBJECTIVE(n, PO, 2(0) £, féﬁgt, €)

Entrée: Dimension du probléme n, Ellipsoide initial (P(O), :1:(0)) contenant x*, fonction objectif f,
une séquence de bornes supérieures fégt, précision finale e.
Sortie: & approximation de x* = argmin f
1: k<0
2: tant que VAK)" PR (k) < ¢ faire

3. Calculer un sous gradient h(*) e 8]"(5[:(’c )
4:  Mettre a jour la borne supérieure fb st

5: o 4— f(x(k)>

h(E)T p(k) (k)

- h(k)

6:

h(E)T p(k) (k)
) ) LT b

) n—+1
n 2(1 4+ na) -
. (k+1) 2 (ky___— "\ 7 pk)jR,ET plk)

R R (R K
9: k+—k+1

10: fin tant que

Cet algorithme peut également étre utilisé pour des problémes de minimisation d’une fonction
convexe sous des contraintes inégalité. En effet, parmi les premiers travaux sur cet algorithme, on
retrouve les résultats de Khachian [69] qui a développé cet algorithme pour identifier des solutions
réalisables pour un systéme d’inégalités linéaires (cf. Figure .

agr = ag x(k+1)

g(k+2)

—
5(k+1) (lgI: ba

FIGURE 4. 15 - Méthode de Dellipsoide pour tester la réalisabilité d’un systéme de deux inégalités
linéaires al x > by et alx > bo.

Cet algorithme peut ainsi étre étendu a la résolution d’un probléme d’optimisation convexe avec
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des contraintes inégalité :

min T
min  f(z) (4.69)
sous gi(z)<0,i=1,---,m.

L’idée est toujours de générer une séquence d’ellipsoides de volume décroissant qui contiennent tous
un minimiseur réalisable de la fonction f. Deux types d’itérations sont ainsi introduits. Le premier
type est identique a celui déja défini dans 'algorithme basique de l'ellipsoide et peut étre défini
comme une coupe (éventuellement profonde) par rapport a I'objectif alors que le second définit une
coupe par rapport & une contrainte violée et peut étre identifiée comme une itération relative a
une contrainte. Dans cette derniére, tous les points écartés par la coupe sont non réalisables alors
que lors de l'itération relative a 'objectif, les points écartés sont tels qu’ils donnent un objectif
plus grand ou égal & 'objectif correspondant & I'itéré courant. Nous présentons donc le principe de

I’algorithme écrit en pseudo-code avec des coupes profondes.

Algorithme 10 METHODE DE L'ELLIPSOIDE (CONTRAINTES)

Entrée: Ellipsoide initial (P(®, 2(®)) contenant 2* réalisable, fé:gt = (gl%in . f(#9) séquence de bornes supérieures
=01,

Sortie: & approximation de * = argmin f sous g;(z) < 0

1: k<0
2: tant que z(® n’est pas réalisable faire
3: si g;(z(®*) >0 pour i alors
4: Calculer un sous gradient »(*) cag; (=)
5 [ACO P 1 () B
Ve()T p(k) (k)
6: ou—igi(m(k)
VT ple) (k)
7 sinon
8: Calculer un sous gradient h(*) € af(ac(k>)
9: Rk n®
Va()T p(k) (k)
10: Actualiser *),
11: e @)D
VT p(k) (k)
12: fin si
13: oD g 1 pU)j(h)
2 ~ ()T T
14: pk+1) 7571 (17042)(13(’“), (fii*)’(’;‘?l) p(k) | (k) j (k) p(k)>

15: kk+1
16: fin tant que

En se fondant sur ces principes généraux, un algorithme ellipsoidal de type Branch and Bound
est proposé pour résoudre le Probléme d’optimisation non convexe (4.33]).

4.5.3 Un algorithme ellipsoidal

Nous présentons ’algorithme général en pseudo-code. Il fait appel & des sous routines dont le
pseudo-code est également donné en suivant. Il est & noter que seules les coupes simples et non les
coupes profondes (deep cuts) ont été implantées dans cette version préliminaire de la mise en ceuvre
de lalgorithme.
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Algorithme 11 BRANCHANDBOUNDELLIPSOID(n, ELLIPSOIDSLIST, LINEARCONSTRLIST, c,
kMaxa VMin)

Entrée: Dimension n, contraintes quadratiques non convexes ELLIPSOIDSLIST, constraintes linéaires LINEARCONS-

TRLIST, objectif linéaire ¢, paramétres de boucle knmax, VMin)-

Sortie: Centre de Dellipsoide final et cott (0m,m).

1:

©

10:
11:
12:
13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

{Démarrer avec une sphére dans laquelle Uhypercube [—1,1]" est inscrit}
Py < nl,
0 (O,...,O)
k<+1
L[k} — (Po,Oo)
m < +00
tant que k < kymax and k > 0 faire
(P, 0) «+ LIk]
si VoLuMEELLIPSOID(n, P) < Vinn alors
Lkeep < (P, O)
k+—k—-1
sinon
{ Utiliser algorithme de Uellipsoide afin de réduire ’ellipsoide courant par rapport auz contraintes linéaires,
jusqu’a ce qu’aucune réduction me soit possible : le centre est un point réalisable ou l’ellipsoide est comple-
tement non réalisable}
(P, 0) <~ CUTELLIPSOIDLINEARCONSTRAINTS(n, P, 0, LINEARCONSTRLIST)
si P =0 alors
k+—k—-1
fin si
{Tester la réalisabilité du centre courant par rapport auz contraintes non convezes}
si ISFEASIBLE(0,ELLIPSOIDLIST) alors
{Mettre & jour le minimum courant}
si m > min(m, ¢’ o) alors
m < min(m, ¢’ o)
Om < 0
fin si
{Reduire l’objectif par la méthode de Uellipsoide sans contrainte}
(P, 0) +~CuTELLIPSOIDOBJECTIVE(n, P, 0, ¢)
Lk] < (P, o)
sinon
{Si le centre de Uellipsoide courant n’est pas réalisable pour les contraintes non convexes, subdiviser}
(P1, 01, P2,02) + BisecTELLIPSOID(n, P, 0)
L[k] < (Pl,Ol)
k+—k+1
L[k‘] “— (P2,02)
fin si
fin si
fin tant que
retourne (o, m)

Algorithme 12 VOLUMEELLIPSOID(n, P

Entrée: Dimension n, Matrice P).
Sortie: volume v of ellipsoid X' PX < 1.

1: v+
2:

det(P)ﬂ'n/Q
T(n/2+1)
retourne v
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lgorithme 13 CUTELLIPSOIDLINEARCONSTRAINTS(n, Py ,09, LINEARCONSTRLIST)

Entrée: Dimension n, (Py,00) pour lellipsoide (X —o00)"Po(X — 09) < 1, constraintes linéaires LINEARCONSTRLIST.
Sortie: (P,0) pour le nouveau ellipsoide (X — o)’ P(X — o) < 1.

1

: { Utiliser Ualgorithme de lellipsoide afin de réduire lellipsoide courant par rapport auz contraintes linéaires,
jusqu’a ce qu’aucune réduction ne soit possible : le centre est un point réalisable ou ’ellipsoide est complétement
non réalisable}

2: k<« 0

3: tant que oy n’est pas réalisable faire

4: si g;(ox)>0 pour g; €ELINEARCONSTRLIST alors

5: Calculer le gradient ¢*)=ag; (o},)

6: si g;(ox)> Vg™ T P alors

7 { Terminer Ualgorithme si tous les points du nouveau ellipsoid violent le contraint i}
8: retourne (,0)

9: sinon "

10: g(meim

11: Ok4140 —ﬁpkg(’“

12: Pk+1%pf%(Pk*ﬁPké(k)g(k)TPk>

13: kk+1

14: fin si

15: finsi

16: fin tant que

17: retourne (Py,or)

Algorithme 14 CUTELLIPSOIDOBJECTIVE(n, Py ,00, ¢)

Entrée: Dimension n, (P, 00) pour Pellipsoide (X — 00)’ Po(X — 00) < 1, objective linéaire c* X.
Sortie: (P,0) pour le nouveau ellipsoide (X — 0)'P(X — o) < 1.

{Reduire l'objectif par la méthode de Uellipsoide sans contrainte}
Le gradient est simplement g=c

- C
e VT Pye

0400 — n,-1¢-1 Pyé

Pt (A g o )
retourne (P,o0)

A

lgorithme 15 BISECTELLIPSOID(n, Fy ,00)

Entrée: Dimension n, (Py,00) pour ellipsoide (X — 09)'Po(X — 00) < 1.
Sortie: Deux ellipsoides (P1,01) et (P2,02) qui contient ellipsoide initial (X — 00)'Po(X — 00) < 1.

1:

{Couper en deuzx en utilisant la méthode de ’ellipsoide en function de la normale au plus long aze.}

g < le vecteur propre de Py correspondant & la plus grande valeur propre de P.
- g
i

V9T Pog
o1 Poo—%ﬂpog

2 2 =T

Pre 5= (Po- gy Poaa " Fo)
02‘*004’%“1305
Py« Py

retourne (Pi,01), (P2,02)

4.

5.4 Quelques exemples illustratifs

Pour illustrer le fonctionnement et l'efficacité (ou ses limites) de la méthode de subdivison par

ellipsoide, nous reprenons les 4 exemples en dimension 2 qui ont servi d’illustration pour la méthode

SDR et celle des moments ainsi que les exemples construits aléatoirement en dimensions supérieures.
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Dans le premier cas pour lequel il est possible de représenter le domaine réalisable ainsi que la
solution optimale, nous donnons le nombre d’itérations de la boucle principale de I’Algorithme
ainsi que la valeur du paramétre v, sortie de la fonction VOLUMEELLIPSOID qui définit en partie la
précision de la solution trouvée. De plus, un échantillonnage de points réalisables tirés aléatoirement
est également tracé sur la premiére figure qui représente les ellipses d’exclusion et le polytope
réalisable (en noir). Le point optimal est représenté par un cercle sur cette figure. Une deuxiéme
figure donnant également les différents ellipsoides générés par ’algorithme est proposé. Cette figure
permet d’avoir une meilleure idée de la maniére dont se passe la recherche avec l'illustration claire
de la concentration d’ellipsoides de taille de plus en plus faible autour du point final.

Exemples en 2 dimensions

Exemple 15.
Les données des 4 exemples en deux dimensions ne sont pas rappelées puisqu’on peut les retrouver
a UExemple[]] et a ’Exemple [3
1- L’Algorithme fournit un optimum au point x7 = 0.0031, x5 = 4.9932 apres 3752
itérations de la boucle principale pour v = 1.1075,

T2

FIGURE 4.16 — Exemple 1 : domaine réalisable et solution optimale (x7, z3) = (0.0031,4.9932).
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FIGURE 4.17 — Exemple 1 : suite d’ellipsoides et solution optimale (z7,x%) = (0.0031,4.9932).

2- L ’Algorithmefoumit un optimum au point x7 = 3.105, 25 = 0.61 apres 9590 itérations
de la boucle principale pour v = 0.01.

2
o

T

FIGURE 4.18 — Exemple 2 : domaine réalisable et solution optimale (z7,x3) = (3.105,0.61).
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FIGURE 4.19 — Exemple 2 : suite d’ellipsoides et solution optimale (z7,z%) = (3.105,0.61).

3- L’Algorithme fournit un optimum au point x7 = 0.7341, x5 = 3.6850 apres 7188
itérations de la boucle principale pour v = 0.01. Il est a noter que pour gagner un ordre
de grandeur en précision en fizant v = 0.001, il est nécessaire de réaliser 36662 itérations
pour obtenir une solution optimale effectivement plus précise et donnée par x] = 0.7132,
x5 = 3.6975. Cette difficulté peut s’expliquer par la non connexité du domaine réalisable
qui est clairement illustrée par la Figure[{.21) avec deux foyers de concentration d’ellipses
clairement distinguables et correspondant auzr deux domaines réalisables.

2

Lo

x1

FIGURE 4.20 — Exemple 3 : domaine réalisable et solution optimale (z7, z5) = (0.7341, 3.6850).
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T

FIGURE 4.21 — Exemple 3 : suite d’ellipsoides et solution optimale (z7,x%) = (0.7341, 3.6850).

4- L’Algorithme fournit un optimum au point x7 = 0.0022, x5 = 0.5457 apres 3609
itérations de la boucle principale pour v =1.10"%.

08

04

02

T2

02

-0.6

08 | | | | | | | |
-0.8 -0.6 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

FIGURE 4.22 — Exemple 4 : domaine réalisable et solution optimale (z7, z5) = (0.0022,0.5457).
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FIGURE 4.23 — Exemple 4 : suite d’ellipsoides et solution optimale (7, x%) = (0.0022,0.5457).

Exemples aléatoires en n dimensions

Dans les deux Tableaux et nous donnons, pour chaque cas identifié par son label, la
dimension du probléme n (nombre de variables de décision), le nombre e contraintes quadratiques
N, deux choix du paramétre de précision Vigy, 1ié & la taille de ellipsoide final, le nombre d’itérations
It de la boucle principale, le temps CPU en secondes tel qu’il est estimé par une fonction propre
a MATLAB(© , la valeur optimal du critére obtenue avec la méthode des moments et la valeur du
critére optimal obtenue avec la méthode de subdivision.

Exemple 16.

Le Tableau .5 présente des résultats relativement attendus et conformes en partie & la méthode
SDR en termes de précision puisque l’on retrouve une bonne précision des résultats quand la
dimension du probleme est faible et une moindre précision pour les dimensions supérieures qui
réclament également un réglage plus fin du parametre de précision Vg, pour un temps de calcul
qui peut croftre rapidement a la différence de la méthode SDR pour laquelle celui-ci reste la
plupart du temps raisonnable. Il est important de remarquer que | ’exemple en dimension 8 pose
une difficulté numérique & la méthode qui ne peut trouver qu’une approrimation grossiére de
la solution alors que celle-ci est relativement facile a trouver (cf. méthode SDR et méthode des
moments). Cela peut s’expliquer par la nature de l'optimum qui est l'origine de l’espace des
variables de décision et par le principe de la méthode de subdivision qui pour des valeurs trés
faibles de loptimum sera en échec partiel.
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Case Caractéristiques de la solution

# n N VMin It CPU (S) f; :11
2D 1| 2|10 0.004 3280 2.5 0.84 | 0.88
2D 1| 2|10 0.0004 19942 15.6 0.84 | 0.85
2D 2| 2|30 0.004 187 0.6 2.17 | 2.26
2D 2| 2|30 0.0004 680 1.3 217 | 2.18
3D | 3|17 0.004 11023 14.1 1.45 | 1.50
3D | 3|17 0.0004 142024 | 160.73 1.45 | 1.48
4D | 4 | 10 0.0004 8392 8.02 0.0891 | 0.60
4D | 4 | 10 0.00004 167812 144.2 0.0891 | 0.38
5D | 5|10 0.00004 62 0.26 0.5074 | 1.93
5D | 5 | 10 | 0.000000004 | 26580 26.1 0.5074 | 0.88
8D | 8] 6 0.0004 26 0.1 0 0.69

TABLE 4.5 — Quelques résultats d’exemples aléatoires

Exemple 17.
Pour ces exemples plus difficiles, nous retrouvons les conclusions précédentes accentuées
avec des temps de calcul relativement tmportants pour atteindre une précision relative pour
les exemples d’une dimension plus importante. Ces temps de calcul correspondent ¢ une
implémentation basique de la méthode qui peut sans doute étre trés largement améliorée
avec la mise en place de différentes stratégies plus fines (deep cuts par exemple).

Case Caractéristiques de la solution

# n| N VMin It CPU (S) f; :11
2D1[2[10| 0.004 | 3222 2.53 | 1.3703 | 1.45
2D 1210 0.0004 | 24589 | 17.12 | 1.3703 | 1.40
2D 2|2 ]30] 0.0004 | 1301 218 | 0.6527 | 0.68
2D 2| 230000004 | 13054 | 1815 | 0.6527 | 0.66
3D [3[17] 0.004 | 8464 10.52 [ 0.5402 [ 0.74
3D [3[17] 0.0004 | 178586 | 196.33 | 0.5402 | 0.59
4D [4]10] 0.0004 | 5154 5.45 05 ]0.61
4D [ 4]10]0.00004 | 168833 | 171.6 05 ]0.54
5D [5] 5 [ 0.004 121 0.4 1.142 | 2.55
5D [ 5] 5 [ 0.0004 | 1763 2.08 1142 | 191
5D [ 5] 5 [0.00004 | 54001 [ 55.15 | 1.142 [1.72
8D | 8] 2 ] 0.0004 | 7652021 | 6181.3 | 3.16323 | 4.19 |

TABLE 4.6 — Quelques résultats d’exemples aléatoires difficiles
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4.6 Notes d’implémentation et conclusions

Toutes les expérimentations numériques ont été faites sous MATLAB(©) avec différentes boites
a outils officielles (Statistics and Machine Learning) ou libres (Yalmip, GloptiPoly) et avec le sol-
veur SDP MOSEK(© pour les méthodes des moments et SDR. Ce dernier n’est pas libre mais est
actuellement le plus performant en termes de temps de calcul. Il peut toutefois étre remplacé par
un solveur libre du type SDPT3 [103] par exemple. La construction du probléme SDP a été faite
a l'aide de l'interface Yalmip pour lequel il y a peu d’équivalents. La suite CVX [56], [57] fournit
une alternative sans doute moins compléte en termes de modélisations (en particulier concernant les
hiérarchies) et de solveurs SDP pris en compte. Il est important également de disposer d’une librairie
de fonctions de base d’algébre linéaire (factorisation de Cholesky, forme échelonnée, décomposition
de Schur...).

Concernant les premiers résultats numériques, il apparait que la méthode qui semble réaliser le
meilleur compromis entre efficacité numérique, précision de la solution et facilité d’implémentation
soit la méthode SDR. La méthode de l’ellipsoide parait la plus simple & mettre en ceuvre du fait
qu’elle ne réclame que trés peu d’outils spécifiques (outils d’algébre linéaire) mais elle parait étre
assez rapidement prohibitive en temps de calcul quand la dimension augmente. La méthode des
moments qui est la seule fournissant une garantie pour 'optimalité globale de la solution apparait
trés limitée par la charge de calcul nécessaire quand la dimension augmente et ne permet pas de
conclure dans tous les cas du fait de la limitation en nombre de variables de décision des solveurs
SDP actuels. L'implémentation actuelle des moments dans la base des monémes induit sans doute
également des limitations & la résolution numérique. De plus, cette méthode nécessite de nombreux
outils complémentaires (manipulation symbolique de polynémes, solveur SDP efficace, interface
pour construire le probléme des moments et faire le lien avec les mesures) essentiellement accessibles
actuellement dans un environnement MATLAB(©).

Il est important de souligner que les résultats présentés sont trés préliminaires dans le sens ot les
implémentations des méthodes sont trés basiques. Méme s’il semble que les nombreuses améliorations
portant sur la mise en ceuvre ne soient pas de nature a changer fondamentalement le bilan, il n’en
reste pas moins qu’un travail numérique spécifique sur chaque algorithme permettrait de tirer des
conclusions plus définitives. Au dela de ces aspects pratiques, il est également essentiel de rappeler
que ces méthodes s’appliquent 4 un probléme d’optimisation résultant de choix de modélisation
reposant eux-mémes sur des hypothéses restrictives. Une réflexion plus approfondie sur ces choix
et ces hypothéses, qui n’était pas dans le périmétre de I'étude, serait essentielle afin de valider de
maniére plus compléte les résultats de ce rapport.

Enfin, nous ne prétendons pas avoir épuisé les choix de méthodes possibles pour aborder la
résolution des ces problémes quadratiques pour lesquels de nombreux heuristiques existent dans la
littérature. D’autres approches, comme celles relevant de ’optimisation probabiliste et prenant en
compte explicitement le caractére stochastique du probléme (cf. la thése de Romain Serra [96]),
auraient également pu étre analysées.

123



Annexe A

Les repéres de référence

A.1 Le repére géocentrique équatorial

Le repére géocentrique équatorial Riy, = (O, Ux,,, Uy, , Uz, ) est défini comme un repére pseudo-
inertiel dans [I04] par exemple, sous le nom Geocentric Equatorial Coordinate System ou Earth
Center Inertial, dont I'origine est située au centre de la Terre, représenté par le point O et dont la
base associée Bj, est définie par les vecteurs [uy,, , Uy;,, Uz,] OU :

- Uz, pointe vers le pole nord terrestre suivant I’axe de rotation de la terre,

- Ux,, indique le point d’équinoxe vernale v (point d’intersection ascendant ou nceud ascen-
dant) porté par la droite obtenue par l'intersection entre le plan de 'écliptique (plan dans
lequel se déplace la terre dans son mouvement autour du soleil) et le plan de I’équateur
terrestre,

- laxe (Or,dy;,) qui compléte le triedre orthogonal direct,

Ce systéme de référence est illustré par la Figure
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Soleil iz,
¢ T) Rotation de la Terre

Terre
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l

Plan de I’équateur

Y
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=}

ﬁXin
Point vernal ~

FIGURE A.1 — Repére géocentrique inertiel

Une position dans ’espace est repérée par ses trois coordonnées cartésiennes x, y et z ou par
ses trois coordonnées sphériques r (distance radiale), a (ascension droite) et ¢ (déclinaison) reliées

entre elles de la fagon suivante et illustrées par la Figure

T = 7 c0SJd Cos
Yy = rcosdsina,

z = rsind.

Les relations inverses s’écrivent :

r= 2+ y222,

= avctan )
o = arctan | = |,
T

z
6 = arctan | — |,
Va? 4 y?

ol « est choisi tel que a € [—90°,90°] pour = > 0 et « € [90°,270°] pour = < 0.
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Plan équatorial

FIGURE A.2 — Ascension droite « et déclinaison 0 d’un point dans ’espace

A.2 Le repére périfocal PQW

Le repére périfocal est le repére naturel pour une orbite puisqu’il est centré au foyer de I'orbite
(centre de la terre dans le cas des orbites terrestres qui nous intéresse plus particuliérement) et
Rpqw = (Or,Up,Uq, tw) est défini tel que le plan des vecteurs (@p,tg) est le plan orbital alors
que le vecteur Wy est perpendiculaire au plan de l'orbite suivant le vecteur moment cinétique de
l'orbite [41]. La base associée est notée Bpgw, définie par les vecteurs [tip, U, Uy ] ol :

- Up pointe vers périgée suivant la ligne apsidiale,
- U est normal au plan orbital défini par les vecteurs position et vitesse, colinéaire au vecteur
moment cinétique i_i,
- le vecteur g compléte le triedre orthogonal direct et se trouve dans le plan de 'orbite & 7 /2
radians d’anomalie vraie du vecteur up.
Ce systéme de référence est illustré par la Figure
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F1GURE A.3 — Représentation des angles de rotation entre le repére géocentrique équatorial et le
repére périfocal.

Si & est un vecteur de 'espace de coordonnées :

Bin

dans la base géocentrique équatoriale et de coordonnées :

Tw Bpqw

dans la base périfocale, la transformation du repére géocentrique équatorial vers le repére pé-
rifocal peut étre obtenue par la séquence de rotations des angles d’Euler classique donnée par
[R3(w)][R1(7)][R3(2)] ou les matrices Ry(«), Ra(a) ,R3(cr) sont les matrices de rotation classiques
données par :

1 0 0 cosa 0 —sina cosae sina 0

Ri(a)=] 0 cosa sina |, Ro(a)= 0 1 0 , R3(a)=| —sina cosa 0
0 —sina cosa sinae 0 cosa 0 0 1

(A.5)
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o [ cosw sinw 0] [1 0 0 cosQ)  sinQ 0] [os
o = |—sinw cosw Of [0 cosi sini| |—sinQ cosQ 0] |0y ,
wl Bpow 0 0 1| [0 —sint cost 0 0 1| |0 B,
[ cosw cos Q) — cosi sinw sin
= [|—sinw cos — cosi cosw sin §) (A.6)
i sin4 sin €2

cosi cos§) sinw + cosw sin{)  sini sinw | | oy
cos? cosw cos§) —sinw sin{)  sin¢ cosw| |oy

—sini cos () cos 1 o
Bin

La transformation inverse est obtenue simplement par transposition de la matrice de transformation :

ol = R R @BQT |
921 8., Tw Bpow

A.3 Repéres orbitaux locaux

Les repéres locaux sont trés adaptés pour représenter les composantes des vecteurs et spécifi-
quement les accélérations dues aux perturbations. Ces repéres locaux nous permettent d’exprimer
la géometrie relative d’une formation de satellites.

A.3.1 Le repére orbital local RSW (RTN) de Gauss

Un repére local permettant de modéliser le mouvement relatif est le repére de Gauss Rrrn =
(Og,tiR,ur,tin) ou lorigine Og est le centre de masse du satellite et ses axes, pouvant étre notés
QSW (Q pour normalized radius, S pour second et W pour omega), RSW (R pour radial, S pour
second, W pour omega), RIC (R pour radial, I pour intrack et C' pour crosstrack) ou RTN (R
pour radial, T' pour transverse et N pour normal) comme dans [I04], sont définis par :

— l’axe t est normal au plan orbital défini par les vecteurs position et vitesse, colinéaire au

vecteur moment cinétique h (cross-track direction),

— l’axe iR est radial, colinéaire & la direction centre de la Terre - satellite,

— Daxe @y qui compléte le triedre orthogonal direct (along-track direction).

Le repére (S, iR, ir,Un), noté RrrN et la base associée Brpn sont illustrés sur la Figure .
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uXin

FIGURE A.4 — Repére orbital local de Gauss

Il est possible de définir le repére orbital local & partir de trois rotations transformant la base géo-
centrique équatoriale By, en une base orbitale locale Brrn. Celle-ci se déduit de la base géocentrique
équatoriale By, par la série de transformations suivantes (voir la Figure :

— une rotation autour de l'axe (O, tz,,) d’angle €,

— une rotation autour de l'axe (O, u,) d’angle i,

— une rotation autour de 'axe (Op,uy,) d’angle w + v,
ou 1, est un vecteur unitaire dans la direction de I'intersection entre le plan de ’équateur et le
plan de l'orbite et ) est un vecteur directeur perpendiculaire au plan de I'orbite. La Figure
montre ces rotations dans l'espace et la Figure [A7] présente les rotations planes associées & ces
transformations. On a ainsi les coordonnées de ces vecteurs de base dans la base inertielle B, :

Si & est un vecteur de ’espace

[ cos (w+ V) cosQ — cosi sin (w + v) sinQ

cos (w+ v) sinQ + cosi sin (w + v) cos§? |,
sini sin (w + v)

—cosi cos (w~+v) sin Q2 —sin (w + v) cos 2

cosi cos (w+v) cosQ —sin (w4 v) sinQ |, (A7)

sini cos (w + v)

sin¢ sin €2

—sin¢ cos (2
COS %

de coordonnées :

Ox

QL
Il
Q

<
>

x

Oz Bin
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dans la base géocentrique équatoriale et de coordonnées :

G= | o , (A.9)
In BrTN

dans la base orbitale locale, la transformation des coordonnées exprimées dans la base orbitale locale
de Gauss en les coordonnées exprimées dans la base géocentrique équatoriale est donnée par :

uZin
A

Plan équatorial

[

Uux, in

Plan orbital

F1GURE A.5 — Représentation des angles de rotation entre le repére géocentrique équatorial et le
repére orbital local de Gauss. Notons que iy et iy, sont colinéaires.
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FIGURE A.6 — Rotations dans ’espace entre la base géocentrique équatoriale et la base orbitale

locale de Gauss.
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F1GURE A.7 — Rotations planes entre le base géocentrique équatoriale et la base orbitale locale de
Gauss.

o [cosQ —sinQ 0] [1 0 0 cos(w+v) —sin(w+v) 0] [o,
oy = [sin? cosQ 0| |0 cosi —sini| |sin(w+v) cos(w+v) Of |oy ,
o:1p. | 0 0 1] |0 sini cos? 0 0 1| |op Brern
[cos (w + 1) cosQ — cosi sin (w + v) sin
= |cos(w+v) sin€ + cosi sin (w + v) cos (2
i sin sin (w + v)
—cosi cos (w+v) sinQ —sin (w+ v) cosQ  sini sin ) oy
cosi cos (w+v) cosQ —sin (w+v) sinQ  —sini cosQ| | oy
sini cos (w + v) cos i On] B

(A.10)
Le repére orbital local de Gauss s’obtient alors par la translation de I'origine du repére géocentrique
équatorial telle que : OrOg = rig.

Ce repére est lié au satellite et ne doit pas étre confondu avec le repére appelé LVLH (Local-
Vertical-Local-Horizontal) Rrvig = (Os,Ux,y > Upy g UZny Ly ) dui est, en général, défini dans
la littérature avec pour origine Og, le centre de masse du satellite et les axes définis par :

- I'axe portant le vecteur iz, ,,, est radial orienté du satellite vers le centre de la terre,

- 'axe portant le vecteur wy,,,, est normal au plan orbital dans la direction opposée du
moment cinétique,

- l'axe portant le vecteur ux,, ,,, = Uy, .y N Uz, ., €St dans la direction de la vitesse et tel
que [Ux, s Uyyy s Uz, ) forme un triedre orthonormé direct.

Il est & noter que la littérature anglo-saxonne a des notations particuliéres pour le repére LVLH :

- T'axe portant le vecteur iz, ,, est appelé R-bar,

- I'axe portant le vecteur 4y, ,, est appelé H-bar,

- T'axe portant le vecteur Ux,,,; = Uy, .y N Uz, .y €St appelé V-bar.

A.3.2 Le repére orbital local NTW de Frenet

Dans le cas du mouvement perturbé par le frottement atmosphérique, le repére le plus naturel
est le repére NTW de Frénet Rorr = (Og, Un, Ur, Uy ) défini par son origine Og située au centre
de masse du satellite et les axes portant les vecteurs [ty U, U]

— L’axe portant le vecteur @y est toujours parallele au vecteur vitesse du satellite ¢ (in-track

direction) ;
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— Daxe portant le vecteur @y est perpendiculaire au plan orbital du satellite (cross-track di-
rection) ;
— Daxe portant le vecteur @y est tel que [Un, Uy, U] forme un triedre orthonormé direct.
Ce repére est également lié au satellite. Les formules de passage entre les deux bases locales Borg
et Borr sont données dans [94] par :

D8 lesinvir + (1+ )iin] !
= esin vilp ecosv)iy] =
V1 +e2+2ecosv

U
R vv/1 — e2

—

- lesinviy + (1 + ecosv)in],

n-a 1
g = —— |[(14+ecosv)iur —esinviy| = - [(1 4+ ecosv)ur — esinviy| .
V1 — e? I ) ] V1 + €2 + 2ecosv ( ) ]
(A.11)
ou réciproquement :
i (14 ccosy)g — esinvity
Uy = , ecosV)ir — esinvig|,
V1+ €2+ 2ecosv
(A.12)
. 1 . .
ur = - lesinvig + (1 + ecosv)ig] .

V1+e2 +2ecosv
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Annexe B

Les orbites képlériennes elliptiques

Cette annexe traite du mouvement keplerien en général, et plus particuliérement des orbites
elliptiques. Tous les résultats utilisés peuvent étre trouvés avec leur preuve dans [17].

B.1 Probléme de Kepler

Le probléme dit de Kepler consiste a résoudre le systéme différentiel suivant :

Ft) = (), (B.1)
5(t) = —Hﬁ”ﬁ(t), (B.2)
F0) = 7, (B.3)
70) = . (B.4)

ol () = %(2 et p est la constante de gravitation du corps autour duquel orbite le mobile & la position
7 dans un repére inertiel. Le vecteur ¥ est donc la vitesse.

Comme la force est dirigée selon le vecteur position, on parle de force centrale.

B.2 Nature des trajectoires

Les trois lois de Kepler, obtenues a l’origine empiriquement par ce dernier a 1’aide des observa-
tions de Tycho Brahé, sont vérifiables analytiquement. La premiére loi stipule que les trajectoires
sont planes : le mouvement a donc lieu dans le plan engendré par 7y et 5. De plus, la loi précise
que ces trajectoires sont des coniques.

Pour les orbites les moins énergétiques, il s’agit d’ellipses. Dans la suite, on supposera que 1’on
se trouve dans ce cas 1a et I'on notera a le demi-grand axe de l'ellipse et e son excentricité. Ces
quantités dépendent des conditions initiales selon les formules suivantes :
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B.3 Anomalies angulaires

Dans la résolution du probléme de Kepler, il est intéressant d’introduire deux angles : I’anomalie
vraie v et 'anomalie excentrique F. Ces paramétres angulaires apparaissent naturellement dans la
géométrie du probléme et sont représentés sur la Figure |B.1]).

F1GURE B.1 — Anomalies angulaires.

On peut prouver géométriquement ou analytiquement que :
7] = a(1 — e cos(E)). (B.7)

L’équation fait le lien entre la norme du vecteur position et I’anomalie excentrique, le signe
de E étant donné par celui de 7 .
Il est également possible de prouver que :

\/g(t —t,) = E —esin(E), (B.8)

ol t, est le dernier temps de passage au périapse (point de 'orbite le plus proche du corps central).
L’équation , dite de Kepler, permet de relier ’anomalie excentrique a la variable temporelle.
Elle donne immédiatement la seconde en fonction de la premiére, en revanche pour déduire la
premiére de la seconde il faut résoudre cette équation transcendante. Dans la pratique, on peut le
faire par une méthode de Newton-Raphson.

En dérivant I’équation de Kepler par rapport au temps, on obtient immédiatement :

E= \/c?3 1—ecos(E)’ (B.9)

Une fois 'anomalie excentrique calculée, on peut passer & 'anomalie vraie en utilisant les rela-

tions suivantes :
e —cos(E)

ecos(E) — 1’ (B.10)

cos(v) =
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av'1—e?

A sin(E). (B.11)

sin(v) =

B.4 Solution du probléme de Kepler
Dans le repére (&, ) représenté sur la Figure on a:
7= XT+Yy, (B.12)

et ‘ '
T=XT+Yy. (B.13)

On peut prouver, géométriquement ou analytiquement, que :
X = a(cos(E) —e), (B.14)

Y =ay1—e? sin(E). (B.15)

En dérivant et en injectant , on obtient :

. K sin(E)
X = \/Z 1—ecos(E)’ (B-16)

w(l—e?)  cos(E)

Y = :
a 1 —ecos(F)

(B.17)

B.5 Coefficients f et g de Lagrange

Les coefficients f et g de Lagrange sont un moyen d’exprimer les solutions du probléme de Kepler
[17, 41} [67]. On sait que pour tout ¢, (0,7(t),v(t)) et (0,7(0),7(0)) engendrent le méme plan. Ceci
encourage & chercher une expression pour la position du type :

F(t) = 7o + g (B.18)

ou les coefficients f et g sont des scalaires dépendant de ¢, 7y et ¥y. Par dérivation temporelle, on
obtient immédiatement : .
v(t) = fro + §vp. (B.19)

Pour une force centrale, on a conservation du moment cinétique, d’ou :
7(t) x U(t) = 7o X V. (B.20)
En injectant dans cette équation les coefficients de Lagrange, on obtient que :

1= i fa (B.21)
En regardant le produit vectoriel entre 7 et v, il vient que :

f= 2oz to¥ (B.22)
|70 x o
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De méme, en analysant 7y X 7, on obtient :

_ XpY - XY,

g= (B.23)

170 x V|
Par dérivation temporelle, il vient immédiatement que :

XV XY

f= (B.24)

170 x Dol
. XY — XY,
170 x vol|

(B.25)

En injectant dans ces expressions des coeflicients de Lagrange les équations présentées dans la
Section [B.4] on a, tous calculs faits :

f:1—ﬂiw1—quE» (B.26)
7o
g=At— \/(L?(AE —sin(AE)), (B.27)
f=— VM _GhAR), (B.28)
[[7o[[|71]
gzl—ﬁ%ﬂ—aMAEm (B.29)

avec AE = F — Eg et At =1t —tg.
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Annexe C

Théorie de la mesure
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C.1 Définitions, résultats et faits élémentaires de la théorie de la
mesure

Cette annexe résume rapidement les principales définitions de la théorie de la mesure et de
I'intégration qui sont nécessaires pour les développements présentés dans ce rapport. Le contenu de
cette annexe a ¢été principalement emprunté aux références [20], [§] et [95].

Définition 13 (Fonction Indicatrice).
Soit B C A. La fonction indicatrice 1 de B est définie comme :

lg: A — {0,1},

N 0 sixz¢ B,
1 size B.

Définition 14 (o-algebre).
Soit A un ensemble. Une o-algébre de sous-ensembles de A est une famille A (appelée également
tribu) de sous-ensembles de A telle que :

1. De A,
2.VEe€ A, A\E € A,

3. pour toute séquence (Ey),cy € A, U E, e A
neN

Exemple 18.

- P(A) est une (la mazimale) o-algébre sur A.

- {0, A} est une (la minimale) o-algébre sur A.

- Pour B C A, {0, B, A\B, A} est une o-algebre sur A.

- SiB#0 et B# A alors {0, B, A} n’est pas une c-algébre sur A.

Définition 15.
Pour tout systéme d’ensembles G € P(A), il existe une plus petite o-algébre contenant G. Cette
o-algébre, notée o(G) est la o-algébre générée par G.

Définition 16 (Tribu de Borel ou o-algébre topologique).

La o-algebre o(O™), notée B(R™), générée par le systéme O™ de tous les ensembles ouverts de
R™ est appelée la tribu de Borel sur R™ et ses éléments sont les ensembles de Borel ou ensembles
mesurables de Borel.

Noter que la tribu de Borel B(R™) peut étre générée par la famille de rectangles demi-ouverts
dans R", c.-a-d. B(R") =Z ou Z =Z(R") = {[a1,b1) X -+ X [an,bn) : a;,b; € R}.

Définition 17 (Espace Mesurable).
Un espace mesurable est une paire (A, A) ot A est un ensemble et A est une o-algébre de
sous-ensembles de A.

Définition 18 (Mesure).
Soit (A, A) un espace mesurable (voir Définition [17). Une mesure positive sur A (ou, plus pré-
cisément, sur (A, A)) est une application p : A — [0,+00] satisfaisant :
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1. p(0) =0,

2. pour toute séquence (E,),cy d’ensembles disjoints deur a deur dans A, p <U En> =

neN
> u(En).

neN

Exemple 19.

- Mesure de Borel : une mesure définie sur la tribu de Borel B(R™) est appelée une mesure
de Borel.

Mesure de Dirac en a : soient (A, A) un espace mesurable et a € A. Alors, 'application
0o ¢ A —{0,1}, définie pour A € A par :

] 0 si agA,
5G(A)_{1 si a€ A,

est appelée la mesure de Dirac au point a.
Mesure de Lebesgue : la fonction X sur (R™, B(R™)) qui assigne la valeur :

A" (Ja1,b1) X -+ X [an, bn)) = [ [ (b5 — a;)
j=1

a tout rectangle semi-ouvert [ay,b1) X -+ X [an, by) € Z, est appelée mesure de Lebesque
de dimension n. Si A C R™ alors

X*(A) = inf (b5 —af) - (b, — ap),
AC UzoilRZZ ! !

ot les R; sont des rectangles semi-ouverts, c.-a-d. R; = [a},b%) x - x [al), b).

La mesure de Lebesgue de dimension 1 représente la « longueur » usuelle d’un segment :
V(a,b) €R? t.q. a < b, A([a,b]) =b— a.
Il est a remarquer que, pour a € R, A ({a}) = 0. Du second point de la Déﬁm’tz’on £

V(a,b) €R? t.q. a < b, A([a,b]) = X({a}) + A (Ja, b)) + X ({b}) = A(Ja, b]) .

Définition 19 (Espace Mesuré).
Un espace mesuré est un triplet (A, A, u) ou A est un ensemble, A est une o-algébre de sous-
ensembles de A, et pu est une mesure positive sur (A, A).

Propriété 1.
Soit (A, A, i) un espace mesuré et B,C € A. Alors, C C B= 1 (C) < p(B).
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FiGure C.1 — Propriété de monotonie des mesures positives.

Définition 20 (Mesure o-finie).

Une mesure p définie sur (A, A) est dite o-finie et (A, A, u) est appelé espace mesuré o-fini si
A contient une séquence croissante (Aj)jen C A d’ensembles Ay C Ay C --- tels que UjenAj = A,
vérifiant p(A;) < oo pour tout j € N.

Définition 21 (Support d’'une Mesure).
Soit (A, A, ) un espace mesureé.
Le support d’une mesure positive u est le plus petit ensemble fermé défini par :

supp(p) = {x € A t.q. u(U) > 0 pour tout voisinage ouvert U de x}.

Exemple 20.

- Le support de la mesure de Dirac en 0 est le singleton {0}.
- Soit (R, B(R)). Le support de la mesure de Lebesque X\ est R. Noter que tout point a une
mesure de Lebesgue nulle de méme que toute union dénombrable de points.

Définition 22 (Atome d’une mesure).
Soit (X, A, u) un espace mesuré, l'ensemble A € A est un atome de la mesure p si p(A) >0 et

pour tout ensemble B C A et B€ A, u(B) =0 ou u(B) = pu(A).

Définition 23 (Mesure purement atomique).
Soit (X, A, ) un espace mesuré, et A,, n =1,---, les atomes de la mesure p alors pu est une

mesure purement atomique si u(X\ U2 A,) = 0.

Comme R" est un espace métrique séparable, si A est un atome pour la mesure de Borel positive
w alors il existe x € A tel que u(A\{z}) = 0. Une mesure s-atomique sera donc une mesure de Borel,

S
finie sur R™ et supportée en s points (les atomes). On pourra donc I'écrire y = Z i, , combinaison

i=1
linéaire de mesures de Dirac en les points z; affectées des poids positifs A;.
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Définition 24 (Mesure Produit).
Soient (A1, Ay, 1) et (Ag, Aa, o), deux espaces mesurés o-finis. Alors, la fonction

p - .Al X AQ — [0,00],
A1 X A2 — ul(Al)/LQ(AQ)

est la mesure unique appelée mesure produit, notée p = p1 ® ps et définie sur l’espace mesuré
(A1 X A2, A1 @ A3) ot A1 @ A = o (A1 x Ag) est la tribu produit. (A1 X Az, A1 @ Ag, 111 ® pz) est
appelé ’espace mesuré produit.

La mesure produit p est une mesure o-finie sur (A1 x Az, A1 ® As) telle que

o) = [ [1pym(@onn) = [ [ 1e6pdm ),

est vrai pour tout £ € A1 ® As.

Exemple 21.
La mesure de Lebesque de dimension n, A" sur (R™,B(R™)) peut étre construite comme une

mesure produit, c.-da-d.

(R™, B(R™), \") = (R x R" 4 B(RY) @ BR" ), A @\, Vn>d>1.

C.2 Fonctions mesurables et intégration

Définition 25 (Fonction (A1, A2)-mesurable).
Soient (A1, A1) et (Ag, Ag) deuz espaces mesurables. Une fonction f: A; — Ag est (A1, Az)-

mesurable si
fY(B) € Ay, V B € As.

Définition 26 (Fonction mesurable).
Soit (A, A) un espace mesurable. Une fonction f : A — R est A-mesurable (ou simplement

mesurable) si {x : f(x) < c} € A pour tout ¢ € R ou de maniére équivalente
fY(B) € A, V B € B(R").

Une fonction mesurable f: A — R est une fonction (Ap, B(R))-mesurable.

Exemple 22.
Soit (X, A) un espace mesurable. La fonction indicatrice f(x) = 1a(x) est mesurable si et
seulement si A € A. Ainsi, pour un ensemble A € A

{z : la(z)<c} = De A si ¢<0,
{z : 1a(z)<c} = X\AeA si ce(0,1],
{z : la(zx)<c} = Xed sioec>1.

Définition 27 (Fonction simple).
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Une fonction simple g : A — R définie sur un espace mesurable (A, A) est une fonction de la
forme :

M
glx) = y;la;(2),
j=1

avec un nombre fini d’ensembles disjoints Ay,--- , Ay € A et yr, -+ ,ypm € R.
St y; = 0 pour tout i, la fonction g est dite simple positive.

Définition 28.

On suppose que p est une mesure positive sur l’espace mesurable (A, A) et f est mesurable
M

-8 f = Zylej est une fonction simple positive alors
j=1

M
/fd/l = yin(4).
i=1
- Si f >0 alors
/fdu = sup {/gdg : g < f, g est simple positive} .
- Pour une fonction f arbitraire,

[ tau= [ rran- [ £an

ou ft =max{f, 0} et ff =—min{f,0}.
Si (B, B) est mesurable, l'intégrale de f sur B est définie par :

[ = [ siade
B
Théoréme 7 (Fubini).

Soient (A1, A1, p1) et (Ag, Ag, o) des espaces mesurés o-finis et soit f : A; x Ay — R une
fonction A1 ® Ag-mesurable. Si, au moins une de ces intégrales est finie

/Aleg |fld(p1 ® p2), /A2 /Al |f (2, y)|p1(dz) p2(dy), /Al /,42 | f (2, )| pe(dy) ()
alors
/ fd(p1 @ pa) = / f(x,y)pa (dz)pe(dy) = / £, y)po(dy) ps (dz).
A1 xAs Ay J Ay Ay J A,

Définition 29 (Densité).
Soient (A, A, 1) un espace mesuré et p une fonction positive réelle A-mesurable, la fonction

pp: A /A pdp = / Lapdp = / La(z)p(z)p(dz),

est une mesure sur (A, A) appelée mesure de fonction densité p par rapport & p et notée p, = pp.
d
Traditionellement, la densité est notée p = #.
i
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Par exemple, pour la mesure p; gaussienne (pu; = pg), de moyenne m € R", et de matrice de
covariance Y, donnée par :

(X - m)Te~ (X —m)> dx, 1)

1
pr(d) = 2ndet(x))" A/ eXp( 2

ou A € B(R"), et B(R™) sont les notations pour la complétion de la tribu de Borel sur R" et
I'intégrale dans (C.1)) est définie par rapport & la mesure de Lebesgue & n dimensions stantard, la
densité de la mesure p; est une fonction py : R™ — R définie par :

1 X-m)Is X -m
pr(X) = exp <—( a2 )> . (€2)
(2mdet (X)) 2
- . P _duy
En utilisant les notations de la Définition 29 on a p; = N
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