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Notations

Mathematiques

Les preuves sont terminées par le symbole L.

Ensembles

N : ensemble des entiers naturels;
Z : ensemble des entiers relatifs ;
R : ensemble des nombres réels;

Rt ={z € Rs.t. z > 0} = [0, +oo[ : ensemble des nombres réels positifs ou nuls;

(C ensemble des nombres complexes ;
={neNst.n>1},
N” : multi-indice de dimension n € N;
R? [x] : anneau des polynomes réels en les variables (acz)l:1
égal & d;

,n

L2([to, t1],R™) : ensemble des fonctions [tg,t1] — R™ carrés intégrables;

C*([to, t1],R™) : ensemble des fonctions [to, ;] — R™ de classe C*;
C([to,t1],R™) : ensemble des fonctions [tg,t1] — R™ continues ;
IR : ensemble des intervalles de R ;

M (K) : ensemble des matrices avec m € N lignes et n € N colonnes, et dont les éléments

sont dans le corps K (R ou C);
B(z,R)={yeR"t.q. |lz—yll, <R} (neN,z€R", R>0);
supp(f) =cl({z € A t.q. f(z) #0}) : support de f: A — R.

Fonctions

id : fonction identité c.-a-d. id : R™ — R", x +— x;
1p : fonction indicatrice de 'ensemble B ;

erf : fonction d’erreur de Gauss;

|.| : valeur absolue;

(1 osioi=j .
0ij —{ 0 si itj : symbole de Kronecker ;

[z, = {CU ER" — \/ﬁ} : norme euclidienne ;

trace(A) = [A € My (K) — Z A;i| : trace de la matrice A

|AllF = | A € Mpn (K) — (trace(A*A))Y/? = (trace(AA*))1/? = /Z |A;j]* | : norme de

Frobenius de la matrice A;

Calcul Différentiel et Analyse Vectorielle

Soit TC R, neN,meN, f:T xR* — R un champ scalaire et g : 7 x R® — R" un champ

vectoriel.

(n € N) et de degré au plus



- O f = gT{i : dérivée partielle de f par rapport a la variable z; (i =1,--- ,n);
g = 0ig = (0191, 092, - . ., Orgm) : dérivée partielle temporelle de g;
Vf=(0f,0uf0n,f,- . )T : opérateur gradient ;
H|[f] : opérateur hessien ;
J(9) = (02,9, 02,9, - . . 0z, g) : opérateur jacobien;

. — 0f;
div(f) =V - f ; P,

n
=% + 21 %fi = % + Vo - f : opérateur de Liouville;
1=
dif = % =0 f + (Vf)- g : dérivée totale de f suivant le champ de vecteur g;

: opérateur divergence ;

Q

- Lv:

Algébre Linéaire

- I, : matrice carrée identité de dimension n;

- Soient (A, B) € (M, (K))* (n € N). La notation « A = 0 » signific A est semidéfinie
positive. « A = B » signifie « A— B > 0 »;

- Soient (u,v) € R™ x R™. La notation « u »= 0 » signifie que le vecteur u appartient au cone
défini par 'orthant positif ou que le vecteur u a toutes ses composantes positives ou nulles.
«u>=wvy signifie « u —v =0 »;

- u-v = (u,v) : produit scalaire entre les vecteurs (ou les fonctions) u et v;

- u X v : produit vectoriel entre les vecteurs u et v ;

- AT : matrice pseudo-inverse de la matrice A ;

- 0p,m est une matrice de zéros de dimensions n x m;

- e = [ o, ---, 0, 1, 0, ---, 0 ]T est le vecteur de la base canonique de R™, composé
de 0 sauf pour la i-iéme composante qui est égale & 1;

Dénombrement, Probabilités et Statistiques

- P{E} : probabilité de I’événement {E'} ;

- E(z) = p, : opérateur espérance (vecteur moyenne) appliqué au vecteur aléatoire z de
dimension n (n € N);

- ~ N (ug, Xz) : x est un vecteur aléatoire de dimension n (n € N) dont la distribution
est une gaussienne multivariée de vecteur moyenne p, € R™ et de matrice de covariance

Yy € Mpp (R) (35 = 0);

Dynamiques Orbitales
Notations pour les modéles d’état orbitaux

Ces notations définissent les notations utilisées pour les vecteurs d’état et les dynamiques associées
dans ce rapport sauf mention explicite de changement de notation au début d’une section.
- T = (Tu1, T2, 7’*3)T : vecteur position de l'objet * dans un référentiel donné, (primaire :
* = p, secondaire : x = s, relatif : x =1r);
Uy = (Vs1, Vs2, v*3)T : vecteur vitesse de I'objet x;
zy = (rl, vI)T : vecteur d’état de 'objet x;
: vecteur d’état de I'objet composé de x et b ;

- X*b = (xf7 xE)T



- f« (.,.) : dynamique du systéme (objet) *;
-z (.|x0) . trajectoire, solution des équations du mouvement issue de la condition initiale 2 ;

Constantes et paramétres orbitaux

- pe = GMg = 3.9860047 10'* m3s~2 : paramétre gravitationnel standard pour la terre
(modéle de potentiel US GEM-T1);

a : demi-grand axe;

Q) : ascension droite du noeud ascendant ;

w : argument du périgée;

1 : inclinaision ;

- (i,14y) : composantes du vecteur inclinaison ;
- e : excentricité;

€z, €y) : composantes du vecteur excentricité;
0 : anomalie vraie ;

- M : anomalie moyenne;

FE : anomalie excentrique ;

L : longitude vraie;

1
—

n= % : mouvement moyen ;
a
T? : période orbitale;

Acronymes

- EKF : Extended Kalman Filter ;
- UT :Unscented Transform ;
- PC : Polynéme du Chaos;
- VF : Virgule flottante ;
- AU : Astronautical Unit = 149597870700 m ;
- AD : Algébre Différentielle ;
- EDO : Equation Différentielle Ordinaire ;
- PDF : Fonction Densité de Probabilité;
- TM : Modéles de Taylor;
- SST : State Transition Tensors;
— MMG : Modéle de Mixture Gaussienne ;



Chapitre 1

Contexte de I’étude : Electric Orbit
Raising

1.1 Introduction

Avec l'arrivée de nouveaux acteurs privés dans le domaine spatial (NewSpace ou nouvel 4ge spatial),
les enjeux liés a une exploitation accrue des orbites terrestres se posent de maniére plus aigué et
les solutions scientifiques et techniques proposées dans ce cadre doivent permettre d’aborder de
nouvelles problématiques ou des problématiques traditionnelles renouvelées [57]. Ainsi, les derniéres
avancées technologiques réalisées sur les modules de propulsion électrique permettent de penser
que cette technologie devient une alternative crédible non seulement pour les phases de maintien
a poste mais également pour la phase de mise & poste de satellites de communication en orbite
géostationnaire. Cette tendance a été confirmée par les exemples récents de la mise a poste en
orbite géostationnaire d’Eutelsat 115 West B de Boeing ou d’Eutelsat 172B d’Airbus, par exemple,
par un module de propulsion tout électrique.

Les avantages procurés par l'utilisation d’une propulsion électrique par rapport & une propulsion
chimique sont bien connus et consistent essentiellement en une réduction des cotits de mise & poste
par diminution de la consommation du fait d’une plus grande impulsion spécifique mais aussi en une
augmentation de la charge utile. Toutefois, les limitations de ce type de propulsion pour des missions
telles que les mises a poste de satellites de communication en orbite géostationnaire impliquent de
nouveaux défis opérationnels pour la conception de ces missions. Ainsi, la phase de transfert en
propulsion électrique peut durer de 3 & 6 mois a la différence du cas de la propulsion chimique
dont la durée est autour d’une semaine [§], [42]. Due a cet allongement de la durée du transfert,
le réseau de stations de Telemetry, Tracking and Commanding (TT&C) ne peut étre utilisé durant
une aussi longue durée (disponibilité, coiit) et le monitoring de la mission doit étre adapté. D’autre
part, l'orbite d’injection peut étre basse avec une altitude de périgée proche des 250 km [8]. Cela
implique une poussée quasi continue y compris durant les éclipses au périgée. Typiquement, les
orbites d’injection ont une haute apogée ot la densité d’engins présents est faible et le risque de
collision acceptable. Toutefois, le périgée étant usuellement situé en orbite basse, plusieurs semaines
sont en général nécessaires pour faire croitre le périgée a une altitude supérieure a ’altitude LEO.
Du fait de la densité d’objets en orbite basse, il est donc particuliérement pertinent de faire des
analyses de conjonctions ainsi que de disposer de stratégies d’évitement de collision adéquates [17].
De plus, durant un transfert fait en poussée faible, les erreurs de prédiction d’orbite sont significati-
vement plus importantes que sans poussée continue. Ces erreurs sont dominées par la combinaison
des erreurs de détermination d’orbite et des erreurs provenant du systéme de propulsion lui-méme



(I’exécution des manceuvres différe légérement des manceuvres planifiées). Ces erreurs s’accumulent
au cours du temps et créent des dispersions de trajectoires non négligeables [17]. La fonction de pro-
pagation doit étre adaptée a cette situation particuliére pour tenir compte et compenser les erreurs
produites par le systéme de propulsion électrique. Les trois sources principales de dispersion sont :
(1) les erreurs de détermination d’orbite, (2) les erreurs d’exécution de manceuvres, (3) les erreurs
de modélisation. Les deux premiéres sources sont dominantes avec des erreurs dues a la détermi-
nation d’orbite importantes dans les directions tangentielles et radiales. Les erreurs d’exécution de
manceuvres ont un impact encore plus grand sur ces deux directions [17].

La problématique étudiée dans ce rapport est donc principalement consacrée a ’analyse de I'impact
que peut avoir une propulsion électrique sur le probléme de I’évaluation du risque de collision entre un
satellite actif et un débris (I’acception pour ce dernier recouvre tout objet en orbite qui est monitoré
et catalogué mais qui n’est pas directement controlé) et/ou un autre engin controlé déja a poste,
lors de la phase principale des opérations de mise a poste EOR (Electric Orbit Raising). Comme
nous 'avons indiqué au début de cette introduction, I'utilisation de la propulsion électrique, du fait
également des limitations inhérentes a ce type de systéme (génération, stockage et consommation
de I'énergie électrique) pour les mises & poste pose des problémes spécifiques nouveaux pour les
stratégies d’évaluation du risque de collision. Les multiples révolutions ainsi que la durée importante
du transfert vont entrainer la multiplication des opportunités de conjonction avec des débris mais
aussi avec les satellites déja résidents entre l'altitude d’injection et l'altitude opérationnelle, rendant
ainsi le calcul efficace de la probabilité de collision particuliérement nécessaire. Ce dernier repose
actuellement sur une modélisation statistique de I'incertitude affectant position et vitesse des engins
participant & la conjonction et qui est obtenue par propagation de ce modéle d’incertitudes sans
manceuvre. Le fait d’utiliser un systéme de propulsion électrique a des conséquences importantes
sur la quantification de ces incertitudes qui seront plus importantes du fait d’une moins bonne
prédiction de la trajectoire du satellite (fonction de navigation de moins bonne qualité durant
les phases longues de poussée continue et contact réduit avec les stations sol [§]) et des erreurs
d’exécution des manceuvres (dues par exemple a des changements de lattitude du satellite durant
ces phases) se cumulant au cours du temps [I7, [57] pouvant aller jusqu’a I'interruption non planifiée
de certains arcs de poussée.

Ce point crucial de la validité des hypothéses statistiques (variables aléatoires gaussiennes par
exemple) et la précision du modéle d’incertitude a été abordé dans diverses études [59] 60, [72] 1]
en considérant que I’état (éventuellement non képlérien et affecté par différentes perturbations or-
bitales) des objets en conjonction et le modéle d’incertitude associé étaient mieux décrits par diffé-
rents jeux d’éléments orbitaux que par les coordonnées cartésiennes usuellement utilisées. Le choix
du modéle dynamique qui quoiqu’il soit également fondé sur les équations variationnelles de Gauss
contiendra non seulement un terme d’accélérations perturbatrices incluant diverses perturbations
pertinentes aux transferts considérés (pression de radiation solaire, (SPR), perturbations du poten-
tiel gravitationnel, frottement atmosphérique pour les orbites basses [66]) mais aussi les accélérations
de poussée faible avec sans doute certaines de leurs restrictions opérationnelles (profil on-off, durée
minimale de poussée, temps de latence entre deux poussées) est ici fondé sur celui de la méthode
retenue pour l'optimisation de la trajectoire d’EOR. Pour des raisons de disponibilité de I'outil
logiciel MIPELEC développé en interne au CNES, une méthode indirecte de résolution du probléme
de transfert orbital & poussée faible, formalisé comme un probléme de commande optimale en temps
minimum, a été retenue pour cette étude [23]. Les principaux éléments de cette approche sont trés
briévement rappelés en suivant.

Une fois ce cadre général établi, la question posée est de savoir comment caractériser son impact
sur 'incertitude affectant les données d’une rencontre éventuelle, essentielles pour une évaluation
correcte du risque de collision. Le choix du modéle dynamique et des variables de commande doit



permettre de définir un modéle incertain, éventuellement probabiliste, de la propulsion électrique
en choisissant les variables de commande susceptibles d’étre mal connues ou mal maitrisées lors
de leur mise en ceuvre ainsi qu’en fournissant des bornes quantitatives & leurs variations possibles.
Une fois ce modéle fixé, la problématique étudiée revient a caractériser la propagation de 'incerti-
tude affectant 1’état d’un systéme dynamique dont le modéle est non linéaire, pour des conditions
initiales incertaines (généralement modélisées comme des variables aléatoires suivant une certaine
distribution de probabilité) et soumis & un ou des bruits d’entrée correspondant & 'incertitude sur
les variables de controle. Si la littérature est pléthorique concernant la propagation d’incertitudes
affectant les conditions initiales d’un engin spatial [37], [62], [63], [69], [20], [25], [18], [48], [28], [71],
[78], [61], [46], elle est en revanche trés pauvre, d’une part sur les modéles incertains de propulsion
électrique et d’autre part sur les problémes complets de propagation. Dans le premier cas, il est
possible par exemple de citer la référence [80] (mais celle-ci s’applique a une configuration (dite de
Soop) trés particuliére de propulsion électrique utilisée pour le maintien & poste géostationnaire)
et la référence [I7] qui reste & un niveau trop général pour en permettre une utiliation concréte et
en déduire un modéle précis. Dans le second cas, seule la littérature dédiée aux méthodes de pro-
pagation fondées sur les techniques d’algebre différentielle et d’algébre de Taylor nous ont semblé
répondre au moins partiellement au besoin [50], [58], [44], [10]. Elles doivent étre toutefois étendues
pour tenir compte des variables de commande incertaines qui peuvent étre alors traitées comme
des paramétres mal connus et ainsi intégrés a la méthodologie générale. La principale contribution
de ce rapport, présentée dans le deuxiéme chapitre, consiste donc en la présentation des méthodes
d’algébre différentielle pour la propagation d’incertitudes initiales et paramétriques dans un modéle
dynamique non linéaire.

1.2 Transfert électrique en temps minimum - MIPELEC

Cette section a pour objectif de rappeler de maniére synthétique les principaux éléments de la
méthode de calcul des trajectoires & poussée faible proposée dans les références [23], [24] et qui a
été implémentée dans 1'outil MIPELEC dont les résultats (un plan de manceuvres en temps optimal
pour les transferts en poussée faible) doivent étre utilisés pour la caractérisation et la propagation
des incertitudes pour la phase EOR.

1.2.1 Modéles dynamiques d’état

Le systéme étudié est constitué d’un satellite artificiel, en orbite, assimilé & un point matériel et
soumis & la force d’attraction centrale d’un corps et pouvant évetuellement subir des perturbations
orbitales. La description compléte du mouvement dynamique d’un satellite en orbite nécessite la
connaissance de six coordonnées généralisées ou de six paramétres constituant le vecteur d’état.
Le systeme d’équations différentielles du premier ordre régissant la dynamique du vecteur d’état
constitue la représentation d’état (ou modéle d’état) du systéme dynamique. Le choix des variables
constituant le vecteur d’état conditionne donc complétement les propriétés physiques et mathé-
matiques du modéle d’état ainsi que la pertinence & l'utiliser pour une application particuliére.
L’apparition possible de singularités dans les équations du mouvement, la simplicité d’écriture des
propriétés apparentes (découplage entre variables rapides et lentes, dynamique ne dépendant pas du
temps...) ou encore la volonté de travailler avec des variables canoniques par exemple, permettent
d’orienter le choix de 'une ou 'autre de ces représentations d’état. Le modeéle dynamique d’état
utilisé afin de définir le probléme de commande en temps minimal formalisant le probléme de tran-
fert d’orbites en poussée faible repose sur les éléments orbitaux équinoxiaux crédités a [12] mais
effectivement introduits dans [3] et dont on peut retrouver la définition dans diverses références



[16, 9L (71 67, 26]. Du fait du modeéle de propulsion électrique, il est nécessaire d’ajouter la masse
du satellite comme septiéme composante au vecteur d’état afin de pouvoir écrire ’équation de la
consommation. Le vecteur d’état, noté Xipelec, est donc ici constitué de la longitude vraie L, les
composantes (e, e,) du vecteur excentricité, le mouvement moyen n, les composantes (iz,%,) du
vecteur inclinaison et la masse m.
T . .
X mipelec = [ L e e n iy iy m ] ) (1.1)

Pour plus de détails sur la définition des éléments orbitaux équinoxiaux et les relations avec d’autres
choix de vecteurs d’état, on pourra se reporter a I’Annexe [B:2.2] et & ’Annexe [C} Nous rappelons
simplement la définition des éléments orbitaux équinoxiaux en fonction des éléments orbitaux clas-
siques.
Lt)=v(t)+w+Q,
e; = ecos(w + Q),
ey = esin(w + ),

L (1.2)

n = 3
a
iy = tan(i/2) cos(2),

iy = tan(i/2) sin(€2).

Le vecteur de commande issue de la poussée électrique u est exprimé dans un repére local, noté
(T, N, Z) semblable au repére local NTW de Hill présenté dans I’Annexe pour lequel une
rotation sur les vecteurs de la base a été effectuée (cf. Figure .

Il est paramétré par le module de la poussée ||u|| et par les deux angles de pilotage (£,v) :

ug = ||lu|lcos&cosp,
u, = |lu|lcos€sinp, (1.3)
u, = |lu|lsiné.

Plan orbital

FIGURE 1.1 — Paramétrisation du vecteur de commande dans le repére (T, N, Z).



En définissant les notations :

n(1+ ez cos L + e, sin L)?

L =
gO( 7'1:) (1_6‘%_6’3)3/2 Y
(1—e2 —e2)1/2 ]
L,x)y = 0 0 z y - sin — I ,
91( ) |: (1+ezcosL+ e, sin L)(n,uea)l/?’ (igsin iy COS )

2(e; +cosL)(1+eycosL +eysinl)  2egeycos L —sin L(e2 —e2) +2e, +sin L

f1 (L, X

) = l\/1+2€$COSL+2€ySiDL+€g+€5' \/1+2€$COSL+2€ySiDL+€‘%+€ZV

—ey(iysin L —iycosL) |,

2(ey +sinL)(1 +eycos L +eysinL)  2ezeysin L + cos L(e2 — 612/) +2e; +cosL
Lz) = , ,
f2(L, ) \/1+26$COSL+26ySinL+e§+e§ \/1+26£COSL—|—2€ySinL+€%+€§
ex(igsin L —iycos L) |,
- n2/3
L = -3 ; 0 0
fs(lw) ILL;B/B\/I+2€wCOSL+2€ySinL+€%+€§ ]’
' (1=t —e2)2 —
Lz)y = 100 L 1+i2+42)cosL |,
fa( ) i 2(1 + egcosL + ey sinL)(nu@)l/3( + 5 +zy)cos
f5(L, x) -0 0 (- —e)'? 1442442 ’L}
5(Ly T = p 3 )
I 2(1+ ez cosL + e, sinL)(nu@)1/3( izt i) sin
(1.4)
(L) Sl Sl M O N NI NI NI NI
e ""E = . )x 7x 71‘ 733 7$ )
(14 ey cos L + ey sin L) (nug)t/3 ! 2 s : >
2l = [ €x €y M iy Iy ], on obtient une formulation synthétique des équations d’état :
dL U
? = gO(L7x) +gl(L71") [E +’V(L7$)t):| )
x u
o= fLa) [ L), (15)
dm
dt gelsp

Dans I’Equation , le vecteur y(L, z,t) représente les accélérations extérieures dues aux pertur-
bations orbitales prises ou non en compte dans le modéle. Les perturbations considérées sont :

- L’applatissement du potentiel gravitationnel du au terme du Js;

- les effets des éclipses solaires durant le transfert.
Nous invitons le lecteur a se reporter a la référence [23] pour une modélisation précise de ces
perturbations.

1.2.2 Définition du probléme de commande optimale en temps minimum

Afin de définir précisément le probléme de commande optimale pour lequel MIPELEC fournit une
solution numérique, il convient de définir I’ensemble des vecteurs de commande admissibles :

U={ueU| fu®)z = Ju] <e}, (1.6)

ot U C L2([to, 1], R?). L’ensemble U est défini plus précisément en fonction des contraintes imposées
ou non sur la direction de poussée. En y ajoutant les conditions aux limites, le probléme de transfert
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en temps minimal peut donc se formaliser comme :

min
uelU dL
u
g - gO(L7x)—Zgl(Lax) [%“_V(L’xvt)}v
== L) [+,
m 1.7)
dm |l (
da gelsp7

L(to) = 0, L(tl) libre,
z(to) =0,  a(t) ==,
m(to) = mo, m(ty) libre.

Un cas particulier du Probléme est celui défini par le cas de réference pour lequel aucune
contrainte sur la direction de la poussée n’est définie U = L2([to,t1],R?) et aucune perturbation
orbitale n’est prise en compte (L, z,t) = 0. Méme dans ce cas de référence plus simple, la résolution
numérique de ce type de probléme de commande optimale reste difficile du fait, en particulier, de
la présence dans la dynamique d’une double échelle de temps puisque les paramétres orbitaux non
angulaires varient beaucoup plus lentement que les paramétres angulaires. Outre les difficultés ana-
lytiques causées par cette double échelle de temps, cela entraine également des diffultés numériques
de résolution puisque I’échelle de temps rapide introduit des oscillations rapides dans la solution fai-
sant apparaitre ainsi des solutions optimales locales au solver numérique. Les auteurs des références
[24] et |23] ont donc eu recours a des techniques de moyennisation afin de lever ces difficultés.

1.2.3 Technique de moyennisation pour le probléme de commande optimale en
temps minimum

L’idée générale de cette technique de moyennisation repose sur la possibilité pour de tels systémes
dynamiques périodiques ou quasi périodiques en la variable rapide de choisir une représentation
d’état pour laquelle la décomposition en composante rapide et lente est explicite afin d’éliminer
I’échelle de temps rapide pour obtenir une représentation plus simple. Il est donc indispensable de
transformer les Equations d’état en une forme standard dite de Chaplais [I4]. Pour cela, on

u
choisit de poser u = — afin de faire apparaitre ce petit paramétre de perturbation dans les équations
€

dynamiques :
dL u
C% 90( 71")1—691( 7$)m7
dm ]
dt geIsp7

ol le terme des accélérations liées aux perturbations orbitales a été supprimé pour une exposition
plus concise et plus simple. L’étape suivante consiste & choisir la longitude vraie L comme la variable
indépendante et de lui substituer la variable d’état 7 = e¢t. On obtient ainsi :

dr €
gO(L7 l‘) + Egl(L> x)i
m
dont on peut faire un développement au premier ordre en € :
dr €
_—~ 1.10
dL 90 (L7 x) ( )
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En procédant ainsi pour le reste des Equations (1.8)) (L variable indépendante et développement au
premier ordre en €), le modéle d’état suivant est dérivé :

ﬂ - €

dL.  go(L,x)’

de ~ f(L,x) u

E = Ggo(L’$ E7 (111)
dm ]

dL geIspQO(Law)‘

Enfin, nous posons les changements de variables L =ceL, (L) = (L), m(L) = m(L), 7(L) = 7(L),
u(L) = u(L), pour écrire :

ar 1

dL go(L.7)

d f(£,7) a

- jRpe (1.12)
N 90(67x)~

i fa)

dL geIspQO(%v 'i')

Les Equations (1.12]) permettent de formuler le probléme de transfert en temps minimal sous la
forme standard souhaitée :

min  7(L;)
a€lU
i _ 1
L g0(£, %)
i f(e1)a
dL QO(L j)ﬁl’
- e’ 1.13
an ) (1.13)
dL gelspgo(%a ZE)

Cette forme standard du probléme de commande optimale est en effet définie canoniquement comme
identique & la forme suivante :

min  A(7(L1), 2(L1)) = 7(L1)

acl
dz = N
riA F(£,2(L),u(L)),
ar L 7 (1.14)
A G(¢ 2(L)),
2(Lo) = 20, ¥ (2(L1)) =0
7(Lo) = 7o,
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fe® a
~ - - 90(%7‘%) m
~ F(E2(L), a(E)) - lal

z = |: ’I?’L :| R = geIspg()(%a-%)

G(E,=(L)) 1 (1.15)
L 90(;7‘%) _
zZ0 = |: :loo :| s 7:0 = Eto,
V(L) = F(Lr) — .

Cette expression est identique, & quelques notations pres, a celle qui est définie dans la référence |22,
Chapitre 10]. 11 est & noter que les fonctions F et G sont 2m-périodiques par rapport a la variable
rapide L /€, propriété qui sera utilisée par la suite afin de proposer une stratégie de résolution numé-
rique du probléme fondée sur la méthode de moyennisation. L’approche utilisée dans MIPELEC est
une approche de résolution indirecte fondée sur 'application du principe du maximum de Pontrya-
gin et sur la résolution numérique du probléme aux deux bouts ainsi déduit [7]. Nous présentons
succinctement la méthode globale de résolution telle que nous avons pu la reconstruire a partir
des références [24], [23] et [22] qui ne sont pas toujours cohérentes dans les notations ou dans les
procédures exactement suivies. Nous commencons par donner la solution formelle de la commande
optimale associée au Probléme standard telle qu’elle est obtenue par ’application du principe
du maximum. Pour cela, on paramétre le vecteur de commande par sa norme et un vecteur de
direction unitaire v comme @ = ||@||v = aw. L’ensemble des commandes admissibles @ peut alors se
décomposer comme le produit cartésien @ = [0, 1] x B(0,1). On écrit alors le hamiltonien associé :

1 m
H(9727aavapzap7) T ~\ [_pgf(evj)a% + % _p‘l':| )
90(‘?, z) gelsp (1.16)
= oy el g; Hvi' =+ bm > - T:| )
90(0,7) [ < pef (025 gely) "

T .. . .
ot le vecteur p! = [ pg Pm  Pr ] est le vecteur des états adjoints. L’application clasique du
prinicpe du maximum permet de dériver les conditions nécéssaires d’optimalité devant étre vérifiées
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par les solutions optimales (l?{, 25T ph ok pE vY)

(04*71}*) = arg %2715 H(Q’Z*7Q:U,pz,pi),
G Oy ptt) = 00,

Cclg - gngz*aa*,v*,p;pi)=g<e,z*,a*,v*),

Ccll% - %(e’z*ﬂ*av*m’;,pﬁ), (1.17)
Cclipg N %(e’z*m‘*av*m’;,pﬁ),

(L) =2, (o) =7, & (2*(L1)) =0,

p;(Ll) = -7, p:n(Ll) =Y p:(Ll) =-1,
*~*ET*~* (T % s (T % K (T % K (T % 8¢~*~*~ *(T *
A (L3, = 27 (L), o (L), vH (20), 2 (LY), (L) + o= (L, 7 (L), 27(La), v7) = 0.
1
ott ¢(Ly,7(L1), 2(L1),v) = h(7(L1)) + vT9p*) (2(L1)). 1l est ainsi possible d’extraire formellement
la commande optimale en résolvant la premiére condition d’optimalité (principe du maximum fort)
afin d’obtenir : -
S0, 77)p;

* *

N VI T | 1)
En général, il s’agit alors de substituer ’expression de la commande optimale dans ’expression
du hamiltonien pour ensuite obtenir symboliquement ou numériquement le probléme aux deux bouts
qui peut alors résolu par une méthode de tir par exemple. En pratique, le probléme de commande
optimale n’est pas résolu numériquement directement par la résolution des conditions d’optimalité
comme indiqué ci-dessus mais en substituant au probléme initial un probléme moyennisé
pour lequel une procédure de résolution numérique va étre mise en place. Nous rappelons que les
fonctions F et G sont 2mw-périodiques par rapport a la variable rapide 8 et il est alors possible de
définir 'opération de moyennisation d’une fonction générique F' par la transformation :

1

T2

2w
FOXD@) =5 [ FOX D), v()ao. (1.19)
0
Le probléme de commande optimale moyennisé correspondant au Probléme standard ((1.14)) s’écrit
alors :

in  h(X(L
Juin (X(L1))

dL ' ' ' (1.20)

X(Lo) = Xo, (L1, X(L1)) =0
L4 libre,
ou la fonction F et I'état global moyenniséNX se déduisent de ([1.14]) et fl représente la variable

indépendante finale moyennisée associée a Li. Malgré les avantages de la résolution numérique du
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probléme moyennisé en lieu et place de la résolution du probléme initial, la démarche de résolution
du probléme moyennisé, reposant sur ’application du principe du maximum de Pontryagin, est plus
complexe (surtout dans le cas présent pour lequel la variable indépendante finale est libre) que celle
de la résolution du probléme initial. Méme en étudiant attentivement la these [22] et la référence
[23], il n’a pas été possible de reconstituer exactement la procédure compléte de résolution du fait
des nombreuses alternatives présentées dans [22] et des contradictions remarquées avec le chemin
plus synthétique présenté dans [23] avec des notations différentes. L’objet principal de ce rapport
n’étant pas la teneur exacte de la méthode de plannification optimale des manceuvres de mise a
poste, nous nous sommes contentés de rappeler au mieux le chemin synthétique donné dans [23].

1. Moyennisation numérique du hamiltonien initial :

H(L X(L),a(L),o(L), p(L)) = HTL, - X (L), a(L1), 0(L), p(L)). (1.21)

2. Ecriture des équations canoniques de Hamilton & partir du hamiltonien moyennisé :

dX OH o oxy _oy —mry =
o .
== o5 (L X(L),a(L), (L), p(L).

<% %k
3. Substitution dans ce systéme de l'expression de la commande optimale (&*(L ,-),v*(L ))
obtenue & l'aide du principe du maximum fort appliqué sur le hamiltonien moyennisé.

ax OH o 2oy 2o 2 oo(E of
di B _%CL,-,XCL),Q (L 7')?“ (L )7pCL))7
@ aH_ —% =% _

dl = a—X(L,‘,X(L),d*(E :+),0%(L ), p(L)).

(1.23)

4. Résolution numérique du probléme aux deux bouts moyennisé ainsi défini avec les conditions
de transversalité moyennisées.

— -k = -k x -k y —% . —x 8¢ —% . — .
H (Ll’X (Ll)va (Lla')vv (le')’p (Ll))+T(L17X (L1)3V> =0

(1.24)

P (B + (B, X (L) + DX (Dy) =

Dans les références [22] et [23], ce cadre de travail est généralisé afin d’inclure l'effet de I’applatis-
sement de la terre sur les dynamiques, les effets d’eclipse ainsi que des contraintes sur les directions
de poussée.

Les principes exposés ci-dessus et sur lesquels est fondé 1'outil MIPELEC ont été rappelés briéve-
ment ici pour présenter synthétiquement le cadre de travail qui doit étre utilisé a ’avenir pour la
caractérisation de l'incertitude affectant I’état dynamique du satellite lors de la phase EOR. Ces
éléments ne constituent qu’une étape préliminaire et partielle pour atteindre cet objectif. Il faudra
en effet proposer un modéle incertain probabiliste ou non pour la commande issue de MIPELEC,
en supposant que celle-ci est paramétrée de fagon suffisamment claire pour étre utilisable par les
méthodes de propagation que nous allons exposer dans le prochain chapitre.
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Chapitre 2

Quelques notes sur la propagation des
incertitudes

2.1 Introduction

Considérons le systéme dynamique trés général décrivant la dynamique de l'objet d’intérét :

{5((;)) z ié’x(t%t)v t€[t0,t0+T], (2.1)

avec des conditions initiales xg € R™ (en position et vitesse) qui sont supposées étre incertaines. En
fonction des classes d’incertitudes considérées, plusieurs types de travaux relatifs & la propagation de
ces conditions initiales par le systéme dynamique existent dans la littérature. Nous reprenons
ici les deux cas les plus courants :

1. L’incertitude est uniformément distribuée et bornée dans une boite. Les conditions initiales
appartiennent & un ensemble n dimensionnel fixé, de type boite :

zo € Xo = [ug1, vo1] X ... [Uon, Von]-

2. L’incertitude est supposée aléatoire et distribuée suivant une loi gaussienne. Les conditions
initiales sont représentées par un vecteur aléatoire déterminé par sa fonction de densité de
probabilité (pdf) p® qui est supposée gaussienne et notée :

xo ~ N(m°, PY),

oit m® = E(xg) est la moyenne et P? = E((zg — m®)(zo — m")T) est la matrice de covariance

du vecteur zy.

La propagation de conditions initiales incertaines est souvent étudiée & partir de la notion de flot
associée a celle de champs de vecteurs d’une équation différentielle :

aatgo(xo,t) = f(%o(x&t)’t)? (2'2)
80(1:071:0) = Z0-

Le flot ¢(x0,t) est simplement une solution de 'Equation (2.1 ou la dépendance vis-a-vis de la
condition initiale xy a été explicitée. Ainsi la trajectoire passant par ’état xg & I'instant ¢ = t( sera
en 'état p(xzo,t) & l'instant t. Ainsi, le but est de comprendre comment caractériser et implanter une
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procédure effective d’inclusion du flot de 'Equation , notamment dans les deux cas particuliers
énoncés ci-dessus. Pour cela, il est essentiel de garantir 'existence et I'unicité des solutions au
probléme de Cauchy ainsi posé. Comme nous allons le rappeler dans cette introduction, les propriétés
de régularité du champ de vecteurs f jouent un roéle essentiel concernant ’existence et 'unicité des
solutions de I’Equation : la théorie (dite de Cauchy-Lipschitz) est classique dans le cas ou f
est suffisamment lisse, c’est-a-dire au moins Lipschitz continue par rapport a la variable spatiale,
uniformément dans le temps. Par contre, le cas d’'un champ vectoriel f moins régulier est plus
difficile et constitue un sujet de recherche actif actuellement [15]. Nous allons donc nous placer dans
le cas classique en récapitulant les théorémes couramment utilisés dans la littérature.

Theorem 1. (Cauchy-Lipschitz)
Soit f un champ vectoriel continu et borné défini sur un ouvert qui contient le rectangle :

D={(x,t) eR" xR : |[x —xo| < B, [t —to| < a}.

On suppose que f est uniformément Lipschitz-continue par rapport & la variable spatiale (la premiére
variable) i.e., il existe L > 0 tel que pour tout (z1,t), (z2,t) € D on a

|f(z1,t) — f(z2,t)] < L]z — 22, (2.3)

et soit M tel que |f(x,t)| < M sur D. Alors il existe une unique solution x € Ct ([to — r,to + 1], R")

de (2.1)), avec :

<mi B 1
min -— ., .
" ML

Remark 1.
Ce théoreme est également connu sous le nom de théoréeme de Picard-Lindeléf dans de nombreux

pays.

Notons que le théoréme préceédent fournit une borne inférieure sur I'intervalle d’existence de 'unique
solution de . Le théoréme de Cauchy-Lipschitz ne fournit qu’une condition d’existence locale : il
existe une et une seule solution x(¢) qui n’est définie a priori que pour ¢ appartenant & un intervalle
centré en tg.

Quand f n’est pas un champ de vecteurs Lipschitz-continu par rapport a la variable spatiale, nous
n’avons plus nécessairement 'unicité de la solution, mais le théoréme de Peano donne les conditions
sur f qui assurent ’existence d’une solution :

Theorem 2. (Peano)
Soit f un champ vectoriel continu et borné défini sur un ouvert qui contient le rectangle :

D={(x,t) eR" xR : |[x —xo| < B, [t —to| < a}.
Alors, il existe une solution locale pour ([2.1).

Remark 2.

Meéme si nous ne les donnons pas explicitement ici, les preuves de ces théorémes seront reprises dans
la suite de ce rapport car elles sont utilisées via le théoréme du point fire de Banach ou de Schauder
dans les preuves constructives a base de modeles de Taylor.
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Remark 3. (Conditions suffisantes d’unicité)

La condition d’existence et d’unicité fondée sur la continuité uniforme de Lipschitz du Théoréme
est une condition suffisante relativement forte et il existe des conditions suffisantes plus faibles
portant sur f, moins restrictives que la condition du Théoréme (1| et qui assurent 'unicité de la
solution du probléeme de Cauchy. Citons par exemple la condition de Lipschitz unilatérale

dLeR ’ (f(:vl,t) — f(lbz,t)) . (xl — xg) < L’:El — .2172|2, \4 (ZCl,t), (ZCQ,t) e D. (2.4)

1l est important de noter qu’une fonction peut vérifier cette propriété sans étre Lipschitz continue
uniformément (par exemple la fonction f : x — —Sign(az)\/ﬂ définie sur R). Cette condition
n’assure toutefois que l'unicité unilatérale pour des temps t > tg. La condition d’Osgood qui impose
qu’il existe une fonction croissante w : RT — R telle que :

[f(21,8) = fl22, 1)] S w(|z1 = 22), (2.5)
1

1
et w satisfait w(0) = 0, w(y) > 0 pour tout v > 0 et /(OdC = 400, est une condtion suffisante
w

0
d’ezistence et d’unicité moins forte que la condition du Théoréme [1}

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz peut étre généralisé quand le champ de vecteurs f est globalement
défini et borné.

Theorem 3. (Corrolaire 1.2.9 [15])

Soit I C R un intervalle de temps et f : R® x I — R™ un champ vectoriel continu et borné que
lon suppose localement Lipschitz-continu par rapport a la variable spatiale (la premiére variable)
uniformément dans le temps. Alors pour chaque (to,zo) € I x R™ il existe une unique solution

de (2.1), définie sur I.

Ce théoréme peut aussi étre formulé en utilisant la notion de flot :

Theorem 4. (Corrolaire 1.3.2 [15])

Soit I C R un intervalle de temps et f : R™ x I — R™ un champ vectoriel continu et borné que
lon suppose localement Lipschitz-continu par rapport a la variable spatiale (la premieére variable)
uniformément dans le temps. Alors, pour chaque to € I il existe un unique flot @ solution de (2.2)).
Ce flot est Lipschitz continu en t et x.

Pour finir, rappelons que si f est suffisamment réguliére i.e., de classe C*, k > 1, alors le flot I'est
aussi.

Theorem 5. (Corrolaire 1.3.3 [15])
Soit I C R un intervalle de temps et f : R™ x I — R™ un champ vectoriel régulier et borné. Alors
pour chaque ty € I il existe un unique flot ¢ solution de (2.2)). Ce flot est aussi régulier en t et x.

De plus, dans ce cas, pour chaque t € I, 'application ¢(-, ) : R™ — R™ est aussi un difféomorphisme
régulier.

Par la suite, nous allons nous placer dans ce cadre régulier, et nous allons supposer que ¢(-,t) est
un C!-diffeomorphisme pour chaque ¢t € I (cela implique que le flot est inversible, ce qui a des
implications importantes sur les trajectoires d’état quand on se place dans le cadre des études de
collision entre engins spatiaux [9]).
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Remark 4. (Dynamique linéaire)
Dans le cas ou la dynamique du systeme (2.1) est linéaire, ses solutions s’expriment & laide de la
matrice de transition d’état, notée ®(t,to), de la fagon suivante :

x(t‘$0) = (I)(t, to)ﬂ?o.

Ainsi, dans le cas linéaire, la propagation des incertitudes peut étre réalisée analytiquement si la
matrice ® est connue.

Pour les deux types d’incertitude mentionnés auparavant, nous avons :

1. L’incertitude est uniformément distribuée et bornée dans une boite. Les solutions & chaque
instant ¢ sont incluses dans le parallélépipéde formé par 'application linéaire g — ®(¢, tg)xo,
pour

xo € XO = [u01, U01] X ... [UQn, Uon].

2. L’incertitude est supposée aléatoire et distribuée suivant une loi gaussienne. Sa nature gaus-
sienne est préservée par I’'application linéaire et comme elle est complétement déterminée par
ses deux premiers moments (moyenne et covariance), il suffit de calculer :

(tlzo) ~ N(m(t), P(t)),

. m(t) = ®(t, to)m°, P(t) = ®(t, o) PO®(t,t0)T.

Dans le cas général ou la dynamique f est non linéaire, le flot n’est pas connu explicitement et
la propagation des incertitudes n’est plus aussi simple. Depuis plusieurs décennies, la propagation
d’incertitudes orbitales est généralement abordée via des modéles linéaires ou des simulations de
Monte-Carlo non linéaires. Les méthodes linéaires sont tres efficaces dés que le probléme a été
linéarisé mais leur précision est souvent trés mauvaise pour des problémes hautement non linéaires
ou des propagations sur de grands horizons de temps. Par ailleurs les simulations de Monte-Carlo
fournissent des résultats avec une grande précision mais sont extrémement coiiteuses en temps de
calcul. Pour pallier ces inconvénients, plusieurs méthodes analytiques ou semi-analytiques ont fait
I'objet d’études approfondies ces derniéres années.

Dans la section suivante nous allons présenter une synthése de méthodes de propagation d’incerti-
tudes basées sur l'algébre de Taylor. Ensuite, une revue plus synthétique de plusieurs alternatives
sera proposée.

2.2 Les techniques d’algébre différentielle de Taylor

2.2.1 Notions de base sur 1’algébre différentielle et les modéles de Taylor

Les modéles de Taylor [49, 50|, introduits par Berz et son groupe, fournissent un autre moyen de
manipuler et d’évaluer rigoureusement des fonctions en utilisant 'arithmétique a virgule flottante. Ils
ont été largement utilisés pour des calculs validés : en optimisation globale [49, [32], pour calculer des
solutions validées des EDO [58], faire de la quadrature rigoureuse [51] par exemple. Ces techniques
ont ensuite été appliquées au domaine spatial depuis une douzaine d’années, notamment par les
travaux de DilLizia et Armellin en collaboration avec 'ESA [44] 10l 64]. Quelques implémentations
logicielles récentes (partielles ou complétement rigoureuses, comme il sera discuté dans la suite) de
ces outils sont disponibles : l'outil commercial IntLab de Rump [11] (MATLAB(®©), 'outil open-
source AUDI (C++ et python [3I]) ou 'outil PACE développé en Java par le CNES.
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Les techniques d’algebre différentielles (AD) reposent sur I'idée consistant a résoudre un probléme
analytique par une approche algébrique. Historiquement, le traitement des fonctions en machine a
été basé sur leur simple évaluation & des points spécifiques en utilisant des algorithmes numériques
classiques. Le but des techniques AD est d’extraire et d’utiliser plus d’information que ses simples
valeurs sur une fonction. Pour cela, I'idée est de traiter les fonctions et les opérations sur celles-ci
dans un environnement informatique de la méme maniére que les nombres réels.

Par exemple, considérons deux nombres réels a et b. En machine, ils sont généralement représentés en
virgule flottante (VF) par @ et b, en faisant un arrondi si besoin. Pour une opération * sur 'ensemble
des nombres réels, une opération * est définie sur les nombres en VF, telle que le résultat en VF
soit une bonne approzimation du nombre réel @ x b (cette notion d’arrondi est bien spécifiée par le
standard IEEE-754 [30]). De maniére analogue, certaines classes de fonctions (réelles et suffisamment
réguliéres) sont traitées dans le cadre de I'algebre différentielle en les représentant en machine par
leurs développements en série de Taylor (tronqués & un certain ordre fixé) et en définissant des
opérations approchées sur ces développements.

Les modéles de Taylor

Un modele de Taylor est décrit a partir des notions suivantes :
- un polynome réel p € R7[x], & n variables et de degré total au plus d :

px) = paz®,

la|<d

n
ou on utilise la notation multi-indices, z® := (' ... 22" et |a] = ) a4;
i=1

- un domaine n dimensionnel fixé :

D = [uy,v1] X ... [up, vpl;

- un point de développement ¢ € D ;
- un intervalle E € IR (ou IR dénote les intervalles de R) qui est censé fournir des bornes sur
les éventuelles erreurs d’arrondi et de troncature.
Ainsi, un modéle de Taylor pour une fonction réelle continue f : D — R satisfait la propriété
suivante :

VzeD, f(x)—plx—c) € E. (2.6)

L’origine du nom modéle de Taylor vient du fait que p peut étre considéré comme le polynome de
Taylor (bien que la Propriété a elle seule ne nécessite pas cela) d’ordre d et en le point de
développement ¢ pour une fonction f € C¥T1(D), et tel que le reste r(z) := f(x) — p(z — ¢) soit
contenu dans F pour tout z € D.

Pour simplifier les notations, quand il n’y a pas d’ambiguité sur le centre ¢, nous allons dénoter un
polynéme qui est modéle de Taylor pour une fonction f par 7T;(dx).

De fagon similaire, un vecteur de modéles de Taylor pour une fonction & m valeurs vectorielles
est donné par un vecteur de polynomes multivariés p = (p1,...,pm) € (R[z])™ et un vecteur
d’intervalles d’erreur E = (Ey, ..., Ey,) € IR™ tels que la propriété est satisfaite composante
par composante.
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Opérations surchargées sur les modéles de Taylor

Plusieurs algorithmes ont été développés pour les opérations algébriques de base (’addition, la mul-
tiplication), ainsi que des opérations plus compliquées, telles que la composition avec des fonctions
élémentaires classiques (sin, cos, exp, etc.). En plus de ces opérations algébriques, les opérations
analytiques de différenciation et d’intégration ont également été développées pour certains espaces
de fonctions.

Notons que plusieurs outils d’AD couramment utilisées en aérospatial [44] [10} 64], 1] n’implémentent
pas la partie intervalle d’erreur, car plus délicate & mettre en ceuvre et parfois considérée comme
plus cotiteuse en temps de calcul. Cela implique que la partie polynomiale fournit une approximation
non-certifiée (il n’y a pas de borne sur l'erreur) pour la quantité recherchée (fonction, flot d’EDO,
etc.) en définissant seulement une arithmétique sur les séries tronquées de Taylor. Dans la suite,
nous détaillons un exemple en suivant cette optique.

Example 1.
(Une division)
Considérons une fraction rationnelle bivariée :

m J—

T+ 2y +y g

Pour la représenter en AD, chaque opération arithmétique est surchargée en AD, en utilisant
des développements de Taylor. Supposons que le point x = 0,y = 1 est choisi pour faire ces
développements. Alors, les polynémes x et y sont représentés par T, = 04 dx et respectivement
Ty =1+ 0y. Le dénominateur g devienne alors

7;:7;+27;7?;+7;7;:1+35x+25y+2(5x6y+5y2.

p

Pour faire lopération 1/g en AD, on utilise un développement en série de Taylor d’une fonction

classique p — ﬁﬁ. Cela permet d’écrire :

’7'1/g =1 —]5—1—152 =1-—30x — 20y + 106:U5y+96m2+36y2,
et

Th = (=14 6z — 6y)T1/y = —1 + 46z + Jy — 95xdy — 1262% — 5y°.

Cette technique trés similaire a la différentiation automatique, permet de calculer la valeur de la
fonction h et toutes les dérivées jusqu’au second ordre au point x = 0,y = 1. On peut facilement
vérifier que h(0,1) = —=1;  0,h(0,1) =4; 0yh(0,1) =1; 0Oyyh(0,1) = —=9; 02,h(0,1) = —24
&l Gl 1)) = =2,

Dans ’exemple précédent, les termes d’ordre supérieur ont été ignorés, donc ce cadre simplifié ne
fournit directement aucune garantie sur la qualité de 'approximation 7 pour h. Cette approche
s’avére quand méme trés utile pour certaines applications. Par exemple, la propagation de I'incer-
titude dans les modéles de systémes GN&C a été traditionnellement effectuée par linéarisation au
détriment de la précision ou par des simulations de Monte Carlo précises mais cotliteuses en cal-
cul. L’algébre différentielle semble donc un bon compromis pour calculer automatiquement avec
des développements de Taylor, sans pour autant fournir des garanties numériques effectives sur la
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précision finale obtenue. Dans ce cadre, le calcul effectif du développement de Taylor a un coit de
calcul relativement élevé. Cependant, son évaluation pour toute valeur d’entrée (autour de la valeur
nominale) se fait avec des cofits de calcul négligeables. L’AD offre ainsi le potentiel d’une réduction
significative des ressources de calcul et du temps utilisé pour la conception et ’analyse de systémes
GN&C.

Afin d’étre plus complet, nous donnons aussi un exemple de 'utilisation des modéles de Taylor avec
intervalle d’erreur.

Example 2.
(Multiplication de deux modeéles de Taylor)
Considérons deux fonctions classiques :

fl = eXp(x>7
fa = cos(x),

définies sur lintervalle D = [—1/2,1/2]. On considére le développement de Taylor d’ordre 2 au
point c =0 :

1 2
p1=1+:17—|—§x,

1
b2 = 1- 53327
La partie intervalle est obtenue en bornant l’erreur d’approximation a partir de la formule de

Taylor-Lagrange. En particulier, pour chaque x € D, il existe & € D tel que :

hi@) - m(@) = 1) - (2.8)

Dans cette expression, en encadrant par intervalles la 3-iéme dérivée de la fonction fi1 sur
lintervalle D, on obtient une borne pour l’erreur d’approximation Ey et respectivement Eo :

E; = [~0.035,0.035],
E, = [~0.010,0.010].

L’opération de multiplication est stmilaire dans un premier temps aux opérations avec des séries

tronquées : puisque p1 -p2 = 1+ x — %1‘3 — %334, on prend pour la partie polynomiale, les termes

d’ordre au plus 2 :
p:=1+4+=x.

Concernant la partie intervalle, nous devons d’abord calculer des encadrements pour les termes
d’ordre supérieur du produit, ainsi que les images de p1 et py sur D :
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Ve € D : pi(x) € Ip, :=[0.625,1.625],
Vz € D : po(x) € I, := [0.875, 1],

1
Vo & D ——5 — Zx4 € I := [-0.063,0.063].

1

2
Ensuite, ce n’est pas difficile de montrer que

fi-fo—pC Ep:=1I, -Exy+ I, - By + I; = [—0.281,0.281].

Donc, le polynome p et la borne d’erreur E, fournissent un modéle de Taylor d’ordre 2 pour le
produit fi - fo.

2.2.2 Algeébre différentielle de Taylor pour approcher les solutions des équations
différentielles

Nous avons vu précédemment que 'algébre différentielle permet de calculer les dérivées (partielles)
d’une fonction f (vectorielle, multivariée) jusqu’a un ordre fixé, ainsi que de faire une évaluation
(approximative) de la fonction. Ceci a une conséquence importante lorsque l'intégration numérique
d’une EDO du type est effectuée par un schéma d’intégration numérique, car cela est basé sur
des opérations algébriques et des évaluations du champ de vecteurs de 'EDO . Par conséquent,
si on effectue toutes ces évaluations & l'aide des techniques de l'algébre différentielle, on aura calculé
un développement polynomial du flot d’un probléme de Cauchy (donnée par une EDO et un jeu
de conditions initiales). Cette observation est trés importante car nous avons vu, dans I'introduction
de ce chapitre, que les méthodes de linéarisation classiques basées sur la matrice de transition
permettent d’avoir seulement une approximation linéaire du flot en la variable spatiale xo (cf.
Remarque {4)).

Avant de donner un exemple de cette méthode, nous décrivons une procédure pour représenter un
intervalle (ou un vecteur d’intervalles) avec un modéle de Taylor.

Représentation d’un vecteur d’intervalles par un modéle de Taylor

Il existe plusieurs possibilités pour représenter un ensemble U = [u1,v1] X ... [uy,v,] € IR", mais
un choix courant et facile est de le représenter comme Ty (dz) := ¢ + Cdx i.e., par un polyndéme de
degré 1, dépendant d’une variable dz € R™ et autour d’un point (vecteur) de référence ¢, pour :

c=[(ur +v1)/2,...(up +vy)/2] € R",
C = diag ([(v1 —u1)/2,... (vp — up)/2]) € R,
oz € [—1,1]"
En utilisant cette représentation pour les conditions initiales et afin de calculer numériquement

une approximation polynomiale du flot (2.2]), une procédure classique consiste a utiliser un schéma
d’intégration et de surcharger toutes les opérations en AD.

Example 3.
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Considérons une équation différentielle scalaire :
.’L'(t) :f(x(t)vt)v :B(tO) = o, te [t0>t0+T]'

Afin de calculer numériquement une solution, on utilise par exemple le schéma d’Euler [52).
Cette procédure est facilement adaptée au cadre de I’AD, comme suit :
- Initialiser les conditions initiales comme un vecteur AD,

Txo (5360) = x0 + Codzo.

- Effectuer toutes les opérations du schéma d’intégration dans I’AD. Par exemple, apres
un pas d’intégration, on obtient un polynome Ty, qui dépend formellement de la variable

(5.%'0 N
Tl = Xp +f( X0 ,to) - At.
~— ~— ~—
Tz, Tzo Tz

Plus précisément, si la fonction f est évaluée dans le cadre de I’AD, la sortie de la premiére
étape est le développement de Taylor de la solution x1 a t1 par rapport a la condition initiale
autour du point de référence xg, exprimé comme un polynome de variable dxqg, c’est-a-dire,
x1(0x0) := Tz, (0x0). La procédure précédente peut étre ainsi itérée pour les étapes suivantes,
jusqu’a la derniére étape de l'intégration, ot le résultat est une approximation de Taylor du flot
du probleme de Cauchy initial xy,(dxo) = Tz, (6x0).

Pour une équation différentielle vectorielle, le méme procédé peut étre appliqué. Ce type d’intégra-
teurs numériques basés sur I’AD ouvre la voie & de nombreuses applications pratiques, notamment
liées & la propagation d’erreurs sur des conditions initiales.

Propagation de l’incertitude par P’algébre différentielle de Taylor

Les polynémes de Taylor (obtenus aprés la surcharge en AD des opérations d’intégrateurs numé-
riques) permettent d’avoir une approximation de la solution du probléme de Cauchy par rapport
& la condition initiale. Ainsi, & chaque étape d’intégration, la solution xj est exprimée comme un
polynéome dépendant de l'erreur (mise & 1’échelle dans ’hypercube) dxo entre la condition initiale
nominale x et une condition initiale réelle. L’évaluation de ce polynéme en un point dxg donné four-
nit aisément la nouvelle solution z; & 'instant ¢; correspondant a la condition initiale bruitée. Plus
précisément, notons que la précision de cette approximation dépend de l'ordre de développement
choisi ainsi que de la taille de I’écart dxg.

Il est intéressant de noter qu’a l'ordre 1, le développement de Taylor 7, (dzo) est la solution
de T'équation différentielle linéarisé autour de la trajectoire nominale (pour la condition initiale
x(tg) = xg) et donc ses coefficients coincident (numériquement) avec ceux de la matrice de transi-
tion ®(tx, to).

Le principal avantage de I'intégrateur basé sur I’AD est que la nouvelle solution est obtenue au
moyen d’une simple évaluation polynomiale, évitant ainsi une nouvelle intégration numérique cor-
respondant & la condition initiale bruitée. De plus, le méme polynéme de Taylor peut étre utilisé
pour identifier la solution correspondant a chaque erreur dzp (sur l'intervalle de validité de 1'ap-
proximation de Taylor) et ainsi, si de nombreuses valeurs de dzy doivent étre traitées, plusieurs
évaluations polynomiales simples peuvent étre effectuées efficacement a la place de plusieurs inté-
grations numériques cotiteuses.

Afin d’illustrer la propagation de I'incertitude affectant les conditions initiales dans le cadre d’une
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dynamique non-linéaire, nous reprenons ici, un exemple de la thése [44] pour un systéme a deux
corps.

Example 4.

(Propagation d’une incertitude uniformément distribuée dans les conditions initiales pour le
probléeme a deux corps)

L’équation de la dynamique est donnée par

{riv_,@ (2.9)

ot T et v représentent la position et la vitesse de l'objet et ug est la constante gravitationnelle
du Soleil. Les conditions initiales nominales sont définies de telle sorte que l'objet commence a
se déplacer a partir du péricentre d’une orbite elliptique, se trouvant sur le plan de ’écliptique
(voir la ligne pointillée dans la Figure . Le rayon du péricentre est de 1 Astronautical Units
(AU), tandis que l'amplitude de la vitesse initiale est fixée pour que l'orbite résultante ait une
excentricité de 0,5. Un intégrateur Runge-Kutta d’ordre 8 basé sur I’AD est ensuite utilisé pour
approcher la solution de ’EDO sur une orbite, en utilisant un développement d’ordre 5 de I’AD
et 10 pas de temps uniformément repartis sur la période orbitale. Une boite d’incertitude (ayant
une longueur de 0,01 AU) sur la position initiale est considérée et son évolution est étudiée.
Compte tenu de la bijectivité du flot, les bords de la boite d’incertitude initiale se propagent
en points limites de ’ensemble de solutions correspondant o chaque instant d’intégration. Par
conséquent, I’évolution de la boite initiale est étudiée en faisant évoluer sa frontiére uniquement :
un échantillonnage uniforme des bords de la boite initiale est effectué. Pour chaque échantillon,
U’écart par rapport aux conditions initiales nominales est calculé et les polyndémes obtenus au
moyen de lintégrateur basé sur I’AD sont évalués. De cette facon, a chaque pas d’intégration,
limage de la boite par l’application polynomiale peut étre facilement tracée, comme il est indiqué

a la Figure[2.1]
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FIGURE 2.1 — Exemple (repris de [44]) de propagation de 'incertitude dans un systéme a deux
corps.

1.5

y [AU]
<

-1.5r

Nous voulons indiquer clairement que 'approche décrite ci-dessus ne donne qu’une (bonne) ap-
proximation du flot, car les termes d’ordre supérieur (& 5, pour 'exemple précédent) sont igno-
rés. Contrairement a cela, la propagation de l'incertitude a base de modéles de Taylor complets
—polynoéme et intervalle d’erreur— fournit quant a elle, un vrai encadrement rigoureux du flot et sera
résumée dans la suite.

2.2.3 Propagation de l’incertitude a ’aide de l’itération de Picard

Considérons une EDO de Cauchy n dimensionnelle (2.1]) avec une dynamique suffisamment réguliére
pour qu’'une unique solution existe pour chaque zy € Xy (cf. discussion de lintroduction de ce
chapitre), ot X est un ensemble n dimensionnel fixé :

Xo = [uo1,vo1] X ... [ton, Von).

Nous supposons aussi que le flot (2.2) est un C! difféomorphisme. Notre but est de comprendre
comment caractériser et implémenter une procédure effective d’inclusion du flot. Plus précisément,
nous nous intéressons au calcul des ensembles ¥ (implémentable en machine) ayant la propriété
suivante :

Pour tout zg € Xy C X et t € [t;, ti+1] nous avons ¢(z0,t) € Wy 441
Ces ensembles sont souvent choisis comme des intervalles dans la littérature [21), 45| 55] alors que
les modéles de Taylor représentent une approximation d’ordre supérieur.
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Formulation comme un probléme de point fixe

L’idée principale est de reformuler ’Equation (quand la dynamique est suffisamment réguliére)
comme un probléme de point fixe et d’appliquer de fagon constructive la preuve d’existence d’un
point fixe en utilisant les modéles de Taylor.

Plus précisément, toute solution z de 1’équation sur [to,t1] C [to,ts] et de valeur initiale
Zo := z(tg) € Xo est un point fixe de 'opérateur intégral :

T:C ([to,tﬂ,Rn) —C ([to,tl],Rn)

z— T+ / f(r, z(7))dr. (2.10)

Nous allons appliquer le théoréme de point fixe de Schauder :

Theorem 6. (Schauder)
Soit K un sous-ensemble fermé et convere d’un espace de Banach et T un opérateur continu, T :

K — K tel que l'image T'(K) est un sous-ensemble relativement compact de K. Alors T a un point
fize dans K.

Dans notre cas, notons d’abord que ’espace de fonctions C ([to, t1],R™) est un espace de Banach
complet et séparable et que 'opérateur T est continu. Le théoréme précédent peut étre appliqué s’il
existe un sous-ensemble K qui satisfait les propriétés suivantes :

- K C C([to, t1],R™) est un sous-ensemble convexe et fermé;

- l'image T'(K) est relativement compacte et incluse dans K.
Nous allons donc construire un tel sous-ensemble en considérant un modéle de Taylor pour un
ensemble de fonctions K1 C C ([to, t1],R") :

K, :{Z:VtE [to,t1],z(t)—p1(t—to) €E1}, (2.11)

et nous allons supposer que 'image T'(K7) de cet ensemble par I'opérateur T' peut étre incluse dans
un autre ensemble, toujours déterminé par un modéle de Taylor :

T(Kl) CTK, = {Z VYVt e [to,tl],z(t) _pTKl(t — to) € ETKl} . (2.12)

Alors, K7 et T K7 sont convexes et fermés, mais ils ne sont pas forcément compacts. Pour démontrer
que I'image T'(K7) est relativement compacte, nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli-Arzela, qui
caractérise, a ’aide de la notion d’équicontinuité, les parties relativement compactes de ’espace des
fonctions continues d’un espace compact dans un espace métrique.

Theorem 7. (Ascoli-Arzela [{0])
Une partie K de C ([to, t1],R™) est relativement compacte (c’est-a-dire incluse dans un compact) si
et seulement si, pour tout point t € [tg,t1] :
- K est équicontinu en t, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe un voisinage V de t tel que
Vze K VyeV d(z(t),z(y) <e;
- lensemble K(t) = {2(t)|z € K} est relativement compact.
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Notons que la deuxiéme propriété est facilement vérifiable pour T'(K7), car 'ensemble TK;(t) =
{z(t) : 2(t) — prK,(t —to) € ErK, } est un compact de R". Concernant la premiére propriété, nous
avons :

t//

IT(2)(¢) = T(2)(¢")] = II/f(T,Z(T))dTI < Mjit" =", (2.13)

pour tout z € T(K7) et t',t" € [tg,t1], ot M est une borne supérieure pour f, qui existe parce que
f est continue et les fonctions z sont bornées.

Par conséquent, T'(K7) est un ensemble de fonctions M-lipschitziennes et nous pouvons utiliser le
fait qu’un ensemble de fonctions M-lipschitziennes est équicontinu.

Le probléme de trouver un encadrement pour toute solution de I'Equation ([2.10]) est donc réduit en
utilisant le théoréme de Schauder & trouver deux modéles de Taylor K; et T K, tels que

T(K,) C TK; C K. (2.14)

L’e-inflation

Il existe un procédé itératif, appelé e-inflation dans la littérature [65] qui permet de trouver ces
deux ensembles, quand 'intervalle d’intégration est suffisamment petit :

1. Etape d’initialisation :

- Trouver un polynéme candidat p; : usuellement, ce polynéme candidat de degré m est
trouvé en faisant m applications récursives (aussi appelées itérations de Picard) de 'opé-
rateur intégral T' en AD numérique (sans effectuer de calcul validé). Toute autre méthode
numérique qui trouve une bonne approximation polynomiale de la solution peut étre uti-

lisée.
- Commencer avec 'intervalle E%O) :=[0,0] € IR™.
- Fixer ¢ = 0.

2. Boucle d’e-inflation :
- Evaluer l'opérateur T'(K1) en arithmétique des modéles de Taylor, afin d’obtenir 1’ensemble

TK Y). Cette étape suppose que la fonction f dans I’Equation peut étre implémentée
en utilisant cette arithmétique (c.-a-d., toutes les fonctions qui la composent sont déja
implémentées) :

- Calculer une borne E'®) sur ensemble

(P, () = p1(0) : 1€ o, 1]} € B'O CTR™, (2.15)
et vérifier I'inclusion (en arithmétique d’intervalles) :
E® .= EY). +EOCEY. (2.16)

Si cette inclusion est vérifiée, alors nous avons obtenu une inclusion valide et donc toute
solution de 'Equation ([2.10) est incluse dans

K = {z LVt € [to, ta], 2(t) — pr(t — to) € EP} (2.17)
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Sinon, il faut procéder a une extension de l'intervalle :

B =1 —e,14¢]- EW 4[4, 4), (2.18)

pour des parameétres €, > 0 choisis par 'utilisateur et répéter 'étape 2, avec i < ¢ + 1.

Si l'intervalle de temps [to, t1] est trop large, cette inclusion est souvent trés difficile, voire impossible
a trouver. Donc, si le procédé ci-dessus échoue aprés quelques itérations, 'intervalle de temps doit
étre réduit et toute la procédure de calcul refaite.

Propagation de l’incertitude

Nous allons maintenant décrire une procédure générale d’inclusion du flot de I’Equation ([2.1)) (quand
les conditions initiales sont incertaines) en utilisant des modéles de Taylor et des inclusions du
type . Tout d’abord, notons que le probléme est résolu pas a pas sur des sous-intervalles
[ti, tiv1) pour une grille de temps to < t; < ... <ty =ty fixée.
Résoudre signifie ici que pour chaque intervalle [¢;,¢;41], un modéle de Taylor vectoriel composé
par :

- un vecteur de polynomes 7;(dx,0t) € Rz, t]",

- un vecteur d’'intervalles E; € IR",
est calculé, tels que le flot ¢ de I’Equation satisfait :

V(:v,t) S X() X [ti,tﬂ_ﬂ, gO(.I‘,t) — 7;(5.%',15 — ti) c F;.

Cela signifie que pour chaque t € [t;, t;11] fixé, toute solution ¢(z,t) satisfait :

o(z,t) € Ti([-1,1]",t — t;) + E;,
ou T;([-1,1]",t — t;) est 'image pour chaque ¢ fixé de B := [—1,1]" par le polynéme T;(dx,t — t;).
L’algorithme suivant, utilisé pour obtenir ces modéles de Taylor, est basé sur la procédure d’e-
inflation décrite plus haut :
1. Etape d’initialisation :
- Paramétrer I'ensemble initial X par un modéle de Taylor de variable dz € [—1,1]" en
faisant une simple mise a 1’échelle :

Tx,(0x) = Zo + [—r, 7] := & + diag(r)dz,

pour Zo,r € R™. Notons que la partie intervalle de ce modéle de Taylor est nulle i.e,
Ex, = 0 et qu’il ne dépend pas de ¢.

- Trouver un polynoéme candidat p; € R,,[dz,t] : usuellement, ce polyndéme candidat de
degré total m est trouvé en faisant m applications récursives (aussi appelées itérations
de Picard) de l'opérateur intégral T' qui dépend maintenant & la fois de dx et ¢, en AD
numérique (sans effectuer de calcul validé) :

T:C([-1,1]" x [to, t1],R"™) = C ([-1,1]" x [to,t1],R™)

¢
z — Zo + diag(r)oz + / f(r,z(dz, 7))dr. (2.19)

to
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- Commencer avec l'intervalle E%O) :=[0,0] € IR™.
- Fixer 1 = 0.

2. Boucle d’e-inflation :
(4)

- Evaluer Popérateur T(K1), pour un modéle de Taylor K7, fonction de p; et E;}”, en arith-

métique des modéles de Taylor, afin d’obtenir ’ensemble T'K p. Cette étape suppose que

la fonction f dans ’Equation (2.10) peut étre implémentée en utilisant cette arithmétique
(i.e., toutes les fonctions qui la composent sont déja implémentées) :
- Calculer une borne E'® sur 'ensemble

(P, (82,t) — p1(dz,t) = (0z,t) € [1,1]" x [to, t:]} € E'D CIR", (2.20)
et vérifier I'inclusion (en arithmétique d’intervalles) :
E® .= EW. +E'WCEY. (2.21)

Si cette inclusion est vérifiée, alors nous avons obtenu une inclusion valide et donc, nous
pouvons appliquer un argument similaire de point fixe basé sur le théoréme de Schauder,
comme auparavant, afin de démontrer que toute solution de I’équation (2.10)) est incluse
dans ’ensemble

KD = {z V0, t) € [—1,1)" x [to, t1], 2(6z,t) — p1 (0w, t — to) € E@} . (2.22)

Sinon, procéder & une extension de l'intervalle :

BV =1 — e 146 - ED +[-6,4), (2.23)
pour des paramétres €, > 0 choisis par 'utilisateur et répéter ’étape 2, avec i < i + 1.

Remark 5.
La procédure mentionnée auparavant calcule une inclusion sur des ensembles (des modéles de Taylor)
dépendant a la fois de t et dx, du type TK1 C K1, pour :

K= {Z : V(t,5$) € [to,tl] X [*1, 1]”, Z(t,6$) *pl(t — to,&L‘) S El},
et
TK, = {Z : V(t,(SfL‘) S [to,tl] X [—1, 1]”, Z(t, (Sl‘) _pTKl(t — t0,5$) € Eg}.

Cependant, afin d’appliquer proprement le théoréeme de Schauder, nous devons regarder l’opérateur
intégral paramétré par ox € [—1,1]",

Tse : C ([to, tl],Rn) —=C ([to, tl],Rn) (2.24)
z — xo + diag(r)dzx + / f(r, z(7,dz))dr, (2.25)
to

pour chaque d0x € [—1,1]".
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Done, nous devons d’abord démontrer que les ensembles correspondants pour chaque dx :
Kq(0z) :=={z(-,0x) : Vt € [to,t1], 2(t,0x) — p1(t — to,d0z) € E1},
et
TK:(6z) := {z(-,0z) : VYt € [to, t1], 2(t,0x) — prK, (t — to,0x) € Ea}.
satisfont le méme type d’inclusion TK;(dz) C Ki(dx), pour chaque dx € [—1,1]" fizé.

Nous allons maintenant analyser un exemple, en deux dimensions, repris de la référence [11].

Example 5.

Considérons le systeme différentiel suivant, du premier ordre en deux dimensions :

oI y2’2 (2.26)
Y2 =Yy1-,

sur Uintervalle de temps t € [0, 6] et avec des conditions initiales incertaines, données par des

intervalles :
(y10,920) € [1 £+ 0.05, —1 % 0.05]2.

Linclusion du flot en utilisant le logiciel Intlab [T1] est tracée a la Figure . Pour chaque
instant t, = 0.4k, k =0,...,15 du domaine d’intégration, ’image du polynéme de Taylor cor-
respondant, de degré total 18 est imprimée en vert. Cela représente une estimation (en negligeant
les termes d’ordre supérieur) du flot. La ligne continue bleue est la trajectoire nominale, c’est-a-
dire la solution pour la valeur initiale du point (1, —1). Les points rouges représentent les valeurs
de la trajectoire nominale aux instants ti. Enfin, les lignes pointillées noires correspondent aux
trajectoires provenant des coins inférieur gauche et supérieur droit de (y10,y20). Le tracé montre
qu’ils atteignent presque exactement les extrémités des formes vertes allongées. Cela signifie que
les polynémes ne produisent pas beaucoup de surestimation dans ce cas.

Nous voulons indiquer clairement que les graphiques décrits jusqu’a présent utilisent une arith-
métique a virgule flottante non vérifiée et ne donneront qu’une approrimation du flot. Contrai-
rement a cela, les boites noires sont des bornes globalement vérifices, en utilisant aussi la partie
intervalle du modéle de Taylor. On observe qu’ils englobent relativement étroitement les formes
vertes, démontrant dans ce cas-la que le modeéle de Taylor ne surestime pas beaucoup la vraie
image, méme quand celle-ci est non-conveze.
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FIGURE 2.2 — Exemple de propagation d’incertitudes affectant les conditions initiales [11].

Une subdivision adaptative du domaine initial est nécessaire pour le cas des ensembles incertains
larges, des propagations a long terme ou des dynamiques fortement non-linéaires.

2.2.4 Propagation de l’incertitude non-uniforme par I’algébre différentielle de
Taylor

Lorsque les conditions initiales sont soumises & une incertitude non uniforme, la propagation de
I’état des systémes dynamiques non-linéaires repose souvent sur des simulations de Monte Carlo.
Les étapes principales d’une telle approche sont les suivantes :
1. Générer des échantillons aléatoires basés sur la distribution statistique de l'incertitude &
propager ;
2. faire une intégration pour chaque échantillon (en utilisant un schéma d’intégration pour la
dynamique non linéaire ;
3. effectuer I'analyse statistique des résultats.
Cette approche présente plusieurs inconvénients :
- La nécessité, en général, de faire la propagation d’'un grand nombre d’échantillons pour
obtenir une bonne convergence statistique ;
- le fait que la simulation doit étre répétée pour différentes distributions initiales ;
- le manque d’informations analytiques, utiles pour des analyses supplémentaires.
Ces problémes affectent & la fois la charge de calcul associée & la simulation Monte Carlo et sa
validité pour différentes caractéristiques statistiques des conditions initiales.
L’alternative offerte par I'utilisation de I’algébre différentielle a 'avantage qu’une seule intégration
(en AD) offre un développement de Taylor d’ordre élevé (fixé) pour le flot de 'EDO, en se basant
sur une procédure analytique. De plus, il a été remarqué [2] que la précision du développement
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peut étre controlée en fonction de I'ordre choisi. Il semble donc intéressant de remplacer les milliers
d’intégrations ponctuelles requises pour les simulations de Monte Carlo classiques par un nombre
égal d’évaluations (polynomiales) du flot. La simulation de Monte Carlo résultante basée sur ’AD
peut étre résumée comme suit :
1. Générer des échantillons aléatoires de la distribution statistique de I'incertitude a propager;
2. effectuer une seule intégration DA en sélectionnant I'ordre du développement en fonction de
la précision demandée ;
3. évaluer "approximation polynomiale pour tous les échantillons (ce qui est généralement consi-
déré comme une opération rapide) ;
3. effectuer I'analyse statistique des résultats.
Avec cette approche, la méme approximation polynomiale peut étre donc utilisée pour plusieurs dis-
tributions ou pour différentes analyses statistiques. Nous reprenons ici I’exemple d’une propagation,
telle qu’elle a été présentée dans la référence [2].

Example 6.

(Propagation orbitale en utilisant ’algébre différentielle, NEO Encounter 2029.)

L’algorithme de propagation en AD est appliqué pour étudier la rencontre rapprochée de [’as-
téroide Apophis avec notre planéte en 2029. Pour ce faire, les auteurs de [2] calculent d’abord
le développement de Taylor d’ordre élevé de la distance de rencontre rapprochée d’Apophis par
rapport o la Terre au moyen des opérations algébriques sur le flot afin d’obtenir une approzxima-
tion polynomiale. Ensuite ils emploient une propagation des échantillons tirés de la distribution
initiale donnée afin d’effectuer une analyse statistique. Sans reprendre toutes les détails de [’ar-
ticle [2], nous remarquons quelques points importants utiles pour l’étude présente :

- La dynamique non-linéaire d’un probléme a (n + 1)-corps est utilisée (en incluant le
Soleil, les planétes, la Lune ainsi que les astéroides Ceres, Pallas et Vesta. Les positions,
vitesses et accélérations de ces n corps sont données par des interpolations en splines
cubiques ;

- quand [’astéroide est proche de la Terre, la dynamique Keplerienne a 2-corps est consi-
dérée, en incluant la perturbation du champ gravitationnel due au Js ;

- U’état de lastéroide (son état nominal ainsi que sa covariance) est initialement exprimé en
coordonnées équinoziales, qui sont d’abord transformées en coordonnées cartésiennes en
utilisant I’évaluation en AD. Dans un second temps, ces modéles de Taylor sont propagés
en AD avec un schéma numérique de type Runge-Kutta-Fehlberg (RKF78) ;

- les auteurs analysent le rapport entre le temps de calcul d’une simulation Monte Carlo
fondée sur I’AD et sa contrepartie ponctuelle. Pour 10000 astéroides virtuels, on observe
un ratio allant de 0.05 pour des développements d’ordre 4 a 0.2 pour lordre 6. Il est
évident que linconvénient du cott de calcul plus élevé requis par une intégration DA est
compensé par le gain de temps significatif obtenu en substituant 10000 intégrations par
points avec le méme nombre d’évaluations de polyndémes ;

- pour finir, nous reprenons ausst la Figure [2.3 qui montre la propagation Monte Carlo en
AD ainsi que les bornes obtenues quand une incertitude uniforme en 30 est propagée.
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FiGure 2.3 - Exemple de propagation orbitale en utilisant Dalgébre  dif-
férentielle, NEO Encounter 2029 12] et https://nebula.esa.int/content/
orbital-prediction-differential-algebra-and-taylor-models.

Une alternative pour approcher des distributions a4 ’aide de la mesure image

L’approche précédente propage une distribution donnée (uniforme ou non-uniforme) a 'aide de
I’algébre différentielle de Taylor en calculant d’abord une approximation polynomiale d’ordre fixé
du flot qui est ensuite utilisée pour évaluer des échantillons tirés en fonction de la distribution.
Nous proposons une alternative plus prospective qui utilise la notion de la mesure image. Plus
précisément, 'algébre différentielle de Taylor est toujours utilisée pour obtenir une approximation
polynomiale d’ordre fixé du flot, mais cette approximation est ensuite utilisée pour propager les
moments de la distribution et pas seulement des échantillons.
La feuille de route proposée est donc la suivante :

— Initialiser les conditions initiales comme un vecteur AD :

[130] = x0 + 0xp.

— Effectuer toutes les opérations du schéma d’intégration dans ’AD.
— Obtenir une approximation polynomiale (d’ordre d fixé) de I’état final en fonction des condi-
tions initiales (incertaines) :

[xf] = 7-1'f ((5.%'0)

— Si la distribution des conditions initiales dz¢ est donnée (ses moments sont connus), les
moments de la distribution de I'é¢tat final peuvent étre calculés a partir de 7;,, en utilisant
la mesure image :
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Definition 1 (La mesure image). On se donne deuz espaces mesurables (X1,%1) et (Xa,X2),
une application mesurable f: X1 — Xy et une mesure p: 1 — [0, +00|. La mesure image de
w par fest une mesure sur Yo notée fipu et définie par :

(fep)(B) = (f_l(B)) pour tout B € Xo.

gdt= [ gofdu.

X1

donc Formule de changement de variables /
X2

— (Approche numérique brute-force) Tirages aléatoires sur dzy + évaluation du polyndéme
Tz,

— (Linéarisations) Extraction de la partie affine du polynéme 7, ; donc moyenne et cova-
riance

— Calcul des moments & 'aide de la mesure image
— Approximation polynomiale de I’état final en fonction des conditions initiales (incertaines) :

5] = Tz (90)

Example 7. Eremple : E[xs] = E[T;,(dx0)] :/ xp d(Tep) = T (6z0) du(dzo).
X2 Xl

2.2.5 Le cas des équations différentielles avec des paramétres incertains

Une classe plus large des problémes de Cauchy avec des incertitudes est constituée par des EDOs
dont la dynamique contient des parameétres incertains (en plus des conditions initiales incertaines).
Dans ce cadre, on souhaite déterminer des inclusions du flot pour toutes les valeurs possibles des
paramétres (et des conditions initiales). La plupart des travaux existants s’intéressent seulement
au cadre de valeurs initiales données par des intervalles, comme nous ’avons mentionné dans la
section précédente et il y a beaucoup moins d’articles concernant le cas ol les paramétres sont
donnés par des intervalles, voir par des distributions plus générales (par exemple gaussiennes). Nous
décrivons ici la méthode dela référence [43], permettant d’obtenir des solutions validées de problémes
de Cauchy avec des paramétres & valeur intervalle.
Comme les paramétres incertains sont considérés comme invariants dans le temps, une premiére ap-
proche suggérée par Lohner [45] consiste a les traiter comme des variables d’état supplémentaires,
avec des dérivées nulles. Etant donné que les paramétres sont maintenant traités comme des va-
riables indépendantes, des inclusions plus fines peuvent étre obtenues,. Cependant, 'augmentation
du nombre de variables d’état peut entrainer une augmentation du cotit de calcul.
Considérons maintenant une EDO de Cauchy autonome (on se place dans le cadre autonome décrit
dans le papier [43]) :

{ yt) = fly(),0), tE€ [to,tsl, (2.27)

y(to) = wo €Yy, 0€0O. '

Le vecteur n-dimensionnel de variables d’état est notée par y avec le vecteur des conditions initiales
Yo € Yo CIR™ et 0 € © C IR? est un vecteur de paramétres. On suppose que le champ vectoriel
f: R* x RP — R" est suffisamment régulier, notamment de classe C* (R™ x RP) et composé de
fonctions qui sont implémentées en AD, afin de pouvoir calculer les dérivées nécessaires pour obtenir
des modéles de Taylor d’ordre k du flot. Tout comme dans la Section [2.2.3] nous allons considérer
une approche basée sur une subdivision en sous-intervalles [t;,t;11] pour une grille de temps ¢y <
t; < ...<tN:7ff fixée.

Pour chaque intervalle [t;,t;+1], on s’intéresse a calculer des inclusions pour I’ensemble de solutions
de ’Equation . Les auteurs de larticle [43] procédent en deux étapes :
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1. Validation de I’existence et de I'unicité des solutions;
2. raffinement des inclusions en utilisant des modéles de Taylor.

1. La validation de P’existence et de 1’unicité des solutions. Cette étape est fondée sur le
calcul d’une inclusion « grossiére » du flot en arithmétique d’intervalles, toujours en utilisant une
réformulation de ’Equation ([2.27)) en probléme de point fixe en utilisant I'opérateur intégral :

T:C([—1,1]" x [ty tixa] x [-1,1)",R™) — C (=1, 1]" x [ti, tiy1] x [-1,1]P,R")

t
z — §; + diag(ry,)dy + / f(z(0y,T,00), 00 + diag(rg)dd)dr. (2.28)
t,

7

En utilisant le théoréme de point fixe de Banach, on peut démontrer la propriété suivante :

Proposition 1.
Soit Y; € IR™ un vecteur d’intervalles qui contient l'image de l’expression suivante :

Y; := 9; + diag(ry,)dy, pour dy € [—1,1]". (2.29)

St pour un vecteur d’intervalles Y;, avec Y; CY; € IR™, nous avons linclusion suivante obtenue en
évaluant lexpression en arithmétique d’intervalles :

TY; :=Y; + [0, tip1 — ;] (Y, 0) C Vi, (2.30)

alors il existe une unique solution z de I’Equation (2.28)) pour tout t € [t;,ti1], oy € [—1,1]" et
00 € [—1,1]P, qui satisfait z(t, 0y, 60) € Y;.

Par conséquent, si le vecteur Y; € IR" contient 'image de toutes les solutions de I’Equation
a U'instant t;, alors I’ensemble des solutions y de 'Equation ([2.27)) sur 'intervalle ¢ € [t;, t;11], pour
Sy € [~1,1]" et 60 € [—1,1]P, satisfait y(t) € Y;.

L’inclusion donnée dans I’Equation peut étre raffinée en utilisant un développement de Taylor
du flot par rapport au temps, sur lintervalle [t;,¢;+1]. En dénotant la j-iéme dérivée du flot par
rapport au temps par yij](-,yi) = ai?(,yz), la formule de Taylor-Lagrange, nous dit que pour

chaque t € [t;, ti+1], il existe & € [t;, ti+1] tel que :

e
—

; t—t;) t—t;)"
y(t,yi) = yy] (tz‘,yz')(j!) + yyf] (ﬁt,yz’)!'

o (2.31)

.
Il
o

[j]

Cette formule a une grande importance algorithmique, car les dérivées y;”'(t;,y;) peuvent étre ex-
primées récursivement en fonction des dérivées de f, comme suit :
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y1£0](tzvyl) =Y = f[O](y”La 0)7

y (b, vi) = Fui 6) == (s, 0),

y?%wﬁzggwﬂﬁwﬁ%:ﬂmwﬁ%

. 9 fli—1
yt[]](ti,yz’) = < fay f) (i, 0), (2.32)

en observant que l’évaluation de chaque dérivée yP ](ti,yi) ne demande que des opérations sur les
dérivées sur les termes précédemment calculés.

Si y; et 0 sont fixés, alors cette évaluation (aussi appelée différentiation automatique) est faite en
nombres réels (ou flottants, en machine). Par contre, si y; et 6 sont incertains et inclus dans des
boites de R™ et respectivement RP, alors le procédé le plus courant est de procéder & une différentia-
tion automatique en arithmétique d’intervalles, en surchargeant chaque opération arithmétique. Le
résultat est donc une inclusion de la j-iéme dérivée du flot par rapport au temps yy ](ti, y;) évaluée
au point (t;,y;), pour tout y; € Y; et 6 € ©.

Concernant le terme yt[k] (&4, v:), une inclusion sous forme d’intervalle peut étre formellement calculée
avec le méme procédé algorithmique, en remplagant la variable & avec & € [ti,tiv1], en dénotant
I'image initiale Y; D {y(&) : & € [ti, ti+1],vi € Yi, 0 € O} et en effectuant toutes les opérations en
arithmétique d’intervalles.

L’inclusion a vérifier est alors de la forme suivante (observons la généralisation par rapport a ’'Equa-

tion (2.30)) :
TyYi == Yi + [0, ti1 — ] fU(V:,0) + ...

[0,ti41 — ;)51 0,ti41 — t;]*

k] (v, v
(k —1)! o (e ey (2.33)

AN, e) +
Notons que cela reste une inclusion basée sur des intervalles, car I’approximation d’ordre supérieur
n’est pas utilisée de maniére symbolique (algébrique), mais tout simplement afin d’évaluer I'image
du flot avec moins de surestimation en arithmétique d’intervalles. Cela implique en particulier que le
pas d’intégration t; 1 —t; peut étre choisi plus large, dans certains cas, en utilisant ce développement.
Cette stratégie a été implémentée dans le logiciel VNODE par exemple [58].

2. Le raffinement des inclusions en utilisant des modéles de Taylor. Cette étape est
basée sur le calcul d’une inclusion « plus fine » du flot en utilisant des modéles de Taylor qui
dépendent des valeurs initiales ainsi que des paramétres. Le point de départ est toujours la formule
de Taylor-Lagrange pour le flot , et son évaluation algorithmique . Ainsi, au lieu d’utiliser
directement les intervalles Y; et ©, ceux-ci sont remplacés par des polynémes de Taylor Ty, (dy),
respectivement Tg(d6), et les opérations sont surchargées en arithmétique de Taylor, ce qui
permet d’écrire la proposition suivante :

Proposition 2.

Soit Y; € IR™ un vecteur d’intervalles (« grossier » ) qui contient l'image de l’ensemble des solutions
de U’Equation sur Uintervalle t € [t;, tit1], pour tout dy € [—1,1]" et 60 € [—1,1]P. De
plus, considérons le modeéle de Taylor formé par le polynome T,(dy,t,0) et le reste E, obtenu en
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évaluant 'expression du flot (2.31), en arithmétique de Taylor, en utilisant des modéles de Taylor
(7}[11(53/, 90), Efm) calculés a partir de I’Equation (2.32)) :

Ty(9y,t,00) := Ty; (0y) + (¢ — i) Tpu1 (0y, 00) + ...

(t—t;)!
+ Wn[kfl] (5y7 59), (234)
Ey = Eyi =+ (ti—i-l — ti)Ef[l] + ...
(tig1 — ;)" [0, 41 — t]* >
Alors, toute solution z de I’Equation (2.28)) satisfait aussi :
y(dy,t,80) — T,(dy,t,60) € Ey, (2.36)

pour tout t € [t;, tit1], oy € [=1,1]" et 060 € [—1,1]P.

Cette proposition est utile pour l'intégration, si I'image du flot & Uinstant ¢;11 :
Yitr 2 {y(ti+1) : y(8y, tit1,00) — Ty(0y, tit1,60) € Ey},

est plus fine que celle obtenue directement avec l'inclusion . Par contre nous observons que
I'intervalle d’erreur Ey;,, est obtenu en faisant une sommation des erreurs, dont celle concernant
Y; (sauf pour la premiére étape, quand Yy est directement paramétré par un polynome), donc
cela implique que le diamétre de 'erreur augmente avec chaque pas d’intégration. Afin de réduire
la surestimation, les auteurs de [43] proposent encore deux astuces supplémentaires, qui ont déja
été utilisées dans la littérature pour propager des EDOs en arithmétique d’intervalles et qui sont
modifiées en surchargeant les opérations avec des modéles de Taylor :

- La premiére consiste a utiliser aussi un développement d’ordre 1 en y pour les fonctions fU :

F9yi,0) = F9(5:,0) + T(F9) i, i, 0) (i — G0), (2.37)

ou J(f [j];g)i, ¥i,0) dénote la jacobienne de f U], Ensuite, cette expression est évaluée en arith-
métique de Taylor en recentrant en zéro, 'erreur du modéle de Taylor (7y;, Ey;). Cela est fait
en rajoutant le centre de l'intervalle Ey; au polynéme Ty,. Nous allons dénoter ce nouveau
modéle par le polynéme 7A'yl et l'erreur, recentrée en zéro, Eyi. L’Equation devient
alors :

7}[]'] (y’m 0) = 75/1‘7
By = J(f9Y;,0) By, (2.38)

Les Equations ([2.34)) et (2.35]) deviennent alors :

Ty(0y,t,80) == Ty, (8y) + (t — t:)T;m (5y,60) + . ..
(t—t;)F 1
+ Wﬁ[k_q(éy,dﬁ), (239)
Ey = EA'yl + (t2‘+1 — tl)J(f[l], Y, @)Eyl +...

(tigr —t;)F !

- n Oatz —t k st

+
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Les auteurs de [43] ont constaté que cette nouvelle évaluation permet une réduction de la
surestimation.

Dans un deuxiéme temps, les auteurs proposent d’utiliser la méthode QR de propagation des
intervalles sur le restes de Taylor. Cela implique que le vecteur d’intervalles d’erreur d’un
modéle de Taylor est représenté par un parallélépipéde, écrit sous la forme :

Ey, .= {Ay,vy, : vy, € V3, }, avec Ay, € R™ ™ et Vy, € IR"™.
Initialement, on a :
EYO = {AYOUYU 10y, € VYO}, avec AYO =1, et Vyo = 0.

Avec cette représentation et en notant

k—1 i

tiv1 — ) o

Sy, = I+Z¥J(ﬂﬂ;lfi,@), (2.41)

— VR

j_

Ltk ~
2y, o= L T 5 o) (2.42)

I’Equation (2.40]) devient :
E, = Sy, Ay, Vi + Zy;,. (2.43)

Ensuite, l'intervalle d’erreur Zy, est recentré en zéro en rajoutant son centre m(Zy,) au
polynéme 7. Cela donne un nouveau modéle de Taylor, dont la partie polynomiale est notée
par 7T, et la nouvelle erreur centrée en zéro par Ry;. Cela implique :

E, := Sy, Ay,V; + Ry,.

Cette nouvelle borne d’erreur est écrite sous la forme d’un polytope, avec A;11 := @Q;, obtenu
par une factorisation QR de la matrice m(Sy; Ay,) = Qi R;.

Ey C {Aip10i41 : vig1 € Vipr}, (2.44)
avec
Vis1 = A Ry, + A7 Sy, Ay, V. (2.45)

Ces calculs permettent donc d’obtenir le modéle de Taylor donné par ’f;, {Ai11vi11 1 viy1 € Vig1}.
Cela permet ainsi de calculer & I'instant ¢;1 une inclusion du flot, sous forme d’intervalles :

A~

Yiter == Ty([=1, 1" tiga, [ 1, 1)7) + A1 Viga.

Example 8.
(Lotka-Volterra [{3])

Les équations de Lotka-Volterra sont fréquemment utilisées dans les études des solveurs d’EDO :

Dans [{3], ces équations sont intégrées sur l'intervalle de temps [0,10], pour un pas fize de
h =0.1. A la Figure les inclusions du flot obtenues avec la méthode présentée ci-dessus

Y1 = 01y1(1 — y2),11(0) = 1.2, 6, € 3+ [—0.01,0.01],
yé = 92y2(y1 = 1),y2(0) 1.1, O €1+ [—0.01,0.01]. (2.46)
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sont comparées avec celles obtenues avec une méthode d’arithmétique d’intervalles implémentée
par le logiciel VNODE. Par rapport & VNODE, la méthode de [43] est 2—3 fois plus lente, mais
elle permet une intégration a plus long-terme. Notamment, les auteurs mentionnent que leur
méthode permet une intégration jusqu’a t = 31.8, alors que VNODE ne peut pas étre utilisée au
dela de t = 8.99.
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FIGURE 2.4 — Exemple de article [43] de propagation des équations paramétriques de Lotka-
Volterra en utilisant les modéles de Taylor : les courbes pointillées montrent 1’encadrement
obtenu avec le logiciel VNODE, alors que les courbes en traits pleins correspondent aux résultats
de la méthode de [43].

2.3 Quelques méthodes alternatives de propagation d’incertitudes

Comme nous I’avons mentionné dans I'introduction (voir notamment la Remarque , la propagation
des incertitudes gaussiennes et uniformes peut étre réalisée analytiquement dans le cadre d’une
dynamique linéarisée. Quand la dynamique est non-linéaire, les simulations de Monte-Carlo sont
prépondérantes dans la littérature [62]. Dans la classe de méthodes non linéaires analytiques ou
semi-analytiques, outre les méthodes & base d’algébre différentielle de Taylor décrites dans la section
précédente, il existe quelques autres approches que nous allons briévement récapituler dans la suite.
Cette synthése s’appuie notamment sur Particle [46] qui propose une revue assez compléte de ces
méthodes dans le cadre de la propagation orbitale.

Plus précisément, considérons & nouveau le probléme de propagation des conditions initiales 20 a
travers le systéme dynamique , que 'on rappelle ci-dessous :

{f&)) s e 247

Les conditions initiales sont représentées par un vecteur aléatoire déterminé par sa pdf p°.
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2.3.1 Résolution de I’équation de Fokker-Planck

D’un point de vue théorique, I’évolution temporelle de la densité de probabilité p® a travers le
Systéme (2.47)) est décrite par I’équation de Liouville (ou équation de Fokker-Planck sans terme de
diffusion) :
0
a—i_)(t, z) + div (p(t, z) f(t,2)) = 0. (2.48)
L’équation de Liouville est une équation de transport, aussi appelée équation de continuité en
mécanique des fluides. Elle peut s’écrire également sous la forme :
0 .
5 (L.2) + Vo(t.a) - f(t, ) + plt, 2)div(f)(t,2) = 0. (2.49)
L’opérateur V correspond & un gradient spatial et I'opérateur de Liouville £ : C! ([0, T] x R™) —
C ([0,T] x R™) qui apparait ici, est défini par :

ov " v ov
UHﬁU.—E—Fi:l%ﬁ—a-ﬁ-vv'ﬁ

Cette équation linéaire aux dérivées partielles, d’inconnue la densité de probabilité & caractériser,
apparait également dans 1’étude portant sur la probabilité globale [4]. C’est une équation de loi de
conservation qui traduit le fait que la masse est transportée le long des trajectoires dans l'espace
des phases. La résolution analytique de cette équation dans le cadre de la mécanique orbitale est
trés difficile, principalement du fait de la dimension (6D pour un seul objet) et de la non-linéarité
du champ de vecteurs f.

Repartons de la dérivée totale de la densité propagée le long des trajectoires du Systéme (2.47)). On
a:

d 0

Llta(tle?) = ZE(ta(tla) + Volt,a(tle) - f(t,2(t]a?)),

= —p(t, 2 (t)2°))div(f (L, 2(t]2)).

Ainsi, la densité t + p(t,z(t|2°)) le long des trajectoires du Systéme (2.47)) est solution d'une
équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 que 1’on sait résoudre analytiquement :

p(t, z(t|z°)) = p°(z°) exp (—/t divf(s,x(s]wo))ds) . (2.50)

0

Par la méthode des caractéristiques et & I'aide du flot ¢ : (x9,t) — z(t|z%), on démontre alors :

Vit>to,VzeR, ptx)=p"(p ' (z))exp <—/t divf(s, x(sgpl(x)))ds> (2.51)

0

ce qui nous permet d’avoir une formule analytique du jacobien du flot en fonction du champ f :

t
det Dip(p~" ()| = exp (— / din(s,w(SIsol(w)))dS) . (2.52)
to
Cette formule reste trés difficile & calculer dans un cadre non linéaire général, et en particulier en
grande dimension, les courbes caractéristiques étant généralement solutions du systéme dynamique
non linéaire considéré. Des solutions analytiques exploitables existent sous certains jeux d’hypo-
theéses tels que pour les systémes déterministes hamiltoniens en 1’absence de diffusion [62], [61], ou
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pour des systémes hamiltoniens plus généraux [76]. Dans le cas général, seules des approches d’in-
tégration numérique sont envisageables. A noter que pour maintenir la précision dans les méthodes
numériques traditionnelles basées sur la discrétisation telles que les éléments finis ou les différences
finies, le nombre de degrés de liberté de I'approximation croit exponentiellement & mesure que la
dimension de I'espace d’état sous-jacent augmente. Plusieurs approches numériques permettant de
pallier ce probléme ont été proposées dans les références [41] [68]. Cependant, cette problématique
de la dimension limite fondamentalement 1’'utilisation de ’équation de Fokker-Planck pour la quan-
tification de l'incertitude dans les systémes de grande dimension, et a entrainé le développement de
méthodes alternatives décrites ci-apreés.

2.3.2 Unscented transform

La méthode dénommée « Unscented Transform » (UT) dans la littérature anglo-saxonne est une
technique introduite par S. Julier et J. Ulhmann [35] [36] désignant le fait d’appliquer une transfor-
mation non linéaire donnée a une distribution discréte de points, calculée de maniére & capturer un
ensemble de moments statistiques connus d’une distribution inconnue. L’idée générale est qu’étant
donné un systéme dynamique quelconque, il est plus simple d’approcher une distribution de pro-
babilité en propageant ses moments (typiquement son espérance et sa matrice de covariance) via
une transformation non linéaire que d’approcher cette transformation non linéaire comme cela est
fait par le filtre de Kalman étendu (EKF). Le but est alors de trouver une paramétrisation qui
capture les informations de moyenne et de covariance tout en permettant la propagation directe de
ces informations a travers un systéme non linéaire donné.

Plus précisément, considérons & nouveau le probléme de propagation des conditions initiales 20 a
travers le systéme dynamique , avec des conditions initiales représentées par un vecteur aléatoire
déterminé par sa pdf p° supposée gaussienne, d’espérance m® et de covariance 3°.

Le principe de I’'UT est le suivant : la premiére étape consiste & générer une distribution discréte
ayant les mémes deux premiers moments (et éventuellement d’ordres plus élevés) que la distribution
initiale 2° & propager. On construit un ensemble de points x%, k=1,...,p, appelés sigma points,
choisis de fagon déterministe (contrairement aux méthodes de Monte-Carlo) de sorte que 1'espérance
m? et la matrice de covariance X9 de la variable ¥ soient capturées de facon exacte par ses points
c.-a-d. tels que :

P P
Zwkazg =mY, Zwk (zf —mP) (2 — mO)T =39 (2.53)
k=1 k=1

ot les (wk)p=1,...p sont les poids associés a chaque sigma point.

La seconde étape consiste ensuite a propager chaque sigma point a travers le systéme non linéaire (en
utilisant des schémas numériques d’intégration tels que les schémas de Runge-Kutta) afin d’obtenir
une distribution discréte de 1’état propagé. L’espérance et la matrice de covariance de I'état propagé
sont alors approchées de la fagon suivante :

p

m(t) =Y wp(tlaf), T'=> wp ((taf) —m°) (x(tz}) — m°)
k=1

k=1

T (2.54)

Le choix des sigma points et des poids associés est I'un des points clés de la méthode et plusieurs
approches sont proposées dans [35] [36]. En effet, Vefficacité de calcul de 'UT dépend du nombre
de sigma points nécessaires pour capturer les statistiques connues de la distribution de probabilité
d’origine. Dans [34] 35], les auteurs démontrent qu’un vecteur aléatoire en dimension n peut étre
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approché par 2n + 1 sigma points choisis de la fagon suivante :

0 _ .0 __K
Yoo = ML W=
1
0 = m0+<\/(n+n)20), W= i=1,...,m, (2.55)
i 2(n+ k)
1

Tign = m0—< (n—{—/{)ZO), w; = 1=1,...,n,

i 2(n+ k)’

ou k € R est un paramétre arbitrairement choisi de sorte que n+x # 0 et (\/ 0 ) ~désigne la i-eme
7

colonne de la matrice v/X0 lorsque 'on applique une décomposition de Cholesky a la matrice 3°.
I1 est démontré dans |35, Theorem1| que ’ensemble des sigma points choisis selon les Formules
ont effectivement la méme moyenne et covariance que la distribution initiale 2% et que le paramétre
K et la matrice VX0 affectent essentiellement les moments d’ordre 4 ou plus. Ce paramétre x est
un degré de liberté supplémentaire permettant d’ajuster au mieux les moments d’ordre supérieur
afin de réduire les erreurs de prédiction. Si le vecteur z¥ est supposé gaussien, un choix heuristique
proposé dans [35] consiste & poser kK = 3 — n. A noter que dans le cas k < 0, il peut arriver que la
matrice de covariance estimée soit semi-définie négative. Dans ce cas, la Formule peut étre
légérement modifiée afin de garantir la semi-définie positivité de la matrice de covariance prédite.
Les points forts de cette méthode sont les suivants :
- L’UT peut étre appliquée & n’importe quel type de distribution de probabilité;
- c’est une méthode « sans dérivée » il est ainsi inutile de calculer la matrice jacobienne du
systéme dynamique comme cela est fait pour les méthodes de type EKF ;
- elle est facile a implémenter si 'on dispose d’un bon intégrateur numérique pour propager
les sigma points & travers le systéme dynamique considéré.
Le principal inconvénient de ’approche est que seuls les deux premiers moments peuvent étre pro-
pagés de maniére non linéaire. Cela peut s’avérer inadéquat pour certaines applications lorsque des
moments d’ordre supérieur sont nécessaires pour décrire avec précision I’ensemble propagé d’incer-
titudes.

2.3.3 Les méthodes utilisant les développements en polynémes du chaos

Contrairement a la transformation UT qui permet surtout d’approcher les deux premiers moments
de ’état propagé, les méthodes de propagation d’incertitudes basées sur une décomposition en poly-
némes du chaos (PC) permettent d’estimer également les moments d’ordre supérieur. Les méthodes
de type PC consistent a représenter (approcher) une variable aléatoire a variance finie par un po-
lynéme (ou une série) dépendant d’autres variables aléatoires (aussi appelée parfois germes) et qui
est représenté dans une base des polynémes orthogonaux par rapport a la loi de probabilité jointe
de ces variables aléatoires.

Plus précisément, étant données deux variables aléatoires X et Y, nous parlons d’une représentation
ou approximation Y = f(X) au sens Y est distribuée comme f(X). Par exemple, un des intéréts
d’une telle représentation est que si I’évaluation de f ainsi que le tirage aléatoire dans X sont
facilement implémentables en machine, alors nous avons facilement un procédé d’échantillonage de
Y.

Les développements de type PC ont été proposés pour la premiére fois par Wiener [79], en utilisant
le lien entre la définition d’une suite de polyndémes orthogonaux et les densités de probabilité :

Definition 2 (Polynomes orthogonaux).
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Un suite de polynomes { Wy, k € N} est orthogonale par rapport a une mesure positive p si la relation
suivante d’orthogonalité est satisfaite :

(W, ;) — /\I/i(ac)\llj(:n)du(x) 126y, 0,5 €N, (2.56)
S

ou S est le support de u, h; sont des constantes non nulles et 6;; est le symbole de Kronecker.

Notons que si la mesure p a une densité w pour le cas continu, ou bien des poids wy aux points xx
pour le cas discret, alors la relation d’orthogonalité précédente devient :

/ Uy (2) U, (2)w(x)dz = W26, i, j € N, (2.57)
S

pour le cas continu, et de facon similaire :
Zwk\llz(xk)\ll](xk)dm = h?éij, 1,] € N, (2.58)
k

pour le cas discret.

Cette densité w (aussi appelée fonction poids) est identique a certaines densités de probabilité. Par
exemple, les polynémes d’Hermite sont orthogonaux par rapport & une mesure gaussienne, c’est-a-
dire, la densité w est fonction de densité de probabilité (PDF) des variables aléatoires gaussiennes.
Ce fait joue un roéle trés important dans la représentation des processus stochastiques avec des
polynémes orthogonaux.

PC de Hermite univarié

La formulation originale de Wiener [79] était limitée au cas ou 'on considére comme germe une
variable unidimensionnelle X, qui suit une une loi normale standard, ce qui implique 1'utilisation
de la suite de polynémes de Hermite (H;);>o orthogonaux par rapport a la PDF gaussienne de X.

Example 9.

Si la variable X suit une loi normale standard, alors les premiers quatre polyndmes de Hermite
sont :

Ho(z) =1, Hi(z) = z, Ho(z) = 22 — 1, Hy(z) = 23 — 3z, Hy(x) = z* — 622 + 3.

Le développement PC de Hermite d’une variable aléatoire Y, donnée et & variance finie, par rapport
a X est exprimé comme :

Y =) Hi(X), (2.59)

ou 'on cherche des coefficients ¢; tels que, étant donnée la distribution de X, la variable Y ait la
distribution de > ¢; H;(X).
i

Il est important de noter que les variables aléatoires H;(X), ¢ > 1 sont de moyenne nulle (puisque
H; est orthogonal & Hy pour tout ¢ > 1), que la variance de H;(X) est donc donnée par (H;, H;) et
que les variables H;(X) et H;(X) sont décorrélées.
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De plus, si Y = f(X), alors il existe un unique développement de la forme (2.59)), dans laquelle les
coeflficients sont donnés par :

= . 2.60

" (Hy, Hy) (2.60)

Notons qu’en général, la Forme (2.59) n’est pas unique, car étant données deux variables aléatoires
X et Y, il existe plusieurs fonctions f, telles que Y soit distribuée comme f(X).

Example 10.
(Développement en PC pour une variable gaussienne)

St la variable Y ~ N(my,0,) suit une une loi normale, alors elle peut se voir comme une
translatée et dilatée de X ~ N(0,1) par :

Y =my + 0, X,
ce qui implique que ’on peut trouver une décomposition en PC de la forme :

Y = myHo(X) + o, Hy (X).

La théorie du chaos polynomial multivarié

Dans le cas plus général, X et Y peuvent étre des variables aléatoires vectorielles. Si Y est un vecteur,
alors les coefficients ¢; doivent étre vectoriels. Si X est un vecteur de dimension n, composé par n
germes scalaires indépendants et identiquement distribués (iid), alors les polynémes orthogonaux
seront m-variés, notés par Wy, pour k = [ji,...,Jn] et donnés par le produit tensoriel des bases
orthogonales (¢j)j>ocorrespondantes a chaque X :

i(6) = [ ¢5:(%)- (2.61)
=1

On observe que dans un développement de degré total de ¥ borné par p nous avons (”:p ) termes.
Cela implique des difficultés potentielles pour cette méthode pour des grandes dimensions.

Example 11.

(Développement en PC' de Hermite pour un vecteur gaussien)

St le vecteur n-dimensionnel Y ~ N (my, Py) suit une une loi normale avec P, inversible, alors
il peut se voir comme une translatée et dilatée de Xo ~ N (0, 1,,) par :

Y:my—i- \/Py XQ,

ot on dénote par A := /P, une matrice qui satisfait : AAT = P,. Alors, un peut démontrer
qu’un développement en PC de Hermite pour Y s’écrit comme :

Y =myHy,. 0(Xo) + /P, [Hp,..0/(X0), -, Hp,..1)(X0)]"- (2.62)

Notons que les dimensions de X et Y ne doivent pas nécessairement étre égales, comme illustré
ci-dessous.
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Example 12.

(La transformée de Boz-Muller)

Cette transformation utilise deux variables aléatoires indépendantes X1 et Xo, uniformes sur
Vintervalle [0,1]. A partir de celles-ci, la variable Y1 = /—2In Xy cos(2nX3) suit une loi
normale standard. Ainsi, en utilisant un germe 2D, nous pouvons générer une distribution
normale 1D. L’algorithme complet de Box-Muller utilise les mémes deux germes X1 et Xo afin de
générer deuz gaussiennes standard indépendantes, en posant aussi Yo = v/—21In X7 sin(27Xs).
1l est intéressant de noter que l’indépendance de Y7 et Yo est donnée par le fait que la fonction
sin (cos) est impaire (respectivement paire) par rapport & Xa. Puisque les polynomes de Hermite
d’ordre pair sont pairs (et respectivement les polynomes de Hermite d’ordre impair sont impairs),
il suit que les développements en PC des variables aléatoires Y1 et Yo contiennent deux ensembles
disjoints de bases polynomiales. Cela implique aussi qu’une variable vectorielle pourrait, en
principe, étre développée en PC' a partir d’un scalaire X. Mais, en général, on s’intéresse a des
représentations pour lesquelles la dimension de X est aussi large, ou parfois méme plus grande,
que celle de'Y .

Le chaos polynomial pour la propagation des incertitudes

Dans cette approche, le méme ensemble de variables aléatoires est utilisé pour représenter a la fois
Iincertitude d’entrée et l'incertitude de sortie. Par exemple, la solution du Systéme , vue
comme un processus stochastique est approchée sous la forme d’un développement PC tronqué, de
degré total p :

p

X(t) = cr(t)®r(8), (2.63)

k=0

ol & est un germe n-dimensionnel constitué des variables aléatoires iid. On est intéressé par le calcul
des coeflicients ¢, comme fonctions déterministes dépendant du temps. Deux classes de méthodes ont
été développées pour la résolution numérique concernant les coefficients ¢, : les méthodes intrusives
et non-intrusives.

Les méthodes intrusives. Ce type de méthodes est basée sur la résolution d’une version tronquée

du Systéme (2.47)) :
p P
{ D a®Pr(€) = F(X () ®r(€),1), (2.64)
k=0 k=0
en faisant une projection de Galerkin sur chaque polynéme orthogonal ¥y :
P
{aw = (S awm©.0. 90 k=0..p (2.65)
=0

Cela donne donc n(p+1) EDOs déterministes et couplées sur les fonctions ci. Les conditions initiales
sont obtenues a partir du développement PC de la variable aléatoire X (si I'on considére le PC
de Hermite, on peut utiliser la Formule ) Ces EDOs de Cauchy déterministes sont ensuite
résolues par des méthodes numériques standard (par exemple, les schémas de Runge-Kutta).
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Les méthodes non-intrusives. Ce type de méthodes utilise les modéles et les solveurs déja
existants comme une boite noire pour estimer c¢; sur une grille de temps via une méthode de
moindres carrés ou une intégration pseudospectrale sur des grilles tensorielles ou creuses.

Par exemple, les étapes principales d’une méthode des moindres carrés de larticle [33], utilisant
des échantillons aléatoires d’une loi normale standard, pour la résolution d’une version tronquée du
Systéme quand la condition initiale est gaussienne, sont :

1. Tirer au moins N = (":p ) échantillons de & de & ~ N(0, I,) et utiliser la Formule (2.62) pour
obtenir les conditions initiales xg;, ¢ = 1,..., N a propager par la Dynamique (2.47)) :

zoi =m” + VPO &

2. Propager chaque wg;, 7 = 1,..., N a l'instant 7; par la Dynamique (2.47) en utilisant une
méthode de résolution d’EDO numérique.

3. En posant :

Ho(&1) -+ Hp(&)

A= : : : ;
Ho(§n) -+ Hp(én)
a1 (rj)"

X‘rj = 5

()"
co(j)"

C= : ,
Cp(Tj)T

(2.66)
on cherche a minimiser la fonction cott :

J(C) == ||[AC — X, ||F,

ou || - || dénote la norme de Frobenius d’une matrice et en utilisant une méthode de moindres
carrés, afin d’approcher les coefficients ¢ par :

Cr, = (ATA)1ATX .
4. Approcher les deux premiers moments de la distribution de I’état a 7; par :
m(7;) = ¢o,
P P T
P(rj) =E (Z éka@) (Z éka@)) ,
k=1

en notant que les valeurs de E (H (&) Hg(€)) peuvent étre obtenues analytiquement.

Cette méthode peut étre appliquée de fagon trés similaire quand la Dynamique ([2.47)) contient des
paramétres incertains. Il est important d’observer que dans ce cas, le probléme est formulé a par-
tir d’'un germe dont la dimension dépend du nombre de sources indépendantes d’incertitudes (qui
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est une gaussienne standard quand les incertitudes sont gaussiennes) et que toutes les quantités
incertaines (conditions initiales ou paramétres de la dynamique) sont exprimées a I’aide des déve-
loppements PC en fonction de ce germe. Le tirage aléatoire de I’étape 1 s’effectue ensuite exactement
de la méme maniére, & partir du germe, suivi par une instanciation & la fois des conditions initiales
et des paramétres en fonction de ces échantillons. La deuxiéme étape est alors inchangée et déter-
ministe pour chaque paire (conditions initiales plus paramétres). Finalement, la méme approche est
utilisée pour approcher les coefficients ¢ aux étapes 3 et 4.

2.3.4 Meéthodes fondées sur les tenseurs de transition d’état

L’approche par tenseurs de transition d’état (STT pour State Transition Tensors) est une mé-
thode semi-analytique proposée par R.S. Park et D.J. Sheeres dans [62], permettant d’approcher
les trajectoires d’un systéme dynamique non linéaire & ’aide de développements de Taylor d’ordre
supérieur. Cette méthode peut étre vue comme une généralisation des méthodes de linéarisation
locale vue précédemment qui correspondent a un développement de Taylor d’ordre 1 du flot du
systéme dynamique considéré.

Repartant des Equations de la dynamique, R. Park et D.J. Sheeres [62] s’intéressent a la
déviation de I’état courant par rapport a la trajectoire nominale de 'objet considéré, notée :

6x(t) = x(t|a® 4+ 62°) — 2(t)2°) = (a® + 02°) — ()

ot 620 représente la deviation de 1'état courant & Iinstant to. Par définition, la déviation éx(t)
vérifie donc les équations du mouvement :

§i(t) = f(t, z(t]a° + 62°)) — F(t, z(t]z°)). (2.67)

L’idée est ensuite d’approcher la déviation et sa dérivée par des développements en séries de Taylor
a un ordre m fixé :

dx(t) = iz Z <I>,§1 &y ()02, .0 € R™, (2.68)
p=1k

=1 k=1 kp_l

si(t) = Y > .. Z fkl (0T, ... Ozp, € R™, (2.69)

P —

ot ®p, p, désigne le vecteur des dérivées partielles de I'état x(-|tg) par rapport a ses variables
d’indices k1, ..., kp et f,’:l ky le vecteur des dérivées partielles du champ f par rapport & ses variables
d’indices k1, ..., k, et évaluées le long de la trajectoire nominale. Les vecteurs (‘I)kl...kp) k1,....kp SONG
appelés tenseurs de transition d’état (STT). On notera que seuls ces vecteurs dépendent de la
variable t et que dans le cas p = 1, le STT n’est autre que la matrice de transition d’état du systéme
considéré.

Le champ f étant connu de fagon précise, les tenseurs de transition d’état sont calculés comme
solutions d’équations différentielles ordinaires obtenues en dérivant la Relation par rapport
au temps ¢t d’une part et en réinjectant 1’Equation dans I’Equation d’autre part. Les
conditions initiales pour ces systémes d’EDO sont simples :

q)i,a(tO) =1 Si 1= a,

toutes les autres conditions initiales étant choisies nulles. Une fois calculés les STT jusqu’a un ordre
m fixé, I'état x(¢[t°) peut étre calculé comme une fonction analytique des conditions initiales au
voisinage de la trajectoire nominale.
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L’espérance et la covariance de 'état initial 20 peuvent étre propagées a travers le systéme dyna-
mique & l'aide des STT d’un ordre m fixé. En effet, considérons par exemple le calcul de I'espérance
de la déviation dm(t) par rapport a la trajectoire de référence. On a :

n n

5m(t):iz...z

p=lki=1  kp=1

1
Héklmkp (t)E[éxgl .. .5x2p],

sachant que calculer les termes E[&x%l ...5x2p] revient & calculer les moments de la gaussienne
jusqu’a 'ordre m pour ’espérance et jusqu’a 'ordre 2m pour la matrice de covariance.

Un point essentiel de cette méthode consiste & déterminer quel ordre suffit pour obtenir une «
bonne » approximation du comportement local non linéaire du systéme dynamique considéré. Pour
cela, Junkins et ses co-auteurs ont proposé dans [37, [38] un indice de non linéarité d’un systéme
donné. Park et Sheeres proposent un autre indice, appelé indice de non linéarité locale permettant
de déterminer un ordre suffisant dans le choix des STT pour pouvoir approcher les trajectoires
non linéaires du systéme. L’idée est naturellement que plus la non linéarité sera forte, plus il sera
intéressant d’inclure des moments d’ordre supérieur.

L’indice de non linéarité proposé par Park et Sheeres est défini de la fagon suivante :

Sz (t; 620, t0) — oz (t; 622, to
nm(t7t0) = sup : ( k* ) 0 z( k )
i=1,m, k=1,.,N dak(t; 6x), to)

(2.70)

ol n est la dimension de I'espace d’état et N le nombre de points d’échantillonnage de la condition
initiale z°. De plus, 2™ désigne le tenseur de transition d’état d’ordre m calculé par I'approche
SST, ox* I'état du systéme calculé comme solution du systéme linéaire (par intégration numeérique
par exemple) et (53;2 le kieme échantillon du vecteur d’état initial choisi sur la frontiére de la région
de confiance initiale. En d’autres termes, I'idée est de chercher ’état qui s’écarte le plus de sa valeur
de référence sur tous les échantillons initiaux et pour chaque composante du vecteur d’état afin
de pouvoir estimer la qualité de 'approximation du mouvement non linéaire par la méthode SST
appliquée a ’ordre m.

2.3.5 Mixtures de gaussiennes

Comme mentionné plus haut, trés souvent, une distribution gaussienne initiale devient non gaus-
sienne aprés une application non linéaire. Un autre procédé pour mieux décrire une distribution
non gaussienne est de I'approcher par une mixture de gaussiennes. Plusieurs méthodes de pro-
pagation a base de modéles de mixtures gaussiennes (MMG) ont été proposées dans la litéra-
ture [69] [70, 27, 28| 19, [73]. L’idée principale de 'approche MMG est d’approcher une PDF arbi-
traire par une somme finie de fonctions de densité gaussiennes pondérées, ou les poids des différents
composants d’'un MMG sont déterminés par des techniques d’optimisation numérique :

N
plz) = sz’pi(x;mi,Pi% (2.71)
i=1

ot N est le nombre total de PDF gaussiennes utilisées p; (aussi appelées noyaux), de moyenne m;
et de covariance P;. Les scalaires w; représentent les poids associés a chaque p;.

Puisqu’une distribution gaussienne peut étre complétement définie par ses deux premiers moments,
seules la moyenne et la covariance de chaque composante doivent étre propagées pour la quantifi-
cation de l'incertitude du systéme non linéaire. C’est théoriquement un travail plus facile que de
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propager les deux premiers moments pour chaque gaussienne du MMG, car tous les propagateurs
d’incertitude introduits ci-dessus peuvent réaliser cette tache. Une fois les poids et les noyaux gaus-
siens déterminés, la matrice de moyenne et de covariance du MMG peut étre fusionnée comme
suit :

3

3

I
M=

N
W .
’ Wm = E Wi,
=1

)

3

i=1

(P; + myml) — mymk.

Il
.MZ
E‘g

Pr,

1 m

]

Le manque d’algorithmes adaptatifs pour les poids du MMG est considéré comme un sérieux in-
convénient pour de nombreux algorithmes existants. Par conséquent, les études liées aux MMGs
se concentrent principalement sur la détermination des poids initiaux et la mise a jour des poids
dans le processus de propagation. Une méthode MMG simple consiste & transformer une mixture
gaussienne initiale en une mixture gaussienne finale sans changer ses poids. Il existe plusieurs mé-
thodes disponibles pour calculer les poids initiaux, dans lesquelles la distribution gaussienne initiale
est divisée en gaussiennes pondérés. Dans les articles, [27, 28] ce processus de subdivision est basée
sur la résolution d’un probléme d’optimisation Ls contraint. Dans les papiers de DeMars [20), [18]
une méthode de division basée sur ’entropie et dans laquelle le MMG est contraint & étre homos-
cédastique (c’est-a-dire que tous les composants ont le méme parameétre de variance) est proposée.
Pour localiser les paramétres de la distribution MMG, un probléme de minimisation de la distance
entre p(z) et la vraie distribution a été formulé. Les méthodes d’Horwood et de DeMars divisent
d’abord une distribution gaussienne univariée, puis ’appliquent au cas multivarié a l'aide d’une
décomposition en valeurs propres. Ce processus de raffinement de la gaussienne univariée peut étre
exécuté hors ligne. En particulier, Vittaldev et Russell [73] ont fourni un code pour cette étape de
subdivision en MMG univariées.

L’approche MMG a été de plus étendue par Terejanu [70] pour adapter les poids des composants
MMG lors de la propagation de la PDF. Les poids inconnus correspondant aux différentes compo-
santes du MMG sont calculés en minimisant I’erreur dans I’équation de Fokker-Plank sur I’ensemble
du volume d’intérét, et le probléme de minimisation est un probléme d’optimisation convexe qua-
dratique, garantissant ainsi I’obtention d’une solution unique.

L’approche MMG découple un probléme de propagation d’incertitude difficile en plusieurs petits
problémes, ce qui fournit une méthodologie efficace pour représenter une distribution non gaussienne
en ne propageant que les deux premiers moments des MMG. De plus, ce procédé peut étre combiné
facilement avec les autres propagateurs non linéaires d’incertitudes. Par contre, la méthode MMG
peut nécessiter la propagation de nombreux MMG pour atteindre une précision adéquate. Il faut
prendre en compte aussi le fait que cette approche est basée sur la résolution des problémes d’op-
timisation pour déterminer et mettre a jour les poids dans le processus de propagation, entrainant
une charge de calculs plus élevée.
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Annexe A

Les repéres de référence

A.1 Le repére géocentrique équatorial

Le repére géocentrique équatorial Rin = (O, Ux,, , Uy, , Uz, ) est défini comme un repére pseudo-
inertiel dans [71] par exemple, sous le nom Geocentric Equatorial Coordinate System ou Farth Center
Inertial, dont I'origine est située au centre de la Terre, représenté par le point Or et dont la base
associée By, est définie par les vecteurs [ux, , Uy;,, Uz,,,] ol :

— 1z, pointe vers le pole nord terrestre suivant I’axe de rotation de la terre,

— iy, indique le point d’équinoxe vernale 7 (point d’intersection ascendant ou noeud ascendant)
porté par la droite obtenue par U'intersection entre le plan de 'écliptique (plan dans lequel
se déplace la terre dans son mouvement autour du soleil) et le plan de 'équateur terrestre,

— laxe (Or, Uy, ) qui compléte le triedre orthogonal direct,

Ce systéme de référence est illustrés par la Figure
Une position dans ’espace est repérée par ses trois coordonnées cartésiennes x, y et z ou par ses
trois coordonnées sphériques r (distance radiale), « (ascension droite) et § (déclinaison) reliées entre
elles de la fagon suivante et illustrées par la Figure

T =1rCcosdcosa, (A.la)
y = rcosdsina, (A.1b)
z =rsind. (A.lc)

Les relations inverses s’écrivent :

r— T (A.20)

a = arctan (ﬂ) , (A.2b)

T

0 = arctan (%) , (A.2c)
e+ y

ol «v est choisi tel que a € [—90°,90°] pour = > 0 et a € [90°,270°] pour = < 0.
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uZin

¢ 1> Rotation de la Terre

Plan de I'équateur

/L_[Xin
Point vernal

F1GURE A.1 — Repére géocentrique inertiel

FIGURE A.2 — Ascension droite « et déclinaison 0 d’un point dans ’espace
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A.2 Repéres orbitaux locaux

Les repéres locaux sont trés adaptés pour représenter les composantes des vecteurs et spécifiquement
les accélérations dues aux perturbations. Ces repéres locaux nous permettent d’exprimer la géometrie
relative d’une formation de satellites.

A.2.1 Le repére orbital local RSW (RTN) de Gauss

Un repére local permettant de modéliser le mouvement relatif est le repére de Gauss Rorg =
(Og, UR, Us, Uy ) ou 'origine Og est le centre de masse du satellite et ses axes, pouvant étre notés
RSW ou RT'N comme dans [71], sont définis par :

— l’axe U est normal au plan orbital défini par le vecteur position et vitesse, colinéaire au

vecteur moment cinétique h (cross-track direction),

— l’'axe i est radial, colinéaire & la direction centre de la Terre - satellite,

— l'axe #g qui compléte le triedre orthogonal direct (along-track direction).
Le repére (S, @R, Us, Uy ), noté Rorg et la base associée Bor,g sont illustrés sur la Figure .

“,D:Zin

—

Ux, in

F1GURE A.3 — Repére orbital local de Gauss

Il est possible de définir le repére orbital local a partir de trois rotations transformant la base géo-
centrique équatoriale By, en une base orbitale locale Boy,g. Celle-ci se déduit de la base géocentrique
équatoriale By, par la série de transformations suivantes (voir la Figure :

— une rotation autour de l'axe (Or, 1z, ) d’angle €,

— une rotation autour de l'axe (Or, u,) d’angle i,

— une rotation autour de I'axe (O, u),) d’angle w + v,
ou i, est un vecteur unitaire dans la direction de 'intersection entre le plan de ’équateur et le
plan de lorbite et u} est un vecteur directeur perpendiculaire au plan de 'orbite. La Figure
montre ces rotations dans ’espace et la Figure présente les rotations planes associées a ces
transformations.
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Si & est un vecteur de ’espace de coordonnées :

F=|os ) (A.4)
Tw BoLa

dans la base orbitale locale, la transformation des coordonnées exprimées dans la base orbitale locale
de Gauss en les coordonnées exprimées dans la base géocentrique équatoriale est donnée par :

—

Plan équatorial

1

S

Xin

Plan orbital

FIGURE A.4 — Représentation des angles de rotation entre le repére géocentrique équatorial et le
repére orbital local de Gauss. Notons que wyy et uy, sont colinéaires.
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FIGURE A.5 — Rotations dans ’espace entre la base géocentrique équatoriale et la base orbitale

locale de Gauss.
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F1GURE A.6 — Rotations planes entre le base géocentrique équatoriale et la base orbitale locale de
Gauss.

O [cosQ —sinQ 0] [1 0 0 cos(w+v) —sin(w+v) 0] [o,
oy = [sin  cosQ 0| |0 cosi —sini| |sin(w+v) cos(w+v) Of |os ,
o:]p. | 0 0 1| |0 sint cos? 0 0 1| |ow Bor
[cos (w + v) cosQ — cosi sin (w + v) sin
= |cos (w+v) sin + cosi sin (w + v) cos )
i sini sin (w + v)
—cosi cos (w~+v) sin€Q) —sin (w+v) cosQ  sini sinQ oy
cosi cos (w+v) cosQ —sin (w+v) sinf)  —sini cosQ| | oy
sini cos (w + v) cos i I Bore

(A.5)
Le repére orbital local de Gauss s’obtient alors par la translation de I'origine du repére géocentrique
équatorial telle que : OrOg = rip.
Ce repére est lié au satellite et ne doit pas étre confondu avec le repére appelé LVLH (Local-
Vertical-Local-Horizontal) Rrvig = (Os,Ux,y > Upy i Uz, ) dui est, en général, défini dans
la littérature avec pour origine Og, le centre de masse du satellite et les axes définis par :
- I'axe portant le vecteur tz,,,,, est radial orienté du satellite vers le centre de la terre,
- l'axe portant le vecteur y,,,, est normal au plan orbital dans la direction opposée du
moment cinétique,
- l'axe portant le vecteur Ux,,,, = Uy, .y AUz, .y €St dans la direction de la vitesse et tel
que [Ux, .0 Uypy s Uz, ) forme un triedre orthonormé direct.
Il est & noter que la littérature anglo-saxonne a des notations particuliéres pour le repére LVLH :
- l'axe portant le vecteur iz, ,, est appelé R-bar,
- l'axe portant le vecteur uy,,,, est appelé H-bar,
- 'axe portant le vecteur @x,,,; = Uy, .y AUz, ., €St appelé V-bar.

A.2.2 Le repére orbital local NTW de Frenet

Dans le cas du mouvement perturbé par le frottement atmosphérique, le repére le plus naturel est
le repére NTW de Frénet Rorp = (Og,Un, Uy, dw ) défini par son origine Og située au centre de
masse du satellite et les axes portant les vecteurs [Uy, U7, Uy ].
— L’axe portant le vecteur @ est toujours paralléle au vecteur vitesse du satellite ¥ (in-track
direction) ;
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— Daxe portant le vecteur @y est perpendiculaire au plan orbital du satellite (cross-track di-
rection) ;
— Daxe portant le vecteur @y est tel que [Un, Uy, U] forme un triedre orthonormé direct.
Ce repére est également lié au satellite. Les formules de passage entre les deux bases locales Borg
et Borr sont données dans [67] par :

n-a 1
Up = ——— lesinvir+ (1+ecosv)iy| = - lesinvip + (1 + ecosv)uy],
1)\/1—62[ ( Jiin] \/1+€2+2€COSI/[ ( Jiin]
i 2% [(1 + ecosv)ir — esinviy] . [(1+ ecos )it — esinvity]
Uy = —— ecosv)ir — esinviy| = , ecosv)ir — esinviy| .
vv/1 — €2 V1+e2+ 2ecosv
(A.6)
ou réciproquement, :
i (14 ccosy)g — esinvity
T : ecos V)i — esinviig],
V1+e2 +2ecosv
(A7)
1
ar = - lesinvig + (1 + ecosv)ig] .

V1+e2 +2ecosv

A.3 Le repére équinoxial

Le repére équinoxial Reqx = (Osg, Up, Uy, Up)est un repére orbital local centré sur le satellite en Og
et dont la base équinoxiale Brgx = (up, Uy, Up) est définie de la fagon suivante [9, Section 10.4],
[71]. Les vecteurs i), i, U sont obtenus a 'aide de la séquence de rotations suivantes :
— rotation de la base géocentrique équatoriale (ix, , Uy, , Uz, ) de angle Q autour de l'axe
porté par le vecteur @z, pour obtenir (iy, U, iz, ),
— rotation de (@, U, Uz, ) d'un angle ¢ autour du nouvel axe porté par le vecteur du noeud
ascendant i, pour obtenir (i, i,, i),
— rotation de (i, iy, W) d'un angle —Q autour du nouvel axe porté par @, confondu avec la
direction du moment cinétique pour obtenir (), iy, Up).
La Figure [A.7 montre le repére orbital équinoxial alors que la Figure donne les trois rota-
tions dans l'espace le définissant et la Figure [A.9]illustre les rotations planes transformant la base
géocentrique équatoriale en la base équinoxiale.
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Plan équatorial

Plan orbital

FIGURE A.7 — Représentation des angles de rotation entre le repére géocentrique équatorial et le
repére équinoxial.
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F1GURE A.8 — Rotations dans ’espace entre la base géocentrique équatoriale et la base équinoxiale.

®

—

Uz,

®

—

Un

FI1GURE A.9 — Rotations planes entre la base géocentrique équatoriale et la base équinoxiale.
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Si & est un vecteur de ’espace de coordonnées :

Bin

dans la base géocentrique équatoriale et de coordonnées :

d=|og , (A.9)
Th Brqx

dans la base équinoxiale, la transformation des coordonnées exprimées dans la base équinoxiale en
les coordonnées exprimées dans la base géocentrique équatoriale est donnée par :

Oy [ cos  sinQ 0] [1 0 0 cosfl —sin) 0| (o

oy = |—sinQ cosQ 0| |0 cosi —sin¢| [sinQ cos2 0O |og ,
o 0 0 1] [0 sini cost 0 0 1] [o
z Bin - " BEQX (A 10)
[ cosisin?Q+cos?Q  cosQsinQ (1 —cosi) —sinisinQ] [o,
= |cosQsinQ (1 —cosi) sin?Q 4+ cosicos?Q  sini cosQ o
sin¢ sin Q —sini cos ) cos ¢ Oh] 5

EQX

La matrice de rotation précédente peut étre réécrite en utilisant les éléments orbitaux équinoxiaux :

o ] (142 —42) cos L 4 2iyiy sin L
oy =ire1e ity cos L+ (1 —i% +i2)sin L
o] g Ty 2(igsin L — iy, cos L)
ity cos L — (142 —iz)sin L 2i,, op
(1 —1i2 4 i) cos L — 2iyi,sin L —2iy oq . (A1)
2(iy cos L + iy sin L) 1—i2 — ’LZ Th] Box
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Annexe B

Vecteurs d’état du mouvement orbital
pour la phase EOR

Nous rappelons dans cette annexe les paramétrisations d’état les plus usuelles de la littérature : les
parameétres cartésiens (la position et la vitesse cartésiennes exprimées dans le référentiel géocentrique
équatorial ou dans un repére orbital local), les éléments orbitaux classiques, les éléments orbitaux
équinoxiaux et les éléments orbitaux équinoxiaux modifiées. Ces deux derniers jeux de paramétres
apparaissent dans la littérature comme le plus pertinent et le plus utilisé pour ’application étudiée
consistant en un transfert d’orbite avec une propulsion électrique (EOR) [23], [66], [39], [56]. Pour
une présentation plus compléte des différents jeux de paramétres orbitaux et de leurs propriétés
respectives, le lecteur peut consulter la référence récente [26].

B.1 Vecteur d’état en coordonnées cartésiennes

L’état du satellite peut étre représenté par sa position (3 composantes) et sa vitesse (3 composantes)
dans le repére géocentrique équatorial illustré sur la Figure et décrit dans I’Annexe[A] Le vecteur
des positions et des vitesses sont écrits de la fagon suivante :

F=o y 2lg =aix, +yiy, + 2z, (B.1)
A7
i=l =[] R, = X, + iy, + iz, (B.2)

in

Le vecteur d’état du satellite s’écrit en paramétres cartésiens :

() = [o(t) y(t) =(t) () §(t) 1) (B.3)

Il est également possible d’utiliser une représentation d’état en coordonnées cartésiennes locales en
écrivant les vecteurs des positions et des vitesses dans un des repéres orbitaux locaux de Frenet
(NTW) ou de Hill (RSW ou RTN) comme dans la modélisation du mouvement relatif orbital [6].

B.2 Vecteurs d’état et éléments orbitaux

B.2.1 Eléments orbitaux classiques

Sous les hypothéses de mouvement orbital képlérien (le satellite ne subit que la force d’attraction
centrale), la trajectoire du satellite est une conique qui, dans le cas ou la trajectoire est périodique,
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est une ellipse (ou un cercle si I'excentricité est nulle). La trajectoire du satellite peut étre simplement
représentée par 6 parametres :
Deux paramétres caractérisent la dimension et la forme de 'orbite.

- a est le demi-grand axe,

- e est I'excentricité.

L’orientation de 'orbite dans ’espace est définie par les trois angles €2, w et i, analogues aux angles
d’Euler :

-  est 'angle appelé longitude du neeud ascendant (ou ascension droite du nceud), défini dans
le plan équatorial et mesuré positivement dans le sens trigonométrique entre le vecteur ux;,
(supporté par la ligne vernale) et le vecteur du noeud ascendant 7.

- L’angle d’inclinaison 7 est 1’angle entre le plan équatorial terrestre et le plan orbital (angle
entre le vecteur iz, et le vecteur moment cinétique h.

- L’argument du périgée w est ’angle, défini dans le plan de 'orbite, entre le noeud ascendant
et le périgée.

Ces angles sont représentés sur la Figure ou uy,,, Uy, et uiz, sont les axes du repére géo-
centrique équatorial pseudo-inertiel R;,. Le périgée est le point de l'orbite le plus rapproché de la
Terre et 1’apogée le plus éloigné. La ligne des neeuds est définie par la droite d’intersection du plan
équatorial et du plan orbital. Le neeud ascendant de l'orbite est le point ou le satellite passe de
I’hémisphére sud a I’hémisphére nord.

Enfin, un paramétre rend compte de la position du satellite sur son orbite au cours du temps. Trois
types d’anomalies peuvent étre introduites pour décrire cette évolution :

- v est 'anomalie vraie et repére la position courante du satellite par rapport au périgée. C’est
Pangle entre la direction du périgée et la direction du rayon vecteur 7 (cf. Figure .

- F est 'anomalie excentrique. C’est un angle défini a ’aide du cercle circonscrit a I’ellipse dont
le diametre est le demi-grand axe, de la fagon illustrée sur la Figure [B:2] Le sinus, le cosinus
et la tangente de ’anomalie excentrique sont reliés au sinus, au cosinus et a la tangente de
I’anomalie vraie avec les relations données par les Equations ((C.10)).

- M est 'anomalie moyenne. Elle correspond a la position d’un corps qui se déplacerait a
vitesse constante sur le cercle auxiliaire circonscrit & ’ellipse, avec une période égale & celle
du corps réel. L’anomalie moyenne est donc reliée au temps par la relation :

M(t) = M(to) + n(t — t,), (B.4)

oun = H—? est le mouvement moyen et ¢, est la date de passage au périgée. Les anomalies
a

excentrique et moyenne sont reliées par I’équation de Kepler :
M = E — esin(E). (B.5)

Cette équation transcendante n’admet pas de solution simple. Une solution approchée peut
étre calculée de fagon itérative avec la méthode de Newton par exemple [9]. Dans le cas ou
I'excentricité e est petite, la référence [29] présente une méthode de calcul approchée.
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FIGURE B.1 — Définition des éléments orbitaux classiques

FIGURE B.2 — Anomalie excentrique et anomalie vraie
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Un vecteur d’état peut étre défini avec les éléments orbitaux classiques :

rpoc(t) = (B.6)

€ 0= 0 2

Lv(t) ou E(t) ou M(t) |

Les formules de conversion entre les paramétres cartésiens (position et vitesse exprimées dans le
repére géocentrique équatorial pseudo-inertiel) et les éléments orbitaux cartésiens sont données
dans I’Annexe [l

B.2.2 Eléments orbitaux équinoxiaux

Les éléments orbitaux classiques définis précédemment présentent deux cas singuliers :
- lorsque l'orbite est circulaire, 'excentricité est nulle et 'argument du périgée w n’est pas défini
(car le périgée n’est pas défini) ;
- lorsque l'orbite est dans le plan de I’équateur, I'inclinaison est nulle et 1’ascension droite du
nceud ascendant n’est pas définie (car le nceud ascendant n’est pas défini).

De nouveaux éléments orbitaux sont alors introduits pour palier ces cas singuliers. Il s’agit des
éléments orbitaux équinoxiaux officiellement crédités a la référence [12] mais effectivement introduits
dans [3] et dont on peut retrouver la définition dans diverses références [16] 9, [71], 67, 26] avec des
notations variables suivant que la littérature est francophone ou anglophone. Nous avons conservé
les notations francophones tout en indiquant entre parenthéses les notations largement utilisées dans
la littérature anglophone.

ex = (k) = ecos(w + Q),

ey = (h) = esin(w + Q),

iz = (q) = (hy) = tan(i/2) cos(2), (B.7)
iy = (p) = (hy) = tan(i/2) sin(®),

(t)=M({t)+w+Qou L(t) =v(t)+ w+ Qou F(t) = E(t) + w+ .

Les éléments (e, e,) forment les composantes dans la base équinoxiale (i, i) du vecteur excentri-
cité dont le module vaut I'excentricité e. Les éléments (i,,14,) forment les composantes vecteur incli-
naison, également dénommé vecteur du noeud ascendant @, [16], dans la base équinoxiale (), Uy).
[ est la longitude moyenne, L est la longitude vraie alors que F' est la longitude excentrique. La
relation entre longitude moyenne et longitude excentrique suit une équation de Kepler modifiée :

l=F —ecos(w+ Q) sin F + esin(w + Q) cos F, (B.8)
qui peut également s’écrire :

l=F+eycos F —eyzsinF. (B.9)

Dans les références [9] et [13], une définition des parameétres équinoxiaux peut étre trouvée pour
laquelle e; et e, sont inversés, de méme que i, et i,. Le vecteur inclinaison est parfois défini sous
les formes alternatives :

{zx = sm(z/2) C‘OS(Q), ou {zm = s1n(z) C?S(Q), (B.10)
iy = sin(z/2) sin(€2), iy = sin(7) sin(€2).



Le vecteur d’état rrog composé des paramétres équinoxiaux est alors défini par :

rpop(t) = [a ex e, i» iy U(t) ou L(t) ou F(t)]". (B.11)

B.2.3 Les éléments orbitaux équinoxiaux modifiés

Les éléments orbitaux équinoxiaux introduits précédemment ont le défaut de présenter une singula-
rité pour les orbites paraboliques et ils ont ainsi été modifiés dans les références |75l [74] pour palier
cette singularité en remplagant le demi-grand axe par le parameétre de la conique (semilatus rectum)

p.
p
€x
€y

iy

by

L

a (1 — €2) ellipse ou p = 2a (parabole)
(f) =€ cos(Q+w)
(9) = e sin(Q +w)
(

h) = tan % cos Q) (B.12)

(k) = tan % sin
Q+w+v

Ce jeu d’éléments orbitaux ne présente aucune singularité, au prix d’'une grande complexité due
aux transformations non linéaires employées. Le vecteur d’état composé de ces éléments orbitaux

est donné par :

TMEOE = | D ex €y iy iy L]T. (B.13)
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Annexe C

Conversions avec les éléments orbitaux
classiques

Cette annexe présente les formules de conversion entre la position et la vitesse du satellite expri-
mée dans le repére pseudo-inertiel géocentrique équatorial et les éléments orbitaux classiques. Les
formules sont déterminées a partir de [9], de [71] et [47].

Le vecteur position est noté :

x
= |y , (C.1)
z Bin
et sa norme est notée r :
r=+z2+y*+22. (C.2)
Le vecteur vitesse est noté :
T
i=7=|y| (C.3)
2‘: Bin

et sa norme est notée v :

v= 22+ 92+ 2. (C.4)

C.1 Intégrales du mouvement képlérien

Nous rappelons tout d’abord quelques éléments de mécanique orbitale qui seront utiles dans les
dérivations futures. A partir de ’équation différentielle du mouvement, il est possible d’établir des
constantes du mouvement.

Le vecteur moment cinétique :

Yz —zy i
h=FANT= |z& —z2 = |hy , (C.5)
vy —yilp, Lhalg,

reste constant. Sa norme est notée h :

h=/hZ+h2+h2,
Y (C.6)

=V (yz — 29)2 + (28 — 22)2 + (xy — yi)? .
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D’aprés la définition du moment cinétique (C.5)), ce vecteur est toujours perpendiculaire & la position
et a la vitesse. Puisque le moment cinétique est constant, la trajectoire reste dans un méme plan,
appelé plan orbital. Le vecteur unitaire perpendiculaire au plan orbital u}, est alors défini par :

1 e
iy =——o |h (C.7)

Y ’
Vg [,

La conservation de I’énergie mécanique permet d’obtenir I'intégrale du mouvement suivante :

2

oV H
2 _- _ 2 C.8
2a 2 r (C.8)

Le vecteur excentricité est défini par :

PAR 7
g=222_T (C.9)

7 r

et est orienté dans la direction du vecteur unitaire 4, dirigé de la Terre vers le périgée. Sa norme e
est I'excentricité de l'orbite.

C.2 Rappels des transformations entre les différentes anomalies

Le calcul de ’anomalie excentrique & partir de la I’anomalie vraie est effectué selon :

sinvy1 — e?

simbF = ———— (C.10a)
1+ ecosv
cos B = m, (ClOb)
1+ ecosv
E 1—ce v
tan <2> =\V17e tan (§> . (C.10c)

Ces équations sont inversées de la fagon suivante :

sin Ev/1 — e2

i = — C.11

Sy ecosE—1 "~ ( a)
e —cosFE
= C.11b
cosy ecosE—1’ ( )
v 1+e E

t —) = — . 11

an(2) 1_€tan(2> (C.11c)
L’anomalie moyenne est obtenue avec 1’équation de Kepler :

M=F —esinFE. (C.12)
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C.3 Calcul des éléments orbitaux & partir de la position et de la
vitesse

L’Equation (C.8)) permet d’obtenir :

(C.13)

L’Equation (C.9) permet d’obtenir :

1

. . 2 . . 2 . . 2
6:\/<Z+hwhw> +<y+hzw—hxz> +<1’+’wa> , (C.14)
T jz r M T H

De plus, le vecteur i, est défini comme le vecteur directeur dans la direction de €.

L’inclinaison est I'angle entre le plan de I’équateur et le plan de l'orbite, ou encore ’angle entre le
vecteur moment cinétique et le vecteur @z, En notant uj, le vecteur unitaire perpendiculaire au
plan de l'orbite, c¢’est-a-dire dans la direction du vecteur moment cinétique h, il vient :

h;

cosi =g, -Up = o (C.15)
Comme l'inclinaison est comprise entre 0 et 7, I'inclinaison s’obtient en inversant I’Equation (C.15) :
) (hz> xy — yi (C.16)
i = arccos | — | = arccos - .
h Vv = 29) + (28 — 22)? + (2 — yi)®

L’angle €2 est 'angle entre la direction (Or, iy, ) et la direction de 'intersection entre le plan de
l'orbite et le plan de I'équateur. Le vecteur 7 est alors défini tel que :

—h,
n=1udz, Nh= | hy , (C.17)
0 R
ainsi que le vecteur directeur :
—h
N 1 y
== | by (C.18)

dans la direction du vecteur 7.
Il est ainsi possible de calculer :

b o
cosQ = Uy, - lUn = — = = - S 5- (C.19)

/n2 + h2 (yz — 2y9)% + (22 — x2)

Comme Q € [0, 27], il est nécessaire de calculer sin {2 pour retrouver la valeur de ’ascension droite
du nceud ascendant. En définissant le vecteur :

o = iz, Nily = ——— | —hy (C.20)



illustré sur les Figures et il vient :
hg Yz — 2y (C.21)

—

sinQ) = —ux, - Uy = = — ~3 - VR
/h%—khg (yz — 29)? + (24 — x2)

Puisque w est I’angle entre 77 et €, il est possible d’obtenir :

he é—hy 2 hy 2—hz 7y
—hy (%+¥>+hy (%erf)

COSw = U - Uy = (C.22)
e\/hy? + hy”
Comme w € [0, 27], il faut calculer sinw. Avec la définition de 4 donnée par :
Uy = Up N U, (C.23)
illustré sur les Figures [AT5] et [A26] il vient :
Sinw = U, - Uy
1 hey — hy d h,d — hy 2
-1 (hy [_hy (2 N ny) L (y N H)}
he,/h2 + hZ r H r H (C.24)
hy 2 — h, 9 het — hy d
e e (e ) o (F RS ).
r 1 r 1
La base orbitale locale (#ig, @g, Wy ) est définie telle que :
. d
Urp = —,
r
Uy = Up, (C.25)
uS:ﬁw/\ﬁR—ﬁh/\f.
r
L’anomalie vraie v est I’angle entre le vecteur € et le vecteur ég. Il vient alors :
L LT
COSV = Ue - UR = Ue - —
" (C.26)
1 hshog hei B s b — b .
__1 [x<x+yzy> +y<y+zwx2> +Z<Z+M>]
er r 1 r 1 r 1
Comme v € [0, 27}, il faut calculer sinv. Il est possible d’écrire :
) L L (L . LT
SINV = —Ue * UT = —Uge * <uz /\uR) = —Ue - <uh VAN > R
,
1 hy 2 —h, 9 h,& — hy 2
_ L {(hyz ~ hy) ( n y) + (hew = h2) (y n ) (C.27)
rhe r I r I

+(hxy — hyx) <i + hxy;hyxﬂ .

A partir de l'expression de v obtenue grace aux Equations (C.26)) et (C.27)), Panomalie excentrique
est calculée avec 'Equation (C.10) et 'anomalie moyenne est obtenue avec I’équation de Kepler.
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En résumé, on a les relations suivantes :

1
“ N 2 e A
Va4 y? + 22 I
. N2 2 . N2
ha y—hy hyt—hy 2 hy 2—h.
oo () () (p )
i = arccos | — | = arccos = = : - : — |, i€[0,7]
h Vyz = 29)? + (zd — 22)? + (§ — yi)?
9] = —arctan <(yz—zy>7 Q € [0, 2m)
2& — a2
w = arctan<8mw>, w € [0, 27]
Cos w
—hy (%+hz¢;hzz> +hy <%+hyz';hzy)
cosw =
e\/hy? + ha”
. 1 b o
Ve Ty
sin v
v = arctan< ), v € [0, 2]
cos v
B 1 z | hyi—h.y Y | hoi—hg s z | hay—hyd
cosv = —;[ﬂc(;nLyT)wLy(;Jr#)an(;JrTy)]
1 b . :
sy = (hyz = hey) (54 2500 o (e — hpz) (84 Bt
(e i) (3 + 2022

(C.28)

C.4 Calcul de la position et de la vitesse a partir des éléments
orbitaux

C.4.1 Expression de la position

Le vecteur position du satellite a pour coordonnées dans la base orbitale locale :

(C.29)

=
I
oo S

Borc



En appliquant la formule de rotation donnée par 'Equation (A.5)), on obtient :

cos (w + ) cos () — cos (i) sin (w + v) sin (2)
=71 |cos (w + v) sin () 4 cos (i) sin (w + v) cos () . (C.30)
sin (i) sin (w + v)

7=

IS

Rin Rin

En remplacant r par son expression en termes d’éléments orbitaux classiques, les formules de calcul
des composantes de la position dans le repére pseudo-inertiel géocentrique équatorial sont :

_M( (w + 1) cos (Q) — cos (i) sin (w + v) sin (Q)) (C.31a)
= T4 ocosy cos (w + v) cos cos (%) sin (w + v) sin , .ola
a —62
- 1(+1@cos)u (cos (w + ) sin (2) + cos (i) sin (w + v) cos (), (C.31b)
Ca(l—e?)
R i— (sin (7) sin (w + 1)) . (C.31c)

C.4.2 Expression de la vitesse

La vitesse dans le repére géocentrique pseudo-inertiel équatorial s’obtient en dérivant la position
dans ce méme repére :
dr

dt
Rin

U= (C.32)
Pour faciliter le calcul, on peut décomposer la dérivée temporelle totale en somme des dérivées
partielles par rapport aux éléments orbitaux :
. 8?,+8F‘+6F:+8FQ+8F.+@F‘ (C.33)
V= —a+ —€+ —i+ — —w+ —. :
da Oe i 0N Ow ov
Or, les éléments orbitaux classiques définissent une ellipse osculatrice, c’est-a-dire I'ellipse que le
satellite suivrait si les perturbations étaient supprimées instantanément. Comme la trajectoire et
son ellipse osculatrice sont tangentes au point de contact, calculer la vitesse du satellite sur sa
trajectoire revient & calculer la vitesse & 'instant considéré sur son ellipse osculatrice. Ainsi, les
éléments orbitaux ci-dessus sont a considérer dans le cas képlérien, et seul v est & dérivée temporelle
non-nulle. On peut alors réécrire :

U= or, C.34
U—al/, ( . )

avec la dérivée temporelle de I'anomalie moyenne (voir [9]) :

pa (1 —e?) (1+ e cos (y))g‘

b=
a2(1 —e2)?

(C.35)

Ainsi, la vitesse dans le repére géocentrique pseudo-inertiel équatorial s’exprime selon :
m

a(l— ) (cos(w +v) + ecos w> sin Q cos i + (sin(w +v+ esinw)) cosQ|, (C.36a)

8-
Il

(sin(w +v)+ esinw) sin Q) — (cos(w + v) + ecos w) cosQcosi|, (C.36b)

a(l —e?)
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. H .
Z= =% | cos(w+ V) +ecosw|sini. (C.36¢)
a(l — e?)
En résumé, on a la transformation des éléments orbitaux classiques vers les positions et vitesses
dans le référentiel pseudo-inertiel géocentrique équatorial, caractérisée par les équations :

2
= f(—:ec;z/ (cos (w+ ) cos () — cos (i) sin (w + v) sin (2)), (C.37a)
= M (cos (w + v) sin () + cos (i) sin (w + v) cos (£2)) (C.37b)
Y= 1+ecosv ’ '
Ca(l—e?)
= m (SID (’l/) S1n ((JJ + V)) y (CS?C)
T = K (cos(w +v)+ ecosw) sin Q cos i + <sin(w +v+ esinw)) cos (C.37d)
a(l —e?) ’
Y= a (sin(w +v)+ esinw) sin Q) — (cos(w +v) + ecos w) cos 2 cos i (C.37e)
a(l —e?) ’
. T o
Z= al— o) [cos(w +v)+ ecosw} sin . (C.371)
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Annexe D

Conversions avec les éléments orbitaux
équinoxiaux

D.1 Définition des éléments orbitaux équinoxiaux a partir des élé-
ments orbitaux classiques

La définition des éléments orbitaux équinoxiaux présentée dans la section est rappelée ici :

a
er = ecos(w + Q)
ey = esin(w + Q)

iy = tan(i/2) cos()
iy = tan(i/2) sin(Q)
longitude

(D.1)

Trois longitudes peuvent étre définies :
- longitude vraie : L=Q +w + v;
- longitude moyenne : [ = Q4+ w + M ;
- longitude excentrique : F = Q+w + F.

D.2 Calcul des éléments orbitaux classiques a partir des éléments
orbitaux équinoxiaux

L’excentricité est calculée comme la norme du vecteur excentricité :
e=/e2+el. (D.2)
De la définition du vecteur inclinaison, il est possible d’écrire :
2 (@ 2 | .2
tan <2> =iy + 1. (D.3)
Puisque i € [0, 7], I'équation précédente peut étre inversée pour donner :

i = 2arctan (1 [i2 +i2 ) . (D.4)
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L’ascension droite du noeud ascendant est calculée de la fagon suivante & partir du vecteur inclinai-
sonm :

cos () = Zix, (D.5a)
\/12 + 12
sinQ) = ——2% (D.5b)
N
On obtient donc : ‘
i
) = arctan (y) , Q€ 0,27]. (D.6)
iz
Si I'inclinaison est nulle, i, et i, le sont aussi et 'ascension droite du nceud ascendant n’est pas

définie.

Il vient & partir de la définition du vecteur excentricité :

e
cos(Q + w) = ———, (D.7a)

\/€2+ €2

e

sin(Q 4 w) = —4—, (D.7b)

\/€2 + el

puis en développant les fonctions trigonométriques des équations précédentes :
cosdcosw — sin Qsinw = 6796, (D.8a)
\/ €2+ e2

sin Q cosw + cos Qsinw = ——L (D.8b)

/2 2
ez + €y

Le systéme d’inconnues cosw et sinw posséde une unique solution puisque son déterminant
est : cos? Q +sin? Q = 1. 11 vient alors :

e, cos 2+ e, sin () €xly + €40
cosw = — Rl = x$+ = z (D.9a)
Je + e Jea+eJiz+i
sinw — €y cos ) — e, sin ) _ eyl — Exly y (D.9D)
Je2+ ez Jea+e Jiz+i
On obtient ainsi :
Eyly — Egly
w = arctan | ——2 ) | w € [0, 27]. (D.10)
exly + eyly
Si I'excentricité est nulle, e, et e, le sont aussi et 'argument du périgée n’est pas défini.
Il vient a partir de la définition de la longitude vraie :
cos L = cos(2 + w) cos v — sin(Q + w) sinv,
= sinp— —Y cos v, (D.11a)
\/€2+ €2 \/ €2+ el
sin L = sin(2 + w) cos v + cos(§2 + w) sin v,
=Y cosy+ —2 sinw. (D.11b)
\/ €2+ el \/€2+ el
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Il vient ainsi, si I’excentricité est non nulle :

ez cos L + ey sin L

cosV = , (D.12a)

\/e2+ el
sinv = cxsinl — ey COSL. (D.12b)

\Je2+el

On obtient ainsi : - I
v = arctan (2o — w8 € [0, 27]. (D.13)

ez cos L + e, sin L

Dans le cas ou 'excentricité est nulle, 'argument du périgée n’est pas défini. Si 'inclinaison est
non nulle, la position du satellite sur 'orbite peut étre définie par ’angle w + v. La définition de la
longitude vraie permet alors d’écrire :

cos L = cos ) cos(w +v) —sin{) sin(w +v),

————cos(w + V) — ———=sin(w + 1) (D.14a)

/g +22 /22 +’LQ

sin L = st cos(w +v) + cos ) sm(w +v),

———— cos(w + V) + —sin(w + v) (D.14b)
,/ + 22 \ /z2 + 42
(D.14c¢)
Si l'inclinaison n’est pas nulle, le systéme précédent se résout de la fagon suivante :
. I+ sinl
cos(w+v) = ta 005 1 ¥y St , (D.15a)
\/ 12 + 2
Csinl i I
sin(w +v) = f 510 WS E (D.15b)
\/i2 + 12
On obtient donc :
iz sin L — 1, cos L
w + v = arctan (D.16)
iz cOs L + 1y sin L

Les mémes calculs appliqués & la longitude excentrique et & la longitude moyenne permettent d’ob-
tenir :

ez cos F' + e, sin I

9
[e2 1 2
ez te;

ez sin ' — ey cos F

1/6%—%65

ez sin ' — ey cos F
ez cosF +eysinF )

cos E = (D.17a)

sinE = (D.17Db)

E = arctan < (D.18)



iz COS F' + 1y sin F

cos(w+ E) = , (D.19a)
\/ 12 + i
N F i P
sin(w + B) = 22T T W8T (D.19b)
\/ 12+ i
N F i r
w + E = arctan Zz St Z_y C?S . (D.20)
iz COS F' + 1y sin
cos M — ez cosl + ey sinl7 (D.21a)
\Jextel
sin M — exsinl—eycosl' (D.21b)
e +e2
sin ] — {
M = arctan | 2220 % C(,)S . (D.22)
ez cosl + ey sinl
. 4 i sinl
cos(w+ M) = ta COSL T by ST , (D.23a)
\ 12+ 2
inl i ]
sin(w + M) = 222 WS (D.23b)
\/ 12+ 2
dinl— i ]
w + M = arctan Zx St Z_y C(.)S . (D.24)
iz cosl + iy sinl

D.3 Calcul des éléments orbitaux équinoxiaux a partir de la posi-
tion et la vitesse cartésiennes

De la méme facon que pour le calcul des éléments orbitaux classiques, I’Equation (C.8]) permet

d’obtenir : )

92 1'2 + y? + 22 :
Vit +y? + 22 I
La matrice de transformation entre les coordonnées dans la base équinoxiale et les coordonnées dans

le repére géocentrique équatorial explicitée par 'Equation (A.10) peut se réécrire en utilisant les
transformations entre les éléments orbitaux classiques et les éléments orbitaux équinoxiaux de la

(D.25)

fagon suivante :

O ) 1+ — i 22'2@ ) —2iy, op

o = - - 2041 11—+ 21 o . D.26

o L+id + 15 9" S 22 o (D20
#1 Bin Y z z Y h Beox
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Cette matrice de transformation permet de donner les coordonnées des vecteurs de la base équi-

noxiale dans la base géocentrique équatoriale. Il vient ainsi :

1 —2iy
Uy = ———— 2i
1—{—1528—1—2?24 1—i2$_i2 R
z Y- Bin
ce qui permet d’établir les égalités suivantes :

— — _2’Ly
Uhx—uhUXm_l_'_Z%_'_Z?QJ’
2,

y . 1—iZ—i
hy =Uh Uz, = 75 5
2 143 442

avec le vecteur i, défini par I’'Equation (C.7]).

L’Equation (D.27)) permet de calculer le vecteur inclinaison de la fagon suivante :

i = Uhy _ hy
’ 1+ up, h, + h’
Up, hac

YT T hun,  hat R

ou h désigne la norme du vecteur moment cinétique h.
L’équation de transformation ([D.26)) permet également d’écrire :

) [1+i7 — i
P42+ 9. ’
- oy = Bin
. igiy |
— ) )
Ug=——F—5 |1 +112—1
T 1442+ iz 29; v
- x = Bin

(D.27)

(D.28a)

(D.28b)

(D.28c)

(D.29a)

(D.29b)

(D.30a)

(D.30b)

En combinant la rotation autour du vecteur uy de la transformation de la base géocentrique équa-
toriale en la base orbitale locale (voir Figure d’une part et la rotation autour du vecteur
de la transformation de la base géocentrique équatoriale en la base équinoxiale (voir Figure ,
I'angle €2 4- w apparait étre ’angle entre les vecteurs ), et i, d’une part et entre les vecteurs i, et

ty d’autre part (voir la Figure |D.1]).

7



FI1GURE D.1 — Rotations planes dans le plan orbital autour du vecteur y,.

Il vient alors :

cos(Q 4+ w) = Ue - Up, sin(Q + w) = U - Uy, (D.31a)

de telle sorte qu’il est possible de calculer les composantes du vecteur excentricité selon :
ey = €l - Up = € - Up, (D.32a)
ey = €lle - Uy = € Ug. (D.32b)

Ces équations se développent en :

1 hy%—h.g h2 h?
€y = = > [— (%—i—-yz y) <1+(h —ilh)Q_(h —ifh)2>
U+ Gme + Goanp : : :

2h, (f + @L’C) 2hh, (% + &%ﬁ)

D.
+ T h e , (D.33a)
1 h.i — hy 2 h? h2
T SRS H%* =) <1‘<h YRR O fh)?)
L+ mimz + e : :
oh, (f 1 heizhyd x) hyhy (% 4 huihey Z';h“’)
+ (D.33b)

h,+h + (h. + h)?

La Figure [D.I| permet d’interpréter la longitude vraie L = Q+w+ v comme 'angle entre les vecteurs
Uy et Ur d'une part et les vecteurs 1, et ur d’autre part. Cette remarque permet d’obtenir :

cos L = Up - iy, (D.34a)
sin L = up - Uy. (D.34b)
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Ces équations se développent en :

1 [ h2 — h2 2h, 2hyh
cosL = x (1 + ( Y ) S v } ) (D.35a)

h2 hZ h.+h2] h,+h 2
r (1 + iy + (hth)2> +h) +h " (h.+h)
1 [ h2 + h2 Sz 2hyhyt
sin L = = Y yl1-— (hy h)? +h j—h + ; 3}’1 2] . (D.35b)
T (1 + (hth)Q + (hth)Q) L z z ( z + )

h2+h2 2hyz 2hyhyx
_ Y z Yy x 'y
Yy (1 (hz—f—h)?) Ttk T Gty

h2—h2 2h 2hzh
Y T _ 2 zlyY
X <1 + (hz+h)2> h.+h + (hz+h)2

L = arctan (D.36)

D.4 Calcul de la position et de la vitesse cartésiennes a partir des
éléments orbitaux équinoxiaux

Le calcul de la transformation des éléments orbitaux équinoxiaux en la position et la vitesse dans
le référentiel pseudo-inertiel s’appuie sur I'expression du vecteur position dans le repére équinoxial
(voir Section et les références [03], [54] ou [16]). L’expression des vecteurs de base du repére
équinoxial dans la base géocentrique équatoriale a été donnée par les Expressions (D.30), et (D.27).
De plus, en reprenant les développements de [12] et la figure de rotation plane , il est possible
d’écrire :

R = cos L), + sin L. (D.37)

Le vecteur des positions s’écrit dans la base équinoxiale comme :

a(l —e2 —¢é? cos L
7= ( o y)_ sin L : (D.38)
1+ezcosL+eysinL 0
Beqx

Les coordonnées du vecteur position exprimées dans le repére équinoxial sont transformées grace a
la matrice de rotation (D.26]) pour étre exprimées dans le repére géocentrique équatorial :

T a(l—e2 — e2) ] 1442 — i i1y —2iy cos L
. T Y . .9 .2 . .
= = X 2 1-— 2 L
" Y L+ezcos L+ eysinL1+i2 +i2 ;a‘fzy Z; y 1 ;x 9 SH(;
zl g iy —2iy — iy — iy Box
(D.39)

Développer le produit matriciel précédent permet d’obtenir :

[a(l e eg)} [(1 +i2 = i2) cos L + ©) + 2iyi, sin L}

, (D.40a)

xr =
[l—i—emcosL—i—eysinL] [1 —1—@'%—1—@'5}

[a(l - eg)] [Zixiy cos L+ (1 — i2 +i2) sin L]

y = , (D.40b)

[1+exc0sL+eysinL] [1+i%+i32/}
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2 [a(l - eg)] [iy cos I — iy sin L}

z =

. (D.40c)
[1 +e,cos L+ eysinL} [1 +42 + Zzﬂ

Avec les calculs précédents, le rayon s’exprime en fonction des éléments orbitaux équinoxiaux

comme :
al —¢; — ¢) 1 F in F D.41
"= 1+excosL+eysinL_a( Ca €08 ey sin F). (D-41)

Si 'on souhaite obtenir les coordonnées cartésiennes en fonction de la longitude excentrique, on

pose :
1— e F e  \ginF —
X Ry ey cos I + <1+ Tl )sm €r
=Y =01 — 4 \sinF+ <ezey cos F — e, (D-42)
Brox 1+ /1—e2—e2 14+ 4/1—e2—e2
0 Brqx

On applique ensuite le méme changement de base que précédemment pour passer de la base équi-
noxiale a la base équatoriale.

La vitesse dans le repére géocentrique inertiel s’obtient en dérivant la position dans le repére équi-
noxial suivant les références [12], [54] ou [16] pour écrire :

d" X
. T .
U= — =Y . (D.43)
dt 0
REQx Brox
On a donc :
% — _na(ey +sinL)
1—e2—e2
v - na(e; + cos L) (D-44)
\J1—e2 —el
et
X na” eacy F-(1 < in F
= cosF— (11— —~—t— |sin
a(l —egcos F' — ey sin F) 144 /1—e2—e2 14+ 4/1—e2—e} (D.45)
2 .
y o na _ eg - exey .
Y= a(l — ez cos F' — ey sin F) ! I+ y/1—ei—ef cos F <1+ Vi-ei—ef sin
D’aprés I'expression des vecteurs ), et i, dans la base équatoriale, il vient :
. na . .2 .2 .o
T = [ — (ey +sinL)(1 + iy — iy) + 2igiy(es + cosL)], (D.46a)
(1442 +i2]\/1—e2 —e2
. na .o . ) )
y = [ — 2igiy(ey + sinL) + (1 + iy — iy)(ex + cosL)}, (D.46b)
(1442 +42], /1 —e2 — e
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na

5 = —— ——[2i(c, + sinl) + 2isfec + cosL)], (DA6c)
42+l f1-e-e

pour la longitude vraie. On peut obtenir des expressions équivalentes par la méme méthode si 'on
souhaite travailler en longitude excentrique. Enfin, pour obtenir les expressions en fonction de la

longitude moyenne, il faut remplacer la longitude excentrique par la longitude moyenne obtenue a
I’aide de I’équation de Kepler modifiée .
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