ISAE-N6K 3°m¢ année

Exercice 1 :

Commande optimale des systemes dynamiques
BE1 : partie 11
Commande optimale en temps discret

Une force de poussée spécifique constante 7 est appliquée a une fusée dans
la direction faisant un angle 6 avec la direction inertielle repérée par 'axe
Oz. Les équations du mouvement sont données par :

1w = rycosb
v = rysinf
y = v

On suppose que la commande est appliquée de maniere discrete en la main-

tenant constante entre deux instants de discrétisation de longueur AT. Le

probleme d’injection d’orbite consiste a trouver la séquence de commande

discrétisée 0; qui maximise uy avec les conditions terminales yy = yy, vy =0

et des conditions initiales nulles, pour ¢; fixé.

1- Discrétiser les équations du mouvement.

2- Formuler le probleme de commande optimale en temps discret associé au
probleme d’injection d’orbite.

3- Ecrire les équations canoniques de Hamilton associées a ce probleme.

4- Montrer que la résolution du probleme aux deux bouts nécessite la résolution
de trois équations implicites.



Exercice 2 :
On considere un modele d’état linéaire donné par :

Tiy1 = Ay + Buy i=0,---,N—1, 20=7T

et la fonction de cotit quadratique :

N-1

1
I (ug, ;) = 2 TyQnay + Z(x’/Llel—i_u;RluZ)
i=0
avec Q; =@, >=0,Vi=0,---, N, R, =R, -0Vi=0,---,N—1, 2, e R"

et u; € R™.

1- Ecrire les équations canoniques de Hamilton associées au probleme de
minimisation de J(u;, ;).

2- Montrer que les conditions nécessaires d’optimalité sont également des
conditions suffisantes d’optimalité.

3- Donner la forme de la commande optimale.

4- Ecrire le probleme aux deux bouts associé a ce probleme de commande
optimale en supposant que A; est inversible pour tout ¢ =0,1,---, N.

5- En supposant que le vecteur adjoint peut s’écrire comme \; = Pz} pour
P, > 0, montrer que la séquence de commande optimale est une loi de
commande en boucle fermée.

6- Calculer le cott optimal J(u}, z).

Exercice 3 :
On considere le systeme défini par son modele en temps discret :

z(k+1) =a(k) +2u(k) x(0)=1

1- Déterminer la loi de commande optimale u(k), k& = 0,1,2,---,10 et la
trajectoire d’état optimale associée minimisant le critere ci-dessous en
résolvant le TPBVP :

1 1o
J =52 (1) + 5 > [P (k) + 2u’(k)]

2
k=0

2- Meéme question que précédemment en utilisant I’équation de Riccati discrete.



ISAE-N6K 3°m¢ année

Commande optimale des systemes dynamiques
BE1 : partie II
Correction
Commande optimale en temps discret

Exercice 1 :

Uil — Uy

———— Cela conduit & écrire :
AT

1- On utilise la discrétisation @ —
U1 = u; + AT cosb;
Vis1 = v; +yAT sin b,

De plus, entre les instants i et ¢+ 1, nous pouvons écrire §(t) = ysin 0;t+v;
et y(t) = ysin 9,-% + v;t + y;. On obtient donc :

2

AT
Yir1 = Yi + ;AT + sin 6;

2- La fonction cotut est donnée par g = —uy et il y a une contrainte ter-
YN — Yy

" } En définissant le vecteur d’état comme
N

minale ¥ (yy,vy) = [

X, = [ Ti Y U ]/, le probleme de commande optimale en temps discret
se définit comme :

I%i_n Q/)O(UN) = —Uun

K
Yo

sous Xo=| uy | =0
Vo

Uiy1 = u; + YAT cosb;

viy1 = v; + AT sinb;
2

Yie1 = Vi +uAT +7v sin 6;

¢(yN7UN> _ |: yNU_ Yr } =0
N

3- Les équations canoniques de Hamilton sont obtenues a partir du Hamil-
tonien.

2

H; = X! (w7 AT cosv;)+ A7, (vi+yAT sin 6;)+ A, (yi+v, AT+ sin 6;)

De plus, on définit U = g+ 11 = uy +1v1(yn —ys) + 2vy. Les équations
canoniques de Hamilton sont composées des équations d’état adjointes :

= A, Ny = -1
A= ANt A?HAT Ay = 12
A= AN Ay =1

3



Exercice 2 :

et de I’équation d’optimalité :
=AY sing; + (A), + AL AT/2) cosb; =0

4- Les équations adjointes permettent de déduire A\ = —1, Vi, \Y = 1y et

A =vy+ (N — z)ul . La condition d’optimalité peut se réécrire comme :
I/lt f]
2N
En reprenant les équations d’état du systeme, on obtient avec les conditions
initiales et les conditions finales :

tant;, = —[vp + (2(N —i) — 1)

g, Vol
UN = yﬁf Z; sin 6; =0
N—1 i1 .
yNN2 . Sin 92 ny2
— = (Z sin 0, + ) = 5
th i=0 k=0 2 th

v et 1o doivent étre déduits en fonction de y; de ces trois dernieres
équations par élimination de 6; afin de résoudre le TPBVP.

s+ (2N — i) — 1)”1tf | = tand,
N-1
sinf; = 0
N i=0
- 2
Z(N—l—i)sin@i = yf]\27
i=0 th

On considere un modele d’état linéaire donné par :
Tiv1 :AZZL’Z—FBZUZ ZIO,,N—l

et la fonction de cotit quadratique :

N-1
1
J(u, ;) = 2 TNQnTN + E (;Qixi + w;R;u;)
i=0

avec QZ:QQEO,V’L:O,,N, RZ:Rg }OVZIO,,N—L r; € R”
et u; € R™.
1- Le Hamiltonien est donné par :
1
Hz’(ffi, Uy, )\z'+1) = )‘;+1(Ail'z’ + Biui) + 5(%@:’% + u;Rzuz)
L’équation d’état adjointe s’écrit alors :
A= AN+ Qi Ny = Qnay
alors que I’équation d’optimalité est donnée par :
Ru;+BX,, =0 1i=0,1,---,N—1

Ces équations augmentées des équations d’état forment les conditions
nécessaires pour une trajectoire de commande u; et pour les trajectoires
d’état x; et d’état adjoint \; pour étre optimales.

4



2- La trajectoire d’état dépend linéairement de la trajectoire de commande
puisque z;11; = A;x; + Bju; donc le critere J(u;, x;) dépend quadratique-
ment de la trajectoire de commande wu;. Du fait que l'on a supposé que
Q; = 0et R; = 0,V 1, la fonction cott est une fonction quadratique semi
définie positive et convexe. Les conditions nécessaires d’optimalité sont
donc des conditions nécessaires et suffisantes.

3- En reprenant ’équation d’optimalité, on obtient :

uf = —R; "B\, i=0,1,---,N—1

4- En substituant la forme de la commande optimale précédente, on obtient
le TPBVP suivant :

wiy = Awi— BR7'B\,, m =T
No= QA iy = Quly
qui peut se mettre sous la forme :
zi, = (Ai+ BR'BIA;TQ)xf — BiR;'BIA; T \ix 1y =7
Ny = —AT Qi + AT N = Qe

i | [ (Ai+ BiR;'BIA;TQ;)) —BiR;'BIA;T T T
- ~A7TQ; A7t AT L @y

i+l

5- La condition terminale sur I’équation d’état adjointe est Ay, = Qnzj pour

QN = 0. On suppose qu'il existe P; > 0 telle que \f = Pa,Vi=1,--- N.

La séquence de commande optimale devient alors

u; = _R;IBZ{)\:—FI = _Ri_le{Pin;kﬂ
En utilisant z},, = A;z7 + Bjuj, on obtient alors :
(14 R;'B/P11B)u; = —R;'B|P Ay, i=0,1,---,N —1
En supposant la matrice (1 + R; ' B/P;;1B;) inversible, on a :
u; = —(Ri + BiPi1B;) ' BjPi Ay, i=0,1,---, N —1
La dynamique optimale en boucle fermée est donnée par :
xjy, = [A; — Bi(Ri + B{P,1 Bi) ' BiPij Al

On multiplie cette équation a gauche par A.P,,; et ensuite on y ajoute
Q;x} pour obtenir finalement :

Py = AllP,yy — P.y1Bi(R; + B/Pi 1 B;) ' BiPi]Ai + Qi, Py =Qy

qui est une équation de Riccati récurrente discrete qui permet de générer
les matrices P; a partir de la condition terminale. Une autre forme de



Exercice 3 :

I’équation de Riccati discrete peut étre obtenue a ’aide du lemme d’inver-
sion matricielle :

P, = AP+ BiR;'Bl ' A, + Qi;, Px=Qn

7

Les matrices P; sont calculées hors ligne par résolution récurrente de
I’équation aux différences de Riccati a partir de la condition terminale.
La commande optimale en boucle fermée est alors donnée par :

Les matrices de gain K; sont appelées les matrices de gain de Kalman.
6- On calcule :

N-1

1/2 Z($;+1Pi+1.§l]i+1 — I;BSL’Z) = 1/2[I§VPN$N — LUE)P(]SL’(]]

=0

En notant que Py = Qn et en remplacant 2/yQyxy dans la formule du
critere J(uf, x}), on obtient :

N-1
J(ui, @) = 1/22Poxo + 1/2 Z(I;HBH%H — x; P + Qi + ui Riuy)
i=0

En utilisant I’équation de la dynamique en boucle fermée et de la séquence
optimale et en prenant en compte I’équation récurrente discrete de Riccati,
on montre que la somme est nulle et le colit optimal est donc donné par :

J(uf, x}) = Jy = 1/22,Pyxg

On considere le systeme défini par son modele en temps discret :
Tpp1 =T +2u, x9=1

et le critére & minimiser :

1 10

1
J = 593%1 +t3 Z[l‘i + 2uf]
k=0

1- Le Hamiltonien est donné par :
1
Hy (g, ug, Ak) = Apga (5 + 2ug) + 5@2 + 2uj]

Cela permet d’écrire le systeme d’équations canoniques de Hamilton :

Tpyr = Tpt+2u xo=1
Myl = —Tp+ A An=2n
U = =1



Apres substitution de ug, on obtient alors le TPBVP suivant :

Tp+1 = 3:13'k — 2)\k o = 1
Aoyl = —Tp+ N An =0

Les trajectoires optimales d’état et d’état adjoint sont données par :

R E

Le calcul de A* par diagonalisation permet d’obtenir :

U [ A+V3)2+V* +(V3-1)(2-V3)F 2(=(2+V3)* + (2 - V3)F)
NG —2+ V3 +(2- V3 1+ V3)2+ V) + (1 +V3)(2 - VB)*
Pour k£ =11, on a A\}; = z7;. Cela permet de calculer \j.
. 2+V3)"?—(2-V3)"

0T VA VE) - (2 VEI(VE 1)

Finalement, on obtient :

T = % (14 VB) 2+ VB + (VB 1)(2 = VB)F = 2[(2 +V3)" + (2 - VB)))xg]
Ao = 2—\1/§ [—(2 +V3 2=V +[(-1+V3) 2+ V3 + (1+V3)(2 - ﬁ)k]Ag]
Solution MATLAB
>> x1=1:12;

>> lambdal=1:12; lambdal(1)=((2+sqrt(3))~12-(2-sqrt(3))"12)/...
>> ((((2+sqrt(3)) "11)*(1+sqrt (3))) - (((2-sqrt (3)) "11)*(sqrt(3)-1)));

>> for k=2:12

>> x1(k)=(1/(2*sqrt (3)))*(((1+sqrt (3))*(2+sqrt (3)) "~ (k-1))+((sqrt(3)-1)*. ..
>> (2-sqrt(3)) " (k-1))-(2x((2+sqrt (3)) " (k-1)-(2-sqrt (3)) " (k-1))*lambdal (1)));
>> lambdal(k)=(1/(2*sqrt(3)))*((-(2+sqrt(3)) " (k-1))+((2-sqrt(3)) " (k-1))+...
>> ((((sqrt(3)-1)*(2+sqrt(3)) " (k-1))+...

>> ((1+sqrt(3))*(2-sqrt(3)) " (k-1)))*lambdal(1)));

>> end

>> ul=1:12; ul(1)=-lambdal(2);

>> for k=2:11
>> ul(k)=-lambdal (k+1);

>> end
2- L’équation de Riccati s’écrit comme :
1+ 3pin 1
pi 112 .. it P11

La trajectoire optimale d’état obéit a I’équation d’état bouclée par la com-
mande optimale :
1
T T 2p,
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La trajectoire de commande optimale est donnée alors par :

S (s SV O
7 1 —I— 2p2+1 19 )

-
La trajectoire optimale des états adjoints est obtenue par :
A =pix;, 1=0,---,11

Solution MATLAB

>> p(12)=1;

>> for i=11:-1:1

>> p(1)=(1+3*p(i+1))/(1+2*p(i+1));
>> end

>> x2=1:12;

>> u2=1:12;

>> lambda2=1:12;

>> for i=1:11

>> x2(1+1)=(1/(1+(2*p(i+1))) ) *x2(i);

>> u2(i)=-(p(i+1)/(1+(2*xp(i+1))))*x2(i);
>> lambda2(i)=p(i)*x2(i);

>> end

>> x2(12)=x2(11)+(2*xu2(11));
>> lambda2(12)=x2(12);



