Analyse et synthese robustes
des systemes linéaires

Cours 6

La synthese optimale standard H




La synthese optimale standard H., (1) 2

Modele généralisé :

w z
A B | B U P(S) Yy
Ax | Bx
P(s)~ | Ci1 0 | D1 K(s) ~
Cx | Dk
| C2 D21 | 0 | K(s)

[J Hypotheses 1 :

1- (A, By) et (A, Bs) stabilisables, (C1, A) et (Ca, A) détectables
2- D15[Cy Di12]=1[0 1] et [B; D5 ]'D5 =1[0 1)

3- P, K sont rationnelles, réelles et propres

A — jwl Bl A — jwl BQ .
4- et sont de rang plein V w

C Doy Ch D12

Nota : K est I'’ensemble des correcteurs admissibles :

K={K e C™" | Tuw(s) € RHoo}
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La synthese optimale standard H., (II) 3

[ Probleme 1 : Synthese optimale et sous-optimale H

1- v > 0 et P étant donnés, déterminer un correcteur K*“* tel que || Tyl <7

2- Déterminer v = arg [min ||Tszoo]

KeK

3- Déterminer le correcteur K minimisant une norme H., du transfert entre les

sorties exogenes z et les entrees exogénes w :

glel% HTszoo — 7;0

Soient les deux matrices hamiltoniennes et les équations de Riccati associées :

Hoo(y) =

A’ X oo+ X oo A+ X o[y ?B1 B}, — B2 By X oo +C; C1=0

LAAS-CNRS

A
—C!Cy

’Y_QBlBi — BgBé

Y Joo (7)

A/
—B, B

’}/_20101 — CéCQ

—A
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La synthese optimale standard H., (I1I) 4

[] Théoreme 1 :

1- K*5“*(s) stabilise T.., de maniére interne et de plus ||Tow||co < v ssi les trois conditions
suivantes sont simultanément vérifiées :
i- A(Hoo (7)) NCY =0 et 3 X, = X > 0 solution unique de I'équation de Riccati
ii- AM(Joo (7)) NC” =0 et I Yo, = Y. > 0 solution unique de I'équation de Riccati
iii- p(XooYoo) < 2

L'ensemble de tous les correcteurs K (s)°“’ Ho-sous-optimaux sont donnés par :

KHoo = EZ(KG,Q) Y u
— - K
AOO _ZooLoo ZOOBQ - a
Ka ~ Foo 0 ]-m2
O -
_ —C7 1p, 0 i
ou
1] 00 < Qe RHT2P2 A, =A+~v2Bi1Bi X + BoFoo + ZooLooCo

Loo = —YooCOy Foo = —BhXeo Zoo=1—~7"2Y0 X
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La synthese optimale standard H., (IV) 5
[ Théoreme 2 : (suite)

2- Pas de formule explicite pour % mais calcul par bissection a la précision voulue

vi, = inf

) Z’L ’LZZ

3- Sien %, la condition iii n'est pas vérifiée alors le correcteur optimal est donné
sous forme descripteur par

(1 =42V o Xoo)ig = Astx — Looy
u = Forg
ol Ay = A+ BaFo + LooCo + v 2Y oA Xoo + 75 2B1 By + vX%Y,.CCy

Nota : Si yo > v1 > ~Z, alors

Xoo(m1) =2 Xoo(2)
Yoo(11) = Yoo(72)
P(Xoo(M)Yoo (1)) 2 p(Xoo(12)Yo(12))
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Les compensateurs H,, sous-optimaux : remarques 6

- Résolution de deux équations de Riccati paramétrées par v
- L'ensemble des correcteurs est paramétré par la matrice de transfert €2(s) a travers
la LFT Li(2, K,) :

- Le correcteur tel que €2 = 0 est appelé correcteur central défini par :

K, ~

- Structure du correcteur central : (~ Ha, v — o)

T = A% + B + Bou + Zoo Loo(Cod — y)
F. 2

W =~"2B| X oo

U

- Difficultés numériques pour ~Z et v — ~Z (7-itération)
- Structure identique au probleme de synthése Hs avec principe de séparation
(FI+OE)
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Synthese H,, : exemple ”"a la main” 7

Réalisation minimale d'état du modele généralisé :

1 1 1 0 0
A= By = By = 012[0 O} Doo =
0 —1 0 O 3
D11:[O O} D21:[O 1] D2 =1 02:[1 O}
Modele généralisé :
0 0 1
P(s)=1| 1 3

L s —1 L s2 —1 |
>> A=[1 1;0 -1];B1=[1 0;0 0];B2=[0;3];C1=[0 0];C2=[1 0];D11=[0 0];D12=1;
>> D21=[0 1];D22=0;

>> P=ss(A, [B1 B2],[C1;C2],[D11 D12;D21 D22]);
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Synthese H, : exemple "a la main” (II) g
Syntheése H o :
>> [k,N,g] =hinfsyn(P,1,1,’GMIN’,1.6,’GMAX’,1.7,’TOLGAM’,0.001,’METHOD", ...
’ric’,’DISPLAY’,’on’)
Test bounds: 1.6000 < gamma <= 1.7850
gamma hamx_eig xinf_eig hamy_eig yinf_eig nrho_xy p/f
1.785 1.0e+000 1.1e-016 1.0e+000 0.0e+000 0.7827 p
1.692 1.0e+000 0.0e+000 1.0e+000  0.0e+000 0.8867 p
1.646 1.0e+000 0.0e+000 1.0e+000  0.0e+000 0.9472 p
1.623 1.0e+000 1.1e-016 1.0e+000  0.0e+000 0.9799 p
1.612 1.0e+000 0.0e+000 1.0e+000  0.0e+000 0.9969 p
1.606 1.0e+000 0.0e+000 1.0e+000  0.0e+000 1.0056# f
1.609 1.0e+000 0.0e+000 1.0e+000  0.0e+000 1.0012# f
1.610 1.0e+000 1.1e-016 1.0e+000  0.0e+000 0.9990 p
1.609 1.0e+000 0.0e+000 1.0e+000  0.0e+000 1.0001# f
Gamma value achieved: 1.6101
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Synthese H, : exemple "a la main” (III) 9

Calcul du compensateur central :

>> gamma=1.7;

>> Hinf=[A (gamma~(-2)*B1*B1’)-(B2%B2’);-C1’*C1 -A’];
>> [x1,x2,flagl=ric_schr(Hinf);

>> Xinf=x2/x1;

>> Jinf=[A’ (gamma~ (-2)*C1’*C1-C2’*C2);-B1*B1’ -A];
>> [x1,x2,flagl=ric_schr(Jinf);

>> Yinf=x2/x1;

>> Finf=-B2’*Xinf;

>> Linf=-Yinf*C2’;

>> Zinf=(eye(2)-gamma~ (-2)*Yinf*Xinf) ~(-1);

>> Ainf=A + gamma”(-2)*B1*B1’*Xinf + B2*Finf + Zinf*Linf*C2;

>> Kc=ss(Ainf,-Zinf*Linf ,Finf,6 zeros);
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Synthese H, : exemple "a la main” (IV) 10

Réalisation minimale d’état :

K.=Kyi7~

Fonction de transfert :

Poles en boucle fermée :

LAAS-CNRS

- - 18.34  1.18 19.7074

e ‘ _ZooLoo

‘ ~ —4.73 —-3.36 0

'~ 0

- - | —1.58 —0.79 0 ]
>> [num,den]=ss2tf (Ainf,-Zinf*Linf ,Finf,0) ;
s+1
K.=K — —31.05
17(5) s2 +21.75 + 67.29
| T s0]|co = 1.698
A={-1, -1, —1.41, —18.29}
Commande Robuste ISAE-N6K



Synthese Ho, : exemple "a la main” (V) 11
Pour v — ~*
s+ 1
— 1.65 o Ko (s) = —
Y () = = 001552 +0.665 + 2.14
s+ 1
— 1.61 o K (s) = —
i () = = 5.000452 5 0.625 + 2.12
1.60949 — K.(s) 5+ 1
= 1. o(8) = —
7 3% 10-752 + 0.625 + 2.14
s+ 1
K., (s) = —
p(5) = 5695 1 212
Nota :
Le compensateur central subit une réduction d'ordre a 'optimum ~Z_
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Synthese Ho, : exemple "a la main” (VI) 12

Pour v — o0
—4.651s — 4.651

=29 — K. (s)=-
7 (8) =~ 253005 - 11.28

- —3.309s — 3.305
s? +4.467s + 8.424

vy=10 — K.(s)=

—3.225s5 — 3.225
s? +4.415s + 8.244

—3.219s — 3.219
s? +4.414s + 8.243

v=100 — K.(s)=

Kyeools) = K3, =

Nota :

Le compensateur central tend vers le compensateur Hs optimal quand v — oo
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Retour a I'exemple de [Doyle 78] 13

(s —0.5)
: Kigg(s) = 32—
e (s?2 + 65+ 17)
R
— LQG/LTR p—
ll:Orequenc;O (rad/secl)or
o A
wA ! . ZA
- N R |
K K
—p=09
1 o  p=08
”A”OO < - HTzw(K)Hoo <7 . | | | | | | | ‘—[)‘:0.6‘
fy ’ ’ ‘ ’ ’ i 1(OSEC) B b * b ”
LAAS-CNRS
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Synthese optimale standard H., avec pondérations fréquentielles 14

— Suivi de référence et réjection de perturbations : o (e)

- Performance

o(Ly) grand 0 <w < wp

— Réduction d'énergie de commande :

o(K) faible 0 <wp <w

Atténuation bruits
Robustesse

— Filtrage des bruits de mesure : o (Ly(jw))

o(Ly) faible 0 <wp < w

- Wp 3
d; do
- W, : restriction sur u ! !
, . W W
- We, W), : spécif. sur des transferts en BF Jw L=
- Wi, Wo, Wy : contenu fréq. de d et de n JA .
. pTTT | + v
- W, : modelage de la consigne | ; g = G(s) Ai®—’3— W, 2
+
n
P T
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Quelques problemes de synthese H, en sensibilité mixte (I) 15

1- Robustesse vis-a-vis des incertitudes :

min  ||WeSy,Wo||

KeK
\do —w
W, . i ;
z W W, wW.G
S o w + Uu
n . J —W, -G
e G e B L o ] ]
Modele généralisé :
P =W W, Po=W.G
Poy=-W, Py=-G
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Choix du filtre de pondération W, 16

A -
Bande passante minimale Résonance maximale
M.
(5,)
0dB . /Me; +
w . S et WhB;
We = diag(we, ) et | we, =
s+ wpiAei
avec
- Aci < 1 pour une action intégrale
- ei 2 2
jrreurstal' - WHAB; la bande passante en BF
Nota :

- pour les systemes MIMO, on définit une région de bande passante

Wo(8)=0.7 S WB < Wz(5)=0.7

- Pour une transition plus raide entre BF et HF

S (S/\/k Me; —I—wBi)k
o s+ wpi v/ Aei
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Quelques problemes de synthese H, en sensibilité mixte (II) 17

2- Robustesse vis-a-vis des incertitudes + restrictions sur « :

. WeS,W,
min
Kek A pW, K S, W, N
d, = w
- | [ ww, ] W.G
N 2 | = 0 w+ | W, |u
%LK u Giﬂ_s‘Wei’ y —WO e
Modele généralisé :
wW. W, wW.G
P = Po =
0 W,
Py = —-W, Py = -G
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Choix du filtre de pondération W, 18

M, A Résonance maximale Bande passante du correcteur
Whe
0 dB \/ : S + Whe /Mui
W, = diag(w,, ) et | w,, =
w Auis + Whe
a(KSy)
‘ N avec
Ao | LN\ - Ay; > 0 et faible afin d'ajouter un
a(KSy) Erreurs de modéle p6|e rapide
- M,; : gain maximal de K5,
- wye la bande passante du correc-
teur

Nota : pour un effet de roll-off plus important

A (5+wbc/\/k Mu’L)k
e /Avuis + wee
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Simplifications poles-zéros dans les problemes de sensibilité mixte 19

do = w . Probleme de sensibilité mixte
| Wo ——
+ » . WeSy
(e KA ¢ H—E e W min
K
SUS WuKSy ,

[] Théoreme 3 :

Sous les hypothéses :
- Wy, We, Wt et W1 sont stables
(G(s) n'a pas de pdles sur I'axe imaginaire

W. et We n'ont pas de zéros sur I'axe imaginaire

- Wy (oc0) et We(oc0) sont carrées et inversibles

alors la solution du probléme de sensibilité mixte a les propriétés suivantes :

- Tout pdle stable de GG(s) est un zéro de transmission de K

- Si po est un pdle instable de G(s) alors —pg est un péle de S,

- Tout péle de W.(s) est un pbdle de K(s) et tout pble de W, (s) est un zéro de

transmission de K
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Le probleme de synthese H,, a 4 blocs 20

W.KS, Wu.S.Wi

min
- Wp 22-
di = w2
v 0 W, W; W
W, z = w + U
- W, ——
_.I_

Y

“’%?yK@ G y=1r—GW; — Gu

Modele généralisé :

0 W, W; W, |
P=| W, —-W,GW; | -W,G
1 —GW; -G
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Le probleme de synthese optimale standard H., : remarques 21

Généralisation au cas multivariable des concepts SISO (BP, précision...)

Prise en compte du concept de robustesse en stabilité / incertitudes en H.F.

Comportement du systéme bouclé / perturbations en sortie et en entrée

Pb. de compensation zéros de K / pdles stables de G pour les structures flexibles

Restrictions sur les performance (pdles et/ou zéros instables dans GG ou L)
Intégrale de sensibilité de Bode et waterbed effects

N.

/ In| det S(jw)|dw = WZRG(M)
0 .

1=1

Contraintes sur les valeurs crétes en sensibilité et sur la Bande Passante

N.

T |2 + pi 2
|WeS o0 Z We(Z) wco < -
WSl 2 W) [T :

Contraintes algébriques d'interpolation

Tp)=1 Sp) =0 T(z)=0 S(z)=1
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