
Analyse et synthèse robustes

des systèmes linéaires

Cours 5

Synthèses LQG et LQG/LTR

Synthèse optimale standard H2



Synthèse : le régulateur LQG 2

Soit le modèle d’état :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Γwd , x(0)

y(t) = Cx(t) + v

z(t) = Nx(t)

☛ Problème 1 : LQG

Déterminer la commande u(t) minimisant le critère de performance :

J = E

[
∫ ∞

0

(z′Qz + u′Ru)dt

]

➥ Hypothèses 1 :

- (A,B) est stabilisable, (A,C) est détectable, R = R′ > 0, Q = Q′ ≥ 0

- wd b.b.g.s. ∼ N (0,W ), v b.b.g.s. ∼ N (0, V ), x(0) V.A.g. ∼ N (x0, P0)
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Synthèse : le régulateur LQG 3

Principe de séparation :

La solution du problème LQG est la commande optimale u(t) = Krx̂(t) où :

1- x̂ est l’estimé minimisant E [(x− x̂)′S(x− x̂)] et issu du Filtre de Kalman :

˙̂x = Ax̂+Bu+Kf (y − Cx̂) , x0

où Kf = XC ′V −1 avec X = X ′ ≥ 0 solution de :

AX +XA′ −XC ′V −1CX + ΓWΓ′ = 0

2- Kr est le gain solution du problème LQ associé Kr = R−1B′P avec P = P ′ ≥ 0

solution de :

A′P + PA′ − PBR−1B′P +N ′QN = 0

Le coût optimal est donné par :

J∗
LQG = trace(XKfV K′

f ) + trace(PN ′QN)
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Synthèse : le régulateur LQG 4

ẋK = (A−BKr −KfC)xK +Kfy

u = −KrxK

K

LQR

Filtre de Kalman

LQG

Gu y

zν, w

B

A

C

x̂

Kf

−Kr

∫ +

+

+ +

−

KLQG ∼





A−BR−1B′P −XC ′V −1C XC ′V −1

−R−1B′P 0




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Synthèse : le régulateur LQG 5

Nota Bene : les propriétés de robustesse du régulateur LQ ne sont plus vérifiées !

LQG

r u yz

Φ

B

CΦB

C

Kf −Kr
+++

−

−

−

Figure 1 – KLQG = Kr(s1−A−BKr +KfC)−1Kf

Commande Robuste ISAE-N6K



Synthèse : exemple de régulateur LQG 6

Modèle d’état :

ẋ =





0 1

0 0



x+





0

1



u+





0

1



wd , wd ∼ N (0, α2)

z =
[

1 −1
]

x(t) + v , v ∼ N (0, 1)

Régulateur LQG minimisant :

J = E

[
∫ ∞

0

[z2 + ρu2]dt

]

, ρ = 0.25

- Régulateur LQ et filtre de Kalman pour α = 10

Kr =
[

1√
ρ

√
1+2

√
ρ

√
ρ

]

=
[

2 2.8
]

Kf =





2α+ 1

α



 =





21

10




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Synthèse : exemple de régulateur LQG 7

Fonction de transfert de la boucle ouverte KLQGG(s)
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KLQG =
(βk1 + αk2)s+ k1α

s2 + s(β + k2 − α) + β(k1 + k2) + k1 + α
=

70s+ 20

s2 + 13.8s+ 112.8
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Retour à l’exemple de [Doyle 78] 8

Soit

ẋ(t) =





1 1

0 1



x(t) +





0

1



u(t) +





1

1



wd , x0

y(t) =
[

1 0
]

x(t) + v(t) z(t) =
[

1 1
]

x(t)

où

Q = ρ > 0 R = 1 W = σ > 0 V = 1

La solution LQG est donnée par

- LQR

Kr = α
[

1 1
]

α = 2 +
√
4 + ρ

- Filtre de Kalman

Kf = β
[

1 1
]′

β = 2 +
√
4 + σ
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Retour à l’exemple de [Doyle 78] II 9

Correcteur LQG et tracé de la BO dans Bode

ρ = σ = 104, α = β = 102

KLQG =
20816(s− 0.5)

s2 + 202s+ 10401

ρ = σ = 10−4, α = β = 4

KLQG =
32(s− 0.5)

s2 + 6s+ 17
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ρ = σ = 104

ρ = σ = 10−4

KLQG =
αβ(2s− 1)

s2 + (α+ β − 2)s+ 1 + αβ
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Retour à l’exemple de [Doyle 78] III 10

- Correcteur LQG perturbé

K̃LQG = pKLQG ∼









1− β 1 β

−(α+ β) 1− α β

−pα −pα 0









- Dynamique en BF

ẋ(t) =





A −pBKr

KfC A− BKr −KfC



x(t) =















1 1 0 0

0 1 −pα −pα

β 0 1− β 1

β 0 −α− β 1− α















x(t)

- Polynôme caractéristique en BF

λ4 +(β+α− 4)λ3 +(6− 2α− 2β+βα)λ2 +(−4+β+α+2(p− 1)αβ)λ+1+(1− p)αβ

- Conditions nécessaires de stabilité

1 +
1

αβ
> p > 1 +

4− α− β

2αβ
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Retour à l’exemple de [Doyle 78] IV 11

K̃LQG =
αβp(2s− 1)

s2 + (α+ β − 2)s+ 1 + αβ
L̃bo(s, p) =

1

(s− 1)2
K̃LQG(s, p)
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Synthèse : la méthode de recouvrement LQG/LTR 12

Soit le modèle d’état :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + Γwd , x(0)

y(t) = Cx(t) + v

z(t) = Nx(t)

☛ Problème 2 : LQG/LTR

Déterminer la commande u(t) minimisant le critère de performance :

J = E

[
∫ ∞

0

(z′Qz + u′Ru)dt

]

et recouvrant les propriétés de robustesse de la boucle ouverte du LQ :

KLQGG → Kr(s1−A)−1B

➥ Hypothèses 2 :

- (A,B) est stabilisable, (A,C) est détectable, R = R′ > 0, Q = Q′ ≥ 0

- wd b.b.g.s. ∼ N (0,W ), v b.b.g.s. ∼ N (0, V ), x(0) V.A.g. ∼ N (x0, P0)
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Synthèse : la méthode de recouvrement LQG/LTR 13

- But :

Retrouver les propriétés de robustesse de la boucle ouverte du LQ :

KLQGG → Kr(s1−A)−1B

- Méthode :

Calcul d’un observateur particulier

On choisit

E[wdw
′
d] = W = W0 + q2BB′ E[vv′] = V0

❒ Théorème 1 : Loop Transfer Recovery

Si r = dim(y) ≥ m = dim(u) et C(s1−A)−1B n’a pas de zéros instables alors

quand q → ∞ :

- Kf → qBM(V
1/2
0 )−1 où M ∈ Rm×r : M ′M = 1m

- KLQGG → KrΦB
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Synthèse : la méthode de recouvrement LQG/LTR 14

✇ Procédure 1 :

- Synthétiser un correcteur LQ par loopshaping de KrΦ(s)B

Basses fréquences, roll-off aux hautes fréquences et pulsations de coupure

- A partir de W0, V0, on augmente le paramètre de réglage q :

W = W0 + q2BB′ V = V0

jusqu’à obtenir un recouvrement du transfert KLQGG sur KrΦ(s)B sur une bande

de fréquences suffisamment grande

Nota :

- L’augmentation de q dégrade le filtrage du bruit de mesure : compromis entre

performance nominale LQG et robustesse

- K(s) tend à inverser la matrice de transfert du système

- Pour un système à non minimum de phase, le recouvrement exacte ne peut être

obtenu : procédures de recouvrement approché (limitation sur la bande passante)
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Synthèse : la méthode de recouvrement LQG/LTR 15

Une procédure duale peut être appliquée pour le recouvrement :

- Calcul du filtre de Kalman (observateur)

- Recouvrement en sortie par réglage du régulateur LQ

Q = Q0 + qC ′C R = R0

❒ Théorème 2 : dual loop transfer recovery

Si dim(u) ≥ dim(y) et C(s1−A)−1B n’a pas de zéros instables alors quand q → ∞ :

- Kr → q(R
1/2
0 )−1TC où T ∈ R

m×r : T ′T = 1r

- GKLQG → CΦKf

Nota : quand q → ∞, l’amplitude des commandes augmente
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LQG/LTR : retour à l’exemple de [Doyle 78] 16

r = m = 1 et C(s1−A)−1B =
1

(s− 1)2
. Soit W = σ12 + q2


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0
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



[
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]

Kf → B K̃LQGG → pαs

(s− 1)2
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La synthèse optimale standard H2 (I) 17

Modèle généralisé :

P (s) ∼









A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 D22









K(s) ∼





AK BK

CK DK





P (s)

K(s)

yu

w z

➥ Hypothèses 3 :

1- (A,B1) et (A,B2) stabilisables, (C1, A) et (C2, A) détectables

2- D′
12[C1 D12] = [0 1] et [B′

1 D′
21]

′D′
21 = [0 1]′

3- P,K sont rationnelles, réelles et propres

4-





A− jω1 B1

C2 D21



 et





A− jω1 B2

C1 D12



 sont de rang plein ∀ ω

Nota : K est l’ensemble des correcteurs admissibles :

K = {K ∈ C
m×r | Tzw(s) ∈ RH∞}

D11 +D12(1−DKD22)
−1DKD21 = 0
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La synthèse optimale standard H2 (II) 18

☛ Problème 3 : Synthèse optimale et sous-optimale H2

1- Déterminer le correcteur K minimisant une norme H2 du transfert entre les sorties

exogènes z et les entrèes exogènes w :

min
K∈K

||Tzw||2

2- Déterminer γ∗
2 = arg

[

min
K∈K

||Tzw||2
]

3- γ2 > 0 et P étant donnés, déterminer un correcteur Ksub tel que ‖Tzw‖2 ≤ γ2

Définissant les deux équations de Riccati algébriques duales :

A′X2 +X2A−X2B2B
′
2X2 + C ′

1C1 = 0 AY2 + Y2A
′ − Y2C

′
2C2Y2 +B1B

′
1 = 0

F2 = −B′
2X2 L2 = −Y2C

′
2

AF2
= A+B2F2 AL2

= A+ L2C2

C1F2
= C1 +D12F2 B1L2

= B1 + L2D21

Gc(s) ∼





AF2
1

C1F2
0



 Gf (s) ∼





AL2
B1L2

1 0





Â2 = A+ B2F2 + L2C2
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La synthèse optimale standard H2 : information complète 19

PFI(s) ∼















A B1 B2

C1 0 D12

1 0 0

0 1 0















KFI(s) ∼





AK BK

CK DK





PFI(s)

KFI(s)

yu

w z

❒ Théorème 3 : Information complète

1- L’unique correcteur H2 optimal est donné par :

K∗
FI2(s) ∼





0 0 0

0 F2 0





2- γ∗2
FI2 = ‖GcB1‖22 = trace [B′

1X2B1]

3- u = F2x+Q(s)w et Q(s) ∈ RHm2×p2
2 telle que

‖Q‖22 < γ2
FI2 − ‖GcB1‖22

F2

Ksub
FI (s) =

[

F2 Q(s)
]

Q(s)

x

u
+

+
w
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La synthèse optimale standard H2 : estimation de sortie 20

POE(s) ∼









A B1 B2

C1 0 1

C2 D21 0









KOE(s) ∼





AK BK

CK DK





POE(s)

KOE(s)

yu

w z

❒ Théorème 4 : Estimation de sortie

1- L’unique correcteur H2 optimal est donné par :

K∗
OE2

(s) ∼





AL2
− B2C1 L2

C1 0





2- γ∗2
OE2

= ‖C1Gf‖22
3- u = Ll(M2, Q)y et Q ∈ RH(r2+m2)×(r1+r2)

2

telle que

‖Q‖22 < γ2
OE2

− ‖C1Gf‖22









AL2
−B2C1 L2 −B2

C1 0 1

C2 1 0









Q(s)

M2(s)

y u

Ksub
oe (s)
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La synthèse optimale standard H2 : information partielle 21

PPI(s) ∼









A B1 B2

C1 0 D12

C2 D21 0









KPI(s) ∼





AK BK

CK DK





PPI(s)

KPI(s)

yu

w z

❒ Théorème 5 : Information partielle

1- L’unique compensateur H2 optimal est donné par :

K∗
PI(s) ∼





Â2 −L2

F2 0





2-
γ∗2
PI2 = γ2

FI2 + γ2
OE2

= ||GcB1||22 + ||F2Gf ||22
= ||GcL2||22 + ||C1Gf ||22

3- u = Ll(Q,K2)y et Q ∈ RHm2×p2
2 telle que

||Q||22 < γ2 − (||GcB1||22 + ||F2Gf ||22)









Â2 −L2 B2

F2 0 1

−C2 1 0









K2(s)

uy

Q(s)

Ksub
PI (s)
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Théorie de la séparation pour la synthèse H2 22

Principe de séparation :

Résolution d’un problème FI et d’un problème OE pour C1 = −F2

ẋ = Ax+B1w + B2u

z = C1x+D12u

y = C2x+D21w

˙̂x = AL2
x̂− L2y −B2C1x̂+B2u1

u = F2x̂+ u1

y1 = −C2x̂+ y









Â2 −L2 B2

F2 0 1

−C2 1 0









P (s)
u y

u1 y1

Q(s)

w z
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Remarques et notes 23

✍ Remarques 1 :

1- Dynamiques en boucle fermée :

OE ΛBF = Λ(A+ L2C2) ∪ Λ(A−B2C2) ∪ Λ(AK)

PI ΛBF = Λ(A+B2F2) ∪ Λ(A+ L2C2) ∪ Λ(AK) FI ΛBF = Λ(A+B2F2) ∪ Λ(AK)

2- Le compensateur optimal H2 n’a pas de marges de stabilité garanties

Nota : Régulateur H2 et LQG :

Le régulateur LQG est un compensateur H2 particulier où :

z(t) =





Q1/2 0

0 R1/2









x

u



 et





wd

v



 =





W 1/2 0

0 V 1/2



w , w ∼ N (0,1)

Le modèle généralisé est donné par :

G ∼















A W 1/2 0 B

Q1/2 0 0 0

0 0 0 R1/2

C 0 V 1/2 0














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Synthèse optimale H2 : exemple ”à la main” 24

Réalisation minimale d’état du modèle généralisé :

A =





1 1

0 −1



 B1 =





1 0

0 0



 B2 =





0

3



 C1 =
[

0 0
]

D22 = 0

D11 =
[

0 0
]

D21 =
[

0 1
]

D12 = 1 C2 =
[

1 0
]

Modèle généralisé :

P (s) =





0 0 1
1

s− 1
1

3

s2 − 1





>> A=[1 1;0 -1];B1=[1 0;0 0];B2=[0;3];C1=[0 0];C2=[1 0];D11=[0 0];D12=1;

>> D21=[0 1];D22=0;

>> P=ss(A,[B1 B2],[C1;C2],[D11 D12;D21 D22]);
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Synthèse optimale H2 : exemple ”à la main” (suite) 25

➥ Hypothèses 4 :

- (A,B2) est commandable donc stabilisable et (A,C2) observable donc détectable

- D′
12

[

C1 D12

]

=
[

0 0 1
]

et
[

B′
1 D′

21

]′
D′

21 =









0

0

1









- rg





A− jω1 B1

−C2 D21



 = rg









1− jω 1 1 0

0 −1− jω 0 0

−1 0 0 1









= 3 ∀ ω ∈ R

rg





A− jω1 −B2

C1 D12



 = rg









1− jω 1 0

0 −1− jω −3

0 0 1









= 3 ∀ ω ∈ R
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Synthèse optimale H2 : exemple ”à la main” (suite) 26
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X2 =





8/9 2/9

2/9 4/9



 Y2 =





1 +
√
2 0

0 0





F2 = −
[

4/3 2/3
]

L2 = −





−1−
√
2

0





γ∗
FI =

2
√
2

3
γ∗
OE = 2.0717

γ∗ = 2.2761

>> P=ss(A,B,C,D);

>> [Kh2,N,H2,infos]=h2syn(P,1,1);

infos =

NORMS: [0.9428 2.0717 2.2761 0]

KFI: [-1.3333 -0.6667]
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Synthèse optimale standard H2 avec pondérations fréquentielles 27

– Suivi de référence et réjection de perturbations :

σ(Ly) grand 0 ≤ ω ≤ ωB

– Réduction d’énergie de commande :

σ(K) faible 0 ≤ ωB ≤ ω

– Filtrage des bruits de mesure :

σ(Ly) faible 0 ≤ ωB ≤ ω

− Performance

Robustesse
Atténuation bruits

ω

σ (•)

ωl

ωh

ωcmax

σ (Lu(jω))

σ (Lu(jω))

- Wu : restriction sur u

- We, Wp : spécif. sur des transferts en BF

- Wi, Wn, Wo : contenu fréq. de d et de n

- Wr : modelage de la consigne

Exemple :

min
K∈RH∞

∥

∥

∥

∥

∥

∥

WeSyWo

ρWuKSyWo

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

Wr

Wi

Wn

We

Wu

Wp

Wo

G(s)K(s)
uy

r

z1

s

di do

n

z2

z3

+

+

+ + +
+

−
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