Analyse et synthese robustes

des systemes linéaires

Cours 5
Syntheéses LQG et LQG/LTR
Synthése optimale standard H-




Synthese : le régulateur LQG

Soit le modéle d'état :

[1 Probleme 1 : LQG

Déterminer la commande u(t

N——"

minimisant le critére de performance :

J=F [/OO(Z'QZ + v’ Ru)dt
0

[1 Hypotheses 1 :
- (A, B) est stabilisable, (A, C') est détectable, R=R' >0, Q=Q" >0
- wq b.b.g.s. ~N(0,W), v b.b.g.s. ~N(0,V), (0) V.A.g. ~ N(xo, Py)
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Synthese : le régulateur LQG 3

Principe de séparation :
La solution du probleme LQG est la commande optimale u(t) = K,2(t) ou :
1- 2 est I'estimé minimisant F [(x — 2)'S(x — Z)] et issu du Filtre de Kalman :

=A%+ Bu+ K;(y— C%) , xo

ou | Kp=XC"V!]avec X = X’ > 0 solution de

AX + XA - XC'VICX +TWT =0

2- K, est le gain solution du probleme LQ associé | K, = R 'B'Plavec P=P >0

solution de :

A'P+ PA' — PBR™'B'P+ N'QN =0
Le coiit optimal est donné par :

Jioq = trace(X KV K%) + trace(PN'QN)
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Synthese : le régulateur LQG 4
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Synthese : le régulateur LQG 5
Nota Bene : les propriétés de robustesse du régulateur LQ ne sont plus vérifiées !
E - LQG
T+ 2o +
5 B ;
FIGURE 1 - K1 g = K. (s1— A— BK, + K;C) 'Ky
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Synthese : exemple de régulateur LQG 6
Modele d'état :
0 1
T = T + u + wq , wg ~ N(0,a?)
0 0
22[1 —1}:c(t)+v , v~N(0,1)
Régulateur LQG minimisant :
J=F [/ Ex +,0u2]dt] , p=0.25
0
- Régulateur LQ et filtre de Kalman pour o = 10
K, = 1 1—|—2\/ﬁ}:[2 28} K, — 200+ 1 _ 21
VP VP . Q 10
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Synthese : exemple de régulateur LQG 7

Fonction de transfert de la boucle ouverte KroaG(s)

Amplitude (dB)
o 4|> 11) N N o o)
[ —— / ]

o

Phase (deg)

10
Pulsations (rad/sec)

" 5 (Bk1 + aks)s + kia B 70s + 20
LQG = 2+ 5(B+ky—a)+B(ki+ks)+ki+a s2+13.85+112.8
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Retour a I'exemple de [Doyle 78]

Soit

z(t) = x(t) + u(t) + Wy

y(t):[1 o}x(t)ﬂ(t) 2(1)

|
—
p—
—_
L 1
8
~~
™~
~—

ou
Q=p>0 R=1 W=0c>0 V=1

La solution LQG est donnée par
- LQR

KT:&{ 1 1} a=2++4+p

- Filtre de Kalman

Kfzﬁ[ 1 1 }/ B=2+Vd+o
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Retour a I'exemple de [Doyle 78| I1 9

Correcteur LQG et tracé de la BO dans Bode

From: In(1) To:ul

50

p=0=10*% a=p8=102

20816(s — 0.5)
s2 4+ 202s + 10401

-50 |-

Kroc =

Magnitude (dB)

-100 [~

-150

o 32(s = 0.5) ’
LQG_ S2+68+17 710; | | lf‘)o | | lLJl | | l(‘)2 103
Frequency (rad/sec)
afB(2s — 1
Krge = ( )

s+ (a+B—-2)s+1+4+af
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Retour a I'exemple de [Doyle 78] 111 10

Correcteur LQG perturbé

1-p 1 5
Kroc =pKrge~ | —(a+8) 1—«
i —pa —pa | 0
- Dynamique en BF
11 0 0
A —pnBK, 0 1 — D — Do
i(t) = g 2(t) = g )
K;C A— BK, - K;C B0 1-8 1
B0 —a—-B 1-a

Polynome caractéristique en BF
M+ Bra—HN +(6—2a—28+Ba)X’ +(—4+F+a+2(p—1DaB)A+1+ (1 —p)aj

Conditions nécessaires de stabilité

1 4 —a—p
1+ — 1
+a6>p> + 208
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Retour a I'exemple de [Doyle 78| IV 11

- afp(2s — 1) - 1 -
Ko — Lio(5.0) = —— Kroa(s,
o5 | | | ‘ _p‘:O':iOAL,p:‘l ’ —p‘:0:10_“1,p:1
0 ——p=0=10% p=1.0001H o\ —p=0=10"% p=1.07
o 100 200 300 t4?§) 500 600 700 g0 0 5 10 . 1(&:; ) 20 25 30
a = B =100, 0.9902 < p < 1.0001 a= =4, 0.875 < p < 1.06525
LAAS-CNRS
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Synthese : la méthode de recouvrement LQG/LTR

12

Soit le modéle d'état :

t(t) = Az(t) + Bu(t) + T'wg , x(0)
y(t) =Cx(t) +v

[0 Probleme 2 : LQG/LTR

Déterminer la commande u(t) minimisant le critére de performance :

J=FE [/ (2'Qz + v Ru)dt
0
et recouvrant les propriétés de robustesse de la boucle ouverte du LQ :
KLQgG — KT(Sl — A)_lB

[1 Hypotheses 2 :
- (A, B) est stabilisable, (A, C') est détectable, R=R' >0, Q=Q" >0
- wq b.b.g.s. ~ N0, W), v b.b.g.s. ~N(0,V), z(0) V.A.g. ~ N(xg, Pp)

LAAS-CNRS
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Synthese : la méthode de recouvrement LQG/LTR 13

- But :

Retrouver les propriétés de robustesse de |la boucle ouverte du LQ :
KLQgG — Kr(Sl —A)_lB
- Méthode :
Calcul d'un observateur particulier
On choisit
Elwgw)| =W =Wy +¢*’BB’  E[w'] =V,
[] Théoreme 1 : Loop Transfer Recovery

Sir=dim(y) > m = dim(u) et C(s1 — A)~'B n’a pas de zéros instables alors
quand ¢ — o0 :

- K; = ¢BM(V)/?)~ oo M € R™*" + M'M =1,

- KLQgG — K, ®B
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Synthese : la méthode de recouvrement LQG/LTR 14

[1 Procédure 1 :
- Synthétiser un correcteur LQ par loopshaping de K, ®(s)B

Basses fréquences, roll-off aux hautes fréquences et pulsations de coupure
- A partir de Wy, Vi, on augmente le paramétre de réglage q :

W:W0+QQBB, V=W

jusqu'a obtenir un recouvrement du transfert KroaG sur K, ®(s)B sur une bande

de fréquences suffisamment grande

Nota :

- L'augmentation de ¢ dégrade le filtrage du bruit de mesure : compromis entre
performance nominale LQG et robustesse

- K(s) tend a inverser la matrice de transfert du systeme

- Pour un systéme a non minimum de phase, le recouvrement exacte ne peut €étre
obtenu : procédures de recouvrement approché (limitation sur la bande passante)
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Synthese : la méthode de recouvrement LQG/LTR 15

Une procédure duale peut étre appliquée pour le recouvrement :
- Calcul du filtre de Kalman (observateur)
- Recouvrement en sortie par réglage du régulateur LQ

Q@ =Qo+q¢C’'C R=Ry
[1 Théoreme 2 : dual loop transfer recovery

Sidim(u) > dim(y) et C(s1 — A)~'B n'a pas de zéros instables alors quand ¢ — oo :
- K, = q(RYA)TITC o0 T € R™XT + T'T =1,
- GKLQG — O(I)Kf

Nota : quand ¢ — oo, I'amplitude des commandes augmente
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LQG/LTR : retour a 'exemple de |[Doyle 78] 16

-1 1 - 2 0
r=m=1et C(sl—A) B:—2.SOItW:O'12—|—q [O 1}
(s —1) 1
~ s
K;— B KroaG — (81’_—1)2
&) : —p=0.8
Pl
—~ 0 2 —22065
s —— |14 =
- [ ”MM A
- —— LQG/LTR, ¢, = 10* 8 -
TN =N AR
| | | | | ~ W A A Y BV
: UINUNLLAAS NS
AR

t(s)

10
Frequency (rad/sec)
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La synthese optimale standard Hs (I) 17

Modele généralisé :

w z
A B1 | By u P(S) Y
Ax | Bx
P(s)~ | C1 D11 | D12 K(s) ~
Cx | Dk
| C2 D21 | D22 | K(s) |-

[1 Hypotheses 3
1- (A, B1) et (A, B2) stabilisables, (C1, A) et (C2, A) détectables

2- D15[C1 Di12]=1[0 1] et [By D5 ]'D5 =1[0 1)
3- P, K sont rationnelles, réelles et propres
A — jwl B1 A — jwl B2 .
4- et sont de rang plein ¥V w
Co Doy C1 D12

Nota : I est |'ensemble des correcteurs admissibles :
K={KcC™" | Tuw(s) € RHoo}

Di1 4 D12(1 — DKDZQ)_lDKD21 =0
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La synthese optimale standard Hs (II)

18

[ Probleme 3 : Synthese optimale et sous-optimale -
1- Déterminer le correcteur K minimisant une norme Ho du transfert entre les sorties

exogenes z et les entrées exogénes w :

min ||Tq||2
Kek

2- Déterminer v5 = arg | min ||7’
v = ang | min |17 1|
3- v > 0 et P étant donnés, déterminer un correcteur K*“° tel que 1T ow]|y < 2

Définissant les deux équations de Riccati algébriques duales :

A,XQ 4+ X5 A — XQBQB&XQ -+ C{Cl =0 AY> + YQA/ — YQC&CQYQ -+ BlBi =0

Fy = —ByX, Ly = —Y,CY,
AF2 = A+ By F>5 AL2 = A+ [-,C5
Ciry, =C1+ Di2F5 Bir, = B1 + LaDa;
Ar, |1 A | B
Ge(s) ~ |—— G(s) ~ |
Cir, | O 1| o

Ay = A+ BoFy + LyCy

LAAS-CNRS
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La synthese optimale standard Hs : information complete 19
A | Bi Bo _w -z
P
01 0 D12 AK ‘ BK u FI(S)
PF[(S) ~ KF[(S) ~
1|0 0 Ck ‘ Dk
K
0|1 o ri(s)
[1 Théoreme 3 : Information complete
1- L’unique correcteur Ho optimal est donné par :
: 0 ‘ 0 0
Krr,(s) ~ N Kt =R Qo ]
0 ‘ F2 0 > F2
* 2 2 / T
2- vr1, = ||GeB1l]z = trace [B1 X2 B1] w do(s) u
3 u=Fr+Q(s)w et Q(s) € RH5?"P? telle que i
HQHS < 712712 - HGcBlHS
e i Commande Robuste ISAE-N6K



La synthese optimale standard Hs : estimation de sortie 20

_ _ _w |z
A B1 B2 AK ‘ BK Y POE(S) Y
Por(s)~ | C1| O 1 Kog(s) ~
Cx | Dk
| C2 | D21 0 Kor(s)-
[0 Théoreme 4 : Estimation de sortie
1- L’unique correcteur Ho optimal est donné par :
AL2 — BQCl ‘ L2 £—> IL
K5E2 (s) ~ A, — B:Ci | Ly —Bo
C]_ ‘ O C, 0 1
Cs 1 0
2(s)
2- Y5, = lIC1Gy |2
3- u = /jl(Mz,Q)y et Q € R/Hgm-i—Tnz)X(?“l-l—?“z) Q(S)
telle que
K3 (s)

Q12 <08, — 1C1G I3
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La synthese optimale standard Hs : information partielle 21

_ - W 2
A | By Bs
Ak ‘ Bg w) TPy
PPI(S) ~ Ch 0 Dqo KPI(S) ~
Cx | Dk
| C2 | D21 0| Kpr(s) =
[0 Théoreme b : Information partielle
1- L’unique compensateur Ho optimal est donné par :
A ‘ _I Y L u
Kpi(s) ~ |~ | s -
Fo ‘ 0 —Cy| 10
KQ(S)
5. VP, = VEn +70m, = [|GeBill3 + [|[F2Gyll3
= |IGeLa2|z 4 ||C1Gy ]2
3- u=L(Q,K2)y et Q € RH,?*P? telle que Q(S)
K71 (s)

1QIlz <7 = ([IGeBalls + || F2Gy2)
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Théorie de la séparation pour la synthese H

22

Principe de séparation :

Résolution d'un probleme Fl et d'un probleme OE pour C| = —F;

r = Az -+ Biw+ Bou

z = Cix+ Diou

y = Csx+ Dyjw

r = Ap,&— Loy — ByCid + Bouy
u = Foxr+ ug

y1. = —Chr+y

Uy

P(s)

L _02

Fy 0

1

1

O -

U1

LAAS-CNRS
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Remarques et notes 23

[J Remarques 1 :
1- Dynamiques en boucle fermée :

OFE Apr = A(A -+ LQCQ) U A(A — BQCQ) U A(AK)
Pl Agpr = A(A -+ BQFQ) U A(A -+ LQCQ) U A(AK) FI Agpr = A(A -+ BQFQ) U A(AK)

2- Le compensateur optimal Ho2 n’a pas de marges de stabilité garanties

Nota : Régulateur Ho et LQG :
Le régulateur LQG est un compensateur Ho particulier ou :

1/2 0 T w Wwt/? 0
() = @ et | ¢ | = w , w~N(0,1)
0 R'/? U v 0 V1/2

Le modele généralisé est donné par :

A [ WY?2 0 B |
o QY2 o 0 0
0 0 0 | RY?

| C o VY| o
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Synthese optimale Hs : exemple ”a la main” 24

Réalisation minimale d'état du modele généralisé :

1 1 1 0 0
A= By = By = 012[0 O} Do =
0 —1 0 O 3
D11:[O O} D21={O 1} D2 =1 02:[1 O}
Modele généralisé :
0 0 1
P(s)=| 1 3

| s —1 ! s2 —1 |
>> A=[1 1;0 -1];B1=[1 0;0 0];B2=[0;3];C1=[0 0];C2=[1 0];D11=[0 0];D12=1;
>> D21=[0 1];D22=0;

>> P=ss(A, [B1 B2],[C1;C2],[D11 D12;D21 D22]);
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Synthese optimale H, : exemple ”a la main” (suite) 25

[1 Hypotheses 4 :
- (A, B3) est commandable donc stabilisable et (A, Cs) observable donc détectable

0
/
'Dllg{ol Dlg}:[O()l}et{Bi Dél}D/le 0
_1_
- - 1 — jw 1 1 0
A—jwl Bl
- Ig =rg 0 —1—jw 0 0| =3 VweR
—C Daq
: : = 0 0 1]
- . 1w 1 0 |
A—jwl _B2
rg =rg 0 —1—jw -3 | =3 VweR
Ch D>
: : 0 o 1
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Syntheése optimale Hy : exemple ”a la main” (suite) 26

1+v2 0
gf Y2:
0 0
® ~1-+/2
Ly = —
0
g Vo p = 2.0717

Pulsations (rad/sec)

>> P=ss(A,B,C,D);
>> [Kh2,N,H2,infos]=h2syn(P,1,1);
infos =
NORMS: [0.9428 2.0717 2.2761 0]
KFI: [-1.3333 -0.6667]
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Synthese optimale standard H, avec pondérations fréquentielles 27

— Suivi de référence et réjection de perturbations : o (o)

- Performance

o(Ly) grand 0 <w <wp

— Réduction d'énergie de commande :

o(K) faible 0 < wp < w

Atténuation bruits

Robustesse

— Filtrage des bruits de mesure : o (Lu(jw))

o(Ly) faible 0 < wp < w

- W, : restriction sur u

- We, W, : spécif. sur des transferts en BF W,
W, W... W, : contenu fréq. de d et de n | |
- W, : modelage de la consigne Wi Wo .,
Exemple :

,,,,,,,,,, -

KeRHoo quKSyWO

- Wu
| T - "‘JA + s 29
W.S, W, W Sy ‘K(S)@u G(s) ‘*(X)—’— We
min S | +

2

LAAS-CNRS Commande Robuste ISAE-N6K



