Analyse et synthese robustes
des systemes linéaires

Cours 4

Probleme de synthese standard
Synthese LQ




Formulation, probleme et schéma standards 2

w : entrées exogenes de perturbation
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Z : sorties exogenes a controler

u : signaux de commande
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I

y : signaux de mesures

[l Probleme 1 :

Déterminer K admissible minimisant 'influence de v sur > au sens d’'une certaine
norme de systeme

Nota :
- P, K : modele et contrbleur augmentés

- La majorité des problemes linéaires de commande robuste peuvent étre formulés
ainsi
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Obtention du modele généralisé : exemple 3

Estimateur :
d S + z
- —>®—>
Py P :
Uy F Ia S2 J
- d —e| K, E
d
w = z2=8—2§
U
L b . - Pd P —]_ |
F, F 0
— () 1 0 ) )
$2
K, |- | Yr
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Notion de modele généralisé 4

Vv Définition 1 : modéle généralisé

P est appelé modele généralisé s'il existe au moins un correcteur K, u = Ky qui
stabilise I'interconnexion

Nota :

- Si P n'est pas un modele généralisé, certaines composantes de |'interconnexion
sont instables et ne peuvent étre stabilisées

- Dans ce dernier cas, changer les actionneurs, les composants, les interconnexions,
les capteurs du systeme

LAAS-CNRS Commande Robuste ISAE-N6K



Modele généralisé : contre-exemple 5

Considérons l'interconnexion standard avec

1 1
P(s) =
i 1/s 1/(s+2) |
- K(s) = i((sz) avec N(0) # 0 et D(0) # 0 alors
_ o K(s) (s +2)N(s)
K(1— PyK) Py = e K(S)> = S(s(s + 2)D(s) — N(9))

s+ 2

K(s) = ]1\)78 avec N(0) # 0 et D(0) # 0 alors

I 1 B (s +2)D(s)
(1= P K)o = 1 K61, S+ 2)D() - N(s)

s+ 2
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Modele généralisé

. test espace d’état

Soit

P(s) ~

avec (A, { B, B, }) stabilisable et (

[] Théoreme 1 : test espace d’état

A | B B

C1 | D11 Do

Cao | D21 Dao
Ch

, A) détectable

P(s) est un modéle généralisé ssi (A, By) est stabilisable et (A, Cy) est détectable

Nota : si w et z sont supprimés alors la condition est toujours vérifiée puisque

Al B

C ‘ Do
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Modele généralisé : test 1/0

Soit K un correcteur généralisé qui stabilise P,

[0 Théoreme 2 : test |/0

P(s) est un modéle généralisé ssi ce correcteur K stabilise I'interconnexion standard
définie par P(s)

Nota :
vérifier

ou test espace d'état

Aoz
0

LAAS-CNRS

0
Ak

_|_

(]_ — KPQQ)_l

(]_ — PQQK)_lpgg

K(]_ — PQQK)_l
(]_ — PQQK)_l
-1 -
— Dy 0
1 Cag

afin de tester les propriétés de stabilisation de K, 4 fonctions de transfert a

est stable
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Construction d’un correcteur stabilisant pour P 8

A | B1 B
Soit P(s) ~ | Cy | D;yy Do | avec (A, B2) stabilisable et (C2, A) détectable alors 3 F

| C2 | D21 Dao |
et 3L tq A+ BxF et A+ LC5 sont stables.

Un correcteur stabilisant P est donné par :

ix = (A+ BoF + LCs + LDos F)zx — Ly A+ BoF + LCy + LDnoF | —L

Y

u= Frg F ‘ 0
Test espace d'état :
—1
A 0 By 0 1 —Dg 0 (g
Apy = +
0 Agx 0 Bg —Doo 1 Cy 0
A A By F 1 0 A+ BoF By F 1 O
bf p— p—
—LCy A+ ByF + LCs 1 1 0 A+ LCy —1 1
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Modele généralisé pour l'asservissement a 1 degré de liberté 9

d - -

r v t s _
%OL K(s) | Gs) e 1 G(s) 0 | G(s)
T . P(s) = 0 0 0 1
nL\T/n 1 —-G(s) -1 —-G(s) |

Test I/O : on suppose que K (s) stabilise P22(s) = —G(s) donc

(1+KG)™' KQ1+GK)™!

€ RH oo
~(1+GK)'G A+GK)™!
On teste
[ P+ PoK(1 — PyoK) 'Poy | Pia(1 — KPy) ' PioK(1— PyK) ™! |
Pyr(s) = K(1— PyuK) 'Py (1 — KPo)™ ! K(1— PyuK)™*
I (1 — PooK) ™ ' Py (1 — Poo K) ™' Py (1 — PyuK)™"

Nota : I'ensemble des matrices de transfert stables est stable par rapport aux opérations +,

x et multiplication externe sur les réels
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Modele généralisé pour I'asservissement a 1 degré de liberté (IT) 10

| Pii+ PiaK(1— PooK) 'Poy | Pia(1 — KPas)™' PiaK(1 — PooK)™*
Pyy(s) = K(1 — PyuK) 'Py (1+KG)™! K1+ GK)™!
] (1 — PyoK) 1Py -1+ GK)™'G (1+GK)™! |
-1 G(s) O G(s
PH[ (5) } Patey— | GO
0 0 O 1
= -1 ]
K(1=PuK) ' Pu=| K1+CK)" ~K1+GK)'G —K(1+GK)™" |
(1—PuK) 'Pan=| 1+GK)"' —1+GK)"'G —-(1+GK)! }
1+KG 1+GK) 'G
Pi2(1 — KPs2)™ = ( )
(1+ KG)~ (1+KG)™!
GK(1+GK 1-(1+GK)™!
P12 K(1 — Py K)™ FER)T | (1 +GK)
K(1+GK)™! K(1+GK)™!
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Modele généralisé pour 'asservissement a 1 degré de liberté (III) 11

4 -1 G(s) O
P = P14+ P2K(1—PyxK) P =

0 0 0

+ [ Gis> } K(1+GK)™ [ 1 -G(s) -1 |

! K(1+GK)™ ~K(1+GK)™'G  —K(1+GK)™

B ~1+GK)™" (1A4+GK)'G @A+GK)'-1
| KA+GK)? 1+KGQ) -1 -K1+GK)™!
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La synthese LQ 12

Soit le modele d’état :

[1 Probleme 2 : LQR

Déterminer la commande par retour d’'état u(t) minimisant le critéere de performance
oo
J :/ (2'Qz + u'Ru)dt
0

[1 Hypotheses 1 :
- (A, B) est stabilisable
- R=R >0et@Q=0Q">0
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Le régulateur LQ 13

- Loi de commande optimale :

u(t) =

—K,z(t) = —R™'B'Px(t)

- P = P’ > 0 solution de I'équation de Riccati :

- Colit optimal :

A'P+ PA—PBR'B'P+NQN =0

J* :$,0P$0

L,(s)=—-K,®(s)B=R 'B'P(s1—A)"'B

LAAS-CNRS
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Quelques résultats de Kalman 14

[J Théoreme 3 Egalité de Kalman ou return-difference equation

Si K, est la solution du probleme LQR

1+ K (—s1—A) ' R[1+K.(s1—A)'B] =1+ B'(-s1—- A)"'N'QN(s1 — A)"'B

[1 Preuve 1

AP+ PA—PBR'BP+NQN=0 K=R'B'P R:*K,=R :BP

(xR 2B/(—s1— A)") N'QN = (—s1— A')P+ P(s1 — A) + K.RK, (x(s1 —A) 'BR >

1
(1+) RT2B'(—s1 — A')"'N'QN(s1 — A)"'BR™2 = (1+) R 3K,(sl— A)"'BR™ 2+
R 2B/ (—sl— A')"'K'R™ 7+
1
R™2B'(—s1 - A')"'K/.RK,(s1 — A)—lBR—%

1+ K (—s1—A) '"R[1+ K, (s1—A) 'B] =14+B'(-s1-A") '"N'QN(s1—A)"'B
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Quelques résultats de Kalman II 15

Pour les matrices de pondération données Q = H'H >0et R=pl1, p> 0
[1 Théoreme 4 [négalité de Kalman
Si L,(s) = K, ®(s)B ou K, est la solution du probleme LQR

o(1+Ly(jw)) > 1

[J Preuve 2 Egalité de Kalman avec s = jw
1
1+ Ly (jw)]” [1 4 Ly (jw)] = 1+ p [NH®(jw)B]" [NH®(jw)B] > 1

A (14 Zu (o)) [+ LuGiw)]) = 1+ A (% NHD(jew)B] [NH@(jw)B]) > 1

o, (1+ L,(jw)) = \/1 + o2 (%NH@(jw)B) > 1
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Propriétés de robustesse du régulateur LQ 16

Marge de module

E
AM = Lo ! > 1 -
Mg maxo(S(jw)) ~ @ 1
w ‘x A e " Re
O@
o(1+ Ly(jw)) = a(S™' (jw)) =7~ (S(jw)) > 1
L(jw)
Interprétation SISO : marges de gain et de phase
Im(s) 1+ L,(jw)| >1Vw < |[S,(jw)|<1Vw

m D7t —1] <1< |1+ Ly,(jw)| ¥V w
| Re(s)

1

—60° <

IA

Me
Mg

I

<

+00
60°

D = diag{k;e’%}
ki =1 |0;] <60°
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Synthese LQR et loop shaping 17

Le calcul de la loi de commande optimale K, est donné par le choix des matrices de
pondération Q = H'H et R = pl

o (Lu(jw)) ~ LQ(J\HLICD(jw)B) & (Lu(jw)) ~ E(NHB)

VP Jw\/p

Loop shaping

- Faible roll-off (—20 dB/decade) / modélisation de I'incertitude et bruit de mesure
- Gain en boucle ouverte aux BF o (o)

- Performance

0(Ly(Jw) > lwi(Jw)| > 1 w < wy

- Gain en boucle ouverte aux HF
1
(w2 (jw)|

o(Ly(jw) < <1l w>wp

Atténuation bruits
Robustesse

- Pulsation de coupure
o (NHB)
Nz

Y

wcmax
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Synthese : exemple de régulateur LQ) 18

Modele d'état :

0 1 0 0
xr = x + u + e
0 O 1 1
z = [ 1 -1 }x(t)
Fonction de transfert :
1 —s
G(s) = =

Régulateur (e = 0) minimisant :

J:/ (2% 4+ pu?ldt p >0
0
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Synthese : exemple de régulateur LQ) 19
Solution analytique :
_ — Im(s)
p— L+ /1+2p VP p=10.25
VN ==l
- . y
K, = — [ VAR, } \
" \/ﬁ \/ﬁ p=20 p — 00
- Pour p < 0.25
—V1+2/p+/1-2/p
Al =
N
- Pour p > 0.25
—V1+2/p+ i /~1+2/p
A2 =
2/5
i S Commande Robuste ISAE-N6K



Un exemple simple de |[Doyle78] 20

Soit ) ) .
1 1 0
z(t) = x(t) + u(t), g
i 0 1 | ] 1 |
=]~ O |2
- O 1 -

2 1
P =« KT:oz{l 1} L,(s) = a32 a=2++/4+p
11 (s —1)
= B _ pas
Nota : L, (s) = pLy(s) = Go1)
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Un exemple simple de |[Doyle78| 11 21

>> G=ss(A,B,eye(2),zeros(2,1));Q=rho*[1 1]’*[1 1],R=1;[K,P]=1qr(G,Q,R);

——p=100,p=1 —p=100,p=1
8| —— | | | v —p=001,p=1 s
—p=100,p=2 —p=100,p=2 025 d8
| ——p=100,p=0.5 1 p=100,p=0.5 o508
. p=001L,p=1 20 L
o
248 REANETIS
o 20 £ 3dB
2 e 8
%‘ p d& S or 6B
£ ° S
g L
E L ok -12.d8]
Ll s
Bl o 20 dg|
61 =30
. . . . , . . . 10 | . i . -40.dg]
14 12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 -360 -315 =270 -225 -180 -135 -90 -45 0
Real Axis Open-Loop Phase (deg)
—p=100,p=1 1 : :
20) _ _ . —p=100,p=1
p=001,p=1 —p=100,p=0.5
——p=100,p=2 —p=100,p=2
@ | ——p=100,p=05 —p=00L,p=1
o
)
°
2
g 05 8
T
=
’ =
Q
. 1351 0
b5
°
o) -180 -
1%}
©
ey
O o5t
-270 L L J -0.5 L I L L I I
= - 5 . 0 5 10 15 20 25 30 35 40
10 10 10 10 t (q)
Frequency (rad/sec) °
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