Commande optimale des systemes dynamiques
Cours 5
Applications du principe de Pontryagin

I‘y. 5



Principe de Pontryagin : exemple de 1’alunissage 2

[ Exemple 1 Probleme de I’alunissage

ty ty
min  — / b (t)dt = / cu(t)dt
0 0

0<u(t)<1

SOUS T1

(
Ta(t) = —g + o

t3(t) = —ou(t), x1(0) =hg >0
tf libre, 22(0) =v9 <0

z3(0) =M+ F, z1(ty) =0
za(ty) =0, 0 <u(t) <1

Nota : probleme de consommation minimum = probleme en temps minimum

J(ty) = — /Otf Gg(t)dt = — /Otf r(t)dt = m(0)—m(ts) = m(0) (1 _ e(”o;gtf)>

J(ts) est une fonction strictement monotone croissante
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Principe de Pontryagin : exemple de I'alunissage 3

[1 Définition du Hamiltonien :

H(x, A\, u) = ou(t) + A1 (t)x2(t) + A2(t) (o ult) _ g) — oAs(t)ul(t)

[1 Equations canoniques de Hamilton :

z1(t) = w5(t) o

» B u* (1

t5(t) = —g+oa 1 (0)

t5(t) = —ou*(t)

N = —HL =0 = M@)=K

Ns(t) = —HY =-\Ni(t) = N(t)=—Kit+ K>

) = — g 2ut () (1) — g Bt H)ut ()

[1 Conditions initiales, finales :

xl(O) = h() IQ(O) — Do $3(O) = M—I-F ZEl(tf) =0 ng(tf) =0
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Exemple de "alunissage 111 4

[0 Analyse du Hamiltonien comme fonction de u :

A2(t)
I3 (t)

H (u) est une fonction affine qui est minimale en ses bornes inférieure ou

H(u) = M (t)x2(t)— A2 (t)g+ | o

—o(As(t) = 1) | u(t) = ¢ (t) +@2(t)u(?)

supérieure suivant le signe de ¢2(t) = commande optimale tout ou rien

: ala(t)
() = 1 siga(t) <0 & Ty +1<As(f)

0 sigo(t)>0 < O‘M‘(g) +1> X3(t)

Nota : condition de singularité

u(t) est indéterminée si ¢o(t) = ada(t) 4 1 A\g(t) =0
x3(t)

Cette condition de singularité ne peut jamais étre physiquement satisfaite

[0 Etude du signe de ¢2(t) = |o« ;\252 —o(A3(t) — 1)
3
d¢2(t) _ A1 _ K
T Tar - %me  7Ym

- 1 commutation au plus en t.
- Pour tg — t. u*(t) =0 et pour t. — ty u™(t) =1
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Exemple de 'alunissage 111 5

[1 Etude de I'arc de trajectoire 0 — t., u=20:

Pi(t) = a3(t) = @(t) = —2 4wt + ho
B5() = —g = ai(t) = —gt+Ci=—gt+w
#5(t) = 0 = 23(t) = mO0)=M+F

[0 Equation de la trajectoire en chute libre :

xf(t) = ho +

[0 Conditions finales au point ¢, :

2
ri. = — géc + vote + ho
513§c — _gtC + Vo
Ta. = M+ F
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Exemple de 'alunissage 1V 6

[ Etude de |'arc de trajectoire t. — &5, u=1":

e = 95 L am(0) , am(0) [, ot —te)] [, |, _olt—t)|
A [1 m(0) ”lg‘l (0} 1]
iﬁ;(t):—g—i—wzg) = z3(t) = —gt + vo — alog m(0) — olt — te

t3(t) = —0 = x3(t) = —ot+ C3 = —ot+m(0) + ot = —o(t — t.) + m(0)
[1 Conditions finales : mjl t}'i, te

am(0) , am(0) [1 B O(Z(:))t:)] llog

o(ty —tz)
m(0)

th
gf -l—’Uotf-l—ho-i—

2 o o

0= —

8

0= —gt; +vo — alog |1l —
m} = —o(ty —t:) +m(0)

m(0)

MATLAB :

>> [mf,tc,tf]l=solve(’mf+(50*(tf-tc))-1500=0’,’-(1.63*tf)-(200*Llog(1-((tf-tc)/30)))=0",...
’-(0.815%t£"2)+6100+((6000* (1-((tf-tc)/30)))*(Log(1-((tf-tc)/30))-1))’)
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Exemple de 'alunissage V

Equations de la surface de commutation : m(0)/o > 0* =t3 —t2 >0

[]
*2 *
. g6 . am(0) o,
= — —af” — log |1 —
Tie 2 ¢ o 21T m(0)
o0”
e = g0O7 log |1 —
Loe g + o 0g m(O)
Nota :
- En éliminant 6%, on obtient la surface de commutation F(z7.,x5.) =0
- 0™ /m(0) est la proportion de masse initiale consommée
: 0™
[0 Approximation de la surface de commutation : pour TZ(O) <0.25
o0” o o26*?
log |1 — = -
m(0) m(0)  2m(0)?

o (g oo ) 2ri. a0
e m(0) ) \| 2% —g  m(0)® 2% —g

2 *
Nota : ——— > g et 0% = Mxlc
m(0) (i) — 9)
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Exemple de 'alunissage VI 8

[1 Espace réalisable :

r 2
0" 0 < z1c < 0.252a gO)
<025 = o?
m(0) ~0.5a™9 9520 < <
\ o o
2
ou a = 0.5( a(%) —g)etdb= 5 a;j(o) et la surface de commutation
m m

approximée : f (1, T2c) = bx1c + 2a°y/ e +azrg. =0

0 0 T T T
Surface de commutation
-5r B -20f
-10} N -401
_15[ i -60| . L
Surface de commutation approximée
ook i -80
N Trajectoires en chute libre <Y
o5 -100
-301 -120F
-140F
_a5
Sk : -160
-40 Surface de commutation
Il L | I i i _180 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
X, X
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Exemple de 'alunissage VII : application numérique 9

Données numériques :

ho =100 m m(0) = 1500 kg ¢ = 1.63 m/s”
oc="50kg/s a=200m/s

Trajectoire optimal

ol |ty =12.61s tz =9.68 s
- m5 =1353,5 kg J* = 146.5 kg
i . 1 x].=23.63m 5. = —15.78 m/s
— 0<z1.<141.65m —44 m/s < x2. <0

_20 -

-25
0

! ! ! ! ! ! ! ! !
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X
1

Nota : la surface de commutation et la trajectoire (t. — t¢) optimale sont distinctes
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Commande optimale bang-bang 10

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

min  J(a,u) = / L(t, 2(t)) + M (1, 2(t)u(t)dt + o(ty. x(tp))
sous  (t) = f(t,x(t)) + G(t,z(t))u(t), z(to) = zo

- U={u®) eR™ : y, <uy; <YWy Vi=1,---,m}
- La commande "entre” linéairement dans le probleme

[1 Hamiltonien : fonction linéaire de u

H(t,z(t),u(t), \(t)) = L(t,z) + M'(t,x)u(t) + N (&) [f (¢, 2) + G(t, 2)u(t)]

[1 Principe de Pontryagin :

La commande optimale u*(t) est une commande bang-bang
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Commande optimale bang-bang II 11
[1 Equations canoniques de Hamilton et probleme aux deux bouts :
z(t) = f(tz(t) + Gt z(t))u(t), z(to) = zo
- B OL(t,z) OM'(t,x) af'(t, ) ;. OG(t, x)
M = -2 Dty — S0 ) - X0 (), Aty)
[0 Exemple 2 modeéles linéaires et temps minimum
BB Y
sous z(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t)
x(to) = xo, x(tf) =0
(0 Hamiltonien : H(t,z(t), u(t), \(t)) = X (t) At)x(t) + N (¢)b(t)u(t)
0 Principe de Pontryagin :
1 N (t)b(t) <0
u'(t) = i ()5 (t) M\ (t)b(t) fonction de commutation
—1 si N()b(t) >0
[0 Condition de transversalité : X' (t¢)(A(ts)x(ty) +b(ts)u(ty)) +1 =0
O Equation d’état adjointe : A(t) = —A’(£)\(¢t)
o LTV Commande Optimale ISAE-N6K



Arcs singuliers 12

0 Condition de singularité / commande i : [M'(t,z*) + X' (t)G(t,z*)], =0

H(t, 2", \*) = L(t, 2" )+ M;(t, 2" )} ()X (1) | f(ta™) + Y Gilt, ")) ()
JFi e

u; est un élément optimal singulier du vecteur de commande optimale w.

Vv Définition 1 solution singuliére

Pour un vecteur u*(t) dont les composantes sont singuliéres, si la condition
OH(t,x™, \")

ou
solution singuliere (arc singulier) totale (partielle) sur [to,ts] ([t1,t2])

= (0 est vérifiée sur un intervalle de temps fini alors u*(t) est une

[0 Théoreme 1 condition généralisée de Legendre-Clebsch

Une condition nécessaire d’optimalité pour le vecteur de commande u™(t) est

2
, 0 d*H,

0 d’H,
=0Vte to,tf] et (—1) 9u  d2d =0V te [to,tr]

Ou dtp

pour p pair et q 'ordre de singularité de u*(t)
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Surfaces singulieres 13

min yo(a(ty)
sous x(t) = f(x) + g(x)u ,u € R, £(0) donné
b(x(ty)) =0, ty fixé

[0 Hamiltonien : H = X' (f(z) + g(z)u)
0 Systeme d’état adjoint : A = —fL A — ghAu
0 Conditions de transversalité : A(ty) = Va, %0 + 5 v
[0 Condition d'optimalité : H, = X g(x) =0
[I Conditions de singularité :
CIH) = Nga(f(@) + a(@)u) = X (fs + gau)g(x) = 0
= N(gaf(2) — fag(x)) = Ng(z) =0
72
] = —Nfea(@) = Ngea(@)u + Nao(f(2) + g(z)u) = 0

8
~
~

I

o

= u(Ngzg9(x) — Ngzq(x)) + N (g2 f(z) — fzq(
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Surfaces singulieres (IT) 14

[0 Commande singuliere : si (M gzg(x) — N gzq(x)) #0

[0 Surface singuliere dans I'espace (A, x) : (dimension 2n-2)

Ng(z) = 0
N(gef(z) = feg(z)) = 0

Nota :
OH

- Si ——— = 0 et t¢ libre alors la dimension de la surface singuliere est 2n-3

ot
H=X(f(z)+g(x)u) =Nf(z) =0
- Sin = 3 alors I'équation de la surface singuliere est donnée par :
J1 Jo f3

g1 g2 g3 =0
(9= f () = fog(x))1 (9o f(x) = fzg(x))2 (92f(T) — fog(x))s
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Arcs singuliers : exemple

15

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

. 1 [* 5
min J = — x-dt
2 /g

lu(t)|<1
sous  x(t) =wu(t), x(0) =1, x(2) =0

2

[0 Hamiltonien : H(x,u, \) = % + \u

[1 Equations canoniques de Hamilton :

() = u*(t), z°(0)=1
)\*(t) = —xz(t), z*(2) =0
[0 Principe de Pontryagin :
(1 si A*(t) >0
u”(t) = —sign(A"(t)) = 4 1 si A*(t) <0
| singuliere si A*(¢) =0

LAAS-CNRS Commande Optimale
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Arcs singuliers : exemple (suite) 16

[0 Analyse des arcs singuliers : A\(t) =0, V t € [t1,t2] C [0, 2]
At)=0 = At)=0 = z(t)=0 = u(t)=0

Nota : une commutation se produit en ¢; si z(t1) =0

[J Discussion :
- A'(t) <0 = u*(t) = —sign(A\") =1 = x*(t) =t+ 1 donc pas de
commutation et solution impossible
- AN (t) > O2 = u'(t) = —sign(\")=—-1 = z*(t)=1—t = t. =1 alors
A (t) = % —t+ A(0) avec A(0) = 0.5
La solution optimale est donc donnée par :

u (t)=—1 z"(t)=1—t
Ogtg]. t2 1 < z*(t)
A (t)= = —t+ = = Tw
(t) 2 +2 =
) =0 z*(t) = .
L <t<? u” (t) z"(t)
AT(t) =0 A°(2) = m
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Commande optimale en temps minimal : systemes LTI 17

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

ty
min J:/ dt =ty — 1o
u(t)eUu to
sous  x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(to) = xo, x(ty) =
- U={ut) eR™ : -1 <u; <1Vi=1,---,m}
- La dynamique du sytéme est supposée linéaire
[0 Hamiltonien : H(t,z(t),u(t), A(t)) = 1+ X' (¢) [Az(t) + Bu(t)]
[0 Equations canoniques de Hamilton :
z*(t) = Ax™(t)+ Bu*(t) z*(to) = xo, z*(ty) =0
M) = —AX(t)
[0 Principe de Pontryagin :
—1 si B'X*(t) >0
u*(t) = —sign(B'\*(t)) = < 1 si B'A"(t) <0

singuliere si  B'A*(t) =

\
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Commande optimale en temps minimal : théoremes 13

[0 C.N.S. de singularité :

[0 Théoreme 2 Le systeme admet une commande optimale en temps minimum

singuliére sur [t1,ts] ssi le systéme n'est pas commandable

[1 Unicité de la commande optimale et nombre de commutations :
[0 Théoreme 3 S/ le systéme est complétement commandable alors il n'existe
qu’une seule commande extrémale égale a la commande optimale en temps
minimum. Dans ce cas, si ses n pbles sont réels la commande optimale u”*(t)

peut commuter au plus n — 1 fois

[0 Existence de la commande optimale :
[0 Théoreme 4 Si le systeme est complétement commandable et si les valeurs
propres de A sont toutes a partie réelle non positive alors une commande
optimale en temps minimum conduisant xo en z(ty) =0V xo € R™ existe

toujours

Nota : si le systéeme est temps-variant (&(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)), I'unicité des

extrémales et de la commande optimale est toujours vraie
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C.0. en consommation minimale : systemes LTI

19

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

sous x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(to) = xo, x(ty) = xy

[0 Hamiltonien : H(t,z(t), u(t), A(t)) = Z lu; ()] + N (t) [Az(t) + Bu(t)]
j=1
[1 Equations canoniques de Hamilton :
*(t) = Ax™(t)+ Bu™(t) =™ (to) = xo, =" (tf) = xy
M@ = —AX(t)
[0 Principe de Pontryagin :
0 si |B'\*
—sign(B'A\*(t)) si  |B'A*
0<u<l1 si B'X\*(¢
—1<u<0 si B'M(t

W () = —dez( B'A* () = ¢

\

LAAS-CNRS
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C.0O. en consommation minimale : théoremes 20

[1 C.S. de non singularité :

[0 Théoreme b S/ le systeme est commandable et la matrice A n'est pas

singuliére :
alors le systeme n'admet pas de commande optimale en consommation

minimale singuliére sur [to,1¢]

[1 Unicité de la commande optimale en consommation minimale :

[J Théoreme 6 Si /e systéeme n'admet pas de commande optimale en
consommation minimale singuliére sur [to,ts] alors il existe une unique

commande optimale en consommation minimale.

[1 Structure de commande en boucle ouverte ou fermée

Nota : pas de théoreme général d’'existence de la loi de commande optimale en

consommation minimale
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