
Commande optimale des systèmes dynamiques

Cours 5

Applications du principe de Pontryagin



Principe de Pontryagin : exemple de l’alunissage 2

✑ Exemple 1 Problème de l’alunissage

min
0≤u(t)≤1

−

∫ tf

0

ẋ3(t)dt =

∫ tf

0

σu(t)dt

sous ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −g + σα
u(t)

x3(t)

ẋ3(t) = −σu(t), x1(0) = h0 > 0

tf libre, x2(0) = v0 ≤ 0

x3(0) = M + F, x1(tf ) = 0

x2(tf ) = 0, 0 ≤ u(t) ≤ 1

Nota : problème de consommation minimum ≡ problème en temps minimum

J(tf ) = −

∫ tf

0

ẋ3(t)dt = −

∫ tf

0

ṁ(t)dt = m(0)−m(tf ) = m(0)

(

1 − e
(v0−gtf )

α

)

J(tf ) est une fonction strictement monotone croissante
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Principe de Pontryagin : exemple de l’alunissage 3

✍ Définition du Hamiltonien :

H(x, λ, u) = σu(t) + λ1(t)x2(t) + λ2(t)(σα
u(t)

x3(t)
− g) − σλ3(t)u(t)

✍ Equations canoniques de Hamilton :

ẋ∗1(t) = x∗2(t)

ẋ∗2(t) = −g + σα
u∗(t)

x∗3(t)

ẋ∗3(t) = −σu∗(t)

λ̇∗1(t) = −H∗
x1

= 0 ⇒ λ∗1(t) = K1

λ̇∗2(t) = −H∗
x2

= −λ∗1(t) ⇒ λ∗2(t) = −K1t+K2

λ̇∗3(t) = −H∗
x3

= σα
λ∗2(t)u

∗(t)

x2∗
3 (t)

⇒ λ̇∗3(t) = σα
(−K1t+K2)u

∗(t)

x2∗
3 (t)

✍ Conditions initiales, finales :

x1(0) = h0 x2(0) = v0 x3(0) = M + F x1(tf ) = 0 x2(tf ) = 0

Commande Optimale ISAE-N6K



Exemple de l’alunissage III 4

✍ Analyse du Hamiltonien comme fonction de u :

H(u) = λ1(t)x2(t)−λ2(t)g+

[

σα
λ2(t)

x3(t)
− σ(λ3(t) − 1)

]

u(t) = φ1(t)+φ2(t)u(t)

H(u) est une fonction affine qui est minimale en ses bornes inférieure ou

supérieure suivant le signe de φ2(t) ⇒ commande optimale tout ou rien

u∗(t) =







1 si φ2(t) < 0 ⇔ αλ2(t)
x3(t)

+ 1 < λ3(t)

0 si φ2(t) > 0 ⇔ αλ2(t)
x3(t)

+ 1 > λ3(t)

Nota : condition de singularité

u(t) est indéterminée si φ2(t) = αλ2(t)
x3(t)

+ 1 − λ3(t) = 0

Cette condition de singularité ne peut jamais être physiquement satisfaite

✍ Etude du signe de φ2(t) =

[

σα
λ2(t)

x3(t)
− σ(λ3(t) − 1)

]

:

-
dφ2(t)

dt
= −σα

λ1

x3(t)
= −σα

K1

m(t)
- 1 commutation au plus en tc

- Pour t0 → tc u
∗(t) = 0 et pour tc → tf u

∗(t) = 1
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Exemple de l’alunissage III 5

✍ Etude de l’arc de trajectoire 0 → tc, u = 0 :

ẋ∗1(t) = x∗2(t) ⇒ x∗1(t) = − gt2

2
+ v0t+ h0

ẋ∗2(t) = −g ⇒ x∗2(t) = −gt+ C1 = −gt+ v0

ẋ∗3(t) = 0 ⇒ x∗3(t) = m(0) = M + F

✍ Equation de la trajectoire en chute libre :

x∗1(t) = h0 +
(v2

0 − x∗22 (t))

2g

✍ Conditions finales au point tc :

x∗1c = −
gt2c
2

+ v0tc + h0

x∗2c = −gtc + v0

x∗3c = M + F
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Exemple de l’alunissage IV 6

✍ Etude de l’arc de trajectoire tc → tf , u = 1 :

ẋ∗1(t) = x∗2(t) ⇒

x∗1(t) = −
gt2

2
+ v0t+ h0 +

αm(0)

σ
+
αm(0)

σ

[

1 −
σ(t− tc)

m(0)

] [

log

∣

∣

∣

∣

1 −
σ(t− tc)

m(0)

∣

∣

∣

∣

− 1

]

ẋ∗2(t) = −g +
σα

x3(t)
⇒ x∗2(t) = −gt+ v0 − αlog

∣

∣

∣

∣

m(0) − σ(t− tc)

m(0)

∣

∣

∣

∣

ẋ∗3(t) = −σ ⇒ x∗3(t) = −σt+ C3 = −σt+m(0) + σtc = −σ(t− tc) +m(0)

✍ Conditions finales : m∗
f , t∗f , tc

0 = −
gt∗2f

2
+ v0t

∗
f + h0 +

αm(0)

σ
+
αm(0)

σ

[

1 −
σ(t∗f − t∗c)

m(0)

] [

log

∣

∣

∣

∣

1 −
σ(t∗f − t∗c)

m(0)

∣

∣

∣

∣

− 1

]

0 = −gt∗f + v0 − αlog
∣

∣

∣
1 −

σ(t∗f−t∗c )

m(0)

∣

∣

∣

m∗
f = −σ(t∗f − t∗c) +m(0)

MATLAB :

>> [mf,tc,tf]=solve(’mf+(50*(tf-tc))-1500=0’,’-(1.63*tf)-(200*log(1-((tf-tc)/30)))=0’,...

’-(0.815*tf^2)+6100+((6000*(1-((tf-tc)/30)))*(log(1-((tf-tc)/30))-1))’)
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Exemple de l’alunissage V 7

✍ Equations de la surface de commutation : m(0)/σ > θ∗ = t∗f − t∗c > 0

x∗1c = −
gθ∗2

2
− αθ∗ −

αm(0)

σ
log

∣

∣

∣

∣

1 −
σθ∗

m(0)

∣

∣

∣

∣

x∗2c = gθ∗ + αlog

∣

∣

∣

∣

1 −
σθ∗

m(0)

∣

∣

∣

∣

Nota :

- En éliminant θ∗, on obtient la surface de commutation F (x∗1c, x
∗
2c) = 0

- σθ∗/m(0) est la proportion de masse initiale consommée

✍ Approximation de la surface de commutation : pour
σθ∗

m(0)
≤ 0.25

log

∣

∣

∣

∣

1 −
σθ∗

m(0)

∣

∣

∣

∣

∼ −
σθ∗

m(0)
−

σ2θ∗2

2m(0)2

x∗2c =

(

g −
ασ

m(0)

)

√

2x∗1c
ασ

m(0)
− g

−
ασ2

m(0)2
x∗1c

ασ
m(0)

− g

Nota :
ασ

m(0)
≥ g et θ∗ =

√

2x∗1c

( ασ
m(0)

− g)

Commande Optimale ISAE-N6K



Exemple de l’alunissage VI 8

✍ Espace réalisable :

σθ∗

m(0)
≤ 0.25 ⇒











0 ≤ x1c ≤ 0.252a
m2(0)

σ2

−0.5a
m(0)

σ
− 0.252b

m2(0)

σ2
≤ x2c ≤ 0

où a = 0.5(
ασ

m(0)
− g) et b =

ασ2

2m2(0)
et la surface de commutation

approximée : f(x1c, x2c) = bx1c + 2a2
√

x1c

a
+ ax2c = 0

0 20 40 60 80 100 120 140

−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

x
1

x 2 Trajectoires en chute libre

Surface de commutation

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−180

−160

−140

−120

−100

−80

−60

−40

−20

0

x
1

x 2

Surface de commutation

Surface de commutation approximée

Commande Optimale ISAE-N6K



Exemple de l’alunissage VII : application numérique 9

Données numériques :

h0 = 100 m m(0) = 1500 kg g = 1.63 m/s2

σ = 50 kg/s α = 200 m/s
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Surface de commutation

Trajectoire optimale

t∗f = 12.61 s t∗c = 9.68 s

m∗
f = 1353, 5 kg J∗ = 146.5 kg

x∗1c = 23.63 m x∗2c = −15.78 m/s

0 ≤ x1c ≤ 141.65 m −44 m/s ≤ x2c ≤ 0

Nota : la surface de commutation et la trajectoire (tc → tf ) optimale sont distinctes
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Commande optimale bang-bang 10

Le problème de commande optimale étudié est défini par :

min
u(t)∈U

J(x, u) =

∫ tf

t0

L(t, x(t)) +M ′(t, x(t))u(t)dt+ ψ0(tf , x(tf ))

sous ẋ(t) = f(t, x(t)) +G(t, x(t))u(t), x(t0) = x0

- U = {u(t) ∈ R
m : ui ≤ ui ≤ ui ∀ i = 1, · · · ,m}

- La commande ”entre” linéairement dans le problème

✍ Hamiltonien : fonction linéaire de u

H(t, x(t), u(t), λ(t)) = L(t, x)+M ′(t, x)u(t)+λ′(t) [f(t, x) +G(t, x)u(t)]

✍ Principe de Pontryagin :

u∗i (t) =







ui si [M ′(t, x) + λ′(t)G(t, x)]i > 0

ui si [M ′(t, x) + λ′(t)G(t, x)]i < 0

La commande optimale u∗(t) est une commande bang-bang
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Commande optimale bang-bang II 11

✍ Equations canoniques de Hamilton et problème aux deux bouts :

ẋ(t) = f(t, x(t)) +G(t, x(t))u(t), x(t0) = x0

λ̇(t) = −
∂L(t, x)

∂x
−
∂M ′(t, x)

∂x
u(t) −

∂f ′(t, x)

∂x
λ(t) − λ′(t)

∂G(t, x)

∂x
u(t), λ(tf ) = λf

✑ Exemple 2 modèles linéaires et temps minimum

min
−1≤u(t)≤1

tf

sous ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t)

x(t0) = x0, x(tf ) = 0

✍ Hamiltonien : H(t, x(t), u(t), λ(t)) = λ′(t)A(t)x(t) + λ′(t)b(t)u(t)

✍ Principe de Pontryagin :

u∗(t) =







1 si λ′(t)b(t) < 0

−1 si λ′(t)b(t) > 0
λ′(t)b(t) fonction de commutation

✍ Condition de transversalité : λ′(tf )(A(tf )x(tf ) + b(tf )u(tf )) + 1 = 0

✍ Equation d’état adjointe : λ̇(t) = −A′(t)λ(t)

Commande Optimale ISAE-N6K



Arcs singuliers 12

✍ Condition de singularité / commande i : [M ′(t, x∗) + λ′(t)G(t, x∗)]
i
= 0

H(t, x∗, λ∗) = L(t, x∗)+

m
∑

j 6=i

Mj(t, x
∗)u∗

j (t)+λ
∗′(t)



f(t, x∗) +

m
∑

j 6=i

Gj(t, x
∗)u∗

j (t)





u∗
i est un élément optimal singulier du vecteur de commande optimale u.

▼ Définition 1 solution singulière

Pour un vecteur u∗(t) dont les composantes sont singulières, si la condition
∂H(t, x∗, λ∗)

∂u
= 0 est vérifiée sur un intervalle de temps fini alors u∗(t) est une

solution singulière (arc singulier) totale (partielle) sur [t0, tf ] ([t1, t2])

❒ Théorème 1 condition généralisée de Legendre-Clebsch

Une condition nécessaire d’optimalité pour le vecteur de commande u∗(t) est

∂

∂u

dpHu

dtp
= 0 ∀ t ∈ [t0, tf ] et (−1)q ∂

∂u

d2qHu

dt2q
� 0 ∀ t ∈ [t0, tf ]

pour p pair et q l’ordre de singularité de u∗(t)
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Surfaces singulières 13

min
u

ψ0(x(tf ))

sous ẋ(t) = f(x) + g(x)u , u ∈ R, x(0) donné

ψ(x(tf )) = 0, tf fixé

✍ Hamiltonien : H = λ′(f(x) + g(x)u)

✍ Système d’état adjoint : λ̇ = −f ′
xλ− g′xλu

✍ Conditions de transversalité : λ(tf ) = ∇xf
ψ0 + ψ′

xf
ν

✍ Condition d’optimalité : Hu = λ′g(x) = 0

✍ Conditions de singularité :

d

dt
[Hu] = λ′gx(f(x) + g(x)u) − λ′(fx + gxu)g(x) = 0

= λ′(gxf(x) − fxg(x)) = λ′q(x) = 0

d2

dt2
[Hu] = −λ′fxq(x) − λ′gxq(x)u+ λ′qx(f(x) + g(x)u) = 0

= u(λ′qxg(x) − λ′gxq(x)) + λ′(qxf(x) − fxq(x)) = 0
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Surfaces singulières (II) 14

✍ Commande singulière : si (λ′qxg(x) − λ′gxq(x)) 6= 0

u = −
λ′(qxf(x) − fxq(x))

λ′(qxg(x) − gxq(x))

✍ Surface singulière dans l’espace (λ, x) : (dimension 2n-2)

λ′g(x) = 0

λ′(gxf(x) − fxg(x)) = 0

Nota :

- Si
∂H

∂t
= 0 et tf libre alors la dimension de la surface singulière est 2n-3

H = λ′(f(x) + g(x)u) = λ′f(x) = 0

- Si n = 3 alors l’équation de la surface singulière est donnée par :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f1 f2 f3

g1 g2 g3

(gxf(x) − fxg(x))1 (gxf(x) − fxg(x))2 (gxf(x) − fxg(x))3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0
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Arcs singuliers : exemple 15

Le problème de commande optimale étudié est défini par :

min
|u(t)|≤1

J =
1

2

∫ 2

0

x2dt

sous ẋ(t) = u(t), x(0) = 1, x(2) = 0

✍ Hamiltonien : H(x, u, λ) =
x2

2
+ λu

✍ Equations canoniques de Hamilton :

ẋ∗(t) = u∗(t), x∗(0) = 1

λ̇∗(t) = −x(t), x∗(2) = 0

✍ Principe de Pontryagin :

u∗(t) = −sign(λ∗(t)) =















−1 si λ∗(t) > 0

1 si λ∗(t) < 0

singulière si λ∗(t) = 0
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Arcs singuliers : exemple (suite) 16

✍ Analyse des arcs singuliers : λ(t) = 0, ∀ t ∈ [t1, t2] ⊂ [0, 2]

λ(t) = 0 ⇒ λ̇(t) = 0 ⇒ x(t) = 0 ⇒ u(t) = 0

Nota : une commutation se produit en t1 si x(t1) = 0

✍ Discussion :

- λ∗(t) < 0 ⇒ u∗(t) = −sign(λ∗) = 1 ⇒ x∗(t) = t+ 1 donc pas de

commutation et solution impossible

- λ∗(t) > 0 ⇒ u∗(t) = −sign(λ∗) = −1 ⇒ x∗(t) = 1 − t ⇒ tc = 1 alors

λ∗(t) =
t2

2
− t+ λ(0) avec λ(0) = 0.5

La solution optimale est donc donnée par :

0 ≤ t ≤ 1
u∗(t) = −1 x∗(t) = 1 − t

λ∗(t) =
t2

2
− t+

1

2

1 ≤ t ≤ 2
u∗(t) = 0 x∗(t) = 0

λ∗(t) = 0 λ∗(2) = 0
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u
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λ
∗
(t

), x∗(t)

λ∗(t)
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Commande optimale en temps minimal : systèmes LTI 17

Le problème de commande optimale étudié est défini par :

min
u(t)∈U

J =

∫ tf

t0

dt = tf − t0

sous ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, x(tf ) = 0

- U = {u(t) ∈ R
m : −1 ≤ ui ≤ 1 ∀ i = 1, · · · ,m}

- La dynamique du sytème est supposée linéaire

✍ Hamiltonien : H(t, x(t), u(t), λ(t)) = 1 + λ′(t) [Ax(t) +Bu(t)]

✍ Equations canoniques de Hamilton :

ẋ∗(t) = Ax∗(t) +Bu∗(t) x∗(t0) = x0, x
∗(tf ) = 0

λ̇∗(t) = −A′λ∗(t)

✍ Principe de Pontryagin :

u∗(t) = −sign(B′λ∗(t)) =















−1 si B′λ∗(t) > 0

1 si B′λ∗(t) < 0

singulière si B′λ∗(t) = 0
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Commande optimale en temps minimal : théorèmes 18

✍ C.N.S. de singularité :

❒ Théorème 2 Le système admet une commande optimale en temps minimum

singulière sur [t1, t2] ssi le système n’est pas commandable

✍ Unicité de la commande optimale et nombre de commutations :

❒ Théorème 3 Si le système est complètement commandable alors il n’existe

qu’une seule commande extrémale égale à la commande optimale en temps

minimum. Dans ce cas, si ses n pôles sont réels la commande optimale u∗(t)

peut commuter au plus n− 1 fois

✍ Existence de la commande optimale :

❒ Théorème 4 Si le système est complètement commandable et si les valeurs

propres de A sont toutes à partie réelle non positive alors une commande

optimale en temps minimum conduisant x0 en x(tf ) = 0 ∀ x0 ∈ R
n existe

toujours

Nota : si le système est temps-variant (ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)), l’unicité des

extrémales et de la commande optimale est toujours vraie

Commande Optimale ISAE-N6K



C.0. en consommation minimale : systèmes LTI 19

Le problème de commande optimale étudié est défini par :

min
u(t)∈U

J =

∫ tf

t0

m
∑

j=1

|ui(t)|dt

sous ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t0) = x0, x(tf ) = xf

✍ Hamiltonien : H(t, x(t), u(t), λ(t)) =

m
∑

j=1

|ui(t)| + λ′(t) [Ax(t) +Bu(t)]

✍ Equations canoniques de Hamilton :

ẋ∗(t) = Ax∗(t) +Bu∗(t) x∗(t0) = x0, x
∗(tf ) = xf

λ̇∗(t) = −A′λ∗(t)

✍ Principe de Pontryagin :

u∗(t) = −dez(B′λ∗(t)) =



























0 si |B′λ∗(t)| < 1

−sign(B′λ∗(t)) si |B′λ∗(t)| > 1

0 ≤ u ≤ 1 si B′λ∗(t) = −1

−1 ≤ u ≤ 0 si B′λ∗(t) = 1
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C.O. en consommation minimale : théorèmes 20

✍ C.S. de non singularité :

❒ Théorème 5 Si le système est commandable et la matrice A n’est pas

singulière :

det(BjA) 6= 0 ∀ j = 1, · · · ,m B =
[

B1 · · · Bj · · ·Bm

]

alors le système n’admet pas de commande optimale en consommation

minimale singulière sur [t0, tf ]

✍ Unicité de la commande optimale en consommation minimale :

❒ Théorème 6 Si le système n’admet pas de commande optimale en

consommation minimale singulière sur [t0, tf ] alors il existe une unique

commande optimale en consommation minimale.

✍ Structure de commande en boucle ouverte ou fermée

Nota : pas de théorème général d’existence de la loi de commande optimale en

consommation minimale
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