Commande optimale des systemes dynamiques
Cours 4

Théorie du régulateur linéaire quadratique

Fij. 4.



Cours 4 Probleme linéaire quadratique en horizon fini

2

Soit le probleme de commande optimale :

min I =3 [ 000+ (OR@u(O] dt + 52'(t)Qsa(ty)
SOus (t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(0) = xq fixé

ty fixé
x(ty) = x libre

[ Hypotheses 1
-Qr=0,Q() =0,Vtel0,iy]
- R(t) =~ 0,V te|0ty]

- Interprétation : déterminer la commande u(t) qui maintienne le vecteur d'état

proche de son état d'équilibre 0 sans une dépense trop forte en énergie de
commande.

- Nota : pas de contrainte sur la commande (saturation ...).
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Cours 4 Probleme L(Q) en horizon fini : Hamilton 3

[1 Hamiltonien :

H(z,u,\) = % & ()Q(1)a(t) + o (O R(Bu(t)] + N (6) [AD)z(t) + B(t)u(t)

[1 Equation d'optimalité :

Hy(z*,u", \) = ROu*(t) + BN (1) =0 = u"(t) = —R "(t)B' (H)\"(t)

[0 Equations canoniques de Hamilton : TPBVP

(1) = A@t)z*(t) — B@)R '(t)B' (t)\*(t), z(0) = xo
A () = —Q@)z"(t) = A (A" (1), A"(tf) = Qrxy
* (1) _ At) —B()R'B'(t) *(t) z(0) _ To
A (1) —Q(t) —A'(?) A* (1) A" (ty) Qrry
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cowrs4  Rappel sur la matrice de transition d’état 4

Afin de résoudre les équations d"Hamilton, introduisons la matrice de transition :

v Définition 1 Considérons I'équation X (t) = A(t)X (t), ot A est une fonction
continue par rapport a t. On appelle ®(t,ty), la matrice vérifiant I'équation

différentielle :
do(t,t ~
(d?; 0) — A(t)q)(tv tO)a

O Théoreme 1 La solution de I'équation X (t)

A)X (t) s'écrit :

X(t) = o(t,t0) X (to)

v Propriétés 1 La matrice de transition posséde les propriétés suivantes :
1. o(t,t) =1
2. ®(tg,tg) = P(to, t1)P(t1, t0)
3. D(ty,tg)"t = ®(to, t1)
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Cours 4 Probleme L(Q) en horizon fini : TPBVP 5

$*(t) _ (I)(t)()) o _ _ (I)ll(t,()) (I)lg(t,O) o
X (1) N(O0) || @a(t,0) Bx(0) | | X(0)

ou ®(¢,0) est la matrice de transition d'état du TPBVP

En utilisant la condition terminale sur |'état adjoint, on obtient :

N () = [®aa(ty,t) — QrPua(ty, )] [QpPa(ts, t) — Pay(ty, )] " (1)

A (t) = P(t)z*(t)
avec P(t) = 0,Vte|0,tf] et P(ty) = Qy
Nota : la matrice [®oo(ts,t) — chblg(tf,t)]_l existe toujours puisque
[@oa(ty, ty) = QrPua(ty )] =1
et

P(ty) = [Paa(ty ty) — QpPualty, ts)] " [QrPr1(ty, ty) — Borlty, ty)] = Qy
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cours £TObleme L) en horizon fini : équation de Riccati ¢

Comme A(t) = P(t)x(t), on a
N (t) = P(t)z*(t) + P(t)z*(t) u*(t) = —R'B'(t)P(t)x*(t)

En substituant ces expressions dans le systeme d’'équations canoniques de Hamilton, on

obtient I'équation différentielle de Riccati :
P(t) + A'()P(t) + P(t)A(t) — P)B)R'B'(t)P(t) + Q(t) =0 P(ty) = Qy

[ Remarques 1

- La matrice de Riccati P(t) est une matrice symétrique variant dans le temps
indépendante de l'instant initial (ici to = 0)

- L'équation de Riccati constitue un systéme de n(n + 1)/2 équations différentielles
ordinaires du premier ordre non linéaires variant dans le temps

- La matrice de Riccati P(t) est une matrice définie positive sur [0,ty)

- La matrice P(t) peut étre calculée hors ligne par intégration numérique arriére a partir
de P(ty) = Qs
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cours PTODleme L() en horizon fini : existence et unicité 7

[1 Théoreme 2 Le probléme LQ défini avec les hypothéses précédentes a une solution

unique qui est caractérisée par :

ot K(t) est gain de Kalman et P(t) € R™*"™ est la matrice de Riccati symétrique définie
positive solution de |I'équation de Riccati différentielle :

P(t) + A (t)P(t) + P(t)A(t) — P(t)B(t)R"'B'(t)P(t) + Q(t) = 0

satisfaisant la condition terminale P(ty) = Q5. La trajectoire d’'état optimale est solution
de :
£*(t) = [A(t) — BO)R™'()B'(t)P(t)] z*(t), =(0) = zo

Le coiit optimal est alors donné par :

J*(z*(2),£) = %x*/(O)P(O)x*(O) Vielo ]
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Cours 4 Probleme L(Q) en horizon fini : termes croisés 8

[1 Théoreme 3 Le probleme LQ défini avec les hypothéses précédentes et un critere de

performance :

1 [t Q)  S(t) (1) 1,
J = — ! ! dt + —x (t t
=3[ [70 w0 ]| g n || o | @370
a une solution unique qui est caractérisée par :

u'(t) = —R7(¢) [B'(t)P(t) + S'(t)] =™ (t) = K (t)="(¢)

ot K(t) est gain de Kalman et P(t) € R™*"™ est la matrice de Riccati symétrique définie

positive solution de |I'équation de Riccati différentielle :
P(t) + A'()P(t) + P(t)A(t) — [P(t)B(t) + SR [B'(t)P(t) + S'(t)] + Q(t) = 0

satisfaisant la condition terminale P(ty) = Q. La trajectoire d’'état optimale est solution
de :
(1) = [A(®) + BO)K(#)]2"(t), z(0) = o
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couwProbleme L(Q) en horizon fini : structure et remarques o

[1 Remarques 2

| ) T x* (1),
- La structure de la commande opti- - B(t) —=(O— / -

male est une structure de commande

en boucle fermée

- La /Oi de Commande Optima/e eSt ;L::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::7:;

linéaire et variant dans le temps méme | | -R'B'

si le systeme est LTI I

- L’hypothése de commandabilité de la P(t)z*(t)

A

P(t)

paire (A(t), B(t)) n'est pas nécessaire

. Correcteur LQ optimal

- Le vecteur d’'état complet doit étre disponible a la mesure

— Commande Optimale



Cours 4 Probleme L(Q) en horizon fini : exemple
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Soit le probleme LQ en horizon fini :

: 1 R 2 2 .
ur(l;l)lélR J(u) = 2/0 27 (t) + haz(t) + u(t)] dt

sous  Z1(t) = axa(t) + u(t), x1(0) = x19 fixé

Le régulateur LQ optimal est donné par :

w (t) = —pu1(t)z1(t) — pra(t)z2(t)

ol p11(t) et p12(t) sont les solutions de :

pu(t) = ph(t) —1, pu(ty) =0
p12(t) = —ap11(t) — bp12(t) + p11(t)p12(t), plz(tf) =0
po2(t) = p%z(t) — 2ap12(t) — 2bpaa(t) — h, pgg(tf) =0
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Cours 4 Probleme L(Q) en horizon fini : exemple (suite) 11

[1 Remarques 3

[0 w*(t) est indépendante de h puisque p11(t) et p12(t) sont indépendants de h
[0 Pour a # 0, u*(t) dépend de x5 méme si x5 est non commandable

0 Poura =0, u*(t) ne dépend pas de x»

pii(t) = pi(t) —1, p1i(ty) =0
pi2(t) = p12(t)(p11(t) —b), pia(ty) =0

donc

/ (b — p11(7))dT
p12(t) = p12(0)e/o , pralty) =0

Ainsi, p12(ts) = 0 = p12(0) = 0. On en conclut que p12(t) = 0 sur I'intervalle
0, tf]

[ On détermine ensuite p23(t) et ensuite p11(t).

— Commande Optimale — Freeenas :



cours 4  oolution analytique de Riccati différentielle 12

[ Théoreme 4

Dans le cas invariant dans le temps, la solution de |I'équation de Riccati différentielle est

obtenue a partir de la solution du systeme d’équations différentielles linéaires :

X(t) A —BR'B X (1) N X () X (ty) 1|,
— = ) — f

Y (t) —Q —A' Y (1) Y (t) Y(ty) Qr

ot H est la matrice Hamiltonienne

—1
Pit)=Y)X'(t) = [U21 + U22€_A”(tf_t)GeAS(tf_t)} |:U11 + U126_A“(tf_t)GeAS(tf_t)}

U140 — As O U— Uir Uiz
0 A, Ua1  Uaz

G = —[Us2 — QsUia] ' [Ua1 — Q;U11]
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Cours 4 Probleme L(Q) en horizon infini
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Soit le probleme de commande optimale :

min  J(u) = ! /O h (2" () Qx(t) + ' (t) Ru(t)] dt

u(t)eR™ 2
SOus t(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) = xo fixé

[1 Hypotheses 2

- Q=0

-R>0

- La paire (A, B) est commandable

Nota : ty — o0
- Pas de coiit terminal lim z'(¢¢)Qrx(ty)

ty—00
- Comportement du vecteur d'état en régime permanent aprés le régime transitoire

— Commande Optimale “
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Cours 4 Probleme L(Q) en horizon infini 14

[1 Théoreme 5 [Kalman 1960]

SiQ¢ =0 et la paire (A, B) est commandable alors lim P(t) = P solution de I'équation

tf—>oo

de Riccati algébrique :
A'P+PA—-PBR 'BP+Q=0

[1 Théoreme 6

Le probleme LQ défini avec les hypothéses précédentes a une solution unique :
uw*(t) = —R™'B'Px*(t) = Kz*(t)

ol K est gain de Kalman et P € R™"*™ est la matrice de Riccati symétrique solution de

I'équation de Riccati algébrique :
A'P+PA—-PBR 'BP+Q=0 P =UxUj'

La trajectoire d’état optimale et le coiit optimal sont donnés par :

#(f) = [A— BR'B'P|a*(t), 2(0) =20 J* = %xéPmo
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cours Dtabilité de la boucle fermée et matrice de Riccati 15

[] Théoreme 7

Le probléme LQ en horizon infini pour lequel la paire (A, B) est commandable et la paire
(A, C) est observable oti Q = C'C' (detectabilité du coiit) a une solution unique :

uw*(t) = —R™'B'Px*(t)

oll la matrice de Riccati symétrique P € R™™" est définie positive et solution de I'équation
de Riccati algébrique :

A'P+PA—-PBR 'BP+Q=0
De plus, le systeme dynamique en boucle fermée est asymptotiquement stable

A(A—BR'B'P)c C~

Nota :

- Existence d’une loi optimale stabilisante = (A, B) stabilisable et (A, C') détectable
- A(H)NC° =0 = (A, B) stabilisable et (A, C) détectable

- Si (A, () est détectable mais non observable alors P > 0

— Commande Optimale — Freeenas :



Cours 4 Synthese : exemple de régulateur LQ) 16

Modele d'état :

0 1 0 0
xr = x + u + e
0 O 1 1
z = [ 1 -1 }x(t)
Fonction de transfert :
1 —s
G(s) = =

Régulateur (e = 0) minimisant :

J :/ (2% + pu?]dt avec p >0
0
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Cours 4 Synthese : exemple de régulateur LQ)
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Solution analytique :

Im(s)

b 1+ /T 205 P
NG V(L +2/p) a

- - y

K — _|: 1 v 1+2\/ﬁ :| p=0 p — 00
" VP VP
- Pour p < 0.25

/IR
1,2 2P

- Pour p > 0.25

v VIR
1,2 2P
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Cours 4

Synthese : exemple de

régulateur LQ)
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>> [K,P]=1qr(A,B,C’*C,rho)

Open-Loop Gain (dB)

Magnitude (dB)

Nichols Chart

80

Open-Loop Phase (deg)

Bode Diagram

Frequency (rad/sec)

Magnitude (d8)

Phase (deg)

Amplitude

Bode Diagram

Frequency (rad/sec)
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