Commande optimale des systemes dynamiques
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Eléments de calcul des variations
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Calcul différentiel et variationnel 9

- Accroissement d'une fonction z(t) : R — R, C* sur [a,b]

N . 1 2 . 2
A:B—a:(t—l—At)—x(t)_x(t)At+§x(t)At 4o =de+ —d’z+ -

Nota : o
- t variable indépendante : At = dt, d(dt) = d°t = 0

- La différentielle d’'une fonction x est une différentielle
dépendante dx = ©(t)dt
- Si x € C*(R™,R) alors

A z(t) = x(ty+ Aty ta, - tn) — 2ty tn)
Az(t) = z(ti+ Aty tn + Atn) — (s, tn) K
dz = a2, (O)dty + -+ @, (H)dtn = V() dt |
4>z = dt'V2z(t)dt Corrd O
- Variation a temps fixé d'une fonction z(t) : R - R :
Az(t) = 2" () — a(t) = d(t) + %5%@) I
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Calcul différentiel et variationnel 11 3

- Variation a temps libre d'une fonction z(t) : R - R :

Az(t,dt) = z*(t +dt) —z(t) = Ax(t)+ Az*(¢,dt)
= x(t) + 56°x(t) + do* + 5 d°z* + - -
= o0x+ 5256‘—|—33 dt—|—2,x dt* + - -
= 5£U—|-CB dt + & [&*dt* + 6°z] + - - -
= Oz + &dt + 5 [20@dt + 6°x + Edt®] + -

z(t) |
Variations au premier ordre et au deuxiéme ordre : .
x*(ty + dty)

z"(ty)

Az = dx + @dt A’z = [200dt + 6%z + ©dt?]
A()=0()+ 5 (dt  A*() = A(A()

z(ty)

Nota :
i =i+ A =4+ 0%+ 52:13—|—
i = AG =i+ 0%+ 52:13—|—

0 ty iy + oty

Ty
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Calcul différentiel et variationnel : exemple 4

[1 Exemple 1

Soit la fonction x(t) = (t; — t3)? alors

2(t1 — t 2 =2
V= gl 2) Vg =
—2(t1 — t2) -2 2

On en déduit :
Az(t) = 2(t) — to)dty — 2(t; — to)dte — 2dt dts + dt* + dt3 + - - -

ainsi que :

1
Ax(t,dt) = 0z +2(t1 — to)dty — 2(t1 — to)dta + 5(Q(S;i:’dt + 6%z — 4dtidts + 2dtT + 2dt3)
= Alz+iA%z+--
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CV : définitions 5

v Définition 1 J(f) est une fonctionnelle si pour chaque fonction f € F correspond
une valeur de J (J est une fonction de fonction). F est le champ de définition de la

fonctionnelle.

J(f(t)), f(t) e F, te (a,b)

[1 Exemple 2 : Aire sous une courbe f

= /01 f(z)dx

Le champ F de la fonctionnelle I(f) est I'ensemble des fonctions intégrables sur
[0, 1].

[1 Exemple 3 : Energie totale d’une membrane élastique sous une charge ()

u);a/L[($)2+<gz> ]da:dy //Qazy (, y)dady

Le champ U de la fonctionnelle E(u) est I'ensemble des fonctions u deux fois

continiiment différentiables sur le domaine S.
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CV : définitions 11 6

v Définition 2
- x*(t) € KC'([to,ts],R™) est un minimum local fort de la fonctionnelle J(x(t)) si
Je> 0 tel queV z(.) € KC'([to,ts],R"™) telle que x(to) = xzo et x(ts) = x¢

lz(t) — 2" ()llo <e = J(z()) = J(z7())

Si cette relation est vérifiée pour € > 0 arbitraire alors x*(t) est un minimum global
- x*(t) € C*([to, ts],R™) est un minimum local faible si 3 ¢ > 0 tel que
V z(.) € C'([to, ts], R™) telle que x(to) = o et z(ts) = xy,

lz(t) — 2" (O] <e = J(z(.)) = J(z"(.))

Si cette relation est vérifiée pour € > 0 arbitraire alors x*(t) est un minimum global
faible

[z()llo = sup [l=(t)]
a<t<b

|lz()]ls = sup [l (t)[lo

1

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Minimisation d’une fonctionnelle : existence 7

- Chercher x € C'([to, 1], R™) est restrictif
[1 Exemple 4 : Bolza

1
J(x) = / ?(1 — 2)%dt sous z(—1)=0 et x(1) =1
—1
=0 pour —1<t<0 et "=t pour 0<t<1
La solution x* est AC et ™ est discontinue en O

+* € KCY([~1,1],R")

[1 Exemple 5 : contre-exemple de Hilbert
1
J(x) = / t2/332dt sous x(0) =0 et x(1) =1
0
ot = t1/3
x* est AC telle que J(x*) est finie et £* est non bornée en 0

z" € AC(|0,1],R"™)
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Minimisation d’une fonctionnelle : existence 3

v Définition 3 variation d’'une fonctionnelle différentiable

AJ = AJ(z,z* to, ty) + AJ(z*, to, 5tg, ts,0ty)
= J(w*,to,tf) — J(ZC,to,tf) + J(ZC*,to + 5t0,tf + 5tf) — J(w*,to,tf)
= 0J(x",0x,0t0,0ty) + €x||0x|| + € ||0to|| + €, |0t 4|

ou 6J(x*,dx, dto, 0ts) est une fonctionnelle linéaire unique appelée variation au
premier ordre si J est différentiable.

[] Théoreme 1 théoréme fondamental du calcul des variations

Soit J(z(t)) différentiable définie sur le domaine F de KC'([to,t], R™)
Si x*(t) est un extrémum fort (faible) alors

6J(x*,0x,0ty, 6ty) =0

pour toute variation forte (faible) admissible §x(t) (x(t) + dx(t) € F).
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Condition nécessaire pour un optimum local faible 9

A - Premiere variation de Lagrange :

Soit x*(t) € C'([to,ts),R™) la trajectoire optimale et
les trajectoires paramétrées pour A € R, ny(t) € |
C([to,ts),R™), ns(ts) € CH(R,R), mo(to) € C* (R, R)

x(t) = x™(t) + Az (t) = 2™ (t) + dx(t)
z(t) =z (t) + Az (t) = ¥ (t) 4+ 0x(t)
tr =ty + 0ty =t5 + Ans(ty), to = to + dto = t5 + Ano(to

dxo = dx(to) + ©dto, dxy = dx(ts) + Tty £ t5+ ot £+ oty £

J(A) — J(0) = /ttf L(t,z(t), (t))dt + o (to, tr, z(to), z(ts))

_ /ttf L(t,z" (t), 2" (t))dt + o (ty, ty, x" (o), x" (t})) = d{z()\)\) |>\=0d>\ N
Notations : O
L(a* (to), &* (to), to) = L(to)  L(z*(ts),&* (ts),tr) = L(ts)
VaiL(t,z,2) = Ly(t,x, &) agi(') = Vago(.) ag‘zé‘) = Yoty ()
VaL(t, 2, 8) = La(t,2,2) a;fgz') = Ve w0() P — o ()
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Condition nécessaire pour un optimum local faible II

10

J:/fL(t,:v(t),:b(t))dt+¢o(t0,tfa$(t0)a$(tf))

to

La variation totale de la fonctionnelle de Bolza est donnée par :

dJ(\)

7 = 5J(x*(t),533(?5),(5:.6,(5?50,(5?5]?) = 5750:]—1‘(5th‘|‘ 0z J
d\  |x=0

[0 1°"¢ variation de J/x :

6 (x*(t),0x(t), 0x0,0xf) = /tf (L (¢, ", 270z + Li(t,z", " )ox] dt
t
+0Vfcf¢o($f)5ib‘f + Vo %o (20)dx0
[0 1°"¢ variation de J/t :
O1oJ (27 (to), 6t0) = (—L(to) + o, (o)) dto
[J 1°"¢ variation de J/ty :

Ocp J (@7 (t5), 6tr) = (L(ts) + o, (tr))dts

LAAS-CNRS
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Condition nécessaire pour un optimum local faible 111 11

B - Transformation de la 1°"° variation de Lagrange :

tf / *x ox t tf d /
/ Li(t,z",&")dadt = [Lox],) —/ — (L3 ) dzdt
to o At t
f
— Lh(t)alty) - La(ta)boltn) — [ 5 (LL) oot
to
= L;(tf)&cf — L;-:(tfﬁb(%f — L;(t())&Bo -+ L;}(to)a'ﬁto
ly d .
- / L) st
o At

ts /
0J(z*(t),0x(t), dto, ty) = / [Lx(t,x*,:is*) — %Lgb(t,x*,x'*)] dxdt
to

+ L (tr) + Vap ) 0xp + [L(ty) — Li(t)a* + thor, ] 0ty
— [L5(t0) — Vo) 0mo — [L(to) — L (t0)E™ — thor,] 0to

Nota : les variations dz, (dz¢, dto) et (0x ¢, dt¢) sont indépendantes
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Condition nécessaire d’optimalité au premier ordre

12

LAAS-CNRS

C - Application du lemme de Lagrange :

[0 Lemme 1 de Lagrange

to

Pour une fonction y(t) € C°([to,ts],R™), si y' (t)a(t)dt = 0 pour toute
a(t) € C°([to, ts],R™) telle que a(to) = a(ty) =0

alors y(t) = 0 sur [to, ty]

[1 Théoreme 2 C.N. d’optimalité
- Equation différentielle d'Euler-Lagrange :

Si x*(t) est une trajectoire optimale faible locale alors
Ly(t,z*, ") — pr [Li(t,z",27)] =0

et toute solution x*(t) est une extrémale faible du probléeme de CV
- Conditions de transversalité :

— [L3 (o) — Vagtho] 0z0 — [L(to) — L5 (to)Z™ — Yos,] 6o = 0
[Lé-c(tf) + Va;f?ﬂ(/)} dxs + [L(tf) — L (tg)z™ + ¢0tf] oty = 0

Nota : forme explicite de I'équation d’Euler-Lagrange

Lo(t, 2" #%) = Lua(t,2",8%) = Dy (t,2",87)" — Ly (t,07,37)i" =0
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Application au probleme du Brachistochrone

13

[ Formulation par le calcul des variations :

o [
min X
z 0 29y

: 1+ g2
sous  y(2(0)) =0, y(a) =b L(z,y, %) = L(z,y,9) = ol
Loy(x,y,9) =0
[0 Equation d’'Euler-Lagrange :
Ly<$,y*,y*) — Lyy(xay*7y*>y* — Lyy<x7y*7y*)y* = 0
d *k o %k . *k o K
o L@y 9) —yLy(z,y,97)] = 0
d |V1+9y*2 . . o
— oL — 0
Iz TR (9", 97)
i [ViFg® .
dr | 29y*  \2gy* /1452

[0 Equation différentielle de la cycloide :

v (1+92) = |b|

LAAS-CNRS
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Variations sur l'équation d’Euler-Lagrange 14

0 Si L(t,x,2) = L(t, &) alors
Li(t,z*)=C

Cette intégrale de I'équation d'Euler-Lagrange est appelée intégrale de

I"'impulsion

0 Si L(t,x,2) = L(x,2) alors
L(z*,2") — Ly(z*,2%)'2* = C

Cette intégrale de I'équation d’'Euler-Lagrange est appelée intégrale de

I"énergie

Nota : I'équation d'Euler-Lagrange : systéme de n équations différentielles du
second ordre avec 2n + 2 conditions initiales et terminales
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C.N. d’optimalité au premier ordre : exemple 15

[1 Exemple 6

t

Déterminer la trajectoire extrémale de la fonctionnelle / t& + ¢°(t)]dt pour
0

x(0) =1 etxz(ty) =5 avec ty > 0 libre.

L’intégrale de I'équation d’'Euler-Lagrange est |'intégrale de I'impulsion :
L:’c(t’a‘?*> =t+ 22" = C1. On en déduit

. t2  Cit
()= g+ 5 0

Conditions de transversalité :

tpa"(tr) + @7 () — (ty + 227 ()27 (t5) =0 = @"(t5) =0

d’ou
* _ _ty Ci
v (ty) = —5 + 5 = 1=l
z(0) =1=0Cy
t; | City
:U(tf)=5——Z—|— 5 +Cy = tf=4
t2
a:*(t):—Z+2t+1
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C.N. d’optimalité au 2°™*¢ ordre 16

Soit le probleme de CV :

ty
min / L(taxai)dt
xeCl([to,tf],R™) to
sous z(to) = xo, z(ty) = xy
to, tf fixés

ol L(.) : V — R est une fonction de classe C>.

Deuxieme variation de Lagrange :

d2p(\ ) e, y g
dA\? =0
- ty tOdL .
— / [77; {an: — m;] Nz + U;Lxxnw] dt
to dt

ol 7z € C'([to, t], R™), nu(to) = 0 et na(tf) =0
[] Lemme 2

Si w(n.) = 0 pour toute fonction n, € C'([to,ts],R™), nz(to) = 0 et n.(t;) = 0 alors
Lj;g'c(t,a],i') ~0,Vte [to,tf].
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C.N. d’optimalité au 2°¢ ordre 11 17

Si x*(t) est une extrémale faible du probleme de CV alors 1 = 0 est un
minimum faible du probleme de CV auxiliaire :

min
nmécl([to,tf],R") SO(TI:E)
sous Ta(to) = 0, ma(ts) = 0
to, tf fixés

L'équation d'Euler-Lagrange pour le probleme de CV auxiliaire : Equation de

Jacobi
d . :
dt [ Liine () + Liane(D)] = Lyane(t) + Laane(t)
Nota : Equation de Jacobi
d d
—— | LiiNs Lyw — — (Lgs =0
G sl + | Lo = 5 (Los) |

+ = 0 est solution triviale de |'équation de Jacobi avec les conditions de bord
Nz (to) = 0 et n,(tr) = 0 mais il peut exister d'autres solutions.

LAAS-CNRS Commande Optimale ISAE-NG6K



Points conjugués 18

Vv Définition 4 points conjugués

Le point T # ty est dit conjugué au point ty relativement a p(n,.) si I'équation
de Jacobi posséde une solution 7, telle que 7. (7) =1,.(to) = 0,

Lig (7, 2%, &*)7,(7) # 0

[1 Remarques 1 Autre caractérisation des points conjugués

Le point T # ty est dit conjugué au point tqy relativement a o(n,.) si I'équation
de Jacobi posséde n solutions 7', i = 1,--- ,n telles que

To(to) =0, i=1,---,n,7,(to) = e;, i =1,--- ,n et

M (7)
det : =0

7 (7)

Nota : Si 77, € C!([to,ts],R) alors le point T # tq est dit conjugué au point ¢
relativement a (7, ) si I'équation de Jacobi posséde une solution non
identiquement nulle telle que 7,,(7) =7, (to) = 0 et 77, (ty) = 1
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CN et CS d’optimalité 19

[1 Théoreme 3 C.N. pour une extrémale faible

Si x*(t) est une extrémale faible du probléeme de CV alors x*(t) vérifie V t € [to,t]
- I'équation d’Euler-Lagrange
- la condition de Legendre-Clebsch :

Lj;j;(t, ZIZ*, ZIZ*) E O
- la condition de Jacobi :

Il n'y a pas de points conjugués a to dans l'intervalle (to,t¢)

[1 Théoreme 4 C.S. au 2°° ordre

Si x*(t) vérifieV t € [to,ts] les conditions suffisantes suivantes simultanément :
- I'équation d’Euler-Lagrange
- la condition forte de Legendre-Clebsch :

La'ga';(t,ili*, ZIZ*) =0

- la condition forte de Jacobi :
il n’existe pas de points conjugués a to dans le semi intervalle (to,t]

alors x* (t) est une extrémale faible stricte du probléme de CV simplifié
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Les solutions discontinues 20

() h

[1 Exemple 7 Bolza

1
min J :/ (2 — &)%dt, (0) =0, z(1) =1 !
0
- J =0
0 t€1[0,0.5
-z (t) = | |

2t—1 te[0.5,1]

- x*(t) est solution d’Euler-Lagrange

332513+:U:b2—4a::0

[ Théoreme 5 Conditions de Weierstrass-Erdmann

Si z*(t) € KC'([to,ts],R™) est une extrémale locale avec un point de discontinuité
de & ent; € [to,ts] alors x*(t) vérifie I'équation d’Euler-Lagrange, les conditions de

transversalité finales et initiales et les conditions de Weierstrass-Erdmann

Li(t;) = La(t])
(L — Lp2)(t;) = (L — Lp2)(t])
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Les solutions discontinues : condition de Weilerstrass 21

Soit le probleme de CV :

ty
min / L(t,z,z)dt
xEICCl([to,tf],Rn) to
sous x(to) = xo, x(ty) = x5, to, ty fixés

[1 Théoreme 6 CN de Weierstrass

Si x*(t) est une extrémale forte du probleme de CV alors ¥ t € [to,tf] etV u € R"
E(t,x",z",u) = L(t,z*,u) — L(t, 2", 2") — L (t, ", 2" )(u — %) > 0
Cette condition est vérifiée si la fonction L(.,., &) est convexe

Nota : la fonction £(t,z",u) est appelée fonction de Weierstrass

Variation en aiguille de Weierstrass :

T (t) = @™ (t) + ha(t)

ha(t) = EXNF (t—T)¢ t €T —A\T] e ¢
EX—(t—T)EVX terVA+T] A R

TEXT T VA T=X ] e
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CV avec contraintes intégrales ou instantanées 22

Probléme de CV :

min J:/fL(t,az(t),j:(t))dt-l—lbo(to,tf,x(to)ax(tf))

x tO

avec k(xo,to) =0 et l(xy,ty) =0 et
- les contraintes intégrales :

/tf r(t, 2(t), &()dt =0 r(.) € R"

to

- les contraintes instantanées :
Vit q(t,z(t),z(t)) =0 q(.) € R?
v Définition 5 Lagrangien augmenté
La fonction
L(t,x(t),z(t), A\, u(t)) : VR xR? =R
L(t,z(t), 2(t), A, (b)) = Lt,(t), &(t)) + N (t, x(t), £(t)) + pu(t) q(t, z(t), £(t))

est le Lagrangien augmenté associé au probléme de CV ou A € R" et
wu(t) : [to,ty] = R? sont les multiplieurs de Lagrange respectivement associés aux

contraintes intégrales et instantanées
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CV avec contraintes intégrales ou instantanées II 23

[1 Théoreme 7 C.N. d'optimalité et équation différentielle d’Euler-Lagrange

Si x*(t) est une trajectoire optimale faible locale alors

d >k e 3k >k *
Lo(t,z™, ", X", 1™ (t)) — pr (La(t,x™, &7, AN, 1" ()] =0
Nota : résultats précédents valides avec L(t, z(t),(t)) — L(t,x(t), 2(t), A, u(t))
- Conditions de Weierstrass, Weierstrass-Erdmann
- Conditions de Legendre et de transversalité
Contraintes inégalités intégrales et instantanées :

- les contraintes intégrales :
tf tf )
/ r(t,z(t),z(t)dt <0 r(.) e R" — / [r(t,x(t),2(t)+Z]dt =0 Z e R" | Z; = Z;
to to

- les contraintes instantanées :

Vit qt,z),z(t) <0 ¢q(.) eR! — q(t,z(t),c(t)+Y =0 YR |Yi=y;
Nota: Lz, =N Z; =0et Ly, = p; (t)Y;" =0,s1 Y;" 20 = pu;(t) =0 ou
Z7 # 0= A7 =0, la contrainte associée est non saturée et n'intervient pas
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