Commande optimale des systemes dynamiques

Approche variationnelle en commande optimale

Principe du maximum de Pontryagin

Fif' 5



Cours 2 L probleme de Bolza en commande optimale

Le probleme de commande optimale est défini par :

ty
u(t)ecor(ﬁltlg}tf],Rm) T u) = /to L, 2(t), u(t))dt + dolty, #(ty))
SOUS z(t) = f(t, z(t),u(t)), z(to) = zo

x(ty) =y, ty libres

- x(t) € R™ est le vecteur d’'état

- u(t) € R™ est le vecteur de commande

- Probleme de calcul des variations sous une contrainte différentielle instantanée
(équation dynamique d’état)

Nota :

/tf Wolt20) g, Yo(ty,z(ty)) — Yo(to, z(to))

dt
) = [ |2ttt ue) + LD de = o)~ volto.atto)

0
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cowrs 2 Approche variationnelle du probleme de Bolza 3

Fonctionnelle augmentée avec le vecteur des multiplieurs de Lagrange A : [to,tf] — R™ :
appelé vecteur d'état adjoint

7 = [T {Eew X 0w i} e+ il ale)
_ /tf {H(t, a(t), u(t), A(£) = X" ()i (1) } dt + oty 2(t))

tf :
= / {H (w0, 0) + Nt fde = 2T (05)e(ty) + AT (t0)a(to) + tolty, 2 ()
to
Premiere variation sur |I'état, la commande et le temps final :
x(t) = x"(t) +0x(t) wu(t) =u"(t)+ou(t) ty=1t}+ dty

5] = |H" 495, | Str+ [Vaus — N (0] 0a

|t ¢ s

4 /ttf { [Hm + }\*(t)} ' dx(t) + H:;T(Su(t)} dt
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Cours 2 CN d’optimalité au premier ordre 4

[J Théoreme 1 Siu™(t) est trajectoire optimale locale faible de commande alors
3N (t) [to,tf] > R™ :
- C.N. 1 : équations canoniques de Hamilton

Hy(t,z*,u*, \*) = z*(t) = f(t,z*,u") Equation d’état
H.(t,z*,u™, \*) —\*(t) Equation d’état adjointe

H,(t,z*,u*,\*) = 0 Equation de commande

- C.N. 2 : condition (forte) au deuxiéme ordre de Jacobi

Il n’existe pas de points conjugués sur [to,ts) ([to,ts]) ou la solution S(t) de :

—S = Hyo + Sfr + f5S — (Hou + Sfu)Huu (Huz + fir S), S(ty) = toza(ts, z(ts))

est finie sur [to,ts) ([to,tf])
- C.N. 3 : condition (forte) au deuxiéme ordre de Legendre-Clebsch

H:, =0 H., =0

C.N. 4 : les conditions de transversalité
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Cours 2 Différentes conditions de transversalité 5

[H(tfax*(tf)au*(tf)aA*(tf)) —I_w;;tf} oty + [Viﬁfw;)k - A*(tf)}T(sxf =0

O ts fixé et o contraint ¥ (x(tf)) =0, ¥(.) € RY

(@™ (ty)) =0 z(to) = wo
Vi, 96 +a, v = N(ty)

Oty fixé et oy libre: 6ty =0 da; #0 @(to) =20 Va b5 — A*(t5) =0
[ ¢; libre et z¢ fixé :

oty #0 odxy =0 x(to) =m0 x(ty) =zr H(tg,z"(ts),u (¢r), A" (ts)) + Yo, =0
O ts libre et ¢ contraint Y (ts, x(ts)) =0, ¥(.) € RY :

|:H* + yTwikf + wE)ktf} =0 et [fowg + ¢;?V — )\*} =0

|t f |t ¢

[0 ty libre et s libre : 6ty £ 0 dxy 0 x(to) = o

5| =0 et [Vaus— N, =0

|tf |tf
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Cours 2 CS d’optimalité au deuxieme ordre 6

[1 Théoréme 2 conditions fortes de Legendre-Clebsch et de Jacobi

Sila C.N. 1 d'optimalité au premier ordre et les C.N. 2 et 3 d’optimalité fortes au second
ordre sont vérifiées par un triplet d’extrémales (x*,u™, \*) alors c'est un triplet
d’extrémales minimales faibles.

min J(z,u) = /0 ((t) — u(t))?dt

[1 Exemple 1 u(t)€CY([0,1],R)
Sous (t) =u(t) z(0)=1
0 CN.1:

H=@w—-z)*4+Xu H:=X4+2u"—z")=0 N =2w"—z*) N(1)=0
A'(t)=0 u*(t) = x*(¢) *(t) = e u*(t) = €'

s*(t)

5~ 25(t), s(1)=0 s(t)=0 s(t)

0 C.N. 2 et condition forte de Jacobi : 5(t) =

est finie partout sur [0, 1]

[ C.N. 3 et Condition forte de Legendre-Clebsch : Hy,, = 2 > 0
(x*(t) = e", u*(t) = €") est un minimum local faible
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Cours 2 CN d’optimalité : minimum fort

Variation forte (en aiguille)

(

0 pour t< T TE€E (to,tf)
dou=4 u—u* pour 7T<t<T+dr

0 pour T4+dr <t<ty

\

td T dr tr t

C.N. 4 : condition de Weierstrass

Si (™, A", u") est un minimum fort du probleme de commande optimale alors u*™ conduit a
un minimum absolu pour le Hamiltonien :

OH = H(t,z*,\",u) — H(t,z", \*,u*) >0 Vtetuz#u
[0 Exemple 1 (suite)
[0 C.N. 4 : condition de Weierstrass
H(t,z*, X, u) — H(t,z*, \*,u*) = (u—2")*+XNu—(v*—2")° - \u"
= (u—u")*>0Vu#u

(x*(t) = €', u*(t) = ") vérifie la C.N de Weierstrass

— Commande Optimale — Freeenas :



Cours 2 Les commandes discontinues

On suppose que u* € PC'([to,ts],R™) et T € [to,ts] est le point de discontinuité en lequel
la condition 6(7,z(7)) = 0 est imposée

On définit alors G(7, 2., &, L, xp,v) = Yoltp, xp) +viah(ty,xp) +EM0(T, xr)
[0 Equations canoniques d'Euler-Lagrange sur les sous-arcs [to, 7| et [T, t/]
[1 Conditions de transversalité et conditions aux extrémités

[J Condition de Legendre-Clebsch

[]

Conditions de Weierstrass-Erdmann :

H* (7, 2(7), u(t7),\(77)) = H"(7,2(7), u(t7), \(77)) = G+ (77, 27(7),£")
A (7)== A(1T) + Go, (77,27(7),€7)
0 Condition de Weierstrass : V u # u* et V u # u*(77)
H(t,z", \*,u) — H(t,z*, \*,u™) > 0

Nota : pour une discontinuité non contrainte 6 = 0, la condition de Weierstrass est

vérifiée 3 I'égalité pour u* = u(77) et u = u(r ™)

— Commande Optimale — Freeenas :



Cours 2 Exemple 2

1
min J(x,u) = / u(t)’dt
[ Exemple 2 u(t)ec!([0,1],R) 0
sous z(t) =u(t) x(0)=0 z(1)=1
0 CN.1:
A =0 A () =X (1) =X H=u’+\u
H =X 4+3u"*=0 u*= _; x*(t) = _3>\ t
AT = -3 z*(t) =1t u*(t) =1

O C.N. 3 et Condition forte de Legendre-Clebsch :
H,,=6u H,,=6>0
[1 C.N. 2 et Condition forte de Jacobi : équation de Riccati homogeéne

5(t) =5°/6, s(1)=0 s(t) =0

z(1) =1
J* =1

Le minimum (x™,u", \*) = (t,1,—3) est un minimum local faible

LAAS
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Cours 2 Exemple 2 (suite) 10

[1 C.N. 5 : condition de Weierstrass
SH(z*, N, u,u*) = u? —u>* + X (u—u*) = (u—1)*(u+2) < 0 pour u < —2!
Le minimum (z*,u*, \*) = (¢,1, —3) n’est pas un minimum fort
[1 C.N. 4 : conditions de Weierstrass-Erdman

A7) =X7) = A

1

u(r ) (W (7)) + A) = w(r) (W (") + A)

1

T

J(z,u) = /05u3(t)dt+/51'15u3(t)dt o

1

—i—/ w3 (t)dt
1.16

= 1—-678) 301

* * i
JuEICCO < Jueco 15010 I t
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cowrs 2 Approche variationnelle en CO : commentaires

11

Le vecteur d'état adjoint \(¢) découple les variables x(t) et u(t) dans les équations
d'Euler-Lagrange (équations canoniques de Hamilton)

Le vecteur de commande u(t) n'est pas contraint ni borné

La commande optimale u* () est obtenue par application du principe du minimum de
Pontryagin : H(t,z,u,\) = XoL(t, z,u) + A\ f(t,z,u)

- Ao = 1 : principe du minimum de Pontryagin

- Ao = —1 : principe du maximum de Pontryagin

t
max — min  J(z,u) = AoJ(z, 1) = / " MLt 1(t), u(t))dt + Aot

to
Si H ne dépend pas explicitement de t alors il est constant le long de la trajectoire
optimale
_ dH(t,z,u, \)
B dt
Résoudre le probleme aux deux bouts revient a résoudre les équations d'état et d'état

Hi(t,z",u", A")

adjointe avec les conditions initiales et finales (méthodes numériques dans les cas

généraux : non linéaires et variants dans le temps)

La résolution du probleme aux deux bouts permet de résoudre |'équation de commande

pour obtenir la commande optimale u*(¢) en boucle ouverte

LAAS
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Commande Optimale
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cows 2  Approche variationnelle en CO : exemple 1 12

(1 Exemple 3 Soit le probléme de commande optimale (double intégrateur)

u(t)E/CCrEl%[r;O,tf],R) T u) = %/O u(t)dt
o 21(t) = w2(t)
z2(t) = u(t)
w=[1 ]
w=[1 o]

Nota : probleme de commande optimale a instant final et état final fixes ou

L(t,z(t),u(t)) = su’(t) est de classe C*

[0 Hamiltonien :
H (a (6),(2), u(t), M (1), Xa(1) = 5 (5) + A (D)a(t) + Ao (e)u(t)

[0 Equation de commande :

OH , . .« |« * *

* _ *
u(t) = =A3(1)
LAAS ¥3L';VLSE§'ET.F.
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cours 2 Approche variationnelle en CO : exemple 1 (II)

13

[0 Hamiltonien a I'optimum :

H( (1), 73 (6), A5 (1), Mo (1) = — 5 287 (0) + M ()3 (1)
[0 Equations d’état :

21(t) = Hx (21(0),22(1), M\1(1), A2(t)) = 3(t)

T3(t) = Hx(21(8),22(8), A\1(8), A2()) = —A3(?)
[0 Equations d’'état adjointe :

Ai(t) = —Hey (21 (1), 25(),A[(1),A3(8) = 0

As(t) = —Huo(27(1),25(0), A\1(1), A5(t) = —Af(t)

[1 Solution des équations d'état et d'état adjointe :

ri(t) = S-S+ Cot+ Oy
z3(t) = Lt* - Cut+ Cy

Xlk(t) = (3

A5(t) = —Cst+Cy

LAAS
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cours 2 Approche variationnelle en CO : exemple 1 (III)

14

[1 Expression explicite de la commande optimale :
u' (t) = Cst — Cy
[1 Détermination des constantes d'intégration :
Cih=1 Cy=2 (C3=3 (Cy=1

[ Solution optimale :

X, (0

ri(t) = 0.5t =2t +2t 4+ 1 2
r5(t) = 1.5t% —4t+2 1
i) = 3 | >
\s(t) = —3t+4 |
u (t) = 3t—4 “
H* (D), A () = —2 4
J(x*(t),u*(t) = %/2u2(t)dt -
P e[ esioa

I
1.2

I
14

I
1.6

I
18 2
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cours 2 Approche variationnelle en CO : exemple 1 (IV)

15

>> S=dsolve(’Dx1=x2,Dx2=-lambda2,Dlambdal=0,Dlambda2=-1lambdal, ...

x1(0)=1,x2(0)=2,x1(2)=1,x2(2)=0")

g =
lambdal: [1x1
lambda2: [1x1

x1: [1x1

x2: [1x1
>> j=1;for tp=0:0.
t=sym(tp) ;

x1p(j)=double(subs(S.x1));
x2p (j)=double (subs(S.x2));

sym]
sym]
sym]
sym]

02:2

lambda2(j)=double (subs(S.lambda2)) ;
u(j)=-double(subs(S.lambda2)) ;

t1(j)=tp;
J=j+1;

end

LAAS
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cows 2  Approche variationnelle en CO : exemple 2 16

[0 Exemple 4 Probléme du transfert orbital : soit une fusée de masse m(t) devant
atteindre en un temps donné (ts) l'orbite circulaire de rayon maximal (r(ts)) a partir
d’une orbite circulaire donnée r(0) et avec une vitesse initiale donnée vo, en utilisant

une poussée constante T' dont 'orientation ¢(t) peut varier.

Mise en équations :

- Equations dynamiques :
9 Y 9 T Satellite

T(t) —u t) \ 77“bit6 finale

2 * \\
. ve(t 1" sin N
iy = L8 s, Tsind

T T mo — |m(t)|t \
: UV T cos ¢
(t) = — : I,

r mo — |m(t)|t

1 T’(O) L -
Centre attractif ,,' X

- Conditions aux limites :

Orbite initiale

- Fonctionnelle : J = —r(ty)
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cours 2 Approche variationnelle en CO : exemple 2 (II) 17

[1 Hamiltonien :

HG0, 00 A0) =+ xa (5~ Sy Tome ) (L, Temd )

r r2  mo—|mlt r mo— |mft

[1 Equation de commande :

B 007N = T SO s () = XD sing () ¢
N (1) cos " () = Ni(8)sin 6 (1) = tan (1) = 1
0 Equation d’état adjointe :
G0 = —mE O30 = x50 (-5g 2 - xye O
() = 0.6 N0) = A0+ 5
W) = —H0.6X0) = 205 A0

[0 Conditions de transversalité : t; fixé et x(ty) contraint par ¥ (ts,x"(ty)) =0
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cours 2 Approche variationnelle en CO : exemple 2 (III)

18

Probleme aux deux bouts : (TPBVP)

7;.* — *k
- v2* L4 T sin ¢
uwt o= — _
r* r2*  mo — |m(t)|t
. urv* T cos @™
v o= = =+ :
r* mo — |m(t)|t
2% * ok
% « (¥ 21 LUV
AL = A (_ 2 r3*) — A3 2
v*
Az = —=AT+ )\:‘;r—*
o= —2ul el
r r
Conditions initiales et finales :
VQ\//_L
Ni(ty) = -1+ r(0) = o i
2r*3/2(t y) w*(ty)
Ns(t) = u(0) = 0 * T
L v (tf) o T*(t )
A;(tf> e Vo U(O) = T_ L f
0

LAAS
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Cours 2 Principe du maximum de Pontryagin 19

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

min J(gc,u)—/fL(t,x(t),u(t))dt+wo(tf,x(tf))

u(t)eU to
sous CU(t) — f(t,CU(t),’LL(t)), :L“(to) — o
x(ty) = x5, ty libres

0 Hypothéses 1 - les fonctions L(.) et f(.) sont de classe C' par rapport 3 x et t :
flt,z,u), fo(t,z,u),fe(t,x,u), L(t,z,u), L(t,x,u), L (t,z,u) sont continues sur
[to, 1] x R" x U

- Le Hamiltonien H(t,z,u,\) = L(t,z,u) + X' f(t,z,u) est de classe C' par rapport 3
x : H(t,z,u,\) et H.(t,z,u,\) sont continues sur [to,ts] x R" x U x R"

- Contrainte sur le vecteur de commandes : u(t) € U espace topologique de

KCo([to, ts], R™)

- Les variations du(t) sur la trajectoire optimale de la commande u*(t) ne sont plus
arbitraires : u(t) = u*(t) + du(t) e U

- Principe du maximum de Pontryagin pour H(t,z,u,\) = —L(t,z,u) + A f(t,z,u)
donc ici principe du minimun de Pontryagin
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Cours 2 Principe de Pontryagin 11

20
Premieére variation de la fonctionnelle :
5 = [H n zpa‘tf} L Oty Vo, 5 — A*(t)}ﬁf 5z
f
ty : T
+/ { {Hm + A*(t)] 5x(t) + H;’;T(Su(t)} dt
to
Les conditions nécessaires pour que u*(¢) minimise J sont :
- 0J =0si u"(t) est a l'intérieur de U
- 0J > 0 si u*(t) est sur la frontiere de U
- Equations canoniques de Hamilton : ut
™ (t) = Ha(t, ™, u", \¥)
A (t) = —H,(t,z*, u*, \¥) |
- Conditions de transversalité : |
[H* +¢g§tf] ; Oty+|Va, g — A*(t)ﬁf Szp=0 O ty 1
f

t

f
0J = H:"Su(t)dt avec H: du(t) = H((t,z*,u* + du, \*)) — H((t,z*,u*,\*)) d'ou
o

0J > 0 implique H(t, ™, u, \*) > H(t,x*,u", \*) Yu el

LAAS
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Cours 2 Principe de Pontryagin : énoncé 21

[1 Théoreme 3 principe de Pontryagin

Siu*(t) € U est une commande optimale admissible et x*(t) la trajectoire d’état optimale
solution de I'équation d’état associée a u*(t) alors il existe un vecteur \*(t) tel que les

équations canoniques de Hamilton :

*(t) =  Hx(t,xz™,u*, \")
A() = —H.(t,z*,u*,\)

L.S. Pnt;agin
aient des solutions (x*(t), A" (t)) sous les conditions de transversalité :

T

{H*+¢Stf} Oty + Ve, o — A ()], dxp =0

It s Ity
et u*(t) est un minimum global du Hamiltonien sur U
g

min H(t,x", A", u) = H(t,z",\",u")
ue

ou
H(t,z" , X\ u) > H(t, 2", \",u") Yueld
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Cours 2 Principe de Pontryagin : commentaires 22

Nota :
- Si le vecteur de commande n'est pas contraint, la condition de minimisation du

Hamiltonien revient a I'annulation du gradient du Hamiltonien par rapport a la

commande a |'optimum

mI;Rn H(t,z*, X\, u) = H(t,z*, \",u") < Hy(t, 2", X" ,u") =0
uclR™

- Probléeme aux deux bouts : 2n équations différentielles a résoudre avec n
conditions initiales 2(0) et n conditions finales si x(¢) est fixé ou N multiplieurs
+ n — N contraintes sur les variables adjointes si 1(.) € R avec (ts, z(tf)) =0

Conditions nécessaires additionnelles :

[0 Sity est libre et H(t,z, \,u) = H(x, \,u) alors
H(x*(t),\*(t),u"(t)) =0 Vte lty,ty]
[0 Sity est fixé et H(t,x,\,u) = H(z, A\, u) alors

H(x" (), N (£),u*(t)) = C Yt € [to, ty]
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Cours 2

Principe de Pontryagin : commentaires

23

Commande optimale des systemes dynamiques

Applications du principe de Pontryagin

r}]' 5
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cours 2 Principe de Pontryagin : exemple de I'alunissage 24

[1 Exemple b Probleme de I’alunissage

ty ty
min —/ :bg(t)dt:/ ou(t)dt
0 0

0<u(t)<1

sous t1(t) = xo(t)

T2(t) = —g + o

t3(t) = —ou(t), x1(0) = hg >0
tf libre, 22(0) =v9 <0

z3(0) =M+ F, z1(tf) =0
za(ty) =0, 0 <u(t) <1

Nota : probleme de consommation minimum = probleme en temps minimum

(vo—gtys)

J(ts) = — /Otf b ()dt = — /Otf n(t)dt = m(0) — m(t;) = m(0) (1 et )

J(ts) est une fonction strictement monotone croissante

UNIVERSITE
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Cours 2 Principe de Pontryagin : exemple de 'alunissage 25

[1 Définition du Hamiltonien :

H(x, A\, u) = ou(t) + A1 (t)x2(t) + A2(t) (o ult) _ g) — oAs(t)u(t)

[1 Equations canoniques de Hamilton :

zi(t) = a5(t) 0

C4 = — aau*t

o5(t) = g+ 7 (0)

ii(t) = —ou*(t)

Ai(t) = —H; =0 = M) =K

MNs(t) = —H! =-\Ni(t) = N(t)=—Kit+ K>

¥ - . 5(t)u”(t) o (Kqt+ Ko)ut(t)
Ni(t) = —Hj =oa 22700 = A3(t) = o« 20

[1 Conditions initiales, finales :

ml(O):ho $2(0)=?)0 $3(0)=M—|—F ml(tf):() ZCQ(tf) =0

UNIVERSITE
LAAS TOULOUSE Il =
CNRS - PAUL SABATIER i
-—/

Commande Optimale




Cours 2 Exemple de 'alunissage 111 26

[1 Analyse du Hamiltonien comme fonction de wu :

H(u) = A1 (t)z2(t) — Xa(t)g + 004228 —o(As3(t) — 1) | u(t) = ¢1(t) + P2(t)u(t)

H (u) est une fonction affine qui est minimale en ses bornes inférieure ou supérieure
suivant le signe de ¢2(t) = commande optimale tout ou rien
- (t) = 1osigo(t) <0 & 2220 41 < (1)

0 sigo(t) >0 & 2220 41> Ag(t)

Nota : condition de singularité

u(t) est indéterminée si 2 (1) = O‘AQ(S;) +1—X3(t) =

Cette condition de singularité ne peut jamais étre physiquement satisfaite

[0 Etude du signe de ¢2(t) = aaizgg —o(A3(t) — 1)

doa(t) A1 K;
- = —o« = —o«w

dt x3(t) m(t)
- 1 commutation au plus en t.

- Pour tg — t. u*(t) =0 et pour t. — ty u™(t) =1

UNIVERSITE
TOULOUSEIII
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Cours 2 Exemple de 'alunissage 111 27

[0 Etude de lI'arc de trajectoire 0 — t., u =0 :

Pi(t) = a3(t) = @) = —L 4 vt + ho
Bt) = —g = a3t) = —gt+Ci=—gt+u
z3(t) = 0 = x3(t) = m0)=M+F

[0 Equation de la trajectoire en chute libre :

(v — x5°(1))

ZIZ‘}< (t) = ho + 29

[1 Conditions finales au point %, :

2
af{c — - g;C —|_ UOtc ‘|‘ hO
T3, = —gtec~+ vo
T3, = M+ F
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Cours 2 Exemple de 'alunissage 1V 28

[ Etude de I'arc de trajectoire t. = t¢, u=1":

21 (t) = 23(t) =

() — _g_t2 , am(0)  am(0) |, ot —t.) 0w 11— o(t—tc)|
1(t) = =5 +vot+ho+ — = + = [1 m((O))J (,lftl) m(0) 1]
azg(t):—g—l—xg)(t) = x5(t) = —gt + vo — alog m(0) -

t3(t) = —0 = z3(t) = —ot+ Cs5 = —ot+m(0) + otc. = —o(t — t.) + m(0)
[1 Conditions finales : m7, t%, t.

am(0) . am(0) [1 _ "(Z@;:)] [log

U(t}kc —t7)

0= m(0)

ts
gf —I—’Uotf—l-ho—l-

2 o o

.

0= —gt}—kvo—alog 1 —
m} = —o(t; —t.) +m(0)

m(0)

MATLAB :

>> [mf,tc,tfl=solve (’mf+(50*(tf-tc))-1500=0",’-(1.63*tf)-(200*%log(1-((tf-tc)/30)))=0",...
’—(0.815%t£~2)+6100+((6000%* (1-((tf-tc)/30)))*(log(1-((tf-tc)/30))-1))")
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Exemple de 'alunissage V 29

[ Equations de la surface de commutation : m(0)/o > 0* =1t3 —t2 >0

Cours 2

. g0*? . am(0) of”*
= — —abf” — log |1 —
Tie 2 ¢ o 21T m(0)
5 . 00"
To. = @gO0" 4+ alog|l — m(0)

Nota :
- En éliminant 8™, on obtient la surface de commutation F'(z7.,x5.) =0

- 0™ /m(0) est la proportion de masse initiale consommée
oA

< 0.25

[0 Approximation de la surface de commutation : pour
m(0)
of”* 00" o20*?
log |1 — — —
m(0) m(0)  2m(0)?

o (g— aa) 2ri. Qo
> m(0) ) \| 2% —g  m(0)® 2% — g

2 *
Nota : ——— > g et 0% = wﬂﬁc
m(0) (m(o) —9g)
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Exemple de 'alunissage VI 30

[0 Espace réalisable :

( 2
0" 0 < 21 < 0.252am—go)
—— <025 = A« o 2
m(0) ~0.5a™9 0520 < <
\ o o
oua=>0 5(ﬂ —g)etb= Lﬂ et la surface de commutation approximée :
7 'm(0) ~ 2m?2(0) PP '

f(T1c, T2c) = bric + 2a% /B 4+ amae = 0

Surface de commutation

Surface de commutation approximée

_80 -
Trajectoires en chute libre 9
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/
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Cours 2  Exemple de 'alunissage VII : application numérique 31

Données numériques :

ho =100 m m(0) = 1500 kg ¢ = 1.63 m/s”
oc=>50kg/s a=200m/s

Trajectoire optimal

th =12.61 s t* =9.68 s
o m’ = 1353,5 kg J* = 146.5 kg
“isr 1 zi.=23.63m x5, = —15.78 m/s
Surface de commutation
/ 0<x1.<141.65m —44m/s < x2. <0

_20 -

-25 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
X
1

Nota : la surface de commutation et la trajectoire (t. — t) optimale sont distinctes
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Cours 2 Commande optimale bang-bang 32

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

min (o) = /t L(t, 2 (1)) + M (¢, a(8))u(t)dt + do(t s, 2(t5))

sous  (t) = f(t,x(t)) + G(t,z(t))u(t), z(to) = o

-U=Au(t) eR™ : u, <u; <y Vi=1,---,m}
- La commande "entre” linéairement dans le probleme

[1 Hamiltonien : fonction linéaire de u

H(t,z(t),u(t), \(t)) = L(t,z) + M*(t,2)u(t) + X (t) [f(t,z) + G(t, x)u(t)]

[l Principe de Pontryagin :

La commande optimale u*(¢) est une commande bang-bang
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Cours 2 Commande optimale bang-bang II 33

[0 Equations canoniques de Hamilton et probléme aux deux bouts :

z(t) = f(t,z(t)) + G(t,aﬁiﬁt))u(t), x(to) :Tato
joy = SHeD LD, g O gy 3 2EE T Ap) =

[1 Exemple 6 modeéles linéaires et temps minimum

min ly
—1<u(t)<1

SOus x(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t)
x(to) = xo, x(ty) =0
O Hamiltonien : H(t,z(t),u(t), A(t)) = A (1) Az (t) + AT (¢)b(t)u(t)
[0 Principe de Pontryagin :

A (4)b(t) fonction de commutation

0 Condition de transversalité : AT (t§)(A(ts)x(ts) + b(ts)u(ts)) +1 =0
O Equation d'état adjointe : A(t) = —AT (£)A(t)
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Cours 2 Arcs singuliers 34

0 Condition de singularité / commande i : [M™*(¢,z*) + )\T(t)G(t,a:*)]Z_ =0

H(t,xz",\*) = L(t,z") + Z M (t,x™ )l (t) + X () | f(t,x") + Z G (t, z")uj ()
JF JFi

u; est un élément optimal singulier du vecteur de commande optimale w.

Vv Définition 1 solution singuliére

Pour un vecteur u*(t) dont les composantes sont singuliéres, si la condition
OH(t,x™, \™)

ou
singuliere (arc singulier) totale (partielle) sur [to,t¢] ([t1,t2])

= (0 est vérifiée sur un intervalle de temps fini alors u*(t) est une solution

[1 Théoreme 4 condition généralisée de Legendre-Clebsch

Une condition nécessaire d’optimalité de I'arc singulier de commande u*(t) est

D 2q
id Hy =0Vtelto,ty] et (—1)7 0 d”H,

>~ t t
ou dtp ou dt2e = 0Vt € [to, ts]

pour p pair et q 'ordre de singularité de u*(t)
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Cours 2 Surfaces singulieres 35

min  vo(a(ty)
sous (t) = f(x) + g(x)u ,u € R, x(0) donné
Bla(ts)) =0, ty fixé
Hamiltonien : H = A1 (f(z) + g(z)u)
Systéme d’état adjoint : A = — I\ — gX \u

[
[
[ Conditions de transversalité : A(ty) = V10 + w;;rfy
0 Condition d'optimalité : H, = A g(x) =0

[

Conditions de singularité :

SUH) = NTgu(f() + gl@)u) = T (fo + gru)g(x) = 0
= XN (gof(x) = fog(x)) = XN g(x) =0
2
ClH) = X fa(e) - N gea(@)u+ AT gu(f(x) + g(a)u) = 0
= u(M'qug(z) — A geq(@)) + X (¢ f (@) — faq(z)) =0
L_é@/é/ Commande Optimale 'L’TJ gtz



Cours 2 Surfaces singulieres (IT)

36

[0 Commande singuliere : si (A gzg(x) — A goq(z)) #0

N (qaf(x) = faq(x))
AM(gz9(x) — goq())

U= —

[0 Surface singuliere dans I'espace (A, x) : (dimension 2n-2)

Mg(x) = 0
A (gof(z) — fag(z)) = 0

Nota :
OH

- Si —— =0 et t¢ libre alors la dimension de la surface singuliere est 2n-3

ot
H =X (f(z)+g(x)u) =X f(z) =0
- Sin = 3 alors I'équation de la surface singuliere est donnée par :
J1 Jo f3

g1 92 g3
(9= f(x) = fog(x))1  (9uf(x) = f2g(x))2 (92f(x) — fog(x))s
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Cours 2 Arcs singuliers : exemple

37

Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

1 2
min J = —/ 2 dt
lu(t)|<1 2 Jo

sous  @(t) = u(t), z(0) =1, #(2) = 0

[0 Hamiltonien : H(x,u, A) = % + Au

[1 Equations canoniques de Hamilton :

" (t) = u*(t), z°(0) =1
A = —z(t), z°(2)=0

[0 Principe de Pontryagin :

\

—1 si A*(t) >0
u”(t) = —sign(\* (1)) = < 1 si A"(
singuliere si  A*(t) =0

t) <0

LAAS
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Cours 2 Arcs singuliers : exemple (suite) 38

[0 Analyse des arcs singuliers : A(t) =0, V t € [t1,t2] C [0, 2]
At)=0 = At)=0 = z(t)=0 = u(t) =0

Nota : une commutation se produit en t1 si z(t1) = 0

[ Discussion :
- A () <0 = u'(t) = —sign(A*) =1 = z*(t) =t + 1 donc pas de commutation
et solution impossible
- A () >0 = u'(t) = —sign(\")=—-1 = z*(t)=1—-t = t.=1 alors

2
N (1) = % — £+ A(0) avec A(0) = 0.5

La solution optimale est donc donnée par :

u(t)=—-1 z"(t)=1—1¢
0<t<1 42 1 S 0
N ()= = —t+ = S W
(="t A
u (t) =0 x*(t) = .
L<t<? (t) (t)
A'(t)=0 A (2) = ®
LAAS TOULOUSE i
== Commande Optimale S
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Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

ty
min J:/ dt =15 — to
u(t)eu to
sous (t) = Ax(t) + Bu(t), x(to) = xo, z(ty) =
- U={ut)eR™ : -1 <u; <1Vi=1,--- ,m}
- La dynamique du sytéme est supposée linéaire
0 Hamiltonien : H(t,z(t), u(t), A\(t)) = 1 4+ A'(t) [Az(t) + Bu(t)]
[0 Equations canoniques de Hamilton :
t*(t) = Ax*(t)+ Bu*(t), z"(to) = xo, "(ty) =0
() = —ATA()

[0 Principe de Pontryagin :

\

—1 si BYA*(t) >0
w* (t) = —sign(B" A\ (1)) = ¢ 1 si BYA*(t) <0
singuliere si BTA*(t) =0
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Cours 2  Commande optimale en temps minimal : théoremes 40

[1 C.N.S. de singularité :

[ Théoreme b Le systeme admet une commande optimale en temps minimum

singuliére sur [t1,t2] ssi le systéme n'est pas commandable

[0 Unicité de la commande optimale et nombre de commutations :
[1 Théoreme 6 Si le systéme est compléetement commandable alors il n’existe
qu’'une seule commande extrémale égale a la commande optimale en temps minimum.
Dans ce cas, si ses n pbles sont réels la commande optimale u*(t) peut commuter au
plus n — 1 fois

[1 Existence de la commande optimale :

[ Théoreme 7 Si le systéeme est complétement commandable et si les valeurs
propres de A sont toutes a partie réelle non positive alors une commande optimale en

temps minimum conduisant xo en x(ty) = 0V xo € R" existe toujours

Nota : si le systeme est temps-variant (&(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)), I'unicité des
extrémales et de la commande optimale est toujours vraie

Lans : @ uistadi
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Le probleme de commande optimale étudié est défini par :

tf m
min J = w; (t)|dt
i, =D

sous (t) = Ax(t) + Bu(t), x(to) = xo, x(ty) = xy

0 Hamiltonien : H(t, z(t),u(t), A(t)) = > _ |Jui(t)] + X' (t) [Az(t) + Bu(t)]
i=1
[0 Equations canoniques de Hamilton :
" (t) = Azx™(t)+ Bu'(t) z"(to) = o, " (ty) = x5
(1) = —ATX*(t)
[1 Principe de Pontryagin :
( 0 si |[BTA*(t)| < 1
—sign(BX A" (t i [BTA(t)] > 1
0<u<l si BYA*(t) = —1
| —1<u<0 si B'A*(t) =1

LAAS
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cours 2 C.0O. en consommation minimale : théoremes 42

[1 C.S. de non singularité :

[1 Théoreme 8 Si le systeme est commandable et la matrice A n'est pas
singuliére :

det(BjA)#O Vij=1,---,m B= [ By --- Bj .- B,, ]
alors le systeme n'admet pas de commande optimale en consommation
minimale singuliére sur [to, ]

[0 Unicité de la commande optimale en consommation minimale :

[] Théoreme 9 S/ le systeme n'admet pas de commande optimale en
consommation minimale singuliére sur [to,t¢] alors il existe une unique
commande optimale en consommation minimale.

[1 Structure de commande en boucle ouverte ou fermée

Nota : pas de théoreme général d'existence de la loi de commande optimale en
consommation minimale
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