Commande optimale des systemes dynamiques

Cours 2
Rappels de PNL

Application a la commande optimale en temps discret
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Rappels de PNL : minimisation sans contrainte 2

fx)y & 2 3
min f(z) | 5

1) minimum local, (7) minimum local sur (c,b)

4) minimum local et global sur (a,c) et 2

3) point selle 3 7

5) et (6) optima non analytiques

(
(
(
(2) maximum local
(
(8) maximum local et global sur [c, ] 0 a c b

v Définition 1 z* € D C R" est un minimum local (global) de f : R™ — R si
de>0telqueV x € B(x",e)ND (VY x & D) alors :

f@") < f(=)
[1 Théoreme 1 conditions nécessaires d’optimalité locale

CN1 Premier ordre : si x* € D est un minimum de f : R" — R alors V f(z™) =0

CN2 Deuxiéme ordre : si x* € D est un minimum de f : R" — R alors
Vif(x*) =0
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Rappels de PNL : minimisation sans contrainte II 3

v Définition 2 point stationnaire

Tout point x™*(t) qui vérifie la condition nécessaire d’optimalité au premier ordre

(CN1) est un point stationnaire de la fonction f.

[1 Théoreme 2 conditions suffisantes d’optimalité locale

CS Deuxiéme ordre : si Vf(z*) =0 et V°f(z*) = 0 alors z* € D est un minimum
local de f : R" —+ R

[1 Exemple 1

- f(x1,22) = 25 + 5

- (x1,22) = (0,0) est un mini. global sur R*
- Vfi(z) = [ 2r1 2x2 }

- V2f(z) =2 x 15

- (0,0) est un minimum global de f

N o - N w + w fer] ~ o
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Rappels de PNL : minimisation sous contrainte 4

(PNL)
Hel}% f() - Fonction coiit (critere) f € C'(R™, R)
sous h(r) =0 - Contraintes égalités h € C' (R™,R™)

(2) < 0 - Contraintes inégalités g € C'(R",R")
g\r)

v Définition 3
- x € R"™ est (strictement) réalisable de (PNL) si h(x) =0 et g(x) =20 (< 0)

- x € R"™ réalisable est régulier si

rg(H):rg([ Vhi(z), - ,Vhmn(z) D —m

Pour x € R" réalisable A(x) = {j | g;(x) = 0} est I'ensemble des contraintes
actives (saturées). Si j & A(x), la contrainte associée a g; est inactive
- x* € R"™ réalisable est un minimum local de (PNL) si 3 € > 0 tel que pour tout

point réalisable x
|z -2 <e = [f(=") < fo)
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Minimisation sous contrainte : théorie de Kuhn-Tucker 5

[1 Théoreme 3 condition nécessaire au premier ordre d’optimalité locale
(Karush-Kuhn-Tucker)

CN1 Six™ est un minimum local régulier de (PNL) alors il existe deux vecteurs de
multiplieurs de Lagrange \™ € R™ et u* € R" tels que :

VL(z* )\, u*) =0
(:IZ ,LL) V(")
N;ZO jzl,”',’l“

p; =0 VjdgA")

L(z, A\, p1n) : R" x R™ x R" — R est le lagrangien associé a (PNL) :
L(z, M\, p) = f(2) + Nh(x) + p'g(x)
v Définition 4 solutions de KKT

Les solutions des conditions nécessaires au premier ordre sont appelées solutions de
Karush-Kuhn-Tucker.
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Minimisation sous contrainte : théorie de Kuhn-Tucker ¢

[1 Théoreme 4 condition nécessaire au deuxiéeme ordre d’optimalité locale
CN2 On suppose que les fonctions f, h, g sont de classe C?. Si z*, point
réalisable, est un optimum local alors 3 \* € R™ et 4 u* € R" tels que :

Y' Ve L@ A 1"y >0 YV y € V()
ol V(x*) est le sous-espace des variations réalisables au 1°" ordre :
V(@) = {y | Vhi(@*)'y =0, i=1,---,m, Vg;(@*Yy=0 j e Alz")}
[ Théoreme 5 condition suffisante d’optimalité locale

f, h, g sont de classe C? et soient x* € R™ réalisable, \* € R™ et u* € R”

tels que :

VL(x*, X, u*) =0
y' Vo L, X pu*)y >0 Yy#0eV(s"

alors x* est un minimum local strict de (PNL)
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Minimisation sous contrainte : exemple 1

7

[1 Exemple 2

min r1 + X9
L1,T2

sous 7 + x5 =2

- Minimum absolu :
Tt = [ -1 -1 ]

- Maximum absolu :

w=[1 1]

0 h(x")
.l

f(x)
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Minimisation sous contrainte : exemple 2 8

[1 Exemple 3 (McCormick 1967)

min  (z1 — 1)% + 23
L1,T2

sous 2kx; —x3 <0 o

O0<k<1:

(:c*,,u*)qu—k i\/Zk(l—k)],l) @ .
k>1

(@)= (| 0 0].1/k)

k<0 :

(@) =([1 0,0
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Commande optimale en temps discret : définition 9

Soit le probleme de commande optimale en temps discret :

min J(x;,u;) = ZL Ti,U;) + Yo(TN)

sous T; = fi_l(:ci_l,ui_l), i=1,---,N, N fixé
xi €R™, 1=0,---,N
ro = T donné
u; ER™, ¢=0,--- ,N—1
p(zy) =0
avec :
- J(x;,u;) est une fonction de Bolza (Lagrange pour ¥g = 0, Mayer pour
L; =0)
- L; : R* x R™ — R fonction C? appelé Lagrangien
- 1y : R™ = R fonction C?
- 1 : R™ = RP fonction C? définit les conditions de bord
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CO en temps discret : nature du probleme 10

Vv Définition b trajectoires d’état et de commande

Un_1= (ug,u1, -+ ,un_1) est une trajectoire de commande et
x = (xg,x1, -+ ,TN) est une trajectoire d'état.

[1 Hypotheses 1 La trajectoire d’état x est unique pour Un_1 donnée

ri = fici(fi—2(fi—s(--),ui—2),ui—1), ¢=1,--- N

Ly = Fz'(u()aul)'” 7ui—17$0) — Fz'(Ui—laxO) 1= ]-7 7N

Le probleme de CO en temps discret est un probleme de PNL sous contraintes
égalités (COD) :

N-1
min J(Un—1) = Lo(zo,ug) + Z L;i(Fi(Ui—1,0),ui) + Yo (FN(Un-1, T0))
=t i=1

sous 1xg = T donné
u; ER™, ¢+=0,---,N—1
V(FN(Un-1,70)) =0
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CO en temps discret : forme de Mayer 11

- Lagrangien :

N-1
L(Un-1,v) = Lo(wo,uo) + > Li(Fi(Ui—1,20),u:) + o (FN(Un—-1,20)) + v ¢ (Fn(Un_1,30))

1=1
N—1

= Lo(xo,uo0) + Z Li(F;(Uj—1,x0),u;) +VY(FN(UNn—-1,%0), V)
| — i1 “ - J

Y1 Yi4+1—Y4q

- Passage a la forme de Mayer : J(Uy_1,v) = U(Fy,v) +yn = U(Fy,v)

~

yi = Yi—1+ Li1(xio1,ui—1) T . ~ .
Ti = = fi—1(Ti—1,ui—1) = F;(U;—1, To)
Yy = 0 Yi

Le probleme de commande optimale en temps discret est un probleme de PNL

sans contraintes :

~

min j(UN_l,V) = @(FN(UN_l,ZC()),V)

UN_l,V

(CODM)  gous To = = donné
u;, € R™, +=0,--- ,N—1
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CO en temps discret : CN au premier ordre 12

- CN d'optimalité au premier ordre :
CN1 :siUyx_; = (uj,ui, -+ ,ux_q) est une trajectoire de commande
optimale pour (PCODM) alors :

Ve, JUS_) =0 Vi=0,---N—1
- Calcul de Vuz.J(UN_l) — vui\IJ(FN(UN_l,.Q?o)) :

Vo J(Uy_1) = Vi FnVU(Fy)
— vuzfz vxi+1f’i—|—1°'°va_1fN—1v\Ij(FN)

7

Xit1
ou :
V., Fn @ matrice gradient m X n
VU (Fy) : vecteur gradient n x 1
V., fi : matrice gradient m x n
V., fi : matrice gradient n X n
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CO en temps discret : équation adjointe 13

v Définition 6 vecteur adjoint

On définit le vecteur adjoint \;, e R", VY i=1,--- N par
>"i — vﬂ?ifiviv7;+1fi—|—1"'vCCN_1fN—1v\Ij i:1,°-° 7N_1
Nit1
Ay = VU

Equation adjointe :
ANi = Vg fidigr 1=1,--- , N—-1
AN = VU

La condition nécessaire d'optimalité au premier ordre devient :

Vo, JUs_) =V, fidig1=0 Vi=0,---N —1
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CO en temps discret : pb. de Lagrange 14

- Calcul de V., J(Un—_1,v) = Vo, U(En(Un—1,%0)) :
Vuij(UN_l,u) — vuiﬁ'S\H_l, 1= O, Tt ,N — 1

ou :
S\i = V;‘,}iﬁj\i+1, Z: 1, ,N—l ~ fz(:cz,uz)
. ~ avec f; =
Ay = VU Yi + Li(xs,u;)
- Vecteur adjoint :
. AN \44 . Ai Ve fi Vi, L Ait1
ZN 1 Z; 0 1 Zi+1
- Equation adjointe et CN d'optimalité :
Hi(xiagz7Ai+1) Hi(wi,ui,)\i+1)
Ni = Ve (fihigi+Li), Vi=0,--N-1 V., (fAp1+L;)=0

Ay = VU
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CO en temps discret : formulation Hamiltonienne 15

CN2 :siUy_{ = (uj,ui, -+ ,uj_;) est une trajectoire de commande
localement optimale pour (COD) alors :

Vu, Hi(x},uf,Aj 1) =0 Vi=0,---N—1

ou le Hamiltonien est défini par Hz(xz, Uj, )\z'—|—1> = LrL(.CIZZ, ZLZ) + )‘;—I—lfi@ji? ZLZ)
et I'équation d’état adjointe est donnée par :

Af = Vo Hi(zhul, Afyy), i=1,--- ,N—1

avec la condition terminale A%, = VW (X% ) et la condition initiale xg ==

Nota : il est nécessaire de résoudre un probleme aux deux bouts (Two-Point
Boundary Value Problem, TPBVP) par la résolution d'un systeme d'équations
récurrentes non linéaires de dimension N (2n 4+ m) en les inconnues x;, A\; et u;.
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CO en temps discret : exemple de la perle 16

[1 Exemple 4 : Perle

Une perle glisse sans frottement dans un plan (x,y) le long d'un collier dans un
champ de gravité donné par |'accélération g. Déterminer la forme de la courbe faite

par le collier pour atteindre I'abscisse maximale en un temps ty = NA'T donné.

- Equation des forces :

Vit+1 = Ui + gAT sin Yi

- Equations de la cinématique :

Tit1 = Ti-+ As; cos Yi

As;, = ATv; + gAT2 sin y;

Ti Tit+1 T
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CO en temps discret : exemple de la perle I1 17

[1 Modélisation :

Li+1 = i
Vix1 = v; + gAT siny;
[1 Fonction colit : J = —xxn

[] Hamiltonien :

H; = N (v; + gAT siny;) + A1 (z; + ATv; cosy; +

[1 TPBVP :

Y1 — A) — R cosy;
)\f?

ty t . gt
gAY q oSy + v siny; — 2Nf2 cos 2;

t

Vit+1 — gﬁ Sin 7y;

ty gtf .
Ti11 — i — FV; COSY; — 5xiz SINY; COSY;

+ (v, AT + £AT?sin ;) cosy;

gAT?

sin ~y; cos ;)
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CO en temps discret : contrainte terminale 18

Soit le probleme de commande optimale en temps discret :

N—1

i,Ug —0

SOus Xr; = fq;_1<CU7;_1,u7;_1), 1= O, c e ,N — 1, N ﬁXé
x; €eR", i=1,--- N x9 =7 donné

Y(zn) =0

Yo(xzn) est remplacée par ¥(zn,v) = Yo(zn) + v'p(xzn). Le hamiltonien et les
conditions d’optimalité (équations canoniques de Hamilton) ne changent pas.

- Hamiltonien :
Hi(zi, Niv1, wi) = N1 fi(@i, wg) + Li(@i, ug)
- Equation adjointe :
N = Vo, Hiw],ul, Xpn), A = VaWl(ah,v") = Vadho(ak) + v Vah(2)
- Equation d'optimalité :

Vo, Hi(xi,ui, \iz1) =0, Vi=0,--- , N—1
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