Commande optimale des systemes dynamiques

Introduction et historique
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Cours 1 Renseignements pratiques

Enseignant Denis Arzelier : Directeur de recherche au LAAS-CNRS
Contacts Tel : 05 61 33 64 76 - email : arzelier@laas.fr

Web-page http ://homepages.laas.fr /arzelier /cours.html
Organisation du cours

[0 20h : 3x2=6 h (CM) + 3x2=6 h TD + 2x4 h (TP)
[1 Cours magistral, bureaux d’études

[1 Support de cours : transparents
[1 Exercices sur feuille et TP MATLAB

Enseignant Frédéric Gouaisbaut
Organisation du cours

0 8h:2h (CM)4+2hTD + 4 h (TP)
[1 Cours magistral et bureau d'études

[1 Support de cours : transparents

[1 Exercices sur feuille et TP MATLAB
[1 1 Examen 2 h

Durée totale : 30h
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Cours 1 Survol historique thématique 3
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cours 1 Probleme classique du Calcul des Variations 4

Le probléme de calcul des variations est défini sur I'espace de Banach C'([to,ts],R")

min J(z,ty) = /tf L(t,z(t),x(t))dt + Yo(to, x(to), ts, z(ts))
xeCl([tg,ts],R™) to
sous O(t,x(t), z(t)) =0
Y (to, z(to), ts, x(ty)) =0
x(to) = o
x(ty) = xy ty libre ou fixé

avec :

- J(z,ts) est une fonctionnelle de Bolza (Lagrange pour 1o = 0, Mayer pour L = 0)

- L : V — R fonction C* appelé Lagrangien

- Yo : W — R fonction ct

- 1) : W — RP fonction C' définit les conditions de bord ou conditions aux limites

- & : V — R* fonction C' définit les contraintes de phase ou contraintes holonomes si
O(t,z(t)) =0

- V est un ouvert de R x R™ x R™ et W un ouvert de R x R" x R x R"
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Cours 1 CV : exemple du brachistochrone

Si dans un plan vertical deux points A et B sont donnés, alors il est demandé de
spécifier 'orbite AMB d’un point mobile M, le long de laquelle, partant de A, et

sous la seule influence de son propre poids, il arrive en B en un temps le plus
court.

Jean Bernoulli, Acta Eruditorum, juin 1696

Contributeurs :

- 1638 - Galiléo Galilée (Arc de cercle) y=—ox |
- 1696 - Jean et Jacob Bernoulli " y=—ayy

Cycloide |
- 1697 - Isaac Newton ]

- 1696 - Gottfried Wilhelm Leibnitz
- 1696 - Guillaume-Francois-Antoine de

-12}

—1.4}

Sainte Mesme de I'Hopital
- 1696 - Ehrenfried Walther von Tschirn-
haus
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cows1 Formulation du brachistochrone pour le CV

Soit C'(t) la courbe paramétrée par t et définie par ses coordonnées cartésiennes
(z(t),y(t)) vérifiant I'équation suivante y = f(x) de A(0,0) vers B(a,b) = (3, —2)

Mise en équations : o
- Déplacement infinitésimal : s
d -0.61
ds = \/dx? + dy? = \/1 + (—y)2daz ol
dx
- Théoreme de |'énergie cinétique :
dS -1.4F dy ds
v(t) = i /2gy wof =
- Temps de parcours infinitésimal : Fo e 4 a2 25
ds \/1 + (%)Qd:c Probléme de calcul des variations :

dt = —
V29Y 29y

Vit
- Temps total : mm / 29
0

/S(tf) ds sous (0)) =
0 V29Y y(a) =b

3.5
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Cours 1 Dolution du brachistochrone par Jean Bernoulli 7

T _ Vi + y? Z \/ (Tit1 — xi)?2 4+ (Yi+t1 — Yi)?

=
vV 29Y1 P V29Yi+1

La courbe solution doit suivre le trajet de la lumiere dans un milieu ou la vitesse augmente

selon I'accélération terrestre (g).

Mise en équations :

- Théoreme de |'énergie cinétique :
v(t) = — = V29y |

- Loi de la réfraction (loi de Snell - 1625) :

sin 0 e sin 0

| |
! !
I I
-1.7r | | i
I I
1 1.05 11 115 12 125 13 135 14 145
v 29y L,

1- La vitesse est nulle en A

2- La vitesse est bornée par vymaez = /29|
Trajectoire sur une courbe y(1+ (dy) ) = Lo b L _ K
- Trajec ; = = =
) dx 29 K2 2910]
. dx 5
sinf = \/dzc2 0 Opposée d'une cycloide générée par un cercle

de diameétre |b]

o= . @ sy
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cours 1 Exemples de problemes de calcul des variations 8

- Problémes isopérimétriques :

b b
min] )/ L(t,xz,x)dt, sous z(a) = z1, z(b) = x2, G(x) = / g(t,xz,x)dt =1
’R a a

x€Cl([a,b

pb. de Didon :

b

b
max / xdt, sous b —a <1, / (1+23)Y2dt =1

x€Cl([a,b],R) a

- Problemes de Newton (surfaces de révolution de plus faible résistance en mouvement
dans un fluide) :

b . 2
xec{?[ianb] R)/ 27m:1 jj_j:Q dt, sous, x(a) = x1, x(b) = x2

- Principes de mécanique (principe de moindre action de Maupertuis (1744)) :

a:ECl ([taatb]’RSN)

ty
min 5:/ T(z) — U(t, z)dt
t

a

< Lorsqu'il arrive quelque changement dans la nature, la quantité d’action nécessaire
pour ce changement est la plus petite possible >
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cours 1 Définition du probleme de Commande Optimale 9

Le probleme de commande optimale est défini sur I'espace
ICCl([t(Jvtf]an) X ICCO([t07tf]7Rm>

<

min
to
sous x(t) = f(t,x(t), u(t))
Y(to, z(to), tr,x(ty)) =0 to, ty libres ou fixés

u(t) € U espace topologique de KC°([to,ts],R™) compact

(2,u) = / "Lt 2(t), u(B)dt + oty 2(t))
(

avec :
- L : V = R fonction C! appelé Lagrangien

- 7o : W — R fonction C!

-1 : W — RP fonction C! définit les conditions de bord ou conditions aux limites
- f : V — R" fonction C! définit les contraintes dynamiques

- V est un ouvert de R x R™ x R™ et W un ouvert de R x R™ x R x R"
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Cours 1 Définition du probleme de Commande Optimale II 10

- Probleme de Cauchy : existence et unicité de la solution de
z(t) = f(t,z(t),u(t)), x(to) = zo
1- u(t) € KC°([to,ts],R™) + f(.,z,.) € C'(R",R")
+ f(t,.,u) € C°([to, ts] x R™, R™) = existence et unicité de la solution de la
contrainte différentielle avec z(t) € KC'([to, ts], R™) (différentiable partout sauf en les
points de discontinuité de u(t))
2 u(t) € L35 ([to, £/, R™) + f(2,.) € CY(R™,R")
+ f(t,.,u) € CO([to, ts] x R™ R™) = existence et unicité de la solution de la
contrainte différentielle avec z(t) € AC([to,tr],R"™)
- Equivalence des pb. de Lagrange (yo = 0), pb. de Mayer (L = 0) et pb. de Bolza

[0 Probleme de Mayer :

i=[ a0 o7 }T, i0(t) = L(t, z,u), 2°(to) = 0

[1 Probleme de Lagrange :

1

=20 o]0 =0, 2% = Tt a(ty)
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Cours 1 CO : exemple de I'alunissage 11

Enoncé du probléeme : soit une fusée de masse m(t) devant alunir (accélération de la
gravité sur la lune (g) en douceur (avec une vitesse v(t) nulle a 'arrivée) a partir d’une
hauteur donnée hg et avec une vitesse initiale donnée vy et en utilisant une poussée
T'(t) toujours orientée dans le sens inverse de sa chute.

Mise en équations :

- Equations dynamiques :

T(t)

m(t)

m(t) = — LW

(0%

v(t) = —g+

- Conditions aux limites :

h(O):ho > 0, U(O):U()SO, m(O):M—i—F
h(tf> =0, U(tf) =0, m(tf) > M

() == [Tt = m(o) — mity

- Contraintes : 0 < T'(t) < p

LAAS

UNIVERSITE
CNRS _~ h JSJLLJLS?\EASTElE"RI Snivet
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Cours 1

CO : exemple de 'alunissage 11

12

Probleme de Lagrange a temps final libre :

min
0<u(t)<1

SOusS

Nota :

_ / b (t)dt = /0 cu(t)dt
t) = x2(t)
t)=—g+ o«
)

u(t)

X3 (t)

<.

2

t
O)Z’UQ<O
O) M—I—F ZCl(tf) =0

<.

8

2

8

3

(
(
3
(
(
(

- Probleme en consommation minimale

- Probleme a temps final libre et avec contraintes inégalités sur la commande et

I'état final

—ou(t), £1(0) = ho > 0

za(ty) =0, M+ F >x3(ty) > M, 0 <u(t) <p
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Cours 1 CO : exemple du transtert orbital 13

Enoncé du probléme : soit une fusée de masse m(t) devant atteindre en un temps
minimal (ty) lorbite circulaire de rayon donné (r(ts)) a partir d’une orbite circulaire

donnée r(0) et avec une vitesse initiale donnée vo, en utilisant une poussée constante T

dont D'orientation ¢(t) peut varier.
Mise en équations :

- Equations dynamiques :

7(t) = u(t)

o v T sin ¢
W) ===~ =t T
: t)__uv+ T cos @

o) = e Z TR

- Conditions aux limites :

r(0) = 10 > 0, u(0) =0, v(0) = %

ulty) =0, o(ty) =/, r(ty) =ry

- Fonctionnelle : J(ty)

|
o8
~

I
~

[

T Satellite

Orbite finale

~
~
~
~
~
N
N
N
N
N
\
\
\
\

<y

: r(0) — :.:
Centre attracti f oz

Orbité initiale
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Cours 1 CO : exemple du transtert orbital II

14

Probleme de Mayer en temps minimum :

min ¢
u(t) !
sous &1(t) = zao(t)
, 2 (t T'sinu
io(t) = 30 .
r1 xf mg — |m(t)| [ :
, ToT3 T cosu
T3(t) = — : I
L1 mo — [(t)[t
21(0) =19 > 0, 22(0) =0
[ B
x3(0) =
[

ZCQ(tf) = O, ZC3(tf) —

Nota :
- Probleme en temps minimal
- Probleme a temps final libre et sans contraintes inégalités

LAAS
CNRS _~
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Cours 1 Résolution d’un probleme de CO 15

[1 Modélisation mathématique du probleme de commande optimale

[J Différents groupes de variables (état, commande)
Fonctionnelle de colit (Lagrange 1762, Mayer 1878, Bolza 1913)
Contrainte différentielle (équation dynamique)

Conditions aux limites (initiales, terminales)

1 O O 0O

Contraintes algébriques (inégalités, égalités, ensembles, espaces)
[ Ensemble d'hypothéses (continuité, différentiabilité)

[1 Caractérisation d'un optimum
[0 Conditions nécessaires (variation d’ordre 1, principe du maximum)
[0 Conditions suffisantes (variation du deuxieme ordre)
[1 Théorie de Hamilton-Jacobi

[1 Résolution des conditions d’'optimalité
[1 Approche exacte

[1 Méthodes numériques
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Cours 1 Pré-requis 16

- Mathématiques :
[1 Algebre linéaire de base
[1 Calcul différentiel et intégral
[1 Eléments d'analyse fonctionnelle
[1 Programmation non linéaire et théorie de I'optimisation statique
- Automatique élémentaire :
[ Méthodes d'analyse et de commande fréquentielles des modeles LTI

[1 Méthodes d'analyse et de commande dans |'espace d'état des modeles LTI

- Informatique : MATLAB

' @i
— Commande Optimale



Cours 1

Pré-requis

17

Commande optimale des systemes dynamiques

Eléments de calcul des variations

r}]' 5
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Cours 1 Calcul différentiel et variationnel 18

- Accroissement d'une fonction z(t) : R — R, C* sur |a, b]
N . 1 . 2 . 2
Ax = x(t+ At) — x(t) = 2(t) At + agg(t)At 4o =de+ —d’z+ -

Nota : o
- t variable indépendante : At = dt, d(dt) = d°t = 0

- La différentielle d’'une fonction x est une différentielle
dépendante dx = (t)dt
- Si x € C*(R™,R) alors

Anz(t) = x(ts+ Atr,ta, - tn) —(ts, - tn)
Az(t) = x(t1 +At, - tn + Aty) —x(t1, - ,tn) gg
dx = x4, (O)dt1 + -+ xe, (t)dt, = V() dt
& —  dTV2a(t)dt ; N s

- Variation a temps fixé d'une fonction z(t) : R — R :

~

Ax(t) = z*(t) — x(t) = 0x(t) + %525(;(75) ...

— Commande Optimale — Freeenas :



Cours 1

Calcul différentiel et variationnel 11 19

- Variation a temps libre d'une fonction z(¢) : R —> R :

Ax(t,dt)

Variations au premier ordre et au deuxiéme ordre :

Ay = 6z + &dt
g ()t

A() =0d() +

Nota :

it =i+ A =4+ 00+ 152
S = Ad =i+ 0%+ 152

=z*(t+dt) —x(t) = Ax(t)+ Az*(t,dt)

= x(t) + 56°x(t) + do* + 5 d°z* + - -
= o0x+ 5256‘—|—33 dt + ,CU *dt? + - -

= 5£U—|-CB dt + 5 [@* dt2—|—52:13]—|—---

= x4 @dt + 5 [20@dt + 6%x + Zdt®] + - -

z(t) |
x*(ty + oty)
A2g = [260dt + 6%z + &dt?]  ©
A2() = A(A() »
0 t;‘ t;:”+5tf he

LAAS
CNRS _~

UNIVERSITE
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cowrs1  Calcul différentiel et variationnel : exemple 20

[1 Exemple 1

Soit la fonction x(t) = (t; — t3)? alors

2(t1 — t 2 =2
V= gl 2) Vg =
—2(t1 — t2) -2 2

On en déduit :

Az(t) = 2(t, — to)dtr — 2(t1 — to)dts — 2dtydts + dt? + dt3 + - - -

ainsi que :

1
Ax(t,dt) = x4 2(t1 — to)dty — 2(t1 — to)dts + 5(2(5:i:Td1t + 6%x — Adtidts + 2dt3 + 2dt3) +
= Alz+iA%z+--

UNIVERSITE
LAAS TOULOUSE Il
CNRS - PAUL SABATIER i
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Cours 1 CV : définitions 21

v Définition 1 J(f) est une fonctionnelle si pour chaque fonction f € F correspond une
valeur de J (J est une fonction de fonction). F est le champ de définition de la

fonctionnelle.

J(f(t)), f(t) e F, te (a,b)
[1 Exemple 2 : Aire sous une courbe f
1
— [ @)
0

Le champ F de la fonctionnelle I(f) est I'ensemble des fonctions intégrables sur [0 , 1].

[1 Exemple 3 : Energie totale d’'une membrane élastique sous une charge ()

u);a/L[(g‘;)2+<gz> ]da:dy //Qazy (, y)dzdy

Le champ U de la fonctionnelle E(u) est I'ensemble des fonctions u deux fois continiiment

différentiables sur le domaine S.

UNIVERSITE
LAAS TOULOUSE Il |
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Cours 1 CV : définitions 11 29

v Définition 2
- x*(t) € KC*([to, ts],R™) est un minimum local fort de la fonctionnelle J(z(t)) si
Je> 0 tel queV z(.) € KC'([to, ts],R™) telle que x(to) = xo et z(ts) = x¢

lz(t) =z (@)llo <€ = J(z(.)) = J(z"())

Si cette relation est vérifiée pour € > 0 arbitraire alors x*(t) est un minimum global
- x2*(t) € C'([to,ts],R™) est un minimum local faible si 3 ¢ > 0 tel que
V z(.) € C'([to, ts], R™) telle que x(to) = o et z(ts) = xy,

lz(t) — 2" (B)] <e = J(z(.)) = J(z"(.))

Si cette relation est vérifiée pour € > 0 arbitraire alors x*(t) est un minimum global faible

lz(@)[lo = sup [[z()]]

a<t<b

|z(®)]i = sup |2 ()]0

(]

UNIVERSITE
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cours 1 Minimisation d’une fonctionnelle : existence

23

- Chercher x € C*([tg,ts],R™) est restrictif
[1 Exemple 4 : Bolza

1
J(x) = / ?(1 — 2)%dt sous z(—1)=0 et x(1) =1
—1
=0 pour —1<t<0 et "=t pour 0<t<1
La solution x* est AC et &* est discontinue en ()

v € KCY([-1,1],R™)

[1 Exemple 5 : contre-exemple de Hilbert
1
J(x) = / t2/332dt sous x(0) =0 et x(1) =1
0
ot = t1/3
x* est AC telle que J(x*) est finie et &* est non bornée en 0

z" € AC(|0,1],R"™)

e Commande Optimale
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cours 1 Minimisation d’une fonctionnelle : existence 24

v Définition 3 variation d’'une fonctionnelle différentiable

AJ = AJ(z,z* to,ty) + AJ(z*, to, 5tg, s, 0t y)
= J(ZC*,to,tf) — J(ZC,to,tf) -+ J(ZC*,tO + 5t0,tf -+ 5tf) — J(m*,to,tf)
= 0J(x",0x,0t0,0ty) + €x||0x|| + € ||0to]| + €, [0t

ou dJ(x*,dx,dto, 0t s) est une fonctionnelle linéaire unique appelée variation au
premier ordre si J est différentiable.

[] Théoreme 1 théoréme fondamental du calcul des variations

Soit J(z(t)) différentiable définie sur le domaine F de KCC' ([to,t ], R™)
Si x*(t) est un extrémum fort (faible) alors

6J(x*,0x,0ty, 6ty) =0

pour toute variation forte (faible) admissible 6z (t) (z(t) + dz(t) € F).

UNIVERSITE
LAAS TOULOUSE I
CNRS -~ PAUL SABATIER i
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Cours 1 Condition nécessaire pour un optimum local faible 25

A - Premiére variation de Lagrange :

Soit z*(t) € C'([to,ts),R™) la trajectoire optimale et
les trajectoires paramétrées pour A € R, n,(t) € |
C'([to,tr),R™), nys(ts) € C'(R,R), mo(to) € C'(R,R)

x(t) = x™(t) + A\nz(t) = ™ (t) + dx(t)
z(t) =2 (t) + Az (t) = ™ (t) + 02(1)
tr =ty + 0ty =t5 + Ans(ty), to = to + dto = to + Ano(to

3 e Lo
dxo = dx(to) + xoto, dxy = dx(ty) + Tty t5 5+ oto L5+ oty L

J(A) — J(0) = /ttf L(t,z(t), (t))dt + o (to, tr, z(to), z(ts))

_/ttf L, 2" (t), & (£))dt + o (£, t5, 2" (t3), 2" (£5)) = I

*

X dX  |x=0

Notations :

L(z*(to), #*(to), to) = L(to) L(z*(ts), 2" (tg),t5) = L(ty)
VaeLl(t,x,z) = Lo (t, x, ) 9o () = Vg to(.) 0o (.)

aax? aato - thO(.)
Vet #) = Le(tad) 0 = Ve wo() L) — o, ()

LAAS

UNIVERSITE
CNRS - h g-AoULLJLS(iléJASTEIE"RI Snivet
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Cours 1  Condition nécessaire pour un optimum local faible 11

26

J:/fL(t,:v(t),:b(t))dt+¢o(to,tf7$(t0)a$(tf))

to

La variation totale de la fonctionnelle de Bolza est donnée par :

dJ(\)

7 = 5J(x*(t),533(75),(556,(5?50,(5?51?) = 0ty J + (5th‘|‘ 0z J
d\  |x=0

(] 1°"¢ variation de J/x :

5o J(z* (t), 8(t), 0x0,07) = /ttf [Lf(t,x*,ac*>5az+L§(t,x*,¢*>5¢} dt
—I—OV;‘CFJC Yo(zs)dzs + Vi, bo(xo)dzo
[0 1°"¢ variation de J/to :
Oty J (27 (to), 6to) = (—L(to) + ot (to))dto
[1 1°"¢ variation de J/t; :

Oty J (@7 (t5), 6tp) = (L(ts) + o, (tr))dts

UNIVERSITE
LAAS TOULOUSE I
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Cours 1 Condition nécessaire pour un optimum local faible III 27
B - Transformation de la 1°"° variation de Lagrange :
i T * ook . . T ty by d T
/to L;(t,z", 27 )oxdt = [L 5:18]0 /to E(Li)&vdt
ty d T
— LI())60(ty) — LT (0)da(to) — [ 5 (LY) b
. dt
= Li(ty 5a:f — L} (ty)adt; — Li (to)dxo + L (to)adto
/ o 5:Bdt
q T
0J(z*(t),0x(t), dto, bt ) / [ (t,x*, %) — ELgb(t,x*,x'*)] dxdt
to
+ [LI(tf) + Vo, 08| 6z + [L(ty) — LT (t5)E* + Yot ] 6ty
— [Lj (to) = Vot | 60 — [L(t 0) — L (to)* — o, | Oto
Nota : les variations dx, (0z¢, dto) et (dx ¢, dt¢) sont indépendantes
RG-S Commande Optimale TOULOUSE"I ““““““““



cours1 Condition nécessaire d’optimalité a ['ordre 1

23

C - Application du lemme de Lagrange :

[ Lemme 1 de Lagrange
ty
Pour une fonction y(t) € C°([to,ts],R™), si y' (t)a(t)dt = 0 pour toute
0

to

a(t) € CO([to, tf],R™) telle que a(to) = a(ty) = 0 alors y(t) = 0 sur [to,ty]

[1 Théoreme 2 C.N. d’optimalité
- Equation différentielle d'Euler-Lagrange :

Si x*(t) est une trajectoire optimale faible locale alors

Lotz &) — % La(t, 2", &) = 0

et toute solution x*(t) est une extrémale faible du probleme de CV
- Conditions de transversalité :

— [Li (to) = Voo | 0o — [L(to) — L (to)" — oty ] to = 0
[L?,-;(tf) + folbg] oxs + [L(tf) — Lg(tf):b* + ¢0tf] oty = 0

Nota : forme explicite de |'équation d’Euler-Lagrange

La(t,2",3%) = Lea(t, 2", &%) = Lyg (8,27, &7)&" — Lia(t, 2", 27)E" = 0

e Commande Optimale
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[0 Formulation par le calcul des variations :

[ VI+E?

min
x V29Yy
dy . 1 —I_ y2
sous  y(2(0)) =0, y(a) =b L(z,y, 37) = L(z,y,9) = e
Layy(x,y,y) =0
[0 Equation d'Euler-Lagrange :
Ly<$,y*,y*) _Lyy(xay*ay*>y* _Lyy<xay*7y*)y* = 0
d *k o %k . *k o K
o L@y 9) —yLy(z,y,97)] = 0
d |1+ y*? . % ok
— gL, = 0
Iz TR (9", 97)
d [Vieg? g .
dx vV 2g9y* /29y* /1+y*2_
[1 Equation différentielle de la cycloide :
v (L+97) = bl
Lé@% ) . TOULOUSEIII e
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Cours 1 Variations sur l’équation d’Euler-Lagrange 30

O Si L(t,z, &) = L(t, &) alors
Li(t,z*)=C

Cette intégrale de I'équation d'Euler-Lagrange est appelée intégrale de
I"impulsion

O Si L(t,z, &) = L(x,2) alors
L(z*, &%) — Ly(z*,2")d* = C
Cette intégrale de I'équation d'Euler-Lagrange est appelée intégrale de I'énergie

Nota : I'équation d'Euler-Lagrange : systeme de n équations différentielles du
second ordre avec 2n conditions initiales et terminales

— Commande Optimale — Freeenas :
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[1 Exemple 6

ty
Déterminer la trajectoire extrémale de la fonctionnelle / ti + 4°(t)]dt pour x(0) =1 et
0
x(ty) =5 avecty > 0 libre.

L’intégrale de I'équation d’'Euler-Lagrange est |'intégrale de I'impulsion :
Lj;(i,j?*) =t+ 22" = C1. On en déduit

. t2  Cit
()= g+ 5 0

Conditions de transversalité :

tpa"(tr) + @7 (tr) — (ty + 227 ()27 (t5) =0 = @"(t5) =0

d’ou
* _ _ty Ci
v (ty) = —5 + 5 = 1=l
z(0) =1=0Cy
t; | City
:E(tf)=5——z—|—T—|—C2 = ty=4
42
a:*(t):—Z+2t+1
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Soit le probleme de CV :

ty
min / L(taxai)dt
xeCl([to,tf],R™) to
sous z(to) = xo, z(ty) = xy
to, tf fixés

ol L(.) : V — R est une fonction de classe C>.

Deuxieme variation de Lagrange :

d2p(\ \ ts . . .
A=0 , to
to dt

ol 7z € C'([to, t], R™), nu(to) = 0 et nu(ty) = 0
[l Lemme 2

Si o(n.) = 0 pour toute fonction n, € C'([to,ts],R™), nz(to) = 0 et n.(t;) = 0 alors
Lj;j;(t,x,jf) =0, Vite [to,tf].

UNIVERSITE
LAAS TOULOUSE I
CNRS -~ PAUL SABATIER i
-—/

Commande Optimale




Cours 1 C.N. d’optimalité au 2°¢ ordre II 33

Si x*(t) est une extrémale faible du probleme de CV alors ¥ = 0 est un minimum
faible du probleme de CV auxiliaire :

min -
77x€cl([t0,tf]aR”) 90(77 )
SOUS 77:1;(750) =0, nx(tf) =0
to, tf fixés

L'équation d'Euler-Lagrange pour le probleme de CV auxiliaire : Equation de Jacobi

d . .
E [Li‘:izn:c (t) + Lz <t>] = Lying (t) + Lyas <t>
Nota : Equation de Jacobi
d d
- L:m: .:13 anz - 7 anz T — 0

n. = 0 est solution triviale de I'équation de Jacobi avec les conditions de bord
Nz (to) = 0 et ny(t¢) = 0 mais il peut exister d’autres solutions.
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Vv Définition 4 points conjugués

Le point T # ty est dit conjugué au point ty relativement a p(n,.) si I'équation de

Jacobi posséde une solution 1, telle que 7, (17) =1,(ty) = 0,
L:i::b(Ta ZC*, x*)ﬁx(T) # 0
[1 Remarques 1 Autre caractérisation des points conjugués

Le point T # ty est dit conjugué au point ty relativement a o(n,.) si I'équation de

Jacobi posséde n solutions 7", i =1,--- ,n telles que 7. (ty) =0, i =1,--- ,n,
ﬁ;(to) =e, 1t=1,---,net
T (T)
det : =0
Ty (1)

Nota : Si 77, € C!([to,ts],R) alors le point T # tq est dit conjugué au point tg
relativement a ¢(n),.) si I'équation de Jacobi possede une solution non identiquement
nulle telle que 7,(7) =7, (to) = 0 et 77, (ty) = 1
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[1 Théoreme 3 C.N. pour une extrémale faible

Si x*(t) est une extrémale faible du probléeme de CV alors x*(t) vérifie V t € [to,ty]
- I'équation d’Euler-Lagrange
- la condition de Legendre-Clebsch :

L;;;j;(t,ili*, ZIZ*) E 0

- la condition de Jacobi :
Il n'y a pas de points conjugués a to dans l'intervalle (to,t¢)

[1 Théoreme 4 C.S. au 2°° ordre

Si x*(t) vérifieV t € [to,ts] les conditions suffisantes suivantes simultanément :
- I'équation d’Euler-Lagrange
- la condition forte de Legendre-Clebsch :

La'ga';(t,ili*, ZIZ*) =0

- la condition forte de Jacobi :
il n’existe pas de points conjugués a to dans le semi intervalle (to,t]

alors x*(t) est une extrémale faible stricte du probleme de CV simplifié
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Cours 1
[1 Exemple 7 Bolza z(t)§
1
min J :/ z°(2 — &)%dt, »(0) =0, (1) =1 o
0
- J =0
0 t€1]0,0.5
- 2" (t) = | |

2t—1 te[0.5,1]

- x™(t) est solution d’Euler-Lagrange

:c2iri—|—a:a'32—4zc:O

[ Théoreme 5 Conditions de Weierstrass-Erdmann

Si z*(t) € KC'([to,ts],R™) est une extrémale locale avec un point de discontinuité de i en
t; € [to,ts] alors x™(t) vérifie I'équation d’Euler-Lagrange, les conditions de transversalité

finales et initiales et les conditions de Weierstrass-Erdmann

Li(t;) = La(t])
(L — Lz 2)(t;) = (L — Lz &)(t])
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Cours 1 Solutions discontinues : condition de Weilerstrass 37

Soit le probleme de CV :

ty
min / L(t,z,z)dt

xEICCl([to,tf],Rn) to

sous x(to) = xo, x(ty) = x5, to, ty fixés
[1] Théoreme 6 CN de Weierstrass

Si x*(t) est une extrémale forte du probléme de CV alorsV t € [to,tf] etV u € R"
E(t,z*,2*,u) = L(t,z*,u) — L(t,z*, &%) — Li (t,z*,2*)(u — £*) > 0
Cette condition est vérifiée si la fonction L(.,., &) est convexe

Nota : la fonction £(t,x™,u) est appelée fonction de Weierstrass

Variation en aiguille de Weierstrass :

zA(t) = z"(t) + ha(?) | ]
M) — 4 PHE-TE telr—AT] o .
5)\_<t—7>€\/X tE[T,\/X—I—T] ! T T+ VA

T—AT T+ VA T—A : IgT/X
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cours1 CV avec contraintes intégrales ou instantanées 38

Probléme de CV :

min J — / "Lt 2(t), (1) dt + dolto, {7, 2 (to), (ts))

x tO

avec k(xo,to) =0 et l(xy,ty) =0 et
- les contraintes intégrales :

/tf r(t, 3(t), 5 (1))t = 0 7(.) € R”

to

- les contraintes instantanées :
Vit q(t,x(t),z(t)) =0 q(.) € R?
Vv Définition b Lagrangien augmenté
La fonction
L(t,x(t),z(t),\,ut)) : VR xR? >R
L(t,x(t), 2(t), A, u(t)) = L(t, x(t), #(t)) + N r(t, 2(t), £() + (1) q(t, 2(t), £(t))
est le Lagrangien augmenté associé au probleme de CV ou A € R" et u(t) : [to,ty] — R

sont les multiplieurs de Lagrange respectivement associés aux contraintes intégrales et

instantanées
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cours 10V avec contraintes intégrales ou instantanées II 39

[1 Théoreme 7 C.N. d’optimalité et équation différentielle d’Euler-Lagrange

Si x™(t) est une trajectoire optimale faible locale alors

d >k e 3k >k *
Lo(t,z™, ", X", 1™ (t)) — pr (La(t,x™, &7, AN, 1" ()] =0
Nota : résultats précédents valides avec L(t,x(t), z(t)) — L(t,x(t), (t), A, u(t))
- Conditions de Weierstrass, Weierstrass-Erdmann
- Conditions de Legendre et de transversalité
Contraintes inégalités intégrales et instantanées :

- les contraintes intégrales :

to

tf tf
/ r(t, 3 (t), &(1))dt < 0 r() €R" — / r(t, o(t), #()+Z)dt =0 Z € R | Z; = 22
to
- les contraintes instantanées :

Vit qt,z(t),2(1) <0 q(.) ER? — q(t,z(t),2#)+Y =0 Y eR? | Y; = o>

Nota: Lz, =Nz =0et Ly, =p;(t)y; =0,siY;" #0= pu;(t) =0 ou
Z7 # 0= A\ =0, la contrainte associée est non saturée et n'intervient pas
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