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Résumé :
L’augmentation continue des besoins en télécommunications dans notre société se traduit par
une suite de défis technologiques pour les systèmes fournissant ce type de services, qu’il s’agisse
de télédiffusion, de téléphonie, ou bien d’échange de données. Les satellites de télécommunica-
tions sont ainsi particulièrement concernés par ce besoin d’innover, à la fois sur les technologies
mises en orbite, mais aussi et surtout au niveau de l’exploitation de ces ressources embarquées.
Sur ce dernier point, pour une mission de télécommunications définie précisément en termes de
zone à servir, de type, de quantité et de qualité de service à fournir, il faut effectivement être
capable de dimensionner de la manière la plus adéquate possible la charge utile du satellite de
télécommunications, sous les différentes contraintes auxquelles elle est soumise : masse, volume,
coût, et consommation énergétique des équipements embarqués. Cette thèse développe ainsi
une approche algorithmique pour un tel dimensionnement dans le cas particulier des systèmes
de télécommunications dits “multifaisceaux”. Une procédure d’optimisation globale de ces
systèmes satellitaires est ainsi proposée. Elle repose sur une décomposition en un ensemble de
problèmes mathématiques interconnectés dont les complexités respectives, réduites par rapport
au problème global, permettent d’espérer des solutions algorithmiques efficaces. Ce travail a
permis d’exhiber deux problèmes phares dans ce dimensionnement de la charge utile satellite,
adressés par l’angle de la recherche opérationnelle : l’optimisation du placement de faisceaux,
et l’optimisation de plans de fréquences.

Ce premier problème de placement de faisceaux sous contraintes de charge utile a été
l’occasion de proposer des méthodologies inédites de gestion des contraintes en norme eucli-
dienne sur des variables continues pour les problèmes mixtes non-linéaires non-convexes. Ces
techniques ont alors été appliquées avec succès au sein de solutions à ce premier problème
qui s’appuient pleinement sur la programmation linéaire mixte. Dans un deuxième temps,
une exploitation novatrice de certaines propriétés du clustering en k-moyennes est proposée et
permet de simplifier ces modèles mathématiques et ainsi accélérer l’optimisation du placement
des faisceaux. Ces algorithmes de programmation mathématique sont ensuite confrontés à une
heuristique gloutonne randomisée également développée dans le cadre de ces travaux.

Le deuxième problème central de dimensionnement identifié au cours de ces travaux de
thèse est la définition de plans de fréquences. Il s’agit d’une allocation de ressource disponible à
bord du satellite aux différents faisceaux de ce dernier, tels qu’ils ont été définis dans le problème
précédent de placement de faisceaux. Avec un objectif de minimisation du nombre d’un certain
type d’équipement à embarquer dans la charge utile satellite, on cherche à satisfaire la mission
de télécommunications qui s’exprime en une demande de chaque utilisateur au sol. Ce problème
complexe a lui-même donné lieu à une décomposition en deux sous-problèmes d’allocation de
fréquences, puis d’allocation d’équipements de la charge utile, qui sont traités par programma-
tion par contraintes et programmation linéaire en nombres entiers, en exploitant des résultats
théoriques qui servent à la fois à la modélisation des problèmes, mais aussi à leur résolution.
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Introduction générale et objectifs de la

thèse

Dès leur conception, les systèmes spatiaux sont soumis aux nombreuses contraintes inhé-
rentes à l’environnement spatial. Notamment, l’accès à l’espace se fait par le biais de lanceurs
dont les capacités sont limitées à la fois en termes de volume disponible sous la coiffe mais aussi
par rapport à la masse maximale supportée au décollage. Autrement dit, le choix d’un lanceur
donné se traduit directement par des contraintes spécifiques qui restreignent d’emblée le champ
des possibles pour le véhicule spatial dont il aurait la responsabilité de mise en orbite. Une fois
mis à poste, ces systèmes doivent produire et stocker en autonomie les ressources en énergie
électrique nécessaires au bon déroulement de leurs missions, dans des quantités qui là aussi
plafonnent bien plus tôt que pour les systèmes terrestres. Cette puissance disponible à bord est
à considérer dès la phase de dimensionnement de tels systèmes, en tant que ressource limitée à
distribuer intelligemment en vue de certaines performances dépendantes de la mission et donc
de l’application. Ensuite, l’espace est hostile à tout objet qui y est envoyé, à de nombreux
égards : des températures extrêmes très éloignées des conditions idéales de fonctionnement des
équipements embarqués, des risques de collisions avec des débris spatiaux (naturels ou non), le
rayonnement cosmique qui interfère avec l’électronique embarquée, ou encore la dépressurisation
due au vide qui risque d’endommager tout équipement contenant, par erreur de fabrication, de
l’air ou du gaz. Ainsi, il faut prévoir toute une variété de méthodes et technologies de protection
contre ces phénomènes pouvant compromettre le bon fonctionnement du système spatial.
Nécessairement, ces solutions ont une consommation énergétique, un volume et une masse qu’il
faut leur réserver dans les trois budgets correspondants, souvent aux dépens de la mission
elle-même. En orbite, les systèmes spatiaux sont extrêmement sensibles aux dysfonctionnements
et aux pannes des équipements embarqués, dans la mesure où réparer ou remplacer n’est
pas une option. Cela soulève de réels enjeux de fiabilité, et donne lieu à des procédures de
production, d’assemblage, d’intégration et de tests des véhicules spatiaux particulièrement
minutieuses et contraignantes pour éviter toute erreur irréversible. En phase de conception, des
stratégies de redondance d’équipements peuvent également être mises en place pour renforcer
cette fiabilité. Pour dimensionner la charge utile d’un système spatial de la façon la plus
adaptée possible au vu des spécificités de sa mission, il faut ainsi composer avec un ensemble
conséquent de nombreuses contraintes technologiques et avec des ressources limitées et déjà en
partie consommées par d’autres sous-systèmes du satellite pour prévoir l’accès et la résistance
à l’environnement spatial. Il s’agit là d’un défi récurrent chez les industriels du spatial, et les
fabricants de satellites de télécommunications n’échappent pas à la règle.

Face à tant de contraintes de conception, remettre en question les systèmes existants et
innover devient une condition nécessaire pour espérer concrétiser des projets de télécommu-
nications spatiales qui, depuis le milieu du XXème siècle, ne cessent d’être de plus en plus
ambitieux. Les satellites profitent certes d’avantages exclusifs et invariables pour fournir des
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services de télécommunications : des couvertures géographique très étendues et affranchies des
difficultés d’accès par voie terrestre, une capacité de diffusion qui en une transmission sert
tous les utilisateurs, ou encore la robustesse par rapport aux catastrophes naturelles sur Terre.
Cependant, certains verrous subsistent quand il s’agit d’atteindre par satellite des capacités
de communications à la hauteur d’une demande de plus en plus prononcée dans notre société
ultra-connectée, qu’il soit question de contenu multimédia, de téléphonie, ou bien d’internet.
Effectivement, s’aligner sur les performances des solutions de télécommunications des réseaux
terrestres actuels, en termes de débit offert par exemple, constitue un réel défi pour l’industrie
des satellites de télécommunications. Elle doit cependant le relever pour s’affirmer en tant
que complément crédible et efficace aux solutions terrestres là où elles ne sont pas ou peu
déployées. D’un point de vue industriel, l’objectif de cette thèse a donc été de s’inscrire dans
ce mouvement de maximisation des performances des satellites de télécommunications actuels,
dans le cas particulier des systèmes satellitaires multifaisceaux.

Dans une démarche d’optimisation des choix d’équipements à embarquer et d’exploitation de
la ressource résultante dans la charge utile satellite, les ingénieurs système en charge du dimen-
sionnement doivent définir clairement les objectifs visés, les degrés de liberté qu’ils s’octroient,
les contraintes auxquelles ils doivent se soumettre de façon stricte, et celles qu’ils souhaitent
aborder avec plus de souplesse. Ainsi, les ingénieurs s’inscrivent déjà dans une logique de modé-
lisation presque mathématique des décisions qu’ils cherchent à prendre. Un pont naturel apparaît
ainsi entre l’expertise des systèmes satellitaires de télécommunications, et la recherche opéra-
tionnelle. Avec les exigences grandissantes des missions de télécommunications, les satellites se
complexifient au point de devenir extrêmement difficiles à concevoir à la main et sans appui algo-
rithmique. Ces travaux de thèse ont donc exploité cette compatibilité de disciplines scientifiques,
en prenant pour objectif la définition d’approches de décision algorithmiques, qui permettent
une recherche explicite de performance à l’échelle du système de télécommunications global, tout
en combinant les nombreuses contraintes de la charge utile et de la plateforme. Par ailleurs, un
des grands enjeux de ces travaux de recherche a été de positionner les problématiques mathé-
matiques ainsi soulevées dans le vaste univers des problèmes d’optimisation déjà connus, et de
définir des solutions à la fois industriellement adaptées et académiquement innovantes.
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Le premier chapitre 1 revient sur un certain nombre de définitions essentielles : les systèmes
satellitaires multifaisceaux d’abord, de leurs éléments constitutifs à leur architecture standard,
puis la charge utile des satellites de télécommunications avec des détails sur les sous-systèmes
centraux que sont les antennes et le répéteur. Les enjeux industriels de la phase de conception de
tels systèmes sont ensuite exposés. Cette discussion débouche sur une revue de littérature sur la
question de l’augmentation de la capacité des systèmes de télécommunications multifaisceaux,
ce qui permet une mise en contraste de l’approche d’optimisation particulière adoptée dans
cette thèse. Effectivement, les travaux engagés au cours de cette dernière se démarquent
de l’essentiel des démarches d’optimisation existantes par la prise en compte conjointe au
cours d’une même optimisation des différents sous-systèmes du satellite qui se contraignent
mutuellement. Traditionnellement, ces différents sous-systèmes sont plutôt optimisés de manière
indépendante : design fin des antennes, problématiques brutes d’allocation de fréquences, ou
encore maximisation de bilans de liaison de télécommunications... A l’inverse, on s’intéresse
dans cette thèse à un dimensionnement global du système satellitaire, tâche que ce chapitre
se propose de décrire dans toute sa complexité. Cela permet de constater qu’il ne serait pas
raisonnable numériquement de viser une résolution algorithmique directe d’un problème de
conception global, qui couvrirait à la fois la charge utile du satellite et ses interfaces au sol, à
savoir les terminaux utilisateurs et les stations passerelles. La conclusion qui en est tirée est
qu’il est nécessaire d’envisager des stratégies de décomposition du problème global en un flot
préférentiellement itératif de sous-problèmes interconnectés, mais de complexités respectives
cette fois compatibles avec des résolutions numériques. Une procédure d’optimisation globale
de ce type est alors concrètement proposée et justifiée. Cet éclatement en une suite de
problèmes d’optimisation interdépendants a fait émerger des problèmes de dimensionnement
phares, adressés par l’angle de la recherche opérationnelle dans les trois chapitres suivants :
l’optimisation du placement de faisceaux et l’optimisation des plans de fréquence. Ce travail
de définition d’approche de dimensionnement sur un système multifaisceaux complexe a donné
lieu à une publication : [Camino 2016a].

La première étape de la procédure d’optimisation des systèmes de télécommunications
multifaisceaux décrite dans le chapitre 1 est l’optimisation du placement des faisceaux du
satellite, soit, dans le vocabulaire des télécommunications par satellite, l’optimisation du “beam
layout”. Le problème est ici posé dans le cas général d’une demande non-uniforme de la part
des utilisateurs dans les régions de la Terre que le satellite a pour objectif de servir. Par
rapport à ce problème d’optimisation bien particulier, les objectifs du chapitre 2 sont multiples.
D’abord, il est question d’y définir formellement ce qu’est un beam layout multifaisceaux.
Dans une logique d’adaptation des systèmes satellitaires à des missions spécifiques en termes
de zone de couverture et de quantité de service requis, l’importance cruciale que revêt ce
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problème est notamment démontrée au travers de principes et exemples clés. Ensuite, les
différents liens de ce problème avec le dimensionnement de certaines classes d’équipements
de la charge utile sont explicités, puis exprimés sous forme de contraintes de faisabilité et de
critères de qualité à intégrer aux algorithmes d’optimisation mis en place pour le résoudre.
Une revue des caractéristiques et propriétés des solutions classiques à la question du placement
de faisceaux est ensuite proposée. En réponse aux limites de ces dernières, une formalisation
du problème d’optimisation précis qui a concentré les efforts de recherche est fournie, suivie
d’une démonstration du caractère NP-difficile du problème ainsi posé. Cette clarification du
contexte mathématique a également permis d’élargir l’état de l’art proposé à tous les problèmes
voisins, c’est-à-dire avec lesquels le problème de placement de faisceaux partage un nombre de
significatif de caractéristiques. Aussi, cette définition du problème à résoudre met en évidence
un besoin intrinsèque de gérer des variables continues dans le plan euclidien : les centres
des faisceaux. Ces variables sont soumises à la fois à des contraintes de séparation et à des
contraintes de proximité en distance euclidienne. Un état de l’art spécifique est alors développé
sur le traitement des variables continues de points euclidiens impliquées dans des contraintes
faisant apparaître des distances euclidiennes entre certains de ces points. A noter que ces
variables peuvent cohabiter ou non avec d’autres variables discrètes selon l’application.

La suite naturelle proposée au travail d’état de l’art sur la problématique de placement de
faisceaux est la définition de solution algorithmiques innovantes dans le chapitre 3, lesquelles
s’appuient sur la linéarisation des contraintes en norme euclidienne. Parmi les méthodes
existantes de la littérature, le principe de discrétisation des domaines continus qui fait basculer
la non-linéarité euclidienne en pré-calcul a été identifié comme adaptable à la problématique de
placement de faisceaux, donnant ainsi lieu à un premier algorithme de résolution publié dans
[Camino 2014] : une heuristique gloutonne randomisée qui incorpore de la coloration de graphe
traitée par recuit simulé. Enfin, une méthodologie inédite de traitement de ces contraintes
continues est présentée : la linéarisation des distances euclidiennes par discrétisation des direc-
tions du plan. Cet ensemble générique de principes est lui aussi appliqué à la problématique
de placement optimal de faisceaux, ce qui permet d’aboutir à un deuxième algorithme de
résolution qui prend cette fois intégralement appui sur la programmation linéaire mixte. Ce
travail sur la linéarisation de la norme euclidienne a été soumis, et est disponible sous forme
d’article consultable ici : [Camino 2016b]. Les deux approches sont enfin confrontées dans une
première campagne d’expérimentations sur le problème de beam layout.

Le chapitre 4 s’intéresse aux faiblesses de la méthode de linéarisation des contraintes
euclidienne par discrétisation des directions du plan, et propose de les gommer en partie en
recourant en amont à un clustering en k-moyennes. Cette méthode de clustering, dont nous
rappelons le fonctionnement et les algorithmes classiques, est appliquée aux stations utilisateurs
définissant la zone de couverture du système. La demande à satisfaire par le système dans
le cadre de sa mission de télécommunications s’exprime depuis cet ensemble de points à la
surface de la Terre. Ces travaux ont ainsi permis de démontrer qu’un partitionnement de
type k-moyennes de l’ensemble des stations à couvrir, en amont de l’optimisation, permettait
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de réduire le nombre de variables, de contraintes et de symétries des modèles obtenus par
application de la méthodologie de linéarisation caractérisée par la discrétisation des directions
du plan. Le chapitre détaille ainsi toutes les nouvelles propriétés issues de cette combinaison du
clustering de stations et de la modélisation en programmation linéaire mixte du problème de
placement de faisceaux. Pour celui-ci, deux nouveaux algorithmes découlent de ces résultats, ces
derniers ne différant que par leur capacité à conserver de façon plus ou moins fidèle l’intégralité
de l’espace des solutions accessibles originellement avec le modèle sans clustering. De nouvelles
expérimentations croisées permettent de conclure sur l’ensemble des quatre algorithmes de
résolution du problème de placement de faisceaux qui ont été développés au cours de cette
thèse.

En aval du problème de placement de faisceaux dans la procédure d’optimisation du système
proposée en chapitre 1 se situe la problématique d’allocation de bande aux différents faisceaux
du satellite. Il s’agit du sujet des derniers travaux de recherche effectués, lesquels sont recensés
dans le chapitre 5. Ce problème, en grande partie défini par les sorties du problème de placement
de faisceaux, va lui aussi conditionner très directement les bonnes performances du système sa-
tellite : chaque faisceau est caractérisé par une demande en bande qui doit être satisfaite, sous
certaines contraintes, pour que les utilisateurs qui s’y trouvent reçoivent la quantité et la qualité
souhaitées de service. Notre approche se distingue de la littérature sur les problèmes d’allocation
de fréquences connus par une définition explicite et intégrée de la charge utile qui devra assurer
les distributions de bande produites par l’optimisation, notamment en termes d’équipements re-
quis. Typiquement, cela a rendu possible l’approche que nous avons développée de minimisation
du nombre d’amplificateurs haute-puissance devant être embarqués. Le choix de cet angle d’op-
timisation se justifie par le fait que cette ressource est notamment lourde, chère, gourmande en
puissance, et contraignante thermiquement. Toutes les caractéristiques de ce nouveau problème
de co-dimensionnement sont synthétisées dans ce chapitre en termes de variables, contraintes, et
objectif mathématique. Un état de l’art est ensuite proposé pour expliciter les points communs
et spécificités par rapport aux problèmes connus de la classe des problèmes d’affectation de
fréquences, les Frequency Assignment Problems (FAP). Puis sont introduits des modèles mathé-
matiques qui mettent à l’honneur l’existence d’architectures de charge utile réalisables pour les
solutions d’allocation de bande produites, avec un contrôle de la complexité du répéteur satellite
par contraintes et objectif. Parmi les contraintes qui garantissent le bon niveau de performances
de télécommunications des plans de fréquences générés, les contraintes de non-interférences entre
faisceaux se modélisent parfaitement à l’aide de graphes non-orientés. Il est alors prouvé dans
ce chapitre que l’énumération des cliques maximales de ces graphes est un atout accessible pour
la modélisation du problème. Cette modélisation aboutit notamment à une démonstration de
la NP-complexité de l’optimisation de plans de fréquence de satellites multifaisceaux, et deux
méthodes de résolution sont ensuite comparées : une méthode globale est une méthode décom-
posée. A la fois la programmation par contraintes et la programmation linéaire en nombre en
entiers ont été expérimentées sur les problèmes d’optimisation ainsi définis, les discussions et
conclusions résultant de ces campagnes de tests étant également détaillées dans ce chapitre. Ce
travail sur le problème particulier d’allocation de fréquences dans le cas particulier de satellites
de télécommunications multifaisceaux dont on cherche à minimiser la complexité a donné lieu à
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Organisation du manuscrit et contributions

la publication [Camino 2015b], sélectionnée pour une version étendue [Camino 2015a].
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1.1 Définition des systèmes satellitaires multifaisceaux

1.1.1 Généralités sur les satellites de télécommunications

N’importe quel utilisateur se trouvant dans la zone de couverture d’un système de télécom-
munications spatiales peut, sous réserve de souscription, profiter du service qu’il propose. Pour
les télécommunications, la médiation par le satellite permet ainsi de s’affranchir des difficultés
d’accès que pourrait rencontrer un réseau terrestre : en mer, en haute montagne, ou encore au
voisinage des pôles Nord et Sud par exemple. Par ailleurs, les régions couvertes par les satellites
peuvent être très étendues : trois satellites géostationnaires suffisent par exemple à couvrir la



Définition des systèmes satellitaires multifaisceaux

quasi-totalité de la Terre. De plus, le satellite dispose d’une propriété dite de “diffusion” qui lui
permet en une seule transmission de délivrer l’information à l’intégralité des utilisateurs qu’il
couvre. Combinée à des couvertures régionales larges, cette propriété de diffusion fait toute la
force des services de télévision et de radio par satellite, ou services “broadcast”, qui sont très
largement dominants dans le marché des télécommunications spatiales. Le spectre complet des
applications de télécommunications accessibles par satellite est cependant bien plus large. On
retrouve notamment la téléphonie par satellite qui permet l’utilisation d’un téléphone portable
n’importe où sur Terre, notamment en dehors des zone desservies par les réseaux cellulaires
terrestres. Une autre sous-classe d’applications par satellite est la collecte de données, pour des
services de détection de balises de détresse par exemple, ou encore pour l’internet des objets au
sens large. Enfin, la dernière application mentionnée ici est celle qui a grandement inspiré les
travaux de recherche conduits dans cette thèse : l’accès internet haut-débit par satellite. Les auto-
rités règlementaires sur l’utilisation des radiofréquences ont autorisé, pour ce type d’applications,
l’accès à des bandes fréquentielles larges qui permettent de définir des systèmes satellitaires à
fortes capacités : on parle ainsi de satellites “broadband”. Dans ce contexte, le satellite représente
un avantage certain pour des zones rurales isolées et relativement peu demandeuses en débit, qui
sont peu rentables pour les opérateurs internet terrestres qui refusent d’y déployer leurs réseaux.
A l’inverse, dans les zones urbaines plus denses, les solutions satellitaires ne sont ni nécessaires,
ni suffisamment compétitives pour concurrencer de façon crédible les réseaux terrestres. Ainsi,
l’industrie des satellites cherche naturellement à se positionner en tant que complément efficace
aux infrastructures terrestres. Cela suppose cependant d’être capable de fournir un service de
niveau comparable en termes de capacité globale des systèmes de télécommunications. Corollai-
rement, les capacités des systèmes satellitaires vont également devoir évoluer au même rythme
que celles des réseaux terrestres. Dans cette logique-ci, l’introduction de la technologie multi-
faisceaux décrite dans le paragraphe suivant a permis entre le début des années 2000 et celui
des années 2010 d’atteindre avec les premières générations de systèmes satellitaires haut-débit
des capacités avoisinant les 100 Gigabits par secondes. Cela correspond à des débits descendants
pour les utilisateurs autour des 13-15 Megabits par seconde, qui sont donc du même ordre de
grandeur que ceux offerts par l’ADSL2+ terrestre. Depuis, la fibre optique s’est significativement
développée dans les réseaux terrestres, au point de devenir la nouvelle référence à viser pour les
systèmes de télécommunications spatiales. Or, pour approximativement les mêmes coûts du côté
des utilisateurs, l’ordre de grandeur d’augmentation des débits via cette technologie par rapport
à l’ADSL2+ est un facteur dix, définissant ainsi les nouveaux objectifs des systèmes satellitaires
autour du Terabit par seconde. Face à ce défi technologique, les fabricants de satellites ont natu-
rellement décidé d’intensifier le travail d’innovation, que l’on pourrait classifier selon deux axes :
l’innovation sur les technologies et les concepts intégrés aux systèmes satellitaires, et l’innovation
sur la façon d’exploiter des technologies existantes dans un contexte de dimensionnement qui
se complexifie. Cette thèse s’inscrit dans cette deuxième catégorie, en favorisant ainsi l’objectif
d’atteindre les plus hautes performances et les meilleurs coûts possibles avec des technologies de
charge utile dont les bonnes propriétés sont connues pour les satellites multifaisceaux. Parfois
même, l’enjeu consistera simplement à produire des solutions réalisables à la place de l’ingénieur
qui ne peut plus résoudre à la main les problèmes de dimensionnement étant donné la combina-
toire grandissante qu’affichent les systèmes multifaisceaux. Pour réaliser ces différents objectifs,
l’approche proposée dans ces travaux est l’optimisation mathématique.
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1.1.2 Système multifaisceaux : principe et architecture standard

1.1.2.1 Principe phare des systèmes multifaisceaux

Le concept de satellite multifaisceaux est aujourd’hui la solution privilégiée pour repous-
ser les limites des capacités des systèmes de télécommunications spatiales. Cette technologie a
notamment permis au début des années 2000 la transition des satellites de services fixes tra-
ditionnels vers la première génération de satellites haut débit. Essentiellement, cette rupture
technologique consiste en une utilisation d’une pluralité de faisceaux radiofréquence pour cou-
vrir la zone de service d’un satellite, là où les approches plus classiques recourent elles à un
unique faisceau large recouvrant l’intégralité de cette région d’intérêt. Un exemple est fourni
dans la figure 1.1, commentée plus en détails dans le paragraphe suivant, avec une couverture
multifaisceaux impliquant 13 faisceaux sur l’Europe. Donnons ici quelques règles qui permettent
de comprendre le gain substantiel permis par l’approche multifaisceaux. Un faisceau représente
la concentration de la puissance électromagnétique émise par une certaine source radiofréquence,
sur une région cible de la Terre qui peut être plus ou moins étendue. On peut extraire de cette
première définition une interprétation géométrique de la notion de faisceau : c’est la zone de
la Terre sur laquelle l’antenne produisant ce faisceau a réussi à concentrer la puissance au-delà
d’un certain niveau. Ainsi, à chaque faisceau va correspondre une forme géométrique, et celle
que l’on rencontre le plus fréquemment dans ce type d’applications est le disque (dans le système
de coordonnées décrit en section 2.1.2), comme représenté dans la figure 1.1. Ensuite, notons
qu’à puissance égale en entrée de l’antenne, un faisceau illuminant une zone géographique large
affichera une densité de puissante électromagnétique réduite par rapport à un faisceau étroit,
qui concentrerait en effet la même puissance mais sur une plus petite région. Ainsi, l’une des
forces de l’approche multifaisceaux se dessine, à savoir que les utilisateurs au sol profitent de
signaux émis par le satellite qui sont plus puissants et qui peuvent ainsi transporter efficacement
plus d’informations : on parle d’amélioration du bilan de liaison de télécommunications. De plus,
dans une couverture satellitaire composée de plusieurs faisceaux étroits, certains d’entre eux se
retrouvent suffisamment éloignés pour qu’il soit possible d’y utiliser simultanément la même
bande de fréquences sans risque d’interférences. Cela permet d’augmenter considérablement le
débit système total (en bits par seconde) que l’on peut en effet considérer, en première approche,
proportionnel au cumul (en Hertz) des bandes allouées dans chaque faisceau du système.

1.1.2.2 Architecture du système global

Bien que les méthodologies et raisonnements avancés dans cette thèse soient en grande
partie transposables à d’autres applications de télécommunications spatiales, nous nous sommes
particulièrement intéressés dans ces travaux aux systèmes haut débit permettant de fournir une
connexion internet aux utilisateurs par l’intermédiaire d’un satellite géostationnaire. Rappelons
qu’un satellite géostationnaire possède une orbite circulaire particulière grâce à laquelle ce
dernier apparaît comme un point fixe dans le ciel depuis n’importe quelle position sur Terre où
le satellite est visible. Pour une telle application, une connexion bi-directionnelle est nécessaire
entre les terminaux utilisateurs et les stations sol, ou passerelles, qui sont en interface avec la
dorsale internet terrestre. En effet, au centre d’un réseau en étoile, le satellite reçoit les requêtes
des utilisateurs sur sa zone de service, les transmet à la ou les stations passerelles, lesquelles
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récupèrent le contenu souhaité via une connexion terrestre à l’internet, le renvoient au satellite,
qui finalement le relaie aux utilisateurs. Plus précisément, les fonctions essentielles du satellite
au sein de ce système sont les suivantes :

1) Recevoir les signaux émis depuis le sol

2) Les convertir en fréquence pour pouvoir les retransmettre sans brouiller les signaux
entrants

3) Les amplifier pour compenser les pertes subies lors du long trajet jusqu’au satellite (à
une altitude de 35786 kilomètres)

4) Et les retransmettre vers le sol, en direction soit des utilisateurs soit des stations passe-
relles

On qualifie ces satellites de “transparents”, pour faire écho à cette simple fonction de relai qu’ils
occupent dans ces systèmes, sans jamais lire ni retravailler l’information contenue dans les
signaux qui les traversent.

Dans la terminologie des télécommunications spatiales, on parle alors d’une décomposi-
tion du système en trois segments :

· Le segment sol : le segment sol d’un satellite “broadband” comprend une ou plusieurs
stations passerelles, ou “gateways”, réparties sur la zone de service du satellite. Leur rôle
est d’interfacer le réseau satellitaire au réseau terrestre par des liens de télécommuni-
cations directs avec la dorsale internet. Ces stations sol comprennent classiquement des
antennes d’émission et de réception équipées de mécanismes de pointage et de suivi du
satellite, des équipements d’amplification des signaux reçus et émis, des équipements de
multiplexage/démultiplexage, des équipements de conversion de fréquence, de modula-
tion/démodulation, ainsi que des modules d’interconnexion et d’interopérabilité avec le
réseau terrestre. A de nombreux égards, le dimensionnement de ces stations sol diffère
de celui du satellite. Effectivement, peu de limites pèsent sur les stations passerelles en
termes de taille des antennes, de puissance électrique consommée, de thermique ou encore
de masse totale. Aussi, toute station en panne peut être réparée voire complètement
remplacée par d’autres stations prévues à cet effet. Cependant, il est important de
soigner leur conception étant donné les grandes quantités de trafic qui transitent par
ces stations : leurs bonnes performances sont déterminantes pour celles du système global.

· Le segment utilisateur : le segment utilisateur est essentiellement constitué des termi-
naux utilisateurs. Ces derniers sont équipés d’antennes paraboliques relativement petites,
qui en règle générale ne dépassent pas les 2-3 mètres de diamètre, et qui travaillent aussi
bien en émission qu’en réception (pour être compatible avec l’application d’internet par
satellite qui requiert, comme discuté, cette dualité de liens). Egalement dans la partie
extérieure du terminal, on trouve des équipements assurant des fonctionnalités d’amplifi-
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cation et de conversion de fréquence. Quant à la partie intérieure du terminal, elle prend
la forme d’un boitier électronique qui remplit des fonctions de modulation/démodulation
et de distribution locale de l’internet (Wi-Fi, routeur) et de différents services annexes
(téléphonie et télévision sur IP par exemple). En phase dimensionnement d’un système
satellitaire multifaisceaux complet, les décisions à prendre se limiteront souvent au
choix du type de terminaux existants que le système intègrera, en fonction de leurs
caractéristiques et de leurs coûts.

· Le segment spatial : section dédiée en 1.1.3

Cette architecture standard du système global est représentée en figure 1.1, où n’apparaît cepen-
dant que le lien dit “aller”, ou “forward”, depuis les stations passerelles jusqu’aux utilisateurs. Ce
choix est volontaire dans la mesure où, dans ces systèmes, on constate une très forte asymétrie
entre ce lien aller, très demandeur, et son complémentaire, le “lien retour” des utilisateurs aux
passerelles. Cela s’explique par exemple par la popularité des contenus multimédia en streaming
qui ne nécessitent que de simples requêtes en voie retour mais de lourds flux vidéo en voie aller.
Les défis les plus durs à relever vont donc se situer sur ce lien où il va falloir atteindre des
capacités globales élevées et surtout inédites. Sans pour autant ignorer l’existence du lien retour
et son impact sur la charge utile notamment en termes de ressources à lui réserver, nos travaux
d’optimisation dans cette étude ont ainsi porté sur le dimensionnement de la voie aller. Dans la

Figure 1.1 – Lien aller d’un système satellitaire multifaisceaux

figure 1.1, on y observe qu’une ou plusieurs stations passerelles sont connectées à l’internet via les
réseaux de télécommunications terrestres. Des signaux radiofréquence sont émis par ces stations
en direction du satellite dans le “lien montant” (1), le charge utile satellite est alors traversée
(2) par ces signaux selon les étapes essentielles listées ci-dessus, lesquels sont ensuite retransmis
via le “lien descendant” (3) dans les différents faisceaux du système qui recouvrent l’intégralité
de la région où se situent les utilisateurs. Sous les hypothèses retenues dans ces travaux pour
la technologie antenne, chaque faisceau est associé à exactement un réflecteur parabolique du
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satellite, qui sont au nombre de 4 sur la figure 1.1, un pour chaque couleur.

1.1.3 Segment spatial : la charge utile des satellites de télécommunications
multifaisceaux

Ce paragraphe fournit des définitions et détails sur les deux modules essentiels que nous
distinguons dans la charge utile d’un satellite de télécommunications : les antennes et le répéteur.

1.1.3.1 Le sous-système des antennes

Le rôle d’une antenne est de concentrer l’énergie électromagnétique des sources radiofré-
quences de la manière la plus directive possible vers les régions de la Terre visées, à l’inverse de ce
que ferait par exemple une source isotrope qui équirépartirait la puissance en entrée de la source
dans toute les directions de l’espace. Le gain antenne est une mesure de cette concentration de la
puissance relativement à ce qu’aurait donné une répartition uniforme dans toutes les directions :
il s’agit ainsi d’une valeur définie dans toutes les directions de l’espace 3D. Un faisceau se définit
alors géométriquement comme étant la représentation d’un certain niveau de dégradation de
gain antenne : c’est la zone en dehors de laquelle les gains de l’antenne affichent une dégradation
du gain pic plus élevée qu’un certain seuil défini en dB (relativement à ce gain maximum). En
première approximation, la règle est que le gain diminue quand la distance angulaire entre la
direction considérée et la direction du gain maximum grandit. A noter également que, plus le
faisceau est large, moins le gain pic sera élevé pour ce faisceau, ce qui explique pourquoi les
systèmes multifaisceaux sont attractifs par rapport aux systèmes plus traditionnels qui couvrent
des régions large avec un seul faisceau très large. Du point de vue du satellite, en regardant
dans la direction de la Terre, les designs d’antenne classiques donnent lieu à des faisceaux qui
peuvent être représentés par des disques à la surface de la Terre. Cela permet de définir la “lar-
geur de faisceau” qui correspond au diamètre de ces disques, grandeur alors homogène à un angle.

Bien qu’il faille repenser pour chaque système la configuration antenne de manière à
épouser au mieux ses particularités en termes de services et de besoins, on peut tout de même
identifier ici une configuration particulièrement fréquente dans les systèmes multifaisceaux : les
antennes à réflecteurs. Ces dernières permettent en fonction de la taille du réflecteur parabolique
de viser de fortes concentration de puissance (plus le réflecteur est grand, plus on concentre
l’énergie, et plus on est directif) : on génère alors des faisceaux de diamètres étroits. L’utilisation
de plusieurs réflecteurs embarqués (au nombre 3 ou 4, pour donner un ordre de grandeur) est
monnaie courante pour la classe des satellites multifaisceaux. Pour ce qui est de la solution
d’illumination des réflecteurs par des sources radiofréquences, nous considèrerons uniquement
dans cette thèse la technologie Single Feed Per Beam, décrite en détails dans [Wolf 2014] par
exemple. Il s’agit de la technique la plus simple pour illuminer les réflecteurs dans le sens où
à chaque faisceau correspond exactement une source, qui lui est dédiée et à laquelle il peut
donc s’identifier. Dans une architecture multifaisceaux, plusieurs faisceaux sont rattachés à un
moment réflecteur et donc plusieurs sources cherchent à l’illuminer : cela se traduit par des
contraintes de positions relatives des faisceaux, discutées notamment en section 2.1.3.3.
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Figure 1.2 – Plateforme E3000 pour une mission multifaisceaux avec 4 antennes SFPB à ré-
flecteur (tirée de [Wolf 2014])

Figure 1.3 – Chaîne d’alimentation d’une source à gauche, représentation d’un cluster de sources
à droite (tirées de [Wolf 2014])

1.1.3.2 Le sous-système répéteur

Après les antennes, le deuxième module majeur de la charge utile d’un satellite de télécom-
munications multifaisceaux est le “répéteur”. Dans le cas des architectures dites transparentes
considérées dans ces travaux, son rôle est essentiellement de convertir en fréquence les signaux
reçus par les antennes, de les amplifier pour compenser les pertes subies dans le voyage depuis
la Terre jusqu’au satellite géostationnaire, puis de s’interfacer correctement avec les antennes
d’émission (routage des signaux vers les bonnes sources radiofréquence) pour servir les faisceaux
utilisateur sur le lien descendant. Nous décrivons rapidement dans ce paragraphe les éléments
essentiels d’un répéteur d’une charge utile transparente, en nous appuyant sur la figure 1.4 qui
en est une illustration. On trouve tout d’abord la section d’entrée où a lieu une première étape
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de filtrage et d’amplification des faibles signaux reçus par les antennes de réception, ou antennes
“(Rx)”. Le “Low Noise Amplifier” (LNA) est le premier élément rencontré : il amplifie les signaux
reçus avec pour propriété d’être à l’origine de très peu de bruit, lequel serait absolument problé-
matique pour les signaux faibles provenant des stations passerelles. Cette amplification est suivie
d’une première opération de filtrage qui permet de rejeter les signaux provenant de la partie émis-
sion du satellite, ces signaux étant heureusement et volontairement transmis à des fréquences
distinctes de celles des signaux entrants. Ensuite, les signaux traversent un démultiplexeur qui
divise les signaux en plusieurs canaux qui vont chacun définir une voie d’amplification. L’idée
phare est que la puissance d’un amplificateur est partagée sur tous les signaux qui le traversent.
Ainsi, séparer les signaux sur plusieurs amplificateurs leur permet de percevoir individuellement
plus de puissance, car cette dernière est moins partagée. Ensuite, comme discuté, il faut séparer
en fréquence les signaux reçus des signaux transmis par le satellite. Il faut ainsi procéder à une
conversion en fréquences qui est assurée par les “downconverters”, eux aussi représentés dans la
figure 1.4. A noter que dans cette figure, le changement de couleur du bleu au orange correspond
au changement de fréquences des signaux traversant la charge utile. Dans chacun des canaux
définis par le démultiplexage, les signaux traversent alors un amplificateur haute puissance. Une
technologie commune pour cette classe de satellites est le tube à ondes progressives (Travelling
Wave Tube amplifier, ou “TWT”), décrit par exemple dans [Maral 2011a]. Enfin, les filtres en
section de sortie filtrent le bruit thermique et les harmoniques générées en dehors des bandes des
signaux par les amplificateurs haute puissance, avant routage des signaux vers les sources radio-
fréquence adéquates dans la partie antenne “(Tx)”. Tous ces éléments du répéteur sont connectés
physiquement par des guides d’ondes ou des câbles coaxiaux. Enfin, notons que quand nous par-
lerons de faisceau dans un contexte qui fait référence à des équipements du répéteur, il faudra
comprendre qu’il s’agit d’une référence aux signaux et donc bandes de fréquences destinées à ce
faisceau, lesquels parcourent une certaine route au sein du répéteur. La différence est forte avec
le contexte “antenne” où le faisceau a une forme géométrique en tant que représentation de la
concentration de l’énergie électromagnétique permise par l’antenne.

1.2 La conception de systèmes satellitaires multifaisceaux

1.2.1 Mission de télécommunications

Les objectifs à satisfaire dans le cadre d’une mission de télécommunications spatiales peuvent
être de différents types. Décrits de façon générale, ils prennent la forme d’une série de services
spécifiques qui doivent être fournis à des régions identifiées et précisément délimitées à la sur-
face de la Terre : télévision, radio, téléphone, ou applications large bande (internet par satellite,
vidéoconférences)... A la fois la qualité et la quantité de ces services peuvent être spécifiées. Par
ailleurs, il peut par exemple exister des contraintes de coût sur le satellite voire le système de
télécommunications global. Comme déjà introduit en paragraphe 1.1.1, nous rappelons que nous
proposons dans ces travaux de nous concentrer sur les applications “broadband”, en supposant
que les objectifs de la mission de télécommunications se traduisent en une série de demandes élé-
mentaires définies pour toutes les stations utilisateur de la zone de service. A partir de ce besoin,
les fabricants de systèmes satellitaires doivent proposer une solution complète qui comprend des
détails à la fois sur le segment sol (passerelles, centres de contrôle), le segment utilisateur (les

c©Airbus Defence and Space SAS - Tous droits réservés. 17



La conception de systèmes multifaisceaux

terminaux satellite), et bien sûr le segment spatial constitué dans nos travaux d’un satellite
multifaisceaux.

1.2.2 Défis et approche pour la conception optimale de systèmes de télécom-
munications spatiales adaptés pour des missions spécifiques

Chacun de ces trois systèmes complexes peut lui-même être subdivisé en différents sous-
systèmes possédant leurs particularités et leurs défis en phase de conception. Ainsi, il n’est pas
raisonnable d’avoir pour ambition de résoudre directement et conjointe ces trois segments :
il y a trop de décisions à prendre sur un grand nombre de sous-systèmes qui interagissent,
et qui impliquent des simulations des systèmes numériquement très coûteuses pour évaluer
la qualité des designs sélectionnés. L’approche naturelle pour gérer une telle complexité est
la division du problème global en des questions de dimensionnement de complexité plus
accessible, lesquelles sont choisies de manière à définir une série de sous-problèmes à résoudre
qui soient les plus indépendants possible. Ce principe mène naturellement à la division de
la conception du système de télécommunications spatiales en trois problématiques de design
distinctes, respectivement pour les segments sol, utilisateur, et spatial. Dans nos travaux de
recherche, nous avons fait l’hypothèse que les segments sol et utilisateurs sont déjà définis et
donc que les grands compromis pouvant impacter le segment spatial ont été figés : le nombre
de stations passerelles, leurs puissances, leurs positions, la bande radiofréquence totale du
système, le type de terminaux utilisateurs disponibles... Il est alors possible de se concentrer
exclusivement sur le segment spatial et d’amorcer la réflexion sur les approches qui vont
permettre de gérer les différentes contraintes (faisabilité technologique) et critères (complexité,
coût, poids) de la charge utile du satellite, et celles dictées par les spécifications de la mission
de télécommunications : ceci est illustré dans la figure 1.5.

On finira par rappeler un constat parfaitement applicable aux systèmes de télécommunica-
tions satellitaires multifaisceaux : les décisions prises en phase d’un conception, dite phase A,
d’un système spatial conditionnent irrémédiablement le coût final du système, comme discuté
notamment dans [Jilla 2004], [Shishko 1995] et [Bearden 1999]. Le conseil international en in-
génierie des systèmes estime à ce titre que jusqu’à 75% des coûts d’un système complexe sont
déterminés après seulement 10− 20% du temps de développement. Ainsi, dans une logique de
compétitivité, une stratégie prometteuse voire nécessaire est bien le recours à l’optimisation dans
les prises de décision, et ce au plus tôt en phase de conception. C’est exactement ce que nous
proposons au travers des travaux d’optimisation développés dans cette thèse.

1.3 Contexte scientifique : optimisation des systèmes spatiaux

L’optimisation mathématique est une discipline connue des ingénieurs travaillant sur des
sytèmes spatiaux. Comme détaillé en paragraphe 1.3.1, les applications et exemples sont nom-
breux et sur un large spectre de systèmes différents. Dans le cas particulier de l’augmentation
de la capacité et de l’efficacité des systèmes de télécommunications satellitaires, on distingue
essentiellement deux approches : les approches d’innovations technologiques et conceptuelles
des systèmes, détaillées en 1.3.2, et les approches d’optimisation mathématiques stricto sensu
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Figure 1.5 – Aperçu de la procédure d’optimisation du segment spatial d’un système de télé-
communications multifaisceaux

qui sont en général uniquement appliquées à des sous-systèmes du satellite pour des raisons de
complexité des problèmes à résoudre (détails en paragraphe 1.3.3).

1.3.1 Recours à l’optimisation dans l’ingénierie des systèmes spatiaux

La question de l’optimisation conjointe des objectifs des missions, de leur sécurité, de la
faisabilité technologique et de l’efficacité en termes de coût, a été présente dès les premiers
jours dans l’activité spatiale. Bien que les ambitions soient continuellement grandissantes dans
ce domaine, les innovations scientifiques qui ont lieu en parallèle au sein de la communauté de
recherche en optimisation mathématique sont à l’origine d’outils et d’algorithmes génériques,
de plus en plus efficaces, qui sont parfois directement utilisables pour définir et optimiser
missions de demain. Quand ce n’est pas le cas, la recherche en optimisation reste une solution
à privilégier pour produire à partir de briques algorithmiques existantes des solutions inédites
et adaptées tirant partie des toutes les forces connues des différents cadres mathématiques à
disposition : optimisation convexe, non-convexe, discrète, continue, linéaire, non-linéaire...

A la manière de ce qui est proposé dans le travail de synthèse [Fasano 2012], nous pro-
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posons ici un rapide tour d’horizon des problématiques d’optimisation rencontrées en ingénierie
des systèmes spatiaux. Parmi les applications les plus connues, on peut citer l’optimisation
des trajectoires interplanétaires, par exemple traitées dans [D’Amario 1982] et [Cage 1994]
par méthode de Newton et par des métaheuristiques. On cite également [Conway 2010] et
[YONG 2008] pour des travaux de synthèse complets sur le sujet. Les auteurs de [Junge 2005],
[Tillerson 2002], [De Queiroz 2000] optimisent eux des lois de contrôle pour coordonner des
satellites volant en formation et devant se soumettre à des manœuvres de reconfiguration,
avec prise en compte intégrée dans les algorithmes de la dynamique non-linéaire du système.
Les auteurs de [Ho 2013] s’intéressent quant à eux à l’optimisation de la logistique au sein de
la station spatiale internationale pour optimiser le temps que va pouvoir passer l’équipage à bord.

Si on s’intéresse plus spécifiquement aux systèmes satellitaires en orbite autour de la
Terre, et en particuliers aux systèmes autres que les systèmes de télécommunications, on
peut citer les travaux d’optimisation des missions des satellites d’observation. Sur le sujet
de l’optimisation des constellations de cette classe de satellites, on peut par exemple citer
[Budianto 2004], [Ferringer 2006] ou encore [Ferringer 2007]. Par exemple, les auteurs de
[Frank 2001], [Lemaître 2002] et [Gabrel 2003] s’intéressent à l’ordonnancement des nombreuses
requêtes de prises de vue auxquelles sont soumises les constellations de satellites d’observation
de la Terre.

1.3.2 Approches d’optimisation par rupture technologique ou de concept

Réussir à atteindre les très haut débits aujourd’hui visés dans les services de télécommunica-
tions est un réel défi à l’échelle système pour les satellites multifaisceaux qui a donc motivé un
nombre significatif de travaux de recherche dans la communauté des télécommunications spa-
tiales. Les standards de définition des systèmes actuels sont ainsi remis en question pour laisser
place à de nouvelles technologies et de nouveaux concepts dont les objectifs sont de faire franchir
de nouveaux paliers aux systèmes satellitaires en termes de capacités délivrées. Par exemple, les
auteurs de [Vidal 2012] proposent un état de l’art de ces systèmes et un ensemble de techniques
pour en améliorer les performances : allocation de plus de bande, schémas de réutilisation de
fréquences, dimensionnement du lien “feeder” entre les stations passerelles et le satellite, et tech-
niques d’atténuation d’interférences. Dans [Poulenard 2014], les auteurs mettent en évidence
l’intérêt de recourir à des communications optiques et non plus aux radiofréquences pour le lien
“feeder” des satellites géostationnaires, et proposent une méthodologie et des algorithmes pour
adresser les différents défis de conception que ces architectures innovantes soulèvent. Les au-
teurs de [Christopoulos 2015] analysent des systèmes multifaisceaux qui utilisent deux satellites
co-localisés qui se coordonnent pour fournir des performances accrues et plus robustes.

1.3.3 Approches d’optimisation dédiées à un ou plusieurs sous-systèmes d’un
satellite de télécommunicaitons

De façon plus fréquente, et pour des raisons évidentes de complexité des problèmes à ré-
soudre, on trouve dans la littérature un nombre importants de travaux qui s’intéressent à l’op-
timisation de certains sous-systèmes des satellites multifaisceaux. Par exemple, les auteurs de
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[Touya 2008] investiguent des algorithmes d’optimisation d’un certain type d’antennes multifais-
ceaux. Pour une architecture système et une charge utile satellite données, la littérature est éga-
lement riche sur la question de l’allocation des ressources comme la puissance du satellite and la
bande radio du système : [Aravanis 2015], [Kiatmanaroj 2016], [Kiatmanaroj 2013], [Park 2012],
[Touati 2003], ou encore [Wang 2014] par exemple. L’optimisation est également présente quand
il s’agit d’apporter des réponses aux situations de panne de certains équipements de la charge
utile des satellites multifaisceaux, par exemple les travaux présentés dans [Stathakis 2012] et
[Stathakis 2013] proposent une optimisation de la reconfiguration de la charge utile de télécom-
munications en cas de panne. Dans un registre connexe, les travaux [Boche-Sauvan 2014] se
concentrent eux sur l’optimisation du séquencement des nombreuses et longues phases de test
des satellites auxquelles les satellites doivent se soumettre avant d’être autorisés à être lancés.

1.4 Définition d’une procédure d’optimisation globale d’un sys-
tème multifaisceaux

1.4.1 Notion de co-design de la charge utile et du système de télécommuni-
cations

Idéalement, toutes les variables, contraintes et critères de définition de la charge utile
et d’interfaçage avec le reste du système de télécommunications devraient être manipulées
conjointement : on parle alors de co-design de la charge utile et du système de télécommuni-
cation. Concrètement, cela veut dire qu’il faut embarquer et allouer la ressource en fonction
des performances visées au niveau du système de télécommunications (donc en considérant très
directement les besoins des utilisateurs en termes de capacité et de disponibilité des liens),
mais en veillant à ce que les contraintes technologiques des antennes soient vérifiées, et que
les différents choix faits correspondent à une configuration du répéteur qui soit réalisable et
compatible de la plateforme satellite retenue. En pratique, les questions auxquelles il est néces-
saire de répondre en phase d’un dimensionnement d’un satellite multifaisceaux sont les suivantes :

· Combien de faisceaux pouvons-nous embarquer ?

· Combien et quelles tailles de réflecteurs pouvons-nous envisager ?

· Quelles sont les tailles de faisceaux admissibles résultantes ?

· Quel réflecteur émet quel faisceau ?

· Quelle technologie antenne utiliser pour optimiser les performances ? Quelles sont les
contraintes résultantes ?

· Quel faisceau sert quelle station ? Avec quelles performances ?

· Quelle passerelle alimente quel faisceau ?
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· Quelle est la demande perçue par chaque faisceau ?

· Quelle quantité de bande allouons-nous à chaque faisceau ? Selon quelle occupation du
spectre disponible ?

· Combien de filtres sont nécessaires ?

· Quel amplificateur haute puissance amplifie quel faisceau ? Quelle est la puissance reçue
par canal ?

· Combien devons-nous embarquer d’équipements de conversion en fréquence ?

· ...

La complexité du design provient alors de l’apparition de critères très directement antagonistes
quand nous cherchons à apporter des réponses pertinentes à ces différentes questions, par
exemple :

· Une façon d’améliorer les performances des communications au niveau des utilisateurs
finaux est d’augmenter les gains des antennes. Or, de meilleurs gains sont obtenus avec
des faisceaux plus petits dont la formation nécessite des réflecteurs paraboliques plus
grands qui risquent d’atteindre les limites de la plateforme et du lanceur en termes
de volume et de masse. D’autre part, des faisceaux plus petits ont par définition une
étendue géographique amoindrie : couvrir l’intégralité de la zone de service va demander
plus de faisceaux, qui sont pourtant en nombre limité pour des questions de puissance
et d’aménagement interne de la charge utile du satellite.

· Un nombre de faisceaux qui n’est pas aussi grand que l’on aurait pu le souhaiter, pour
les raisons juste évoquées, peut se traduire par des demandes en bande à installer sur
chaque faisceau difficiles à satisfaire. Il faut alors aller chercher toutes les marges de
manœuvre possibles pour proposer une solution conforme à ces besoins élevés, avec
un impact direct sur le répéteur, par exemple : les discontinuités des bandes allouées
coûtent en filtres, les déséquilibres d’utilisation des différentes fréquences coûtent en
équipement de conversion et en amplificateurs haute puissance, donc en coût, en masse,
en consommation électrique ...

· Un nombre de faisceau qui serait même trop petit peut se traduire par des demandes
résultantes dans les faisceaux trop fortes pour qu’il existe une architecture répéteur
permettant de router la bande reçue par les passerelles aux différents faisceaux côté
utilisateur dans les quantités requises.

Nous avons donc affaire à des sous-systèmes individuellement complexes et profondément inter-
connectés. L’approche conjointe serait donc la voie à privilégier si on ne venait pas se heurter à
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une complexité numérique malheureusement trop élevée. Ceci explique la définition de l’approche
globale décomposée itérative du paragraphe suivant.

1.4.2 Approche globale itérative pour la conception d’un système de télé-
communication spatiales

Pour adresser la complexité du co-design mise en évidence dans le paragraphe précédent, nous
avons imaginé et implémenté la procédure décomposée de dimensionnement d’un satellite mul-
tifaisceaux proposée en figure 1.6. Toute la force de cette dernière réside dans la capacité à lier
les différents problèmes par les contraintes et objectifs mathématiques de chaque étape. Concrè-
tement, nous avons fait en sorte que chaque étape intègre dans son déroulement un volet de
préparation des problèmes qui suivent dans le flot de problèmes de décision de la figure 1.6.
De façon complémentaire à ce principe, chaque étape reçoit les solutions des optimisations des
étapes précédentes en tant qu’entrées à respecter strictement, sans jamais les remettre en ques-
tion jusqu’à l’évaluation finale du design complet. Cette dernière valide ou invalide la solution
produite et identifie des causes du manque de qualité ou d’absence de faisabilité technologique,
qui sont intégrées directement aux différentes briques d’optimisation dans l’itération suivante. Le
choix a été d’initialiser le dimensionnement par le problème dit de “beam layout”, l’importance
de ce choix étant notamment détaillé dans les chapitres 2, 3, 4. Comprenons simplement que le
statut de premier problème résolu dont hérite le beam layout est essentiellement une réponse à la
forte sensibilité des performances du système de télécommunications à ce paramètre : on ne peut
pas compenser pas les faiblesses d’un beam layout plus loin dans la chaîne de dimensionnement,
par exemple si des faisceaux sont trop chargés ou si des stations ne sont géométriquement pas
couvertes. La problématique d’allocation de fréquences et d’optimisation du répéteur en termes
de filtres, d’amplificateurs, et d’équipements de conversion est elle traitée en chapitre 5, sa bonne
résolution ayant été jugée particulièrement déterminante pour les performances vis-à-vis de la
mission de télécommunications : alors que les besoins sont uniquement définis par faisceau au
moment du “beam layout”, la problématique d’allocation de bande apporte elle une réponse
concrète au besoin des utilisateurs en distribuant la ressource spectrale embarquée.

1.4.3 Sélection d’un cadre mathématique d’optimisation

1.4.3.1 La besoin en souplesse des modèles mathématiques

Le contexte industriel qui a motivé ce travail de recherche incite au développement de méthodo-
logies d’optimisation les plus adaptatives possibles. En effet, les besoins des systèmes futurs sont
incertains et difficiles à anticiper, tout comme leur traduction en termes de contraintes sur les
ressources et les équipements avec lesquels les ingénieurs système devront composer en phase de
conception. Autrement dit, les règles de dimensionnement des satellites de télécommunications
vont évoluer selon un rythme dicté à la fois par les innovations sur les technologies embarquées,
mais aussi par la perception fluctuante du marché des télécommunications par les opérateurs
qui actionnent les fabricants. En conséquence directe, les problèmes d’optimisation du dimen-
sionnement des satellites de télécommunications résolus aujourd’hui ont de grandes chances de
changer significativement, que ce soit en termes de critères mathématiques, de nombre et types
de contraintes et variables. Ce constat a naturellement dirigé les efforts de recherche de cette
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Figure 1.6 – Procédure itérative d’optimisation globale d’un satellite multifaisceaux. En rouge :
les problèmes adressés pendant la thèse
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thèse vers les cadres d’optimisation proposant le meilleur compromis entre ces besoins d’une
part de souplesse et d’autre part de performance et si possible d’exactitude de résolution.

Ce contexte particulier a conditionné la façon de penser les algorithmes de résolution
proposés. Typiquement, ce besoin d’avoir des algorithmes évolutifs est celui qui a orienté le
travail de recherche vers, notamment, la programmation linéaire mixte et la programmation par
contraintes. Il existe effectivement un mouvement de recherche extrêmement actif qui produit
continûment des algorithmes génériques applicables à tout modèle mathématique conforme aux
règles de modélisation de ces deux cadres d’optimisation particuliers. Ce constat est rassurant
d’un point de vue industriel : on ne devra pas repenser intégralement les heuristiques dédiées
qui auraient été définies pour un problème précis en termes de variables et de contraintes,
et on pourra à l’inverse se permettre d’en ajouter et d’en enlever aux modèles existants.
Cette approche par delta de modèles répond donc à un besoin pratique de faire évoluer en
permanence les algorithmes d’optimisation de dimensionnement des satellites multifaisceaux du
côté d’Airbus Defence and Space (partenaire industriel de cette thèse CIFRE).

1.4.3.2 Choix de l’optimisation mono-objectif en contexte multi-critères

Nous avons entrevu dans les paragraphes précédents que les problèmes de dimensionnement
des satellites multifaisceaux devraient en toute rigueur être adressés par de l’optimisation
multi-objectif ([Deb 2016] en synthétise notamment la théorie). Effectivement, nous avons
évoqué différents critères d’optimisation : maximisation du service offert aux utilisateurs,
minimisation du nombre de filtres, minimisation du nombre d’amplificateurs haute puissance,
minimisation du nombre d’équipements de conversion, minimisation du nombre de faisceaux,
ou encore minimisation des difficultés à venir dans les problèmes d’optimisation suivants dans
le flot de la figure 1.6...

Finalement, dans cette thèse, nous avons décidé de mettre en œuvre une méthodologie
classique pour revenir à de l’optimisation mono-critère, l’objectif ici étant notamment de garder
ouverte la possibilité de recourir à la programmation linéaire mixte et à la programmation
par contraintes. La technique en question a pour nom “méthode epsilon-contrainte” dans la
littérature : [Laumanns 2005], [Mavrotas 2009]. Elle consiste à faire le choix d’optimiser un des
nombreux critères, celui sur lequel on dispose d’une certaine liberté, tout en contraignant les
autres critères pour lesquels il est plus naturel de définir des valeurs minimales ou maximales.
La méthode propose en réalité une approche itérative qui permet sous certaines conditions
de définir des solutions prouvées Pareto-optimales. Ici, nous nous contentons de l’itération
0, à savoir de la réflexion permettant d’aboutir à un sous-ensemble de critères qui basculent
en contraintes, et à des bornes sur les valeurs que peuvent prendre ces critères. Il s’avère
qu’il s’agit là d’une approche nativement compatible des problèmes d’optimisation que nous
avons à résoudre. Il est par exemple naturel de maximiser le nombre de stations couvertes et
de contraindre le nombre de faisceaux à sa limite supérieure, issue de la plateforme satellite
envisagée. De la même manière, cela fait sens de contraindre strictement le nombre de certains
équipements comme les réflecteurs du satellite, les équipements de conversion, ou même les
filtres : cela permet de se conformer à des limites rigides de budget ou de complexité de la
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charge utile...

1.5 Conclusions

Ce premier chapitre a permis d’introduire la problématique industrielle. Les systèmes sa-
tellitaires multifaisceaux ont été définis et présentés, avec un niveau de détails accru pour le
segment spatial. Le caractère aussi crucial que complexe de la phase de conception des satellites
multifaisceaux a été démontré et a donné lieu à une subdivision estimée nécessaire à la fois du
dimensionnement du système complet de télécommunication, mais aussi du dimensionnement
du segment spatial, lui-même déjà trop complexe pour être optimisé directement dans sa glo-
balité. Ainsi, après un état de l’art établi sur les différents mouvements de recherche cherchant
à faire reculer les limites des systèmes de télécommunications satellitaires actuels, nous avons
défini et fourni une procédure d’optimisation globale itérative, et nous avons précisé le cadre
mathématique retenu pour les thématiques d’optimisation qui font l’objet des chapitres sui-
vants, à savoir : l’optimisation mono-critère qui s’appuie de façon préférentielle sur des cadres
d’optimisation souples par rapport aux variables et objectifs des problèmes. Dans le chapitre
suivant, cette dernière est appliquée au premier problème de la procédure d’optimisation globale
introduite dans ce chapitre : l’optimisation du placement irrégulier de faisceaux.
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2.1 Le beam layout d’un système multifaisceaux : définition, en-
jeux, contraintes et solutions existantes

Uniquement entrevue dans les sections précédentes, ce chapitre propose d’affiner la définition
du “beam layout irrégulier” d’un système multifaisceaux, selon la terminologie communément
admise dans le milieu des satellites de télécommunications. Notamment, les variables de ce pro-
blème sont définies et permettent d’aboutir à une formulation mathématique des différentes
contraintes à considérer pour le co-dimensionnement d’un système de télécommunications par
satellite et de la charge utile de ce dernier (en section 2.1.1). Dans ce but, il a également été
nécessaire de choisir un système de coordonnées adéquat pour manipuler les variables continues
des centres des faisceaux. Pour cela, nous approfondissons la démonstration d’un résultat connu
dans l’industrie des satellites de télécommunications : l’approximation des distances angulaires
par la norme euclidienne dans le système de coordonnées dit des “angles true view”, en para-
graphe 2.1.2. Un critère mathématique d’optimisation est également fixé et justifié, avant que
les solutions algorithmiques classiques chez les fabricants de tels satellites soient analysées en
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section 2.1.3 et 2.1.4. Dans 2.1.5, rn retour sur les enjeux du beam layout ainsi qu’une discus-
sion critique sur ces premières solutions simples débouchent sur la définition et un état de l’art
sur le problème d’optimisation de beam layout tel qu’il a été étudié dans cette thèse. De plus,
sa complexité numérique est démontrée dans ce même paragraphe : optimiser un beam layout
irrégulier sous les contraintes et le critère considérés est NP-difficile.

2.1.1 Définition et enjeux d’un beam layout de satellite multifaisceaux

2.1.1.1 Définition d’un beam layout

Dans le milieu des satellites de télécommunications multifaisceaux, un “beam layout”, dont la
traduction française la plus proche pourrait être le très peu usité “agencement de faisceaux”, est
caractérisé par :

· Un nombre de faisceaux,

· Le centre de ces faisceaux, dans un certain système de coordonnées,

· Le diamètre des faisceaux,

· La relation de ces faisceaux avec les équipements de la partie antenne les produisant,

· Les associations entre les stations utilisateur et les faisceaux ainsi placés.

Construire un beam layout se résume à la définition de ces cinq points. Cependant, il est loin
d’être facile de parvenir à les déterminer en assurant une qualité de solution satisfaisante par
rapport aux objectifs de la mission, mais aussi en conservant la faisabilité technologique. Il s’agit
donc de respecter toutes les contraintes de la charge utile et de la plateforme, tout en faisant
en sorte de pouvoir assurer une qualité de service satisfaisante, voire optimale selon un certain
critère, aux utilisateurs de la zone de couverture.

2.1.1.2 Enjeux du beam layout pour le système global

L’optimisation du beam layout est à la source de la procédure itérative d’optimisation du
dimensionnement global d’un système multifaisceaux proposée dans le chapitre 1.4. Autrement
dit, au sein de cette décomposition de la conception du système, un certain nombre de choix sont
faits au moment de l’optimisation du beam layout et, pour une itération de dimensionnement
donnée, ne sont pas remis en question par la suite. Ceci peut s’avérer problématique dans le sens
où certains paramètres définis lors de l’optimisation du beam layout constituent directement des
entrées à d’autres problèmes situés en aval dans la chaîne de dimensionnement que nous avons
proposée. Par exemple, le nombre de faisceaux et l’allocation des stations aux faisceaux im-
pactent très directement l’optimisation du répéteur, notamment au travers du problème de plan
de fréquences étudié en partie 5. En plus de porter directement la responsabilité des stations qui
ne sont pas servies car non-couvertes par les faisceaux retenus, un beam layout peut aussi voir
sa qualité chuter si les demandes cumulées par faisceau qui en résultent induisent un trop grand
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nombre de violations des contraintes à respecter dans le problème de plan de fréquences qui
suit ce placement de faisceaux. Ceci est un défaut de l’approche par décomposition du problème
global qui se généralise au-delà même du cas particulier de l’optimisation de beam layout : en
approche décomposée de dimensionnement, il est possible de mal anticiper en quoi les choix faits
à l’étape courante peuvent se transformer en des difficultés voire des impossibilités impossibles à
compenser dans les étapes suivantes. Dans cette thèse, l’objectif de contrer ces phénomènes désa-
vantageux pour le dimensionnement du satellite a directement guidé la définition des problèmes
d’optimisation à résoudre, et l’optimisation du beam layout en est un premier exemple.

2.1.2 Système de coordonnées considéré

2.1.2.1 Définition des angles “true view”

Ce paragraphe décrit le système de coordonnées utilisé dans cette étude pour identifier les points
à la surface de la Terre. Un système particulièrement utilisé dans le contexte des communications
satellitaires (voir [Maral 2011b] par exemple) est le système de coordonnées (~x,~y,~z) centré sur
le satellite, représenté sur la figure 2.1 : les points de la Terre visibles depuis le satellite sont
identifiés à des angles dits “true view”. Les avantages de ce système de coordonnées sont passés
en revue ci-dessous.

z

x

y

S

0 P

P̂

Figure 2.1 – Angles “true view” de visibilité des points à la surface de la terre depuis le satellite

L’axe ~z est selon la direction satellite-Terre, l’axe ~x est perpendiculaire au plan méridien du
satellite (défini par le nord, l’axe ~z et la position du satellite) et est orienté vers l’est, et
l’axe ~y est perpendiculaire au plan équatorial et est orienté de manière à compléter le trièdre
orthonormé direct (~x,~y,~z), ce qui correspond donc au sud pour un satellite géostationnaire. Sur
la figure 2.1, S représente le satellite, O le centre de la Terre, P un point à la surface de la Terre
et P̂ sa projection sur le plan équatorial. Notons P l’ensemble des points à la surface de la Terre
visibles depuis le satellite. Soit aussi Θ l’ensemble des angles possibles entre la direction~z et les

directions
−→
SP quand P ∈ P , et soit Φ l’ensemble des angles (

−→
HP̂,
−→
HP) obtenus lorsque P ∈ P , H
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étant la projection de P sur la direction
−→
SO. Alors, une propriété forte est qu’il existe un certain

sous-ensemble Z de Θ×Φ et une bijection de P dans Z qui permet d’utiliser le couple d’angles
dits “true view” (θ,ϕ) ∈ Z pour identifier totalement tout point P ∈ P . Cette propriété est celle
illustrée dans la figure 2.1. Cette dernière fournit également un exemple concret de la notion de
séparation angulaire de deux points à la surface de la Terre du point de vue du satellite, cruciale
dans le problème de placement de faisceaux. En effet, nous observons une séparation angulaire
d’angle θ entre le point sub-satellite (projection du point S sur la surface de la Terre) et le point
P. Notons qu’il y a parfaite correspondance entre les angles “true view” et les angles de longitude
et de colatitude du système de coordonnées sphériques rattaché au repère cartésien (S,~x,~y,~z). A
la différence des coordonnées sphériques classiques, ces deux angles suffisent à décrire tout point
P ∈ P car nous disposons dans ce cas particulier d’une information supplémentaire : ici, nous
décrivons exclusivement des points situés à la surface de la Terre. Ainsi, la troisième coordonnée
sphérique standard de distance au centre S du repère se déduit des deux angles (θ,ϕ), de
la distance satellite-Terre, et du rayon de la Terre (en hypothèse de Terre strictement sphérique).

Il existe une représentation particulièrement pratique de ces angles “true view” dans le
plan xy. Aux deux angles (θ,ϕ) ∈ Z définissant un certain point P ∈ P , on peut associer les
angles dits “true view projetés” θx ∈ Θx et θy ∈ Θy définis comme suit :

θx = θcosϕ (2.1)

θy = θsinϕ (2.2)

Ceci définit bijectivement Θx et Θy à partir de Z, comme le montre la figure 2.2.

Figure 2.2 – Réprésentation projetée des angles “true view”

Dans cette représentation, l’angle θ correspond à la longueur du segment OP et l’angle ϕ est
l’angle entre la direction

−−→
Oθx et le vecteur

−→
OP. Un des intérêts de cette représentation est sa

capacité à traduire efficacement tout mouvement apparent de P sur la surface de la Terre visible
depuis le satellite. Par exemple, si P se déplace vers le sud à la surface de la Terre, ceci se
traduit par une simple translation verticale du point P (vers les valeurs positives de θy) dans
cette représentation planaire des angles “true view”. Idem pour un mouvement vers l’est sur la
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sphère Terre, pour lequel on observe dans cette représentation une translation horizontale vers
les valeurs positives de θx. Enfin, un mouvement de P dans P à θ constant est représenté par un
arc de cercle.

2.1.2.2 Approximation des séparations angulaires par norme euclidienne : carac-
tère négligeable de l’erreur commise

Cette représentation projetée est cependant inexacte dans le sens où les distances angulaires
entre les points ne sont pas respectées. En effet, soit P′ un autre point de P , la représentation
projetée suggère que la séparation angulaire δθréelle

entre P et P′ du point de vue du satellite
peut être donnée par :

δθapprox
=

√

(θx−θ′x)
2 +
(
θy−θ′y

)2
(2.3)

=
√

θ2 +θ′2−2θθ′ cosϕcosϕ′−2θθ′ sinϕsinϕ′ (2.4)

Ce qui serait particulièrement pratique puisque de nombreuses distances angulaires vont devoir
être calculées pour optimiser le placement de faisceaux, et qu’une telle formule réduit ces calculs
à de simples évaluations de la norme euclidienne dans le repère des angles “true view projetés”.
Seulement, de simples règles de trigonométrie nous permettent d’affirmer que, dans le repère
cartésien (S,~x,~y,~z), les deux points P et P′ sont vus respectivement depuis le satellite selon les
directions :

~u =





cosϕsinθ

sinϕsinθ

cosθ



 et ~u′ =





cosϕ′ sinθ′

sinϕ′ sinθ′

cosθ′



 (2.5)

Et un simple produit scalaire permet d’aboutir à :

δθréelle
= arccos(cosϕcosϕ′ sinθsinθ′+ sinϕsinϕ′ sinθsinθ′+ cosθcosθ′) (2.6)

Dans la littérature évoquant les systèmes de coordonnées utilisés dans le contexte des télécom-
munications spatiales, seul l’ouvrage [Maral 2011b] aborde la question de l’approximation des
distances angulaires réelles par les angles Θx×Θy. Le caractère négligeable de l’erreur commise
par la première expression approchée y est illustré, mais uniquement sur un sous-ensemble des
couples de points à la surface de la Terre entre lesquels nous pourrions souhaiter calculer une
distance angulaire. Ici, nous proposons ici une démonstration étendue à l’ensemble complet des
jeux de deux points de la Terre visibles depuis le satellite. Pour quantifier l’importance de l’er-
reur d’approximation, nous définissons l’erreur relative pour tout couple de points de P comme
suit

∀P,P′ ∈ P , εrelative(P,P
′) =

∣
∣
∣
∣

δθapprox
−δθréelle

δθréelle

∣
∣
∣
∣

(2.7)

Pour évaluer ce niveau d’erreur, nous proposons une analyse pour un satellite géostationnaire
placé à une longitude de 0

◦ : les conclusions sont parfaitement généralisables par symétrie de
révolution autour de l’axe de rotation de la Terre. Dans un premier temps, rappelons que l’angle
maximum θmax,géo entre la direction définie par le satellite et le centre de la Terre et celle définie

c©Airbus Defence and Space SAS - Tous droits réservés. 31



Le beam layout d’un système multifaisceaux : définition, enjeux, contraintes et solutions
existantes

par le satellite et un point visible à la surface de cette dernière s’exprime comme suit

θmax,géo = arcsin

(
Rterre

Hgéo+Rterre

)

(2.8)

avec Rterre = 6378 km le rayon de la terre et Hgéo = 35786 km l’altitude d’un satellite géosta-
tionnaire. Cette relation est illustrée en figure 2.3, et elle conduit finalement à une valeur de
θmax,géo ≈ 8,7◦.

Figure 2.3 – Lien entre rayon de la Terre, altitude d’un satellite géostationnaire et angle maxi-
mal de visibilité depuis le satellite

Pour comparer les calculs exact et approché de la distance angulaire, on propose d’abord de
s’intéresser à l’ensemble des points de la surface de la Terre qui vérifient θx ≥ 0 et θy = 0. Pour
un point donné de cet ensemble, l’idée est de calculer selon les deux formules sa séparation
angulaire avec tous les autres points visibles de la surface de la terre : on pourra représenter
ainsi en chaque point P ∈ P l’erreur relative par rapport à ce point référence. Plutôt que de
traiter l’intégralité du segment (θx ≥ 0,θy = 0), on se contente de présenter en figure 2.4 les
résultats pour 4 points de θx croissant, entre les valeurs 0 et θmax,géo, les conclusions y étant
déjà apparentes. Dans les représentations de cette figure, le bleu foncé correspond à une erreur
relative nulle là où, à l’extrême opposé, le rouge correspond à la plus forte valeur d’erreur
relative rencontrée, à savoir εrelative,max ≈ 0,003827. Pour des valeurs de θx proches de 0 pour le
point référence, on constate que l’erreur relative reste nulle ou presque nulle pour tout point de
la surface visible de la terre. A l’inverse, c’est vers les plus grandes valeurs de θx que les erreurs
les plus marquées sont observées. Ainsi, pour θx = θmax,géo, εrelative atteint le maximum annoncé
quelques lignes plus haut. Ce pire cas correspond à un erreur angulaire absolue de 0,026

◦, ce
qui dans les applications de dimensionnement de satellite de télécommunications visées ici est
parfaitement négligeable.

La généralisation à l’ensemble complet des couples de points de la surface visible de la terre
s’obtient directement grâce à une propriété d’invariance de la fonction d’erreur relative par
révolution autour de l’axe ~z. En effet, soient P1,P2 ∈ P , et soient également P′

1
∈ P et P′

2
∈ P
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.4 – Erreur relative commise en chaque point de la surface visible de la Terre par le
calcul en norme euclidienne de la séparation angulaire au point référence (bleu=erreur nulle,
rouge=erreur maximale de ≈ 0,003827), pour 4 points de référence : (a) (θx = 0

◦,θy = 0
◦) (b)

(θx = 3,73
◦,θy = 0

◦) (c) (θx = 6,21
◦,θy = 0

◦) (d) (θx = 8,7◦,θy = 0
◦)

obtenus respectivement par rotation de P1 et de P2 d’un certain angle α ∈ [0,2π], alors on a dans
ce cas εrelative(P1,P2) = εrelative(P

′
1
,P′

2
). Cette propriété est illustrée en figure 2.5 où deux points

de référence liés par une simple rotation de π
2

autour de ~z sont utilisés pour construire deux
cartes complètes des erreurs relatives en tout point de P : la propriété d’invariance y est très
directement observable (le rouge correspondant cette fois à la valeur maximale pour ces deux
points de référence).

Finalement, la valeur d’erreur pire cas constatée sur le segment (θx ≥ 0,θy = 0) est donc une
valeur pire cas globale. Ainsi, il vient d’être démontré que le système de coordonnées Θx×Θy

permet de calculer des séparations angulaires via de simples évaluations de normes euclidiennes
qui sont de précision suffisante. Ce système de coordonnées a donc été privilégié dans cette étude,
et il est à l’origine du travail détaillé dans les parties suivantes sur le traitement des contraintes
inégalités faisant intervenir des normes euclidiennes sur des variables continues.
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(a) (b)

Figure 2.5 – Propriété d’invariance de l’erreur relative par symétrie autour de l’axe satellite-
centre de la Terre

2.1.3 Contraintes et critère de co-design pour la définition d’un beam layout
multifaisceaux

Cette section recense les objectifs de qualité et les contraintes technologiques auxquels doit
se soumettre la définition d’un beam layout multifaisceaux.

2.1.3.1 Le critère d’optimisation : la maximisation du trafic capté par les faisceaux

Comme détaillé en chapitre 1, les exigences d’une mission de télécommunications satellitaires
peuvent être de différents types. Dans leur forme la plus générale, elles consistent en une série
de services spécifiques qui doivent être fournis à des régions désignées de la Terre : télévision,
radio, téléphone, applications large bande (internet, vidéoconférences...) pour citer quelques unes
de ces applications. A la fois la quantité et la qualité de ces services peuvent être spécifiées par
l’organisme (opérateur commercial, agences spatiales institutionnelles...) qui sollicite le fabricant
de satellites. Dans le cadre des ces travaux sur la définition du beam layout, nous avons fait
l’hypothèse d’une mission inspirée des applications large bande où chaque point défini sur la zone
de service a sa propre demande en trafic, exprimée en Megabits par secondes, qu’il faut satisfaire
au mieux. Seulement, le niveau de définition du système satellitaire à la sortie d’une optimisation
de beam layout est insuffisant pour pouvoir établir une analyse précise des performances du
système de télécommunications. Cette analyse fine n’est possible qu’une fois l’intégralité des
antennes et du répéteur dimensionnés : les différentes allocations de puissance, de spectre, et
d’équipements de la charge utile sont nécessaires pour simuler précisément les bilans de liaison et
donc ces valeurs de trafic offert. Ainsi, un des enjeux de la définition mathématique du problème
d’optimisation de beam layout est de décider d’un critère à optimiser qui soit favorable au
critère réel du système global dont le calcul est impossible à ce stade. Dans cette étude, la
réponse proposée est une maximisation du trafic couvert par les différents faisceaux placés,
l’objectif idéal étant 100%. Le trafic couvert d’un faisceau est défini ici comme étant la somme
des demandes des stations géométriquement couvertes par ce faisceau et associées à ce faisceau
(une station pouvant être couverte géométriquement par un faisceau sans y être associée pour
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autant) que nous limitons à la charge maximale autorisée par faisceau (discuté en paragraphe
2.1.3.4).

2.1.3.2 Contraintes de la plateforme : nombre maximum de faisceaux et de réflec-
teurs

La première contrainte de la plateforme du satellite que nous avons considérée dans la
modélisation mathématique du problème de beam layout est la limite sur le nombre de faisceaux
qui peuvent être embarqués. Ceci peut être dû à des limites en puissance, en coût, et en masse,
mais peut aussi être le résultat de contraintes de volume et d’accommodation de la charge utile
du satellite. Cette limite supérieure au nombre de faisceaux a été explicitement intégrée à nos
algorithmes d’optimisation du beam layout.

Ensuite, pour des raisons similaires, il existe une limite physique au nombre d’antennes
à réflecteur pouvant être embarquées dans la charge utile du satellite : elles affectent très
directement la masse du satellite et les possibilités d’accommodation de ce dernier dans la
coiffe du lanceur qui l’accueillera. En pratique, nous travaillerons dans cette étude à nombre de
réflecteurs fixé à l’avance, à la limite de ces contraintes de masse et de volume.

2.1.3.3 Technologie antenne considérée et contraintes associées

Pour les satellites de télécommunications multifaisceaux, la technologie antenne Single Feed
per Beam SFPB (présentée en section 1.1.3.1) est certainement la plus maîtrisée, et ses bonnes
performances ont démontré leur fiabilité au fil des différents programmes satellites où elle a
été implantée. Dans cette étude, nous avons ainsi fait l’hypothèse d’une utilisation de cette
technologie dont les contraintes spécifiques ont fortement orienté la définition des algorithmes
d’optimisation de beam layout que nous avons proposés. On rappelle que pour ce type d’antenne,
chaque faisceau correspond à une et une seule source radiofréquence, laquelle est installée dans
le plan focal d’un des réflecteurs paraboliques du satellite. La figure 2.6 donne ainsi un exemple
en Single Feed per Beam de trois sources d’un même réflecteur, chacune à l’origine d’un faisceau
qui lui est propre : les faisceaux orange, bleu et vert. La contrainte de faisabilité technologique
principale associée à ce type de configurations est que, pour tout beam layout, il doit exister une
association des faisceaux aux réflecteurs (c’est-à-dire une application de l’ensemble des faisceaux
dans l’ensemble des réflecteurs) pour laquelle les positions et tailles des sources requises pour
produire ce beam layout n’entraînent pas de collisions de sources dans les blocs de sources.
Cela se traduit par une séparation angulaire minimale du point de vue du satellite entre deux
faisceaux associés au même réflecteur, cet écartement étant une fonction de la taille des deux
sources correspondantes. Cette contrainte est illustrée dans la figure 2.6 où certains éléments de
la géométrie antenne considérée (antenne à réflecteur parabolique en offset) ont été représentés :
le foyer O, la distance focale F , la distance focale oblique Fs, le centre de l’ouverture projetée
S, le diamètre D de la projection de la parabole sur le plan focal, et la distance angulaire ∆θ à
respecter du fait de la distance inter-sources ∆i, j. De l’article [Lo 1960] où la notion de “facteur
de déviation de faisceau” est définie, on retient le résultat suivant, valide pour les architectures
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Figure 2.6 – Représentation d’un bloc de sources Single Feed Per Beam illuminant un réflecteur
satellite et de la notion de séparation angulaire résultante

respectant Fs

D
> 1,5, ce qui est le cas nos systèmes multifaisceaux :

∆θ = arctan

(
∆i, j

Fs

)

(2.9)

On observe ainsi que plus les sources sont éloignées, plus la séparation angulaire résultante est
marquée. Par ailleurs, générer des faisceaux plus larges nécessite des sources également plus
larges qui permettent de concentrer l’illumination sur une surface réduite du réflecteur : plus
la surface effective illuminée du réflecteur est grande, plus il y a concentration de l’énergie,
et plus les faisceaux résultants sont étroits. Ces sources pour faisceaux plus larges sont ainsi
à l’origine de distances plus grandes entre les centres de sources, et donc entraînent de plus
grandes séparations angulaires. Pour modéliser concrètement ce comportement dans cette étude
sans avoir à rentrer dans le design fin des sources SFPB, nous avons fait l’hypothèse que la
séparation angulaire minimale à respecter pour deux faisceaux transmis par le même réflecteur
est directement proportionnelle à la moyenne des deux diamètres de faisceaux (ces derniers
étant directement en lien avec la distance entre les sources), selon un coefficient κ∈R+ que nous
restreindrons en pratique à l’intervalle suivant

3

2
≤ κ≤

√
3 (2.10)

Nous avons défini cet intervalle de valeurs pour κ de manière à capter au mieux l’essentiel des
configurations fréquentes et industriellement maîtrisées pour les antennes Single Feed per Beam.
Finalement, cela conduit à la distance angulaire minimale suivante pour deux faisceaux associés
au même réflecteur satellite :

∆θ =
1

2
κ(diamètre1 +diamètre2) (2.11)
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Concrètement, tendre vers la borne inférieure de cet intervalle de valeurs pour κ suppose d’être
de plus en plus capable de rapprocher les sources générant les faisceaux, ce qui veut dire qu’il
faut produire dans ce cas les mêmes tailles de faisceaux avec des sources plus petites : cela
complexifie le design fin de la source et se paie en performances de l’antenne jusqu’à la limite
de tolérance définie par la valeur minimale κ = 3

2
. Ce coefficient de séparation est fixé en amont

pour chaque instance testée.

2.1.3.4 L’anticipation du plan de fréquences par contrôle de la charge par faisceau

De façon intégrée dans l’optimisation du beam layout, les stations utilisateur à la surface
de la Terre sont associées aux faisceaux qui les couvrent, ce qui conduit à une demande cu-
mulée pouvant être définie par faisceau. Ces demandes ainsi obtenues matérialisent le lien du
beam layout avec les problèmes de dimensionnement à venir dans la procédure d’optimisation
du système de télécommunications. Effectivement, un des objectifs principaux de la définition
du répéteur qui suit est la mise en place d’une architecture capable d’allouer à chaque faisceau
la quantité de bande qu’il requiert. Cependant, si les demandes des stations ponctuelles sont mal
réparties entre les faisceaux, notamment sur les zones “chaudes” de la couverture à forte densité
surfacique de demande, certains faisceaux peuvent se retrouver avec une demande en trafic pour
lequel il n’existe pas d’architecture répéteur faisable (contraintes technologiques), ou acceptable
(coût, complexité), permettant de l’assurer. Dans cette logique de co-dimensionnement, nous
proposons de contrer ce phénomène en imposant une borne supérieure sur la charge que peut
supporter un faisceau. Pour un faisceau dont la charge atteint cette limite, une des conséquences
de cette approche est soit une impossibilité d’offrir du trafic à toutes les stations qu’il couvre
géométriquement, soit une impossibilité d’offrir à chacune de ces stations l’intégralité de sa de-
mande en trafic. Notons que cette limite est définie en fonction de la taille du faisceau, puisque
les faisceaux les plus étroits peuvent espérer des valeurs de trafic maximales plus élevées que
les faisceaux plus larges, par meilleure concentration de la puissance satellite sur les zones qu’ils
couvrent. Les mécanismes précis de quantification de bornes pertinentes pour nos expérimen-
tations sont détaillés plus loin, dans la section 3.3.1 qui expose la démarche suivie pour définir
intégralement les instances du problème d’optimisation résolues.

2.1.3.5 Intérêt et limites du chevauchement de faisceaux : les contraintes retenues

Cette section développe la stratégie choisie par rapport au chevauchement des faisceaux :
elle vise à conserver les effets positifs et à discriminer les effets néfastes sur les antennes et le
répéteur. D’un point de vue strictement géométrique, il s’agit de définir une politique sur le
niveau d’intersection autorisé pour les disques représentant les faisceaux dans le plan Θx×Θy.
Un beam layout présentant beaucoup de chevauchement de faisceaux va nécessairement avoir
besoin de plus de faisceaux pour couvrir l’intégralité de la zone de service, pour de simples raisons
de couverture surfacique. Cela peut vite devenir problématique pour le segment spatial puisque
cela implique plus de sources radiofréquence, donc plus de masse, plus de puissance requise
et plus d’équipements de routage des signaux dans le répéteur. A l’inverse, deux faisceaux se
chevauchant sur un ensemble de stations utilisateur fortement demandeuses peut parfois faciliter
la satisfaction de la contrainte de charge maximale par faisceau décrite dans le paragraphe
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précédent : la demande locale élevée est distribuée sur les deux faisceaux ce qui permet de
ne violer aucune des deux limites de charge. Aussi, pour avoir une couverture contigüe d’une
région dense en stations utilisateur, il est géométriquement nécessaire d’avoir des faisceaux qui
se chevauchent au moins partiellement. Finalement, il faut donc autoriser le chevauchement mais
le limiter, par exemple selon une certaine séparation angulaire minimale ∆̃θ entre les faisceaux.
Pour exprimer ce besoin, nous introduisons le coefficient ε ∈ R

+ et exigeons que tout couple de
faisceaux présente une séparation angulaire d’au moins

∆̃θ =
1

2
ε(diamètre1 +diamètre2) . (2.12)

En pratique, nous avons estimé que pour converger vers des solutions de beam layout satisfai-
santes d’un point de vue industriel, l’intervalle suivant convenait

1

4
≤ ε≤

√
3

2
. (2.13)

Puisque tout couple de faisceaux est soumis à cette contrainte de non-chevauchement, cette
contrainte de séparation se distingue bel et bien de celle décrite en paragraphe 2.1.3.3 pour la
faisabilité des antennes SFPB, qui elle ne concerne que des couples de faisceaux associés à un
même réflecteur du satellite. De plus, ε et κ varient dans deux intervalles disjoints.

2.1.3.6 Rentabilité des équipements : nombre minimum de stations par faisceau

D’un point de vue industriel, il n’est pas satisfaisant d’embarquer des équipements sous-
utilisés, ou d’allouer de la ressource non entièrement exploitée. En ce sens, on exige que chaque
faisceau couvre un nombre minimum d’utilisateurs au sol, ce nombre étant un paramètre d’entrée.

2.1.3.7 Complexité de production : nombre limité de diamètres différents de fais-
ceaux

Tous les faisceaux d’un même diamètre sont caractérisés par le même ensemble de spécificités
de production des sources radiofréquence correspondantes. Augmenter le nombre de diamètres
augmente donc directement le nombre de cas particuliers de production, complexité que l’on
souhaite naturellement limiter. Dans nos algorithmes de dimensionnement, nous avons traduit
ce critère en une limite sur le nombre de tailles différentes de faisceaux pouvant apparaître dans
les solutions de beam layout produites. Nous considérons que ce nombre de tailles est connu, et
que les tailles en question elles-même le sont aussi.

2.1.4 Une solution classique : le beam layout régulier

2.1.4.1 Définition d’un layout régulier

La complexification de la charge utile résultant de l’utilisation de plusieurs tailles distinctes
de faisceau dans un beam layout (juste discuté en paragraphe 2.1.3.7) a encouragé les ingé-
nieurs dimensionnant ces systèmes multifaisceaux à exploiter d’abord et au mieux les solutions
n’utilisant qu’un seul diamètre, commun à tous les faisceaux. Dans ces applications, la première
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question qui s’est posée historiquement est celle de la couverture intégrale et contigüe d’une
zone de service donnée avec un nombre minimal de faisceaux de même diamètre, qui sont pour
rappel identifiables à des disques dans Θx×Θy ⊂ R

2. Il existe ainsi un lien fort avec le domaine
de l’empilement compact qui traite des stratégies d’agencement des cercles dans le plan ou des
sphères dans l’espace permettant de maximiser leur densité, et ce sans que les chevauchements
soient autorisés entre cercles ou sphères. En espace euclidien infini, on trouve dans [Chang 2010]
la preuve que l’agencement de forme hexagonale est celui qui maximise la densité de couverture
du plan avec des disques identiques qui ne s’intersectent pas. Cette organisation des disques est
représentée en figure 2.7 où r est le rayon commun à tous les disques et δ la longueur d’un côté
du triangle équilatéral caractérisant l’agencement hexagonal. Cependant, pour une couverture

Figure 2.7 – Empilement compact dans le plan de disques identiques, selon le schéma hexagonal

contigüe de la zone de service par des faisceaux de rayon r, il est nécessaire de modifier légè-
rement la configuration de la figure 2.7 de manière à combler les trous entre chaque triplé de
disques adjacents dont les centres forment le triangle équilatéral de côté δ. Pour ce faire, le che-
vauchement est dorénavant autorisé par réduction de la distance δ entre les centres des disques.
Soit Λ = δ

2r
le rapport de la distance entre centres adjacents sur le diamètre du faisceau, on

montre par simple géométrie euclidienne que le pourcentage A% de l’aire du triangle équilatéral
couvert par les trois disques est donné par

A% =

√
3

Λ

(
π

6Λ
+
√

1−Λ2− arccos(Λ)
Λ

)

. (2.14)

Dans le cas de la figure 2.7 et donc pour une valeur de Λ= 1, la valeur de densité de l’agencement
hexagonal annoncée par [Chang 2010] est retrouvée : A% = π

2
√

3
. Enfin et surtout, on obtient une

couverture totale A% = 100% du triangle équilatéral pour

Λrégulier =

√
3

2
. (2.15)

Ce qui permet de définir ce qui est communément appelé un “beam layout régulier”, représenté
en figure 2.8.
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Figure 2.8 – Un “beam layout régulier” obtenu à partir du schéma hexagonal de l’empilement
compact sans chevauchement à densité maximale

2.1.4.2 Avantages et limites de la solution régulière

Essentiellement, l’intérêt du beam layout régulier réside dans la possibilité de fournir
systématiquement avec une telle approche une couverture géométrique totale de la zone de
service, quitte à adapter le nombre ou la taille des faisceaux. Ceci était d’ailleurs la propriété
recherchée au moment même de l’élaboration du concept de beam layout régulier. Par ailleurs,
une autre force de cette organisation régulière est sa compatibilité validée en pratique sur
différents satellites existants avec les contraintes d’antennes SFPB décrites en 2.1.3.3, pour des
configurations à 3 ou 4 réflecteurs embarqués, ce que nous détaillons dans la suite.

Dans le premier cas avec donc 3 réflecteurs disponibles dans la charge utile satellite, et
pour une contrainte de séparation dictée par κ = 3

2
, il existe systématiquement une allocation

des faisceaux aux 3 réflecteurs qui permet de satisfaire ces séparations angulaires : on parlera de
“motif 3-couleurs régulier” pour faire référence à ce schéma d’allocation de réflecteurs particulier
présenté en figure 2.9. En s’appuyant sur l’organisation sous-jacente en triangle équilatéraux
présentée en figure 2.7, on montre aisément que deux faisceaux assignés au même réflecteur sur
la figure 2.9 sont distants de

2δsin

(π

3

)

=
√

3δ (2.16)

=2r
√

3Λrégulier (par définition de Λrégulier) (2.17)

=3r (car Λrégulier =

√
3

2
) (2.18)

=
3

4
(diamètre1 +diamètre2) (car diamètre1 = diamètre2 = 2r) (2.19)

=∆θ (car κ =
3

2
) (2.20)

Ce qui garantit ainsi la satisfaction de la contrainte antenne de séparation angulaire.

Si maintenant 4 réflecteurs sont disponibles dans la charge utile satellite, et que l’on fixe
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le coefficient de séparation de la contrainte antenne à κ =
√

3, on peut également définir un
“motif 4-couleurs régulier”, représenté en figure 2.10. Pour deux faisceaux assignés au même
réflecteur sur la figure 2.10, la lecture de la figure 2.7 donne cette fois une distance entre les
deux centres de

2δ =4rΛrégulier (2.21)

=2

√
3r (2.22)

=
1

2

√
3(diamètre1 +diamètre2) (2.23)

=∆θ (car κ =
√

3) (2.24)

Ce qui valide ce schéma d’allocation à 4 réflecteurs par rapport à la contrainte de séparation
des antennes SFPB.

En ce qui concerne le chevauchement des faisceaux, on constate encore une fois sur la
figure 2.7 que, pour deux faisceaux adjacents, la distance entre leurs centres est de

δ =2rΛrégulier (2.25)

=
√

3r (2.26)

=
1

2

√
3

2
(diamètre1 +diamètre2) (2.27)

≥∆̃θ (car ε≤
√

3

2
) (2.28)

Ainsi, quelle que soit la valeur du coefficient de séparation de la contrainte de chevauchement ε

dans son intervalle admissible
[

1

4
,
√

3

2

]

, le beam layout régulier respecte la contrainte correspon-

dante, telle qu’elle a été définie en paragraphe 2.1.3.5.

Figure 2.9 – Allocation des faisceaux à 3 réflecteurs dans un beam layout régulier (une couleur
= un réflecteur)

Nous fournissons maintenant deux exemples de beam layout qui permettent d’appréhender quali-
tativement les points faibles de cette approche régulière. Les deux solutions proposées répondent
à la même carte de demande, c’est-à-dire au même sous-ensemble fini de stations à servir dans
Θx×Θy et à leurs demandes propres en Mégabits par seconde. Le premier beam layout est com-
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Figure 2.10 – Allocation des faisceaux à 4 réflecteurs dans un beam layout régulier (une couleur
= un réflecteur)

posé de 117 faisceaux de 0,3◦, tandis que le second comprend 50 faisceaux de 0,5◦. Ces exemples
ont été soumis à une hypothèse de 4 réflecteurs disponibles dans la charge utile du satellite.
Les charges maximales par faisceaux ont été définies selon la stratégie détaillée plus loin dans
la section 3.3.1 sur la génération des instances. Les deux solutions sont représentées dans la
figure 2.11, où les sous-figures de gauche fournissent l’allocation des faisceaux aux réflecteurs
(une couleur par réflecteur, selon le motif 4-couleurs déjà rencontré en figure 2.10), et où celles
de droite fournissent la charge cumulée observée par chaque faisceau relativement à sa limite de
charge (bleu pour les valeurs proches de 0, de rouge vif à rouge foncé pour celles au-dessus de 1).
Notons que pour ces exemples, chaque station est allouée à son plus proche faisceau la couvrant
géométriquement : il s’agit d’un degré de liberté supplémentaire en temps normal. Comme dé-
taillé précédemment, dans le cas d’un beam layout régulier, la contrainte de non-chevauchement
est naturellement satisfaite et le motif 4-couleurs d’allocation de réflecteurs permet de satisfaire
systématiquement la séparation angulaire des faisceaux sur un même réflecteur. Bien que dans
les deux cas les faisceaux couvrent géométriquement plus de 99% des stations, plusieurs faisceaux
excèdent significativement leur limite de charge (rouge vif à rouge foncé dans les sous-figures de
droite dans 2.11) : cette contrainte étant violée pour ces faisceaux, la quantité de trafic satisfait
effectif est inférieure à la quantité de trafic couvert géométriquement. En ce sens, ces solutions
régulières ne sont pas satisfaisantes car elles ne permettent pas répartir de façon agile la charge
des zones les plus demandeuses sur plusieurs faisceaux, de sorte à ne dépasser aucune des limites
de demande. Par ailleurs, la solution à 117 faisceaux a beau n’avoir qu’un seul faisceau en si-
tuation d’excès de charge, ce nombre de faisceaux dépasse le nombre de faisceaux maximum fixé
pour ces exemples. Finalement, il faudrait réussir à répartir les demandes sur moins de faisceaux,
en adaptant les tailles en fonction de la densité surfacique de demande au sol, tout en continuant
de respecter les contraintes antenne : c’est tout l’enjeu des solutions irrégulières optimisées qui
sont proposées dans la section suivante.

2.1.5 Vers des solutions irrégulières optimisées

Pour contrer les limites des couvertures régulières détaillées dans le paragraphe précédent,
nous définissions formellement dans cette section l’optimisation d’un beam layout irrégulier,
après un exemple illustratif des bonnes propriétés recherchées dans nos solutions. Une analyse
de complexité est fournie ainsi qu’une revue des algorithmes de la littérature traitant ce problème
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ou des problèmes très voisins.

2.1.5.1 Un premier exemple de solution irrégulière : intérêts et enjeux

D’abord, nous proposons de reprendre l’exemple de l’instance traitée en figure 2.11 par deux
solutions régulières, pour démontrer tout l’intérêt de briser la régularité du schéma hexagonal à
un seul diamètre de faisceau. En effet, en plus de comprendre moins de faisceaux que chacune des
deux solutions régulières analysées dans la section précédente, la solution irrégulière combinant
les deux tailles de faisceau 0,3◦ et 0,5◦ proposée en figure 2.12 équilibre notablement mieux
la charge des stations au sol sur les différents faisceaux. L’utilisation de petits faisceaux à plus
grande capacité sur des zones denses et de faisceaux plus larges sur les zones moins denses permet
de construire une solution où aucun faisceau ne voit sa demande perçue excéder sa demande
limite (aucun faisceau de charge relative rouge dans 2.12(b)). A noter que par ailleurs le non-
chevauchement dicté par ε = 1

2
a lui bien été bien respecté. Par contre, briser la régularité rend

bien plus délicate la gestion des contraintes antenne de séparation pour les faisceaux alloués au
même réflecteur. De ce point de vue, la solution de la figure 2.12 n’est pas acceptable puisque
certains couples de faisceaux de la même couleur sur 2.12(a) sont séparés d’une distance inférieure
à ∆θ pour κ =

√
3. Cependant, la faible degré de violation de ces contraintes permet d’envisager

de définir, à partir de cette première presque-solution, une solution réalisable qui en serait
voisine. L’un des grands intérêts des algorithmes développés dans cette thèse sur ce problème
d’optimisation de beam layout irrégulier, formalisé dans le paragraphe suivant, est de produire
directement ce type de solutions irrégulières réalisables.

2.1.5.2 Formalisation du problème d’optimisation de beam layout irrégulier

Le but de ce paragraphe est de fournir une description générique du problème d’optimisation
de beam layout irrégulier tel qu’il a été résolu dans ces travaux de thèse. Il s’agit ainsi d’une
synthèse de toutes les contraintes présentées précédemment qui permet par la même occasion
d’introduire des notations pour les différents paramètres du problème. Cette formulation
conceptuelle précède ainsi la formulation PLNE proposée dans le chapitre suivant.

On rappelle ainsi que le problème est de définir les positions d’un certain nombre maxi-
mum NB de faisceaux, et de leur associer à la fois des utilisateurs (stations au sol) et des
équipements de la charge utile du satellite. Cet ensemble de faisceaux sera noté B = {1, · · · ,NB}.
A noter que, intrinsèquement, ces variables de position des faisceaux varient dans des ensembles
continus de valeurs. Certains de ces faisceaux peuvent être désactivés : le nombre de faisceaux
actifs, inférieur ou égal au nombre maximum de faisceaux, est celui qui détermine le nombre
de faisceaux embarqués dans la charge utile du satellite. Avec ces faisceaux, l’objectif est de
fournir un service à NS stations utilisateurs positionnées dans la zone de couverture. Chaque
station s dans l’ensemble des stations S = {1, · · · ,NS} est caractérisée à la fois par sa demande
propre en trafic Ts ∈ R

+ (en Mégabits par seconde par exemple), et par ses coordonnées
Scoord,s = (Xstations,s,Ystations,s) ∈ R

2 dans le référentiel des angles “true view projetés” Θx×Θy.
Le critère de l’optimisation est la maximisation du trafic cumulé offert à ces stations. On fait
l’hypothèse d’un nombre fini NW de diamètres possible pour les faisceaux avec ces diamètres
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W1, · · · ,WNW
∈ R

+ fixés en amont de l’optimisation. On notera W = {1, · · · ,NW}. On fait
également l’hypothèse que NR réflecteurs sont disponibles dans la charge utile du satellite,
lesquels sont indicés par l’ensemble R = {1, · · · ,NR}. Soit également Nmin le nombre minimum
de stations que doit couvrir tout faisceau actif sur la couverture. Finalement, pour chaque
diamètre de faisceau possible ω∈W , on définit une charge maximale Γω ∈R+ pour tout faisceau
utilisant le diamètre ω. Tous ces paramètres permettent de définir le problème d’optimisation
non-linéaire de la figure 2.13 pour l’optimisation de beam layout irrégulier.

Maximiser ∑
s∈{station au trafic couvert}⊂S

Ts

sous les contraintes

· Chaque faisceau b ∈ B reçoit une position centreb ∈Θx×Θy pour son centre
· Chaque faisceau b ∈ B voit son diamètre défini dans W

· Pour chaque station s ∈ S et chaque faisceau b ∈ B,

||centreb−Scoord,s|| ≤ rayonb

est une condition nécessaire pour que le trafic de s puisse être couvert par b

· Le trafic d’une station donnée est couvert par au plus un faisceau
· Chaque faisceau b ∈ B est associé à exactement un réflecteur r ∈ R

· Chaque faisceau b ∈ B peut être soit actif, soit inactif.
· Un faisceau inactif ne peut couvrir aucune station
· Un faisceau actif doit couvrir au moins Nmin stations
· Pour deux faisceaux actifs b,b′ ∈ B , on doit avoir

||centreb′− centreb|| ≥ ∆̃θ

· Si deux faisceaux actifs b,b′ ∈ B sont associés au même réflecteur satellite, alors on doit
avoir

||centreb′− centreb|| ≥ ∆θ

· La charge du faisceau b ∈ B est bornée supérieurement par Γω si son diamètre est ω ∈W

Figure 2.13 – Description générique du problème d’optimisation de beam layout irrégulier

2.1.5.3 NP-difficulté de l’optimisation d’un beam layout irrégulier

Le lien entre l’optimisation de beam layout irrégulier et les problèmes de localisation d’en-
trepôts est discuté plus en détails dans la section 2.2 à venir. Pour la preuve de complexité
proposée dans ce paragraphe, on se contente de faire référence à un des problèmes de cette
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classe : le “Circle Covering Problem” (CCP), étudié par exemple dans [Megiddo 1984]. Il est
défini comme le problème de décision suivant :

Définition 1 (Circle Covering Problem - CCP).
Soient D1, · · · ,Dn ⊂ R

2 n disques unitaires (de rayon 1) dans le plan Euclidien et soit p ∈ N
∗.

Le Circle Covering Problem cherche à répondre à la question : pouvons-nous trouver p points du
plan x1, · · · ,xp ∈ R

2 de telle sorte que chaque disque contienne au moins un point ?

Ou, de manière équivalente :

Définition 2 (Circle Covering Problem, définition équivalente).
Soient x1, · · · ,xn ∈ R

2 n points du plan Euclidien et soit p ∈ N
∗. Le Circle Covering Problem

cherche à répondre à la question : pouvons-nous trouver p disques unitaires D1, · · · ,Dp ⊂ R
2 de

telle sorte que chaque point soit contenu par au moins un disque ?

L’article [Megiddo 1984] fournit également une preuve du caractère NP-complet du (CCP).
Nous allons utiliser ce résultat pour démontrer que le problème d’optimisation de beam layout
irrégulier de la figure 2.13 est lui NP-difficile. Pour cela, on introduit le problème (DBL) “Décision
Beam Layout” comme étant le problème de décision associé à ce problème d’optimisation, à savoir

Définition 3 (Décision Beam Layout - DBL).
Soit ζ ∈ R

+. Le problème “Décision Beam Layout” cherche à répondre à la question : est-ce que
le trafic couvert cumulé ∑Ts peut être plus grand ou égal à ζ sous les contraintes de 2.13 ?

Proposition 1.
CCP peut se réduire polynomialement à DBL. Le problème d’optimisation de beam layout irré-
gulier est donc NP-difficile.

Preuve. Soient n et p deux entiers positifs définissant une instance I de CCP. On cherche une
instance I′ de DBL polynomialement définie à partir I et telle que :

I vraie ⇔ I′ vraie

Soit alors I′ définie comme suit :
· NS = n

· Pour tout s ∈ S , la position de la station s dans le plan coincide avec le sème point de I

· ∀s ∈ S , Ts = 1

· ζ = n

· NB = p

· NR = NB

· κ = 0

· ε = 0

· NW = 1,W1 = 2 et Γ1 = n

· Nmin = 0

Cet ensemble de valeurs de paramètres pour I′ désactive certaines contraintes et le problème
devient : est-ce que toutes les NS stations peuvent être couvertes géométriquement par NB fais-
ceaux de rayon 1 (sans autre contrainte) ? Ainsi, l’équivalence avec I est claire.
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A noter que dans le problème d’optimisation de beam layout, on reconnait également des
contraintes caractéristiques d’autres problèmes combinatoires complexes : des contraintes bi-
naires similaires à celles présentes dans les problèmes de coloration de graphe (deux faisceaux
trop proches doivent utiliser deux couleurs différentes, où les couleurs s’identifient ici aux réflec-
teurs du satellite), ainsi que des contraintes de capacité des ressources (les bornes supérieures
de trafic par faisceau). Cela apporte au problème de la complexité supplémentaire par rapport à
celle associée à la couverture géométrique des stations (utilisée dans la démonstration ci-dessus).

2.2 État de l’art : l’optimisation de beam layout, les problèmes
voisins, et la gestion des contraintes en norme euclidienne

Dans la section précédente de définition du problème de beam layout irrégulier, les variables
continues de position des faisceaux dans le système de coordonnées Θx×Θy ont été introduites.
La notion de couverture géométrique d’une station utilisateur a également été rencontrée : pour
être considérée couverte géométriquement par un faisceau, une station doit avoir une séparation
angulaire avec le centre de ce dernier inférieure à son rayon. Concrètement, cette condition s’ex-
prime à l’aide d’une norme euclidienne bornée supérieurement. A l’inverse, les contraintes de
non-chevauchement et les contraintes des antennes SFPB imposent à certains couples de fais-
ceaux d’avoir leurs centres suffisamment écartés angulairement, ce qui s’exprime cette fois par
une borne inférieure sur une norme euclidienne. Finalement, dans notre application, il apparait
ainsi naturellement un besoin de composer avec des contraintes de séparation et des contraintes
de proximité en norme euclidienne. Ces calculs de norme 2 sur des variables continues existent
intrinsèquement dans les contraintes ou l’objectif de plusieurs problèmes dans la littérature de
l’optimisation mathématique, définissant possiblement des régions admissibles ou des fonctions
coût non-convexes. Le sous-ensemble de ces problèmes qui va nous intéresser tout particuliè-
rement est celui où ces variables continues cohabitent avec des variables à domaine discret.
De tels problèmes s’inscrivent dans la classe générique de la programmation non-linéaire mixte
(PNLM) non-convexe, reconnue comme étant l’un des cadres d’optimisation cumulant le plus de
complexité. Après une revue de la littérature sur l’optimisation de beam layout irrégulier à pro-
prement parler, les liens forts de ce problème avec certaines autres de classes de problèmes sont
explicités : les problèmes de localisation d’entrepôts, de localisation de capteurs, et de configura-
tion de machines à rayons gamma. Dans la continuité directe de l’examen de ces problèmes de la
littérature, cette section propose ensuite une synthèse des différentes méthodologies existantes
dans la littérature pour traiter les contraintes de proximité et de séparation sur les variables
continues. Ainsi, quelques généralités sur les MINLP et la programmation semi-définie positive
sont fournies. Finalement, plusieurs méthodes de linéarisation de la norme euclidienne sont ex-
posées : approximations par les normes 1 et “infinie”, échantillonnage des valeurs possibles pour
les variables continues, et échantillonnage des valeurs possibles de distances.
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2.2.1 Solutions existantes au problème d’optimisation de beam layout irré-
gulier

Les travaux sur le placement irrégulier des faisceaux d’un système satellitaire multifaisceaux
sont en nombre limité dans la littérature, et ne se placent jamais exactement sous des hypothèses
de résolution strictement identiques à celles que nous avons exposées en chapitre 2.1. Les auteurs
de [Angeletti 2012] proposent de répartir la charge émanant des stations au sol sur les différents
faisceaux du système multifaisceaux par ajustement de leurs tailles, l’idée principale ayant guidé
ce choix étant que les déséquilibres des demandes de trafic par faisceau peuvent se traduire par
des stations trop peu ou trop servies, sous certaines hypothèses d’allocation de spectre aux fais-
ceaux. La méthode proposée recourt à une partition de la région en des sous-parties polygonales
de charge équivalente. L’hypothèse est faite qu’un seul faisceau doit être placé dans chacun de
ces polygones ainsi définis, et les taille et position de chacun de ces faisceaux sont déterminées
par analyse de la forme et de la surface du polygone correspondant. Dans ce travail, la question
de l’association des faisceaux aux réflecteurs du satellite n’est pas abordée. De plus, les auteurs
de [Kyrgiazos 2013] ont observé qu’un désavantage majeur de cette méthode est que plusieurs
zones se retrouvent peu ou pas couvertes géométriquement par les faisceaux. Pour contrer ce
problème, ce même papier propose de recourir à des réseaux de neurones artificiels et plus pré-
cisément à des cartes auto-organisatrices qui traitent toutes les demandes en trafic individuelles
des stations au sol pour définir des sous-zones, chaque sous-zone étant associée à une des tailles
de faisceau admissibles. Les auteurs justifient cette approche par le fait qu’utiliser des faisceaux
étroits sur les zones les plus denses est une façon d’améliorer les gains des antennes et le potentiel
de réutilisation des fréquences là où c’est le plus nécessaire, tout en utilisant des faisceaux plus
larges sur des zones moins denses où cela peut s’avérer suffisant pour être conforme à la de-
mande. Les faisceaux sont ensuite placé dans chaque sous-zone de manière à minimiser les zones
non-couvertes géométriquement, le schéma hexagonal régulier étant utilisé de façon répétée lo-
calement. Une fois que les faisceaux sont placés sur la zone, les auteurs adressent la question de
la configuration antenne avec une allocation des faisceaux aux réflecteurs du satellite qui s’ap-
puie sur une maximisation des séparations angulaires entre les faisceaux transmis par le même
réflecteur, ce problème NP-difficile étant résolu de façon heuristique. L’inconvénient majeur de
ce traitement séquentiel du positionnement des faisceaux puis de leur allocation aux réflecteurs
est qu’il est tout à faire possible de découvrir que, pour des positions de faisceaux déterminées
sans considération de la contrainte antenne, même les allocations de réflecteur optimales (en un
certain sens, par exemple la maximisation des distances de séparation des faisceaux de même
réflecteur) peuvent s’avérer incompatibles avec les contraintes antenne SFPB. D’où l’intérêt des
approches intégrées de placement de faisceaux et d’allocation de réflecteurs proposées dans cette
thèse.

2.2.2 Problèmes voisins de la littérature et solutions associées

Il n’existe pas dans la littérature de l’optimisation mathématique de problème combinant
strictement toutes les caractéristiques fortes du problème de beam layout, à savoir :

· Des variables continues définissant un certain nombre de points du plan (centre des
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faisceaux),

· Des contraintes convexes en norme euclidienne sur ces variables continues (proximité des
stations aux centres des faisceaux),

· Des contraintes non-convexes en norme euclidienne sur ces variables continues, condition-
nées par la simultanéité d’utilisation d’une certaine ressource (séparation des faisceaux
sur le même réflecteur),

· Des contraintes non-convexes en norme euclidienne sur ces variables continues, systéma-
tiques cette fois (séparation des faisceaux pour non-chevauchement),

· Une notion de ressource à capacité limitée définie pour chaque point du plan placé
continûment (charge maximale par faisceau),

· Un nombre limité de ressources placées continûment dans le plan sont en nombre limité
(nombre maximal de faisceaux),

· Des demandes émanant d’utilisateurs ponctuels dans le plan, auxquels l’accès depuis les
ressources est conditionné par les positions (variables) dans le plan de celles-ci (condition
de couverture géométrique des stations pour pouvoir les servir).

Il faut donc se contenter d’une revue de la littérature portant sur des problèmes qui ne combinent
que des sous-ensembles de ces différentes caractéristiques, ce qui est proposé dans les paragraphes
suivants.

2.2.2.1 Problèmes de localisation d’entrepôts

Décrits de façon sommaire, les problèmes de localisation d’entrepôts sont ceux qui s’inté-
ressent au placement d’un ou plusieurs entrepôts qui doivent répondre à des demandes provenant
de clients dont les positions sont connues. Dans la continuité de l’analogie entre le problème de
beam layout et le “Circle Covering Problem” (CCP) proposée en paragraphe 2.1.5.3, les entrepôts
peuvent être ainsi assimilés aux faisceaux et les clients aux stations utilisateurs.

Le problème de k-center continu
A noter que dans le CCP défini dans [Megiddo 1984], qui est le premier problème voisin du
problème de beam layout que nous avons identifié dans cette classe, les centres des disques
peuvent être placés n’importe où dans R

2. Ainsi, les variables continues et les contraintes de
proximité en norme Euclidienne sont dans ce cas les caractéristiques communes avec le problème
d’optimisation de beam layout. Peu de littérature porte directement sur la résolution du CCP
car ce dernier n’est en fait que le problème de décision associé à un problème d’optimisation
bien plus connu : le problème de k-center continu. Ce dernier est défini comme suit :

Définition 4 (k-center continu).
Soient x1, · · · ,xn ∈R2 n points du plan Euclidien et soit k ∈N∗. Quel est le plus petit rayon r ∈R+
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pour lequel il existe k disques D1, · · · ,Dk ⊂ R
2 de rayon r tels que chaque point soit contenu par

au moins un disque ?

Les applications de ce problème sont multiples, les positions optimales pouvant correspondre
à des casernes de pompiers, des hôpitaux, des stations de police, ou effectivement à des entrepôts.
L’objectif mathématique peut donc s’interpréter comme un besoin d’associer les villes à servir
aux centres fournissant le service de manière à minimiser le plus grand temps requis d’un centre
à une ville. Les techniques les plus performantes à ce jour reposent sur la procédure de branch-
and-bound décrite dans [Fayed 2013] laquelle s’appuie sur des algorithmes de cercle couvrant
minimum (c’est-à-dire sur la détermination du plus petit disque couvrant un ensemble de points
du plan, étudié par exemple dans [Welzl 1991] et [Yildirim 2008]), ou sur de l’optimisation par
essaims particulaires comme proposé dans [Rabie 2013]. A noter qu’il est possible d’envisager
des normes autres que la norme euclidienne pour évaluer l’écartement d’une ville à un centre,
comme proposé dans [Riedl ] avec la norme 1 et la norme “infinie”.

k-center robuste avec points non-couverts
Un autre problème dérivé du problème standard de k-center continu est le problème de k-center
robuste avec points non-couverts, dont l’objectif est de couvrir un maximum de points par des
disques de rayon identique, la valeur de ce rayon étant cette fois fixée à l’avance :

Définition 5 (Le problème de k-center robuste avec points non-couverts).
Soient x1, · · · ,xn ∈ R

2 n points du plan Euclidien, soit k ∈ N
∗ et soit r ∈ R

+. Combien de points
xi pouvons-nous couvrir au maximum avec k disques D1, · · · ,Dk ⊂ R

2 de rayon r ?

Ce problème est notamment étudié dans [Charikar 2001], [Gandhi 2004] et [Xiao 2003] où
sont proposés des algorithmes d’approximation combinant des raisonnements gloutons et des
approches géométriques. Dans le sens où les disques sont de tailles potentielles prédéterminées
dans l’optimisation du beam layout irrégulier, le k-center robuste avec points non-couverts en
est sûrement plus proche que le k-center continu standard.

Euclidean Multifacility Location Problem
Dans le problème de k-center continu, l’objectif de l’optimisation est une distance maximale en
norme euclidienne entre un client et un centre. Un autre problème connu de la littérature sur le
placement d’entrepôts propose lui aussi de placer continûment des entrepôts mais avec cette fois
un critère qui s’exprime comme une somme de différentes normes euclidiennes : le “Euclidean
Multifacility Location Problem” (EMFL). Il s’agit en effet de définir les positions de n nouveaux
entrepôts par rapport à m entrepôts existants. La fonction coût minimisée est une combinaison
linéaire de distances euclidiennes entre des paires de nouveaux entrepôts et des paires constituées
d’un nouvel entrepôt et d’un entrepôt existant. Plus précisément :

Définition 6 (Euclidean Multifacility Location Problem).
Soient a1, · · · ,am ∈R2 m points du plan Euclidien, soient w ji pour j = 1,2, · · · ,n et i = 1,2, · · · ,m,
et v jk pour 1 ≤ j < k ≤ n des réels non négatifs. On cherche un point x = (xT

1
, · · · ,xT

n )
T ∈

(
R

2
)n

qui minimise

f (x) =
n

∑
j=1

m

∑
i=1

wi j‖x j−ai‖+ ∑
1≤ j<k≤n

v jk‖x j− xk‖ (2.29)
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On montre que cette fonction objectif possède des dérivées partielles ne pouvant pas être
définies au niveau des interactions entre deux nouveaux entrepôts (x j = xk), ou de celles entre
un nouvel et un ancien entrepôt (x j = ai). Ainsi, les premières méthodes proposées dans la litté-
rature recouraient à une procédure d’approximation de la fonction objectif par un hyperboloïde
totalement différentiable : [Eyster 1973] et [Radó 1988]. Le résultat énonçant que le dual du
problème est une minimisation d’une fonction linéaire soumise à des contraintes linéaires et des
contraintes quadratiques convexes, démontré dans [Xue 1996], a motivé la définition de solu-
tions s’appuyant sur des techniques de points intérieurs qui donnent ainsi lieu à des algorithmes
polynomiaux, comme celui décrit dans [Xue 1997].

Le problème de k-center discret
La littérature est significativement plus abondante sur le problème de k-center dans sa version
où les positions possibles des entrepôts à placer sont confondues avec les positions des villes à
servir. Dans ce cas, cet ensemble de possibilités pour les positions des entrepôts est discret et
fini, ce qui permet ainsi quitter le cadre de l’optimisation continue. Sous cette hypothèse, le
problème devient donc :

Définition 7 (k-center discret).
Soit G = (V,E) un graphe complet avec des poids sur les arêtes we ∈R+ (e∈ E) vérifiant w(v,v) = 0

pour v∈V et la propriété d’inégalité triangulaire pour tout triplet i, j,k ∈V : w(i, j)+w( j,k) ≥w(i,k).
On cherche un sous-ensemble S⊆V de taille maximum k qui minimise

f (S) = max
i∈V

min
j∈S

w(i, j) (2.30)

A noter que l’hypothèse d’inégalité triangulaire sur le poids des arêtes inclut le cas qui nous
intéresse où les sommets du graphe sont en bijection avec autant de points du plan euclidien,
et où le poids d’une arête correspond à la distance euclidienne entre les points du plan des
deux sommets définissant cette arête. Pour le problème nominal juste décrit, l’algorithme
de 2-approximation de Hochbaum présenté dans [Hochbaum 1985] fait école. Par contre, les
multiples extensions de ce problème continuent d’alimenter la recherche sur le sujet. Parmi celles-
ci, les plus pertinentes en vue de l’analogie avec le problème d’optimisation de beam layout sont :

· Le k-center discret avec contraintes de capacité par centre : chaque centre se voit limité
sur le nombre maximum de villes qu’il peut couvrir. Cette contrainte fait écho à la
contrainte de charge maximale par faisceau dans le problème de beam layout. Cette
version du problème de k-center a par exemple été étudiée dans [Khuller 2000] où des
algorithmes d’approximation en temps polynomial sont proposés pour le résoudre.

· Le k-center discret avec contraintes de minimum de villes servies par centre : tout entrepôt
doit couvrir un certain nombre minimal de villes. Cette contrainte rappelle la contrainte de
nombre minimum de stations par faisceau, qui a été définie pour des raisons de rentabilité
d’équipement. Ce problème est étudié notamment dans [Lim 2004].
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Le problème k-median
Pour un problème discret qui, comme le Euclidean Multifacility Location Problem en continu,
adresse aussi une fonction objectif qui est non pas une distance euclidienne maximale mais une
somme de certaines distances euclidiennes, un problème particulièrement connu de la littérature
est le problème de k-median. Par rapport au k-center discret, il ne diffère que par la fonction
objectif :

Définition 8 (k-median).
Soit G = (V,E) un graphe complet avec des poids sur les arêtes we ∈R+ (e∈ E) vérifiant w(v,v) = 0

pour v∈V et la propriété d’inégalité triangulaire pour tout triplet i, j,k ∈V : w(i, j)+w( j,k) ≥w(i,k).
On cherche un sous-ensemble S⊆V de taille maximum k qui minimise

f (S) = ∑
i∈V

min
j∈S

w(i, j) (2.31)

Dans [Charikar 1999], les auteurs construisent un algorithme d’approximation en exploitant
une relaxation linéaire du problème par des arrondis entiers et des techniques de filtrage pour
sélectionner les centres à ouvrir. D’autres solutions présentées dans [Jain 2001] exploitent le
schéma primal-dual et la relaxation lagrangienne pour définir des algorithmes d’approximation.
Dans [Arya 2004], des heuristiques s’appuyant sur de la recherche locale sont décrites.

2.2.2.2 Problèmes de localisation de capteurs

Une autre classe de problèmes s’est avérée particulièrement pertinente dans ce travail de
confrontation de l’optimisation de beam layout aux problématiques voisines de la littérature. Il
s’agit du problème de localisation de capteurs sans-fil.

Le recours à des réseaux de capteurs sans-fil pour récolter et transmettre en autonomie
des données environnementales (température, niveaux de bruit, ou lumière par exemple)
s’intensifie au rythme de la baisse de leur coût et de celle des tailles individuelles de capteurs.
De nombreuses problématiques émergent en ce qui concerne de le déploiement de tels ensembles
de capteurs, un axe d’optimisation privilégié étant par exemple la maximisation de la durée
de vie : [Castaño 2016], [Lersteau 2016] ou encore [Castaño 2015]. Seulement, les données
renvoyées par un capteur ne sont pertinentes qu’à condition de savoir à quel lieu elles font
référence. Connaître les positions des capteurs sans-fil est donc impératif. Or, l’utilisation
systématique de la technologie GPS sur chaque capteur est une solution trop onéreuse pour
répondre à cette contrainte. Le compromis a donc été de considérer que la position serait
connue pour certain sous-ensemble restreint de capteurs, mais qu’il était nécessaire de mettre en
place une procédure d’estimation des positions inconnues, en exploitant des distances relatives
entre capteurs : une synthèse complète des méthodes de mesure employées et des approches
d’exploitation de ces informations pour la localisation des capteurs est proposée dans l’article
[Mao 2007]. Ces données de distances peuvent être dérivées d’informations de dates d’arrivée
de signaux entre capteurs, d’intervalles de temps entre émission-réception de ces signaux, ou de
puissance des signaux à la réception. En termes de contraintes mathématiques pour le problème
d’optimisation de l’estimation des positions inconnues, cela signifiera par exemple que pour deux
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capteurs identifiés comme étant suffisamment proches pour communiquer par radiofréquences,
la distance entre leurs deux positions devra être inférieure à cette portée de communication.
Cela s’exprime par une norme euclidienne sur des variables continues bornée supérieurement :
l’analogie est directe avec la contrainte de couverture géométrique des stations utilisateurs par
les faisceaux dans le problème de beam layout. Par ailleurs, il est également possible d’avoir
en entrée des informations exactes de distances entre deux capteurs donnés, cette égalité de
distance s’exprimant par la conjonction d’une contrainte de proximité et d’une contrainte de
séparation : les contraintes de séparation des variables continues sont donc aussi présentes et
rappellent les contraintes de séparation angulaire depuis le satellite dans le problème de beam
layout.

Concernant les méthodes de résolutions employées dans la littérature pour résoudre ce
problème de localisation, on retrouve fréquemment un recours à la programmation semi-
définie positive qui permet de modéliser naturellement des contraintes de proximité en norme
euclidienne : [Biswas 2006], [Biswas 2004]. Dans ce cas, les contraintes de séparation sont
relâchées juste assez pour être compatibles avec le cadre d’optimisation semi-défini positif. Dans
[Gentile 2005], ces contraintes de séparation ne sont cette fois plus relâchées mais approchées
par des contraintes linéaires d’inégalité triangulaire. On retrouve également des méthodes de
résolution gloutonnes comme par exemple dans [Shi 2010], ou encore des métaheuristiques
comme le recuit simulé dans [Kannan 2006].

2.2.2.3 Problème de configuration de machine de stéréo-radiothérapie

Le problème de la littérature le plus proche de l’optimisation de beam layout au sens des ca-
ractéristiques listées précédemment est le problème dit d’optimisation de la configuration d’une
machine à rayons gamma. L’application est alors la radiochirurgie, ou stéréo-radiothérapie,
qui permet de traiter des malformations comme des tumeurs sans intervention chirurgicale.
Effectivement, l’appareil dit “Gamma Knife” génère des faisceaux de rayons gamma concentrés
sous la forme de sphères au voisinage de la malformation traiter, afin de la résorber. Ces sphères
peuvent être de différentes tailles, mais ces diamètres varient dans un ensemble discret et fini
défini par les équipements disponibles : cette caractéristique est analogue à celle du nombre
fini de diamètres possibles pour les faisceaux dans l’optimisation de beam layout. Le nombre
de sphères auquel il est possible de recourir pour couvrir l’intégralité de la zone à traiter est
également limité et rappelle le nombre maximum de faisceaux utilisables dans notre application
aux systèmes satellitaires. Il est important de trouver une couverture efficace de la tumeur par
cet ensemble de sphères afin de faciliter la planification des différents dosages requis. Ainsi, le
problème est la couverture de formes irrégulières de l’espace par des sphères en nombre limité
et aux diamètres variables. A noter que la notion de couverture d’un point par une sphère
fait naturellement appel à la notion de contrainte de proximité : pour être couvert par une
sphère, un point doit être proche du centre de la dite sphère d’une distance inférieure à son
rayon. On retrouve également des contraintes de couverture d’un nombre minimal de point par
les sphères, analogue de la contrainte de couverture d’un nombre minimal de stations par les
faisceaux. Enfin, dans certains travaux, des contraintes de non-chevauchement des sphères ou de
chevauchement autorisé paramétrable existent, apportant au problème la notion de contrainte
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de séparation non-convexe très caractéristique de notre problème de beam layout.

Quant aux algorithmes de résolution mis en place pour résoudre ce problème de couver-
ture par des sphères, les auteurs de [Sutou 2002] proposent des heuristiques d’amélioration de
l’extension naturelle du branch-and-bound de la programmation linéaire en nombres entiers
(PLNE) au cas non-linéaire mixte (discuté en 2.2.3.1), en exploitant les structures particulières
du problème. Dans [Liberti 2009], des modèles de programmation non-linéaire mixtes sont
proposés puis approché par un modèle linéaire mixte par discrétisation des valeurs possibles
de la norme euclidienne. Enfin, dans [Pinto 2015], le problème non-convexe non-linéaire dans
sa version la plus brute est résolu directement par différents solveurs de programmation
non-linéaire mixte (COUENNE, BONMIN, Xpress-SLP), puis par des méthodes heuristiques.

2.2.3 Les contraintes inégalités continues en norme euclidienne dans les pro-
grammes mathématiques

2.2.3.1 Programmation non-linéaire mixte non-convexe

De par sa capacité à capturer une très large variété de problèmes d’optimisation, la program-
mation non-linéaire mixte (PNLM) ne cesse d’attirer l’attention de la communauté de l’optimi-
sation mathématique. Sur la dernière décennie, on a observé une intensification de l’intérêt des
chercheurs pour les nombreux défis théoriques et pratiques que pose cette classe de problèmes
d’optimisation. Essentiellement, la difficulté provient de la présence simultanée de non-linéarités
qui peuvent notamment causer une perte de propriété de convexité, et des contraintes d’inté-
grité de certaines variables. Sur la définition précise de cette classe d’optimisation, notons qu’un
problème mixte non-linéaire non-convexe peut être formulé comme suit :

min f (x)

sous les contraintes

g(x)≤ 0 (2.32)

x ∈
n

∏
i=1

[ai,bi]⊂ R
n (2.33)

xi ∈ Z ∀ ∈ I (2.34)

avec n,m ∈ N
+, f : R

n → R, g : R
n → R

m, ai ≤ bi pour tout i ∈ J1,nK avec donc ai,bi ∈ R, et
I ⊆ J1,nK. Enfin, un MINLP est dit convexe (respectivement non-convexe) quand la région
admissible de sa relaxation continue est un ensemble convexe (respectivement non-convexe).
Pour des MINLP convexes, il est théoriquement plus facile de résoudre les relaxations continues
du problème. Ainsi, plusieurs solutions exactes pour les MINLP convexes ont été développées
autour de ce principe : décomposition de Benders généralisée, branch-and-bound, méthode de
plans sécants étendue, branch-and-cut. Par contre, dans le cas où les fonctions f et g ne sont
pas convexes, la relaxation continue est elle-même un problème d’optimisation global (présence
potentielle de plusieurs minima locaux) pouvant être NP-difficile. Par ailleurs, résoudre de
façon sous-optimale cette relaxation endommagerait directement les principes qui font la force
des procédures de type branch-and-bound, dans le sens où déclencher un élagage d’une partie
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de l’arborescence en fonction d’une borne inférieure qui n’en est pas strictement une pourrait
se traduire par la perte de solutions faisables voire optimales. Aussi, certaines techniques de
coupes perdent leur applicabilité dans un cadre non-convexe, lequel fait en effet courir le risque
de perdre des parties la région admissible avec par exemple des coupes linéaires. Pour plus de
développements sur ces méthodes de résolutions pour les MINLP convexes et non-convexes, le
lecteur est invité à se référer à ces articles : [Burer 2012], [Belotti 2013], [D’Ambrosio 2010],
[D’Ambrosio 2013], [Lee 2011], [Nowak 2006].

Pour en revenir au cas particulier de l’optimisation du beam layout d’un système multifais-
ceaux, le problème de la figure 2.13 se range parfaitement dans la catégorie des problèmes
modélisables par la programmation mixte non-linéaire non-convexe. En effet, les contraintes
d’intégrité apparaissent sur les choix de diamètres de faisceaux, de réflecteurs, mais aussi sur les
associations entre faisceaux et stations utilisateurs. Les variables continues correspondent aux
centres des faisceaux. Les non-linéarités proviennent des contraintes inégalités sur les distances
euclidiennes entre ces centres, ou entre centres et stations. Enfin, la non-convexité est le résultat
des contraintes de séparation en norme euclidienne.

Parmi les problèmes voisins de l’optimisation de beam layout, le problème d’optimisation de
la configuration d’une machine à rayons gamma est celui pour lequel il existe des travaux le
résolvant directement par programmation non-linéaire mixte, soit au travers de procédures de
branch-and-bound, ou bien directement par utilisation de solveurs de PNLM : [Sutou 2002],
[Pinto 2015].

2.2.3.2 Programmation semi-définie positive

La programmation semi-définie positive, cas particulier de la programmation conique (tout
comme la programmation linéaire), est d’intérêt dans nos applications car elle permet notamment
de traiter les contraintes de proximité en norme euclidienne. Soit S

n l’ensemble des matrices
carrées de taille n réelles symétriques, on dira que X ∈ Sn est semi-définie positive si et seulement
si xT Xx ≥ 0 pour tout x ∈ R

n, et ce sous-ensemble des matrices symétriques réelles sera noté
S

n
�0

. Cette semi-définie positivité pour X se note également X � 0. On munit ensuite S
n
�0

d’une
structure euclidienne en y définissant le produit scalaire :

〈 , 〉
Sn
�0

: (M,N) ∈ S
n
�0×S

n
�0 7→ 〈 M,N 〉

Sn
�0

= Tr(MN) = ∑
i j

Mi jNi j (2.35)

où Tr(MN) est donc la trace du produit matriciel MN. Soient A1, · · · ,Am,C ∈ S�0 et b1, · · · ,bm ∈R.
Avec ces notations, nous pouvons fournir les deux écritures standard d’un programme semi-défini
positif. La première est :
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min 〈 C , X 〉
Sn
�0

sous les contraintes

〈 Ai , X 〉
Sn
�0

= bi i = 1 · · ·m (2.36)

X � 0 (2.37)

Qui peut se réécrire de façon équivalente comme suit :

max bT y

sous la contrainte

C−
m

∑
i=1

Aiyi � 0 (2.38)

Dans cette dernière formulation, on parle d’inégalité matricielle linéaire pour faire référence à
cette expression compacte des contraintes sous forme d’une exigence de semi-définie positivité
d’une certaine combinaison linéaire des matrices de S

n
�0

définissant le problème. Sur cette
dernière écriture, on observe aussi clairement que la programmation semi-définie positive
généralise la programmation linéaire, puisque la forme canonique d’un programme linéaire
est retrouvée dès lors que les matrices A1, · · · ,Am,C sont diagonales à coefficients réels. Quant
aux méthodes de résolution, elles s’appuient essentiellement sur les méthodes de points
intérieurs de l’optimisation convexe adaptées à ce cadre particulier. De nombreux documents de
synthèse sur le sujet sont disponibles dans la littérature : [Vandenberghe 1996], [Alizadeh 1995],
[Helmberg 1996], [Wolkowicz 2012].

L’intérêt de la programmation semi-définie positive en vue de gérer des contraintes en norme
euclidienne sur des variables continues réside dans sa capacité à modéliser naturellement des
contraintes quadratiques convexes. Par exemple, les contraintes de proximité de deux variables
continues font partie de cette classe de contraintes. C’est exactement dans cet objectif que la
programmation semi-définie positive est employée dans les articles [Biswas 2004], [Biswas 2006],
[Gentile 2005] sur l’optimisation de la localisation de capteurs.

2.2.3.3 Approximations de l2 par des combinaisons de l1 et l∞

Dans l’objectif de rendre les contraintes inégalités en norme euclidienne sur des variables
continues compatibles avec la programmation linéaire, une piste d’intérêt est celle de la linéari-
sation de cette norme euclidienne l2 définie, pour rappel, comme suit :

‖ · ‖2 : x = (x1, · · · ,xn) ∈ R
n 7→ ‖x‖2 =

√
n

∑
i=1

x2
i (2.39)

Pour cela, redonnons la définition des deux autres normes classiques en dimension finie. D’abord,
la norme dite “norme 1” notée l1 :
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‖ · ‖1 : x = (x1, · · · ,xn) ∈ R
n 7→ ‖x‖1 =

n

∑
i=1

|xi| (2.40)

Puis la norme infinie, notée l∞ :

‖ · ‖∞ : x = (x1, · · · ,xn) ∈ R
n 7→ ‖x‖∞ = max

i
|xi| (2.41)

Pour un programme mathématique où interviennent des variables continues représentant des
points de R

n, il est possible de définir des ensembles de variables et de contraintes permettant
d’accéder linéairement à des distances en norme 1 ou en norme infinie entre des couples de tels
points. L’exploitation de cette propriété a notamment permis à l’auteur de [Gentile 2005] de gérer
les contraintes de séparation non-convexes du problème de localisation de capteurs considéré
dans ce travail. Cette approche s’inscrit en fait dans un mouvement de recherche plus général
dans le domaine dit des distances digitales sur les façons de remplacer efficacement les calculs
relativement lourds de norme euclidienne l2 par des combinaisons optimisées des normes l1 et l∞,
dont les calculs sont moins gourmands en nombre d’opérations (voir par exemple [Barni 1994],
[Seol 2008]). Dans les travaux les plus récents ([Celebi 2011], [Mukherjee 2013]), il a été prouvé
que dans le plan euclidien, la meilleure erreur relative maximale (estimée empiriquement) d’une
combinaison optimisée de l1 et l∞ par rapport à l2 est approximativement égale à 5,6%. Il s’agit
donc d’une erreur incompressible quand cette voie de linéarisation de la norme euclidienne est
empruntée.

2.2.3.4 Discrétisation du domaine des positions admissibles

Toute la complexité des contraintes de séparation provient du caractère non-convexe du
calcul de normes euclidiennes sur des variables continues. Une solution naturelle pour contrer
cette difficulté est de limiter les domaines de ces variables continues à des ensembles finis,
par le biais d’un échantillonnage dont la finesse ajustable. Effectivement, il est possible dans
ce cas de pré-calculer toutes les distances euclidiennes entre deux points quelconques de
l’ensemble des positions possibles discrétisées pour les variables anciennement continues, ou
entre un point possible de cet ensemble et d’autres points faisant partie des données d’entrée
définissant le problème. Ainsi, pour chaque choix de position, des informations tabulées en
amont de l’optimisation permettent de conclure quant à la satisfaction ou non des contraintes
de proximité ou de séparation rattachées à cette variable de position.

Essentiellement, ces techniques de discrétisation sont celles qui ont donné naissance, à partir
du problème de k-center continu, aux problèmes de k-center discret et de k-median décrits dans
le paragraphe 2.2.2.1. Par ailleurs, ce même type de discrétisation est notamment utilisé dans
[Pinto 2015], pour résoudre le problème continu non-linéaire non-convexe de configuration de
machine à rayons gamma, dans sa version qui comprend à la fois des contraintes de proximité
et des contraintes de séparation.
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2.2.3.5 Approximation linéaire par morceaux du carré des variables continues

Une autre méthode permettant de linéariser les distances euclidiennes a été proposée dans
[Liberti 2009], pour l’optimisation de la configuration d’une machine à rayons gamma. Il s’agit
d’une technique de linéarisation des contraintes de proximité entre une variable continue et
un certain point du plan (ou de l’espace) dont les coordonnées sont connues. Cette méthode
repose sur un échantillonnage des valeurs possibles de chaque carré de coordonnée de point placé
continûment : on s’intéresse ainsi à la fonction carré sur un domaine réduit correspondant aux
plus grandes bornes rencontrées sur les différentes variables continues. Concrètement, supposons
que x = (x1, · · · ,xn) ∈ R

n soit une variable continue et que u = (u1, · · · ,un) ∈ R
n soit un point aux

coordonnées connues. Supposons alors que x soit soumise à la contrainte ‖x− u‖ ≤ δ pour un
certain δ ∈ R

+. On a les équivalences suivantes :

‖x−u‖ ≤ δ⇐⇒‖x−u‖2 ≤ δ2 (2.42)

⇐⇒
n

∑
i=1

(x2

i −2uixi +u2

i )≤ δ2 (2.43)

Définissons maintenant n nouvelles variables s1, · · · ,sn ∈ R. L’implication au cœur de la métho-
dologie proposée dans cet article est la suivante :







∀i ∈ {1, · · · ,n},si ≥ x2
i

n

∑
i=1

(si−2xuixi +u2
i )≤ δ2 =⇒‖x−u‖ ≤ δ (2.44)

Elle découle directement de l’équivalence (2.43). Reste donc à avoir une expression linéaire de
la contrainte si ≥ x2

i , qui est obtenue par approximation de la fonction carré par une fonction
linéaire par morceaux définie à partir d’un ensemble de points échantillonnés sur la courbe y= x2.
Une façon de visualiser l’erreur commise avec une telle approximation est de remarquer que l’on
vient d’approcher l’épigraphe de la fonction carré par un ensemble plus petit, construit par
intersection de demi-espaces issus des couples de points consécutifs dans l’échantillonnage de la
courbe y = x2 : ceci est représenté en figure 2.14. Pour chaque coordonnée continue i ∈ {1, · · · ,n}
d’un certain point x ∈R

n, on note m le nombre de points échantillonnant la fonction carré, dont
les abscisses sont x̄i,1, · · · , x̄i,m ∈ R. Pour finaliser la linéarisation de la contrainte de proximité,
on utilise enfin le résultat suivant :

{
∀i{1, · · · ,n},∀ j ∈ {2, · · · ,m},si ≥ (x̄i, j + x̄i, j−1)xi− x̄i, jx̄i, j−1

}
=⇒ si ≥ x2

i (2.45)

Finalement, cette méthode requiert la déclaration de n variables continues et de nm contraintes
supplémentaires par variable de R

n impliquée dans une telle contrainte de proximité. Les ex-
périmentations des auteurs les ont amenés à conclure que cette technique donnait au mieux
des résultats pratiques raisonnables, au pire des résultats insatisfaisants. Son extension aux
contraintes de proximité entre deux variables continues, ainsi qu’à tout type de contraintes de
séparation, est malheureusement impossible.
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2.3 Conclusions

Ce chapitre a permis de définir formellement la notion de “beam layout” et le problème d’op-
timisation qui lui est associé. La liste des contraintes technologiques qui doivent être respectées
en résolvant ce problème a été fournie et commentée. Elle a permis d’aboutir à un modèle ma-
thématique conceptuel, détaché de tout cadre d’optimisation précis, qui a cependant suffit à
prouver le caractère NP-difficile du problème. Les solutions classiques ont été présentées, et l’in-
térêt de recourir à des couvertures irrégulières illustré. Nous avons également tâché de mettre en
évidence le lien fort qu’unissait ce problème de beam layout avec les problèmes qui suivent dans
le flot d’optimisation de la figure 1.6, en particulier avec le problème d’allocation de fréquences
adressé en chapitre 5. Nous avons également insisté sur la nécessité de manipuler des contraintes
en norme euclidienne pour traduire des contraintes de séparation ou de proximité angulaire.
Ces contraintes particulières classent le problème dans une catégorie de problèmes réputés très
durs à résoudre, à savoir la programmation non-linéaire non-convexe mixte. Elles ont ainsi fait
l’objet d’un état de l’art dédié, duquel nous nous sommes inspirés en chapitre 3 pour définir des
solutions algorithmiques inédites au problème de placement irrégulier de faisceaux.

c©Airbus Defence and Space SAS - Tous droits réservés. 58



Le problème d’agencement de faisceaux : définition et état de l’art

(a)

(b)

(c)

(d)

Figure 2.11 – Respectivement pour la solution à 117 faisceaux puis celle à 50 faisceaux : (a),(c)
Allocation de réflecteurs (une couleur par réflecteur) (b),(d) Charge par faisceau relativement à
la limite de charge (bleu = proche de 0, rouge = au-dessus de 1)
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(a)

(b)

Figure 2.12 – Solution irrégulière : (a) Allocation de réflecteurs (une couleur par réflecteur) (b)
Charge par faisceau relativement à la limite de charge (bleu = proche de 0, rouge = au-dessus
de 1)

Figure 2.14 – Approximation de l’épigraphe de la fonction carré par l’intersection de demi-
espaces définis par des points d’approximation sur la courbe y = x2
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3.1 Externalisation des évaluations de l2 par discrétisation des
positions des centres des faisceaux, et résolution gloutonne

La modélisation générique du problème d’optimisation de beam layout irrégulier proposée
en chapitre 2.1, résumée en figure 2.13, positionne le problème dans une des classes d’optimisa-
tion les plus difficiles : la programmation non-linéaire mixte non-convexe. Parmi les différentes
solutions pour contrer cette complexité qui ont été examinées dans notre revue de la littérature
du chapitre 2.2, nous proposons dans ce chapitre d’adapter le principe de discrétisation des do-
maines des variables continues du problème, à savoir les centres des faisceaux. On revient ainsi
dans ce chapitre sur l’intérêt d’une telle discrétisation et analysons l’approximation commise



Externalisation des évaluations de l2 par discrétisation des positions des centres des faisceaux,
et résolution gloutonne

par rapport au problème originel. Une heuristique de type gloutonne multi-start randomisée est
ensuite présentée pour résoudre le problème combinatoire résultant. Cette dernière incorpore
notamment une procédure d’allocation de réflecteurs aux faisceaux par coloration de graphe.

3.1.1 Intérêt et mise en œuvre de la discrétisation du domaine des centres
des faisceaux

L’intérêt de la discrétisation des variables continues d’un programme non-linéaire présentant
des contraintes de séparation et de proximité en norme euclidienne a déjà été partiellement
discuté en 2.2.3.4. Essentiellement, le caractère fini des possibilités pour les valeurs des variables
anciennement continues permet d’avoir une approche de calcul exhaustif de toutes les distances
euclidiennes pouvant apparaître dans ces contraintes. Ainsi, ces calculs non-linéaires et parfois
non-convexes sont externalisés de l’optimisation, car calculés en amont avant que celle-ci ne
démarre. Ainsi, avec ces méthodes, la non-linéarité est absorbée par du pré-calcul. Nous revenons
dans cette section sur ces avantages en les illustrant concrètement dans le cas de l’optimisation
de beam layout irrégulier.

3.1.1.1 Définition d’un ensemble de centres admissibles discret et fini

Considérons un ensemble S de stations utilisateurs réparties à la surface de la Terre, identi-
fiées par leurs coordonnées Scoord,s ∈Θx×Θy pour tout s ∈ S . On considère également un certain
ensemble fini W de diamètres possibles pour les faisceaux. Soit Wmax ∈ R

+ le plus grand de
ces diamètres. On suppose que le nombre minimum de stations à couvrir par faisceau actif est
Nmin > 1. Ainsi, il faut exclure toute position de centre pour laquelle il n’existe aucun diamètre
permettant de couvrir depuis cette position au moins Nmin stations utilisateurs. Cela définit un
domaine admissible continu Amin,stations pour les centres des faisceaux, illustré en figure 3.1 à la
fois pour Nmin = 1 et pour Nmin = 2, dans le cas d’un nombre de stations réparties sur une partie
de l’Europe valant NS = 1290 et pour Wmax = 0,5◦. De façon plus formelle, on a donc

Amin,stations =

{

X ∈ Θx×Θy | card

({

s ∈ S | ‖X−Scoord,s‖ ≤
1

2
Wmax

})

≥ Nmin

}

(3.1)

En pratique, notre approche a été d’échantillonner cet ensemble continu avec une finesse
ajustable en entrée. Plus précisément, un maillage régulier de points à l’intérieur du domaine
admissible continu est produit avec une densité surfacique de points paramétrée selon la stra-
tégie décrite dans le paragraphe 3.1.1.2 ci-dessous. Ceci est représenté en figure 3.2 où trois
discrétisations de finesse croissante sont proposées pour le domaine continu correspondant à une
contrainte de couverture d’au moins Nmin = 1 des mêmes NS points en Europe qu’en figure 3.1.

3.1.1.2 Paramétrage de la finesse d’échantillonnage par confrontation au problème
de cercle minimum

Cet échantillonnage des positions possibles pour les centres des faisceaux définit finalement
un nouveau problème d’optimisation qui est plus contraint que le problème originel. Toute solu-
tion du problème discret correspond trivialement à une solution du problème continu de même
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Figure 3.1 – Ensemble continu Amin,stations des points permettant de couvrir géométriquement
au moins Nmin = 1 (jaune) ou Nmin = 2 (rouge) des NS stations utilisateurs représentées par des
points noirs

coût. Par contre, toute solution du problème originel continu n’est pas nécessairement une so-
lution accessible pour le problème discret si les positions d’un ou plusieurs centres ne font pas
partie de l’ensemble fini des centres possibles. En tant que relaxation du problème discret, le
problème originel aura donc un optimum au moins aussi bon et même potentiellement stricte-
ment meilleur que l’optimum du problème discret. Il s’agit donc d’une limite de cette approche
par discrétisation. A noter que cette détérioration de l’optimum est d’autant plus réduite que le
maillage du domaine continu est dense. Cependant, on ne peut pas se permettre d’augmenter
ce nombre de points jusqu’à des valeurs trop élevées, au risque de subir des lenteurs dans les
calculs en amont de l’optimisation, mais aussi et surtout, car la combinatoire résultante dans
le problème discret croîtrait exponentiellement. Nous proposons ici une approche qui permet
d’augmenter ce nombre de centres possibles juste assez pour atteindre la précision souhaitée,
définie paramétriquement, du modèle discret par rapport au modèle continu. Pour cela, l’idée
a été d’appuyer le raisonnement sur un problème simple de couverture géométrique : le pro-
blème de cercle minimum. Pour un certain ensemble de points du plan, ce problème consiste à
trouver le disque de plus petit rayon tel que tous ces points sont contenus dans ce disque. Plu-
sieurs algorithmes, dont des algorithmes de complexité linéaire, ont été conçus pour le résoudre :
[Chrystal 1885], [Shamos 1975], [Megiddo 1983], [Welzl 1991]. Ici, l’objectif est de comparer sur
ce problème référence l’optimum de la formulation continue avec l’optimum dégradé d’une ap-
proche discrète, en fonction de la finesse d’échantillonnage. Pour définir cet échantillonnage, on
fait en sorte que les centres possibles discrets forment une grille régulière de finesse caractérisée
par la distance δc ∈R

+ entre deux centres consécutifs. Dans le cas du problème de beam layout
et pour une contrainte de proximité d’un faisceau à une station par exemple, la perte de liberté
de mouvement autour d’un centre possible due à la discrétisation, constante et liée à δc, est
d’autant plus ressentie que le rayon du faisceau est petit : le rapport des distances de l’erreur de
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(a)

(b)

(c)

Figure 3.2 – Discrétisation de l’ensemble continu de centres admissibles pour Nmin = 1 (stations
en noir, centres possibles après échantillonnage en blanc) avec (a) 875 centres possibles (b) 3554
centres possibles (c) 14226 centres possibles
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mouvement sur le seuil de proximité y est le plus défavorable. On va ainsi s’intéresser au plus
petit diamètre de l’ensemble W . Ensuite, nous proposons d’identifier la configuration “pire cas”
pour laquelle l’optimum discret est le plus mauvais possible relativement à l’optimum continu.
L’idée est de dimensionner la finesse de discrétisation, c’est-à-dire δc, de manière à avoir un pire
cas théorique pour le modèle discret qui soit de qualité suffisante, ce niveau de qualité minimal
étant paramétrable. Cette configuration pire cas est représentée en figure 3.3 où les stations à
couvrir sont matérialisées par des points rouges.

Figure 3.3 – Configuration pire cas de l’approche discrète par rapport à l’approche continue
pour le problème de cercle couvrant minimum : stations à couvrir en rouge, centres discrets
autorisés en orange, centre optimal continu en bleu

Le maillage régulier, correspondant aux centres possibles discrets, apparaît sous forme
d’une série de points orange. Le point bleu correspond au centre du disque optimal de rayon
rmin,continu ∈ R

+ du modèle continu : dans cette configuration pire cas, il est le barycentre des
quatre centres discrets les plus proches. Le plus petit cercle centré sur une des positions discrètes
permettant de couvrir toutes les stations est également représenté en orange, et son rayon est
noté rmin,discret ∈ R

+. Cette situation constitue un pire cas car, d’une part la distance du centre
continu optimal à son plus proche centre discret autorisé correspond à la plus grande distance
possible entre un point quelconque du plan et son plus proche point discret (à savoir

√
2

2
δc), et

d’autre part car les stations sont disposées de telle sorte que la plus grande distance du centre
discret optimal à une station à couvrir est exactement la somme de

√
2

2
δc et du rayon optimal

continu rmin,continu ∈R
+. Ensuite, on définit un coefficient d’approximation 0 < αapprox << 1, et
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on cherche δc permettant de vérifier :

rmin,discret ≤ (1+αapprox)rmin,continu (3.2)

Pour cela, on remarque que

rmin,discret = rmin,continu+

√
2

2
δc (3.3)

Ce qui conduit à la condition
δc≤

√
2rmin,continuαapprox (3.4)

Et pour ne pas définir plus de centres que nécessaire avec une trop forte densité de points, on
pose directement

δc =
√

2rmin,continuαapprox (3.5)

On veut que cette qualité d’approximation par le modèle discret reste vraie pour toutes les
distances de proximité testées dans notre problème, et donc en particulier on veut qu’elle soit
vérifiée pour un disque optimal continu (représentant un faisceau) de diamètre exactement égal
au plus petit diamètre de W . Finalement, la finesse de maillage que nous utiliserons pour définir
notre problème de beam layout discret sera la suivante :

δc =
√

2αapprox min
ω∈W

Wω (3.6)

Pour revenir sur revenir sur les exemples de maillages du domaine continu de centres admissibles
de la figure 3.2, on peut signaler que les trois figures ont été obtenues pour αapprox = 0,25,
αapprox = 0,10, et αapprox = 0,05, dans cet ordre-ci et avec une hypothèse de min

ω∈W
Wω = 0,3◦.

3.1.1.3 Intérêt du nombre fini de positions possibles pour un faisceau vis-à-vis des
contraintes en norme euclidienne

Notons C ⊂ Θx×Θy la discrétisation de cardinal fini de l’ensemble Amin,stations. On note
c = (Cx,Cy)

T pour tout c ∈ C . Toute la force de l’approche discrétisée réside dans la possibilité
de prédéterminer pour chaque variable anciennement continue son comportement par rapport
aux contraintes en norme euclidienne. Typiquement, soit c ∈ C un centre et ω ∈W un diamètre
de faisceau, on est entièrement capable de calculer à l’avance l’ensemble Sc,ω des stations de S

qui seraient couvertes géométriquement par un faisceau de diamètre ω placé en c :

Sc,ω =

{

s ∈ S | ‖c−Scoord,s‖ ≤
1

2
Wω

}

(3.7)

Dans le modèle continu originel, détecter si une certaine station est couverte géométriquement
par au moins un faisceau passe par l’analyse intégrée dans l’optimisation des distances
euclidiennes entre cette station et les différents centres de faisceaux (variables continues), pour
identifier un faisceau proche de la dite station d’une distance inférieure à son rayon. Avec une telle
discrétisation des positions de ces centres, la détection au cours de l’optimisation de la couver-
ture géométrique d’une station donnée se résume à un test d’utilisation par au moins un faisceau
actif d’un des couples (c,ω) ∈ C ×W tels que s ∈ Sc,ω. L’information de satisfaction ou non des
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contraintes de proximité est donc obtenue de manière bien plus directe dans le modèle discrétisé.

Il en est de même pour les contraintes de séparation. En effet, pour un couple de diamètres
(ω,ω′) ∈W 2 donné, il est possible de déterminer tous les couples de centres possibles Cε,ω,ω′

qui, si utilisés par deux faisceaux de tailles ω et ω′, permettraient de respecter la distance de
non-chevauchement dictée par ε :

Cε,ω,ω′ =

{

(c,c′) ∈ C 2 | ‖c− c′‖ ≥ 1

2
ε(Wω +Wω′)

}

(3.8)

En substituant ε par κ, on obtient l’ensemble des couples de centres qui, quand sélectionnés
par deux faisceaux utilisant ces deux positions de centres ainsi que les diamètres ω et ω′, sont
assez éloignés pour être compatibles avec l’utilisation du même réflecteur satellite par les deux
faisceaux correspondants (contrainte d’antenne SFPB) :

Cκ,ω,ω′ =

{

(c,c′) ∈ C 2 | ‖c− c′‖ ≥ 1

2
κ(Wω +Wω′)

}

(3.9)

Finalement, ces ensembles définissent des incompatibilités de sélection simultanée de certains
couples de centres discrets. Supposons maintenant que pour tout centre discret nous connaissions
le diamètre à utiliser pour un faisceau actif qui y serait positionné, alors ces incompatibilités
d’utilisation de centres appellent naturellement la notion de graphe, et plus précisément de
graphe de disque. Un graphe de disque est un graphe d’intersection d’un ensemble de disques
du plan euclidien. Autrement dit, les nœuds d’un graphe de disque sont associés bijectivement
aux disques d’un certain ensemble de disques, et une arête est positionnée entre tout couple
de nœuds dont les disques correspondants ont une intersection non-vide. La littérature sur ce
type de graphes est riche, et revisite notamment les problèmes classiques de la théorie des
graphes (coloration, recherche de stables, de cliques, d’ensembles dominants) dans ce contexte
particulier : [Fishkin 2003], [Clark 1990], [Marathe 1995], [Breu 1998], [Wu 2006], [Gräf 1998].
Conformément à l’hypothèse faite dans ce paragraphe, pour tout centre c ∈ S notons Wc ∈
{W1, · · · ,WNW

} le diamètre qu’un faisceau placé en c devrait utiliser. Pour ∆ ∈ R
+, on peut alors

définir le graphe G∆ = (V,E∆) où V est un ensemble de nœuds en bijection avec l’ensemble des
centres possibles C (chaque v ∈V correspond à un centre cv ∈ C ) et où E∆ est défini comme suit

E∆ =

{

(v,v′) ∈V 2 | ‖cv− cv′‖ ≤
∆

2
Wcv

+
∆

2
Wcv′

}

(3.10)

Ainsi, G∆ est bien le graphe d’intersection des disques

Dc =

{

x ∈ Θx×Θy | ‖x− c‖ ≤ ∆

2
Wc

}

(3.11)

définis pour c ∈ C . On remarque alors que choisir NB centres de faisceaux dans C en respectant
la contrainte de non-chevauchement équivaut à la sélection d’un stable de Gε de cardinal NB. De
même, choisir NB centres et définir le réflecteur transmettant chaque faisceau placé en chacun
de ces centres de manière à respecter les distances de séparation de la contrainte antenne se
ramène de façon équivalente à la sélection d’un sous-graphe NR-colorable de Gκ, chaque couleur
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d’une telle coloration représentant l’allocation à un des NR réflecteurs disponibles dans la charge
utile satellite.

Ces propriétés d’expression simplifiée du problème en cas de connaissance a priori des
diamètres à utiliser par centre discret a entièrement motivé l’heuristique par décomposition
séquentielle décrite ci-dessous en paragraphe 3.1.2.

3.1.2 Premier algorithme de placement de faisceaux : heuristique randomisée
de construction gloutonne avec coloration de graphe

Comme discuté dans le paragraphe précédent, une fois que l’ensemble continu des centres
admissibles pour les faisceaux a été discrétisé, fixer les diamètres à utiliser en chaque centre
potentiel permet d’avoir une formulation simplifiée au niveau notamment des contraintes en
norme euclidienne pour le reste du problème de beam layout irrégulier, à savoir le choix de centres
pour les faisceaux actifs, le choix de leurs réflecteurs et l’allocation des stations utilisateurs aux
faisceaux placés. Dans une logique d’exploitation de cette propriété, nous avons défini notre
premier algorithme de beam layout irrégulier selon la procédure décrite dans la figure 3.4. Dans
le flot d’étapes proposé, la discrétisation du domaine continu des centres ainsi que la définition
des graphes Gε et Gκ une fois que les diamètres ont été fixés au niveau des centres discrets sont
des points que nous avons déjà détaillés en paragraphes 3.1.1 et 3.1.1.3. L’étape 2 de définition
du diamètre à utiliser en chaque centre discret selon une certaine stratégie est développée en
paragraphe 3.1.2.1. L’algorithme glouton multi-start randomisé correspondant à l’étape 4 est
quant à lui présenté dans le paragraphe 3.1.2.2.

3.1.2.1 Détermination a priori du diamètre à utiliser en chaque centre discret

Les différentes tailles de faisceau sont des variables permettant notamment de s’adapter
aux disparités de demande de trafic au sol. Par exemple, dans l’espoir de fournir l’intégralité
du service requis par les stations utilisateurs situées dans les zones les plus denses, il va être
préférable de recourir aux faisceaux les plus étroits qui sont capables d’endosser un trafic requis
cumulé plus élevé que les faisceaux larges (pour rappel Γω > Γω′ quand Wω <Wω′). Par ailleurs,
cette variabilité des tailles permet d’absorber une partie de la complexité provenant de la limite
sur le nombre de faisceaux : utiliser un faisceau large sur une zone où la demande perçue
cumulée n’excède pas la charge limite de ce dernier permet de couvrir efficacement toute une
région étendue avec un seul faisceau. Nous proposons ainsi d’utiliser les faisceaux les plus étroits
dès que cela est nécessaire, et les faisceaux plus larges dès que possible, et ce sur un critère de
densité de demande au voisinage de chaque centre. Concrètement, cela revient à analyser pour
chaque centre c ∈ C et chaque diamètre ω ∈W la demande perçue par les faisceaux placés en ce
centre avec ce diamètre (en supposant que toutes les stations accessibles géométriquement sont
associées aux faisceaux potentiels testés), notée Tc,ω ∈ R

+ :

Tc,ω = ∑
s∈S tels que

‖c−Scoord,s‖≤ 1

2
Wω

Ts (3.12)
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Figure 3.4 – Procédure d’optimisation de beam layout irrégulier par discrétisation des centres,
pré-détermination des diamètres, et approche gloutonne multi-start
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Tous les diamètres sont ensuite testés dans l’ordre croissant : quitte à réordonner W , on suppose
que W1≤W2≤ ·· · ≤WNW

. Pour un centre c, si la somme des demandes des stations dans le faisceau
de plus petit diamètre dépasse la charge maximale d’un tel faisceau, c’est-à-dire si

Tc,1 > Γ1 (3.13)

alors on pose Wc =W1 car ce diamètre est celui qui fournirait le service le moins insuffisant aux
stations puisque Γ1 = max

ω∈W
Γω. Si maintenant

Tc,1 ≤ Γ1 et Tc,2 > Γ2 (3.14)

alors la deuxième taille de faisceau est incapable de gérer la demande cumulée et on continue de
poser Wc =W1, configuration pour laquelle la limite de charge n’est pas excédée. Par contre, si

Tc,1 ≤ Γ1 et Tc,2 ≤ Γ2 (3.15)

on va préférer sélectionner le diamètre W2 en c avec lequel le faisceau ne voit pas sa demande
dépasser le seuil de charge maximale. En fait, W2 ne sera sélectionné que si W3 n’est pas une
option acceptable, sinon ce dernier sera choisi pour couvrir plus de surface et de stations de la
zone de service avec un seul faisceau. Il faut donc se poser récursivement NW fois les mêmes
questions que celles analysées ci-dessus pour les deux premiers diamètres, ce qui est résumé dans
l’algorithme 1 de détermination du diamètre à utiliser en chaque centre discret, de complexité
en O(NW NC) :
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Algorithme 1 : Algorithme de pré-définition du diamètre de W à utiliser en chaque centre
discret de C en cas de sélection par un faisceau actif

Données : L’ensemble de cardinal fini des centres possibles C ⊂Amin,stations, les diamètres
possibles Wω ∈ R

+ pour ω ∈W (rangés par ordre croissant), la charge
maximale Γω pour ω ∈W , la demande cumulée Tc,ω par couple (c,ω) ∈ C ×W

Résultat : Pour tout c ∈ C , le diamètre à utiliser Wc ∈ R
+

1 début
2 pour c ∈ C faire
3 ω←− 1

4 Wc←− définitionDiamètre(c,ω)

5 Fonction définitionDiamètre(c,ω) :
6 si Tc,ω > Γω alors
7 si ω = 1 alors
8 retourner Wω

9 sinon
10 retourner Wω−1

11 sinon
12 si ω = NW alors
13 retourner Wω

14 sinon
15 ω←− ω+1

16 retourner définitionDiamètre(c,ω)

Un exemple illustrant l’application de cet algorithme de détermination des diamètres à utili-
ser est fourni en figure 3.5. On y observe NS = 1485 stations utilisateurs dont les demandes
individuelles Ts en Mégabits par seconde, fournies en figure 3.5(a), varient entre 83Mbps et
130Mbps. Le domaine (continu) admissible des centres de faisceaux est le résultat d’un nombre
minimum de stations à couvrir par faisceau actif fixé à Nmin = 1. Cinq diamètres sont auto-
risés : {0,35

◦ , 0,45
◦ , 0,55

◦ , 0,65
◦ , 0,75

◦}. Un échantillonnage C volontairement très fin
de Amin,stations est proposé dans cet exemple : 370111 centres possibles. Pour chacune de ces
positions potentielles, le diamètre qu’un faisceau actif devrait y utiliser est déterminé selon
l’algorithme 1, dont le résultat est représenté en figure 3.5(b).

On remarque qu’à proximité de la frontière de Amin,stations, le trafic capté par les faisceaux les
plus larges est suffisamment faible pour que l’algorithme 1 sélectionne cette taille maximale de
faisceau pour les centres potentiels en bord de domaine. Ainsi, il y a une compatibilité naturelle
avec la contrainte de couvrir au moins Nmin stations qui, en bord de couverture, ne peut être
satisfaite qu’en recourant à des faisceaux larges pour atteindre géométriquement les stations
utilisateurs. Par ailleurs, il convient de noter que cette pré-détermination des diamètres rend
nécessairement la résolution du problème de beam layout heuristique car une partie de l’ensemble
admissible devient inaccessible. Notamment, on se prive de certaines situations où la liberté sur
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(a)

(b)

Figure 3.5 – (a) Demandes individuelles des stations utilisateurs, et ensemble admissible continu
des centres en trait plein blanc (b) Pré-détermination du diamètre à utiliser en chaque position
discrète de faisceau selon l’algorithme 1

les diamètres pourrait résoudre certaines configurations difficiles par rapport aux contraintes de
séparation. Cette faiblesse de l’heuristique de choix de diamètres proposée s’explique par le fait
qu’elle a été bâtie exclusivement par exploitation de la contrainte de charge limite par faisceau en
fonction du diamètre, or, les diamètres interviennent aussi très directement dans les contraintes

c©Airbus Defence and Space SAS - Tous droits réservés. 72



Nouvelles linéarisations de la norme euclidienne et application au placement de faisceaux

de non-chevauchement et d’antennes SFPB. Par exemple, choisir dès que possible la taille de
faisceau la plus large comme cela est proposé dans l’algorithme 1 engendre les contraintes de
séparation les plus marquées (par proportionnalité au diamètre du faisceau dans ∆θ et ∆̃θ) : cela
pourra se traduire par l’impossibilité d’utiliser certains centres là où d’autres choix de diamètres
l’auraient permis, l’impact sur l’objectif mathématique pouvant être évidemment négatif. Par
contre, on s’attend à une complexité réduite par rapport aux contraintes de charge grâce à de
tels choix de diamètres, et surtout, on profite de la possibilité d’avoir une approche par graphes
en recourant à Gε et Gκ.

3.1.2.2 Heuristique gloutonne multi-start randomisée avec coloration de graphe

Algorithmes de construction : choix d’une approche gloutonne pour le placement
de faisceaux
Dans la procédure de résolution en approche discrète de la figure 3.4, l’étape 4 est en charge de
la définition :

· Du nombre de faisceaux actifs

· Du centre de ces faisceaux

· De l’allocation des stations utilisateurs à ces faisceaux

· De l’allocation des faisceaux aux réflecteurs disponibles dans la charge utile

Il s’agit ainsi du problème de beam layout irrégulier de la figure 2.13 pour lequel l’ensemble
des centres a été échantillonné, et pour lequel les diamètres de faisceaux ne sont plus des va-
riables mais des conséquences directes des choix de centres des faisceaux actifs. La première
remarque qu’il convient de faire à ce stade est qu’il est ici question de produire intégralement
des solutions de beam layout irrégulier. Autrement dit, en partant des données de l’instance
à résoudre et d’une solution vide (aucune variable instanciée), on cherche une solution com-
plète au sens des quatre catégories de variables d’optimisation listées ci-dessus. On souhaite
par ailleurs que cette solution soit satisfaisante du point de vue du critère mathématique, et
qu’elle respecte l’intégralité des contraintes du problème. Naturellement, ce besoin de géné-
ration de solutions ex nihilo a motivé une revue de la littérature sur les méthodes dites de
“construction” pour l’optimisation combinatoire. Cette classe comprend les algorithmes exacts
d’exploration exhaustive de l’espace d’état qui construisent des solutions “de zéro” par arbre
de recherche : on peut citer par exemple la programmation par contraintes ou la programma-
tion linéaire en nombre entiers. Cependant, dans le cas particulier de l’optimisation de beam
layout irrégulier, la discrétisation des centres possibles combinée au nombre intrinsèquement
élevé de stations utilisateurs conduirait à des modèles de très grande taille pour gérer les dif-
férents types d’allocations : faisceaux aux centres possibles, stations aux faisceaux, faisceaux
aux réflecteurs. Nous avons ainsi décidé de ne pas investiguer prioritairement ces méthodes,
au profit d’approches de construction heuristiques qui permettent d’espérer plus d’efficacité de
résolution. Au cœur de celles-ci, il est très fréquent de retrouver des adaptations du concept
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d’algorithme glouton, lequel est en effet nativement compatible avec ce besoin de construire
rapidement (en temps polynomial par exemple) des solutions de bonne qualité. Un algorithme
glouton construit variable après variable, ou sous-ensemble de variables après sous-ensemble de
variables, une solution complète qui respecte les contraintes du problème. Pour que la solution
ainsi construite soit intéressante vis-à-vis du critère mathématique, l’algorithme repose sur une
série de choix localement optimaux : à chaque étape, les nouvelles variables instanciées voient
leurs valeurs choisies de manière à impacter le plus positivement possible la fonction coût, et
ce sans jamais remettre en question les choix des étapes précédentes. On montre facilement que
cette approche ne peut pas systématiquement fournir des optima globaux. Par contre, elle per-
met d’accéder rapidement à des optima au moins locaux avec une efficacité qui a été constatée
à de nombreuses reprises dans la littérature de l’optimisation mathématique, sur un spectre
très large d’applications : pour les problèmes de couverture par ensembles dans [Slavík 1996],
pour les problèmes de sac à dos dans [Akçay 2007], en biologie pour l’alignement des séquences
d’ADN [Zhang 2000] et la reconstruction de structure de protéine [Tuffery 2005], en scheduling
par exemple dans [Ruiz 2007] et [Kahraman 2010], en théorie des graphes pour la recherche de
couplage parfait dans [Reingold 1981], de sous-graphes denses dans [Charikar 2000] ou encore
pour la recherche de stables de poids maximum dans [Sakai 2003]. En particulier, les problèmes
de localisation d’entrepôts ont eux aussi été abordés dans différents travaux par l’angle des algo-
rithmes gloutons : [Mahdian 2001],[Jain 2002],[Jain 2003],[Chrobak 2005],[Mahdian 2006]. Nous
proposons d’en faire de même sur le problème de placement de faisceaux, en exploitant une
version randomisée de l’algorithme glouton qui permet de générer une multitude de solutions au
lieu de se contenter de l’unique solution produite par le glouton traditionnel. L’algorithme que
nous proposons est très inspiré de l’algorithme GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search
Procedures) décrit notamment dans [Feo 1995],[Martí 2003],[Resende 2006], et [Tomazic 2008].
Ce dernier propose une approche itérative d’optimisation : chaque itération produit une nouvelle
solution selon un critère glouton revisité de façon à intégrer une notion de choix aléatoire, puis
cette solution est améliorée par une procédure de recherche locale. La composante stochastique,
à la fois dans les choix gloutons mais aussi potentiellement dans la recherche locale, permet de
générer des solutions distinctes d’une itération sur l’autre, en écartant la solution courante des
choix déterministes qu’aurait faits un algorithme glouton standard. Naturellement, la meilleure
solution parmi toutes les solutions produites est celle qui est conservée. Dans l’adaptation de
cette approche au problème de beam layout irrégulier, nous nous sommes contentés de définir
une progression gloutonne guidée par des choix aléatoires, sans mettre en place de procédure de
recherche locale pour améliorer la solution produite à chaque itération. Ce choix s’explique par
la difficulté de définir un voisinage de solutions réalisables pour une certaine solution construite
par l’approche gloutonne (discuté en paragraphe 3.1.2.2).

L’algorithme glouton multi-start randomisé d’optimisation de beam layout irrégu-
lier implémenté

L’algorithme glouton multi-start que nous avons implémenté est décrit dans ses grandes lignes
dans la figure 3.6. On y observe que l’algorithme cible un certain nombre de solutions de beam
layout irrégulier, qu’il construit une à une par approche gloutonne, en partant de solutions vides.
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Figure 3.6 – Algorithme de beam layout irrégulier par approche gloutonne multi-start rando-
misée après discrétisation des centres et pré-détermination des diamètres
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Les paragraphes qui suivent détaillent les étapes clés de l’algorithme.
1) Initialisations avant construction d’une solution

Cette première étape comprend deux classes d’actions : celles qui sont à exécuter une
unique fois et qui restent valides pour toutes les différentes solutions produites, et celles
à répéter à chaque fois qu’une nouvelle construction de solution est engagée. Dans
la première classe, on peut inclure certaines opérations présentées comme des entrées
dans la figure 3.6 : la définition de Amin,stations, sa discrétisation en un ensemble fini
de positions possibles C , la pré-détermination des diamètres en ces positions selon
l’algorithme 1, et la définition des graphes Gε et Gκ. En ce qui concerne les actions à
répéter au début de chaque construction, on retrouve

· L’initialisation de la solution courante à la solution vide,

· L’initialisation de l’ensemble des centres admissibles C ′ ⊆ C pour les faisceaux à
l’intégralité de C , cet ensemble admissible se réduisant à mesure que les différents
faisceaux de la solution sont placés (étape 4 de l’algorithme 3.6),

· L’initialisation de l’ensemble des stations utilisateurs qui sont encore à couvrir S ′ ⊆ S

à l’intégralité de S .

2) Choix glouton aléatoire d’un nouveau centre dans C

Cette étape est l’étape clé pour la définition des centres des faisceaux des solutions
produites par l’algorithme. Dans l’esprit des approches multi-start, on cherche à établir
une liste de positions candidates pour le prochain faisceau dans le but d’en sélectionner
une aléatoirement. La taille ncandidats de cette liste est un paramètre ajustable de
l’algorithme. Chaque position de C ′ est ensuite analysée, et en chacune d’elle on fait
l’hypothèse que toutes les stations de S ′ à la portée du faisceau en cette position lui sont
allouées : cela permet de définir l’incrément que représenterait ce faisceau sur la fonction
de coût additive que nous optimisons (en le bornant supérieurement par la limite de
charge du faisceau), à savoir la somme du trafic couvert par les faisceaux. Les ncandidats

positions les plus prometteuses du point de vue de cet incrément forment alors la liste
de positions dans laquelle est sélectionnée aléatoirement celle du nouveau faisceau placé.
A noter que cette approche stochastique fait d’autant plus de sens qu’à chaque faisceau
placé, il est tout à fait possible qu’un nombre significatif d’options distinctes soient
localement optimales du point de vue de l’incrément sur la fonction objectif : cela permet
de lever une indétermination à laquelle serait confronté le glouton standard. A l’instar des
méthodes multi-start de la littérature, c’est précisément ce mécanisme aléatoire de choix
qui permet de générer des solutions distinctes d’une construction de solution à la suivante.

3) Allocation de réflecteurs aux faisceaux existants et au faisceau candidat
Une fois la position du faisceau candidat déterminée, la question à laquelle nous essayons
d’apporter une réponse est celle de l’allocation de réflecteurs aux faisceaux existants et au
faisceau candidat, conformément aux contraintes de séparation des antennes SFPB. Pour
cela, on s’intéresse au sous-graphe G′κ = (V ′,E ′κ) de Gκ où V ′ ⊂V est l’ensemble des nœuds
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correspondants aux centres des faisceaux placés et au centre du faisceau candidat, et où E ′κ
comprend toutes les arêtes de Eκ dont les deux extrémités sont dans V ′. Etant donné l’al-
gorithme proposé, le sous-graphe formé par les faisceaux déjà existants est nécessairement
NR-colorable, sinon ils n’auraient pas été sélectionnés. La premier test que nous proposons
de faire consiste ainsi à exploiter la coloration des faisceaux existants trouvée à l’itération
précédente pour déterminer s’il existe naturellement au moins une couleur non-utilisée
par les voisins du nouveau nœud candidat. Si c’est le cas, la couleur la moins utilisée
jusqu’alors parmi ces couleurs admissibles lui est attribuée et ce faisceau candidat est
définitivement conservé : S ′ est alors mis à jour par suppression des stations utilisateurs
couvertes par ce nouveau faisceau. Dans ce cas-là, si le nombre de faisceaux n’est pas maxi-
mal, l’algorithme se dirige vers l’étape 4 de réduction du domaine des centres admissibles
pour définir de nouveaux faisceaux, sinon, la solution gloutonne est stockée et l’algorithme
peut soit s’arrêter si assez de solutions ont été produites, soit repartir dans la construction
d’une solution inédite. Par contre, s’il n’existe pas naturellement de réflecteur permettant
de satisfaire les contraintes de séparation pour le faisceau, nous proposons une heuristique
de décoloration-recoloration pour essayer de trouver une coloration admissible intégrant
le faisceau candidat. Effectivement, nous n’avons aucune garantie sur la qualité de la
coloration à l’itération précédente une fois que le nouveau nœud évalué intègre le graphe
à colorer. A noter que la coloration de graphe est un problème NP-complet très connu en
théorie des graphes, on peut ainsi citer les références suivantes sur les différentes méthodes
mises en œuvre pour le résoudre, de la génération de colonnes aux approches par métaheu-
ristiques, en passant par les formulations SAT et, plus récemment, les algorithmes distri-
bués : [Hertz 1987],[Mehrotra 1996],[Eiben 1998],[Klotz 2002],[Velev 2007],[Jensen 2011],
[Barenboim 2013] ou encore [Furini 2017]. Pour rappel, dans l’application considérée ici,
les couleurs représentent les réflecteurs disponibles dans la charge utile satellite, et les
arêtes les impossibilités pour les faisceaux représentés par les nœuds d’appartenir au
même réflecteur sans violer une contrainte des antennes SFPB. L’algorithme de colora-
tion que nous avons décidé d’implémenter repose d’abord sur une décoloration du plus
grand sous-graphe connexe de G′κ contenant le nœud candidat. Ce dernier est ensuite
coloré par un algorithme de type “first-fit” ([Gyárfás 1988],[Lovász 1989]) s’appuyant sur
une procédure de recuit simulé. Le principe d’un algorithme de coloration first-fit est
de suivre une liste ordonnée de nœuds devant être colorés, de les traiter un par un en
allouant la première couleur disponible dans un ensemble illimité et ordonné de cou-
leurs. L’ordre dans lequel les nœuds sont colorés est déterminant pour le nombre de
couleurs qui va finalement être nécessaire pour colorier légalement le graphe : ceci est
illustré dans la figure 3.7 pour l’ordre rouge<bleu<jaune<vert. L’algorithme de recuit si-
mulé ([Hwang 1988],[Eglese 1990]) est uniquement utilisé en tant que recherche locale sur
l’ordre des nœuds à explorer quand l’algorithme first-fit ne fournit pas naturellement une
coloration légale. A l’issue de ces procédures de recoloration que nous limitons en temps,
si la meilleure coloration obtenue requiert strictement plus de NR couleurs, cela signifie
qu’aucune allocation de réflecteurs admissible n’a été trouvée et le faisceau candidat est
alors rejeté. Sinon, le faisceau est conservé, S ′ est mis à jour et l’algorithme poursuit la
construction de la solution, ou en démarre une nouvelle, ou encore s’arrête si le nombre
de solutions objectif est atteint.
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(a) (b)

Figure 3.7 – (a) First-fit appliqué à l’ordre [1,2,3,4,5,6,7,8], 4 couleurs nécessaires (b) First-fit
appliqué à l’ordre [7,6,2,5,4,8,3,1], 3 couleurs nécessaires

4) Réduction de l’ensemble de centres admissibles
Au cours d’une construction de solution, il existe deux chemins menant à cette étape
de réduction de l’ensemble des centres admissibles. Quand un faisceau candidat vient
d’être rejeté après échec des algorithmes d’allocation de réflecteurs, alors nous choisissons
d’interdire pour les itérations futures à la fois la sélection du centre du faisceau qui n’a pas
été retenu (il est supprimé de C ′), mais nous interdisons aussi dans C ′ la sélection d’un
certain ensemble de centres qui lui sont voisins : l’idée est d’éviter de se retrouver dans
des situations probablement toutes autant problématiques pour l’allocation de réflecteurs.
Quand maintenant un faisceau a été accepté et que le nombre maximal de faisceaux n’est
pas atteint, l’étape essentielle de mise à jour des centres admissibles consiste à supprimer
tous les centres de C ′ qui partagent dans Gε une arête avec au moins un des centres des
faisceaux sélectionnés : c’est de cette manière que la contrainte de non-chevauchement
est assurée.

3.1.3 Perspectives d’amélioration de l’heuristique

A ce stade dans le travail de recherche, et avant même les résultats expérimentaux de la
partie 3.3.3, on peut noter que l’heuristique gloutonne implémentée possède un certain nombre
de voies potentielles d’amélioration. On peut citer par exemple :

· Définir des stratégies plus fines de discrétisations du domaine continu des centres. On
pourrait par exemple imaginer un maillage non-régulier à densité de positions possibles
adaptative, pour proposer par exemple plus de solutions dans les zones les plus denses
où il est difficile de ne pas perdre de trafic par surcharge des faisceaux.

· Les algorithmes de coloration de graphe implémentés à ce stade ne sont pas au niveau
de l’état de l’art : on pourrait essayer d’intégrer des techniques de génération de colonne
ou des formulations SAT pour réussir plus fréquemment à placer des faisceaux en des
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positions prometteuses.

· Etendre l’approche multi-start à une approche GRASP complète avec recherche locale
une fois qu’une nouvelle solution a été construite : cela supposerait d’être capable de
générer des solutions voisines réalisables, et donc de déplacer des faisceaux sans rompre
la propriété de colorabilité par NR couleurs qui est pourtant particulièrement sensible.

3.2 Linéarisation des évaluations de l2 par discrétisation des di-
rections du plan

Dans la littérature proposée en chapitre 2.2 sur les programmes mathématiques intégrant
des contraintes en norme euclidienne sur des variables continues, seulement deux méthodes pro-
posent des linéarisations des normes euclidiennes permettant de se ramener au cadre efficace
d’optimisation qu’est la programmation linéaire mixte. La première repose sur l’approximation
de la norme l2 par des combinaisons optimisées des normes l1 et l∞, lesquelles sont naturelle-
ment linéarisables quitte à rajouter des variables et des contraintes au problème. Dans le plan,
l’erreur maximale relative commise par de telles approximations par rapport aux distances l2

réelles est au mieux de 5,6% dans la littérature, ce que nous avons jugé insuffisant par rapport
à notre application, tant pour les contraintes de proximité (couverture des stations utilisateurs)
que pour les contraintes de séparation (non-chevauchement des faisceaux et contraintes des an-
tennes). L’autre technique que nous avons décrite en chapitre 2.2 est la linéarisation des termes
quadratiques sur les variables continues dans les contraintes en norme euclidienne. Cette der-
nière permet en effet de se ramener à la programmation linéaire mixte, mais uniquement pour
les problèmes pour lesquels les contraintes en norme euclidienne sont convexes (contraintes de
proximité). Dans ce chapitre, nous proposons ainsi une nouvelle méthode répondant à cette am-
bition de travailler avec des variables continues pour le placement des faisceau, tout en profitant
de toutes les forces de la programmation linéaire mixte par approximation des contraintes in-
égalités en norme euclidienne à la fois convexes et non-convexes. La méthode proposée repose
sur une discrétisation des directions du plan. L’erreur commise sur l’approximation de la norme
euclidienne est maîtrisée en paramètre d’entrée, et peut ainsi converger vers zéro au prix d’une
augmentation de la complexité des modèles. Nous discuterons ainsi dans ce chapitre de la pré-
cision d’approximation requise dans l’application de placement de faisceaux d’un systèmes de
télécommunications multifaisceaux.

3.2.1 Principe de la linéarisation de la norme euclidienne par discrétisation
des directions du plan

3.2.1.1 Discrétisation des directions du plan euclidien et résultats géométriques
utiles

Nous avons ainsi cherché une procédure de linéarisation des distances euclidiennes qui soit
compatible avec une expression du problème de beam layout irrégulier dans le formalisme de
la programmation linéaire mixte. Pour cela, nous nous sommes appuyés sur deux résultats
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géométriques. Ils reposent tous deux sur une discrétisation paramétrée des directions du plan
euclidien, qui sont autrement caractérisées par le domaine continu [0,2π[. En pratique, pour un
certain ndirections vérifiant ndirections ≥ 3, et pour tout i∈U avec U = {1, · · · ,ndirections}, on notera

Ui =

(
Ui,x

Ui,y

)

=








cos

(
2(i−1)π

ndirections

)

sin

(
2(i−1)π

ndirections

)







∈ R

2 (3.16)

la ième direction discrétisée. Ces racines ndirections− ièmes de l’unité fournissent une discrétisation
régulière des directions du plan euclidien, chaque direction résultante représentant un sous-
intervalle exclusif de [0,2π[ de taille 2π

ndirections
. La figure 3.8 fournit un exemple de ce type de

discrétisation. A noter que par définition, on a :

!u1

!u2

Figure 3.8 – Discrétisation des directions du plan euclidien selon les racines ndirections− ièmes
de l’unité pour ndirections = 8

∀i ∈U, ||Ui||= 1 (3.17)

En pratique, la Proposition 1 décrite ci-dessous permet de définir une procédure basée sur des
opérations linéaires pour déterminer si deux points du plan u,v ∈ R

2 sont plus proches qu’une
certaine distance. Pour cela, on propose de vérifier que les projections du vecteur u− v selon
les directions Ui sont toutes inférieures à une distance seuil précise. Le fait que u et v seront
correspondront dans notre problème d’optimisation à des variables de décision (position des
centres des faisceaux en l’occurrence) est à avoir en mémoire pour comprendre la nature linéaire
de la procédure proposée.
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Proposition 1 :
Soient u,v ∈ R

2 et soit d ∈ R
+,

[ ∀i ∈U, 〈u− v | Ui〉 ≤ d ] =⇒ ||u− v|| ≤ d

cos(θmax)
(3.18)

où θmax =
π

ndirections

Démonstration :
Supposons alors que

∀i ∈U, 〈u− v | Ui〉 ≤ d (3.19)

Puisque deux directions consécutives sont séparées d’un angle d’exactement 2π
ndirections

, on a né-
cessairement

|(u− v , Uimin
)| ≤ π

ndirections
= θmax (3.20)

où la direction imin ∈U est définie comme étant la plus proche direction discrétisée du vecteur
u− v en termes de séparation angulaire. Ainsi, puisque ||Uimin

||= 1 et puisque θmax ∈ [0, π
3
] :

cos(θmax) ||u− v|| ≤ 〈u− v , Uimin
〉 (3.21)

et puisque imin ∈U et vérifie donc l’équation (3.19) :

||u− v|| ≤ d

cos(θmax)
(3.22)

En complément naturel de la proposition précédente, la Proposition 2 définit une procé-
dure linéaire pour vérifier cette fois que deux points u,v ∈ R

2 sont suffisamment séparés, étant
donné une distance requise de séparation d ∈ R

+.

Proposition 2 :
Soient à nouveau u,v ∈ R

2 et d ∈ R
+. Alors, nous avons l’implication suivante

[ ∃i ∈U, 〈u− v | Ui〉 ≥ d ] =⇒ ||u− v|| ≥ d (3.23)

D’un point de vue pratique, quand nous devons s’assurer que deux points sont suffisam-
ment séparés, cela veut dire qu’il suffit de trouver, parmi les ndirections directions discrétisées,
une direction pour laquelle ce produit scalaire est suffisamment grand.

Démonstration :
C’est une conséquence directe de l’inégalité de the Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
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canonique de R
2. Soit i la direction telle que 〈u− v | Ui〉 ≥ d, alors :

||u− v||= ||u− v|| · ||Ui|| (car ||Ui||= 1) (3.24)

≥ |〈u− v | Ui〉| (3.25)

≥ d (3.26)

3.2.1.2 Contrôle de l’erreur et alternatives d’approximation

Dans la cas de la Proposition 1 (la même analyse pourrait être conduite pour la Proposition 2),
supposons que nous essayions de déterminer si la distance duv ∈ R

+ entre deux points u,v ∈ R
2

est inférieure à ∆ ∈ R
+. Dans la formulation actuelle de la Proposition 1, il suffit que tous les

produits scalaires soient inférieurs ou égaux à ∆ pour que l’on considère, parfois inexactement,
que duv ≤ ∆. La seule garantie résultant de la vérification de toutes les inégalités sur les produits
scalaires est que la distance entre les deux points est inférieure à ∆lim avec

∆lim =
∆

cos(θmax)
(3.27)

Cela signifie que les deux points pourraient en fait être séparés d’une distance comprise entre
∆ et ∆lim et être tout de même considérés comme proches d’une distance inférieure à ∆ selon la
procédure de la Proposition 1. C’est exactement ce qui est représenté dans la figure 3.9 : D est

Figure 3.9 – Approximation du disque D du plan euclidien par les polygones réguliers P et P ′

à ndirections côtés

un disque de rayon ∆ dont le centre est confondu avec un certain v ∈R
2, et P est l’ensemble des

points vérifiant toutes les inégalités de produit scalaire par rapport au point v, c’est-à-dire

P = {u ∈ R
2 / ∀i ∈U,〈u− v | Ui〉 ≤ ∆} (3.28)
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Ainsi, P\D est ce nous pourrions appeler l’ensemble extérieur d’approximation, qui est donc
l’ensemble des points qui sont considérés à une distance de v inférieure à ∆ alors qu’ils ne le
sont pas. Notons qu’il existe une autre manière d’exploiter la Proposition 1 en comparant tous
les produits scalaires à cos(θmax)∆ et non plus directement à ∆. Dans ce cas, quand toutes les
inégalités sont vérifiées, on a cette fois la garantie que la distance entre les deux points analysés
est inférieure ou égale à ∆. Par contre, il est possible de trouver des situations où la distance
entre les deux points est comprise entre cos(θmax)∆ et ∆ et où un des produits scalaires a une
valeur supérieure à cos(θmax)∆, ce qui se traduit par une impossibilité de conclure que les deux
points sont ∆-proches selon la procédure de la Proposition 1. Cela définit l’ensemble intérieur
d’approximation D\P ′ avec

P ′ = {u ∈ R
2 / ∀i ∈U,〈u− v | Ui〉 ≤ cos(θmax)∆} (3.29)

également représenté en figure 3.9. Finalement, nous devons choisir entre deux conséquences
indésirables de notre approximation linéaire : accepter des points proches incorrects, ou ne pas
détecter des points proches corrects. Concernant ces deux effets, on remarque que les deux
membres de droite analysés ici (cos(θmax)∆ et ∆ qui ont permis de définir respectivement P ′

et P ) correspondent aux deux situations extrêmes. En fonction de l’application considérée, on
pourrait vouloir essayer de trouver un compromis entre les deux effets d’approximation en choi-
sissant un membre de droite dans [cos(θmax)∆,∆]. A propos de l’amplitude de l’erreur causée
par l’approximation linéaire, le lien est direct avec le nombre de directions discrétisées ndirections :
l’erreur tend vers zéro relativement rapidement quand ndirections croit. Une façon de quantifier
cette convergence est de comparer les aires de D, P et P ′ avec un nombre de directions variables,
ce qui est proposé en figure 3.10.

3.2.2 Extension des principes de linéarisation aux dimensions supérieures

Une autre façon d’interpréter ce choix que nous avons fait de recourir aux racines n− ièmes
de l’unité dans R

2 pour discrétiser les directions du plan euclidien est d’observer qu’elles sont
une solution au problème suivant : quel sous-ensemble de taille ndirections du cercle unité de R

2

minimise la distance angulaire maximale entre un point quelconque du cercle unité et le point qui
en est le plus proche angulairement parmi les ndirections points sélectionnés ? Mathématiquement,
ce problème s’exprime comme suit

min
X⊂{v∈R2 | ||v||=1}

tel que card(X )=ndirections

J (X ) = max
u∈R2

s.t. ||u||=1

min
u′∈X

( u , u′ ) (3.30)

et il admet effectivement la distribution uniforme définie par les racines n− ièmes de l’unité
(X = U) comme solution optimale de valeur J (U) = θmax (l’intégralité de l’ensemble des
solutions optimales s’obtenant par rotation des racines n− ièmes de l’unité d’un angle dans[

0, 2π
ndirections

]

, chaque valeur dans cet intervalle donnant lieu à une solution distincte).

Là où cela est trivial dans R
2 de discrétiser uniformément les directions du plan pour un

certain nombre cible de directions ndirections, il est loin d’être évident de définir un ensemble
de taille prédéterminée de points uniformément distribués à la surface de la sphère unité dans
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Figure 3.10 – (a) Evolution de l’aire des polygones approximants P et P ′ par rapport à l’aire
du disque D (b) Exemples de valeurs apparaissant dans les courbes

R
3. Pour certaines valeurs de ndirections, il est même parfois possible de prouver qu’il n’existe

pas de solution de distribution strictement uniforme des points à la surface de la sphère.
Ainsi, ce problème très simple a motivé un mouvement de recherche dédié et se caractérise par
une littérature riche sur les différentes méthodes développées pour le résoudre : [Peake 2014],
[Saff 1997], [Harman 2010], [Erber 1991]. Pour une application dans R

3 de notre procédure de
linéarisation des inégalités en norme euclidienne, nous devons donc étendre nos principes aux
discrétisations non-uniformes des directions de l’espace. Pour cela, une façon de faire est de
résoudre au mieux dans R

3 le problème précédemment défini dans R
2 :

min
X⊂{v∈R3 | ||v||=1}

tel que card(X )=ndirections

J (X ) = max
u∈R3

s.t. ||u||=1

min
u′∈X

( u , u′ ) (3.31)
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Dans une partie de la littérature évoquée quelques lignes plus haut, ce problème est exactement
celui adressé. Par contre, certains travaux s’intéressent eux à des variantes proches du problème
(3.31) qui considèrent d’autres critères inspirés de phénomènes physiques comme l’équilibre
électrostatique par exemple. Du point de vue de notre application, résoudre ce problème
d’optimisation peut être interprété comme la recherche du traitement discret le plus isotrope
possible de toutes les directions de l’espace R

3 avant approximation linéaire des distances eucli-
diennes. Soit alors U une solution optimale (ou sous-optimale) de (3.31), alors les propositions
1 et 2 restent valides dans R

3 en utilisant U comme ensemble de directions discrètes et en
posant θmax = J (U). Puisque l’application qui a motivé ces travaux de recherche se positionne
dans le plan euclidien, à savoir l’optimisation de beam layout irrégulier dans un système de
télécommunications multifaisceaux, nous n’avons pas effectué d’analyse pour R

3 comparable
à celle fournie pour R

2 où l’évolution de l’erreur d’approximation en fonction du nombre de
directions discrètes a été proprement quantifié. Pour ce faire, il suffirait d’implémenter un
algorithme de résolution de (3.31) et de l’appliquer à chaque nombre de directions ndirections testé.

Finalement, on notera également que certains travaux s’intéressent à la question de l’échantillon-
nage uniforme des hypersphères en dimension n > 3 (par exemple [Cook 1957] et [Muller 1959]),
ce qui permettrait d’étendre nos principes à des dimensions encore plus élevées que R

3 en
appliquant exactement le même raisonnement.

3.2.3 Définition d’un programme linéaire mixte pour le placement de fais-
ceaux

3.2.3.1 Détermination d’une borne supérieure du nombre de faisceaux pouvant
être placés

Dans le programme linéaire mis en place plus loin dans le paragraphe 3.2.3.2 pour l’optimi-
sation de beam layout irrégulier, il est nécessaire de connaître à l’avance le nombre maximum
de faisceaux pouvant être utilisés puisque chaque faisceau aura des variables et des contraintes
dédiées. Le nombre de faisceaux pouvant être embarqués dans la charge utile satellite peut être
limité pour des raisons de masse, d’accommodation ou même de coût. Dans ce paragraphe, on
montre que le nombre de faisceaux pouvant être placés est également limité par la forme de la
zone de service à cause des contraintes de séparation et de couverture d’un nombre minimal de
stations par faisceau actif.

Pour appréhender cette limite géométrique sur le nombre de faisceaux actifs, considérons
l’ensemble admissible continu Amin,stations de positions pour les centres permettant de couvrir
géométriquement un certain nombre Nmin de stations. Etant donné cet ensemble admissible
de centres, à la fois les contraintes de séparation des antennes SFPB et les contraintes de
non-chevauchement font qu’il est impossible de placer un nombre trop important de faisceaux :
les faisceaux étant confinés dans ce domaine restreint, ils se chevauchent de plus en plus quand
leur nombre augmente jusqu’à ce que les contraintes de séparation soient nécessairement violées.
Ainsi, nous avons besoin d’une méthodologie d’estimation du nombre maximum de faisceaux
couvrant au moins une station pouvant être placé en respectant les différentes contraintes
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de séparation. Plus précisément, nous allons ici nous contenter de définir une stratégie qui
donne efficacement accès à un majorant de ce nombre maximum de faisceaux, en faisant en
sorte qu’il soit de qualité : on cherche un écart le plus faible possible à ce nombre maximum
recherché. Le but est de comparer ce nombre maximum géométrique au nombre maximum
de faisceaux dicté par la plateforme et les limitations de coût, le plus petit des deux étant le
nombre de faisceaux pour lesquels des variables devraient être déclarées. Soient b,b′ ∈ R

2 les
centres de deux faisceaux distincts et ω,ω′ ∈ R

+ leurs diamètres. Rappelons que les contraintes
de séparation s’expriment comme suit :

||b′−b|| ≥ κ

(
ω+ω′

2

)

si (b,b′) sont alloués au même réflecteur (3.32)

||b′−b|| ≥ ε

(
ω+ω′

2

)

pour tout (b,b′) (3.33)

On observe que plus les faisceaux considérés sont larges, plus les contraintes de séparation
angulaire sont prononcées. Autrement dit, avec des faisceaux étroits sur la couverture, l’impact
spatial de ces contraintes est moindre, ce qui augmente les chances d’être capable de placer
d’autres faisceaux dans le domaine continu Amin,stations. En pratique, cela veut dire que pour
trouver le nombre maximum de faisceaux qui peuvent être placés sur une certaine zone de
service, il faut s’intéresser aux faisceaux de plus petite taille.

Pour la contrainte antenne, le principle clé que nous exploitons ici est le fait que le nombre
maximum de faisceaux pouvant être placés sur une certaine zone de service avec un nombre de
réflecteurs disponibles NR > 1 est nécessairement inférieur ou égal au nombre de réflecteurs NR

fois le nombre maximum de faisceaux k pouvant être placés avec exactement 1 réflecteur. En
effet, supposons cette propriété fausse, alors, toute solution avec NR réflecteurs et strictement
plus de kNR faisceaux placés peut servir à définir une solution avec un réflecteur et au moins
k+1 faisceaux (puisque il existe nécessairement un réflecteur utilisé strictement plus que k fois),
ce qui est absurde par définition de k. Ce résultant est intéressant dans la mesure où il est plus
simple d’évaluer le nombre maximum de faisceaux pouvant être placés avec 1 réflecteur par
rapport au cas général avec NR réflecteurs. Par contre, cette approche est une première cause
d’approximation supérieure du nombre maximum de faisceaux : raisonner ainsi ne donnera
dans le cas général qu’un majorant nombre maximum de faisceaux pouvant être placés sur
une certaine région sous contraintes antenne avec NR réflecteurs. Appliquons tout de même ce
principe en supposons qu’un seul réflecteur est disponible dans la charge utile satellite. Dans ce
cas, pour une solution comprenant NB faisceaux dans Amin,stations tous de diamètre minimal ω et
respectant les contraintes des antennes SFPB, si nous définissions pour chacun de ces faisceaux
un disque concentrique de diamètre κω, alors tous les disques ainsi construits sont disjoints :
une intersection non vide de deux de ces disques correspondrait en effet à une violation de
contrainte de séparation. On note que κω est le plus grand diamètre pour lequel cette propriété
reste vraie. En pratique, la possibilité de définir ces disques qui ne s’intersectent pas à partir de
toute solution réalisable est utilisée dans sa version contraposée : s’il est impossible de définir
NB disques disjoints de diamètre κω dans Amin,stations, alors on sait qu’il est impossible de
placer NB faisceaux sur cette zone de service (pour exactement un réflecteur de disponible). La
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dernière brique manquante pour atteindre une procédure efficace de calcul de bons majorants
du nombre maximum de faisceaux pouvant être placés est une condition simple permettant
d’affirmer que, pour un certain nombre de faisceaux NB, il est effectivement impossible de placer
NB disques de diamètre κω dans Amin,stations. L’idée que nous proposons ici est de recourir à une
analyse des surfaces disponible et requise. La surface disponible est obtenue en définissant un
ensemble de points étendu par rapport à Amin,stations :

Amin,stations,étendu,κ =

{

X ∈ Θx×Θy | min
Y∈Amin,stations

‖X−Y‖ ≤ κ
ω

2

}

(3.34)

Cette extension de κ ω
2

est nécessaire pour prévoir un capital de surface pour les faisceaux qui
seraient placés à une distance du bord de Amin,stations inférieure à κ ω

2
. Amin,stations,étendu,∆ est

(a)

(b)

Figure 3.11 – Exemples d’analyses surfaciques pour le calcul de majorants du nombre de
faisceaux pouvant être placé sur la zone de service (a) Pour la contrainte antenne avec κ =

√
3

(b) Pour la contrainte de non-chevauchement avec ε =
√

3

2

représenté en trait épais blanc dans les figures 3.11(a) et 3.11(b), respectivement pour ∆ = κ et
∆ = ε, alors que Amin,stations est dans les deux cas représenté en trait fin blanc. Pour construire
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l’exemple présenté dans cette figure, on a fait l’hypothèse que κ =
√

3 et que l’unique taille de
faisceau autorisée est ω= 0,4◦. Dans la figure 3.11(a), nous avons ainsi réussi à placer 7 faisceaux
dont les disques de contraintes correspondants (les disques turquoises transparents dans la figure)
ne s’intersectent pas, les faisceaux ayant des centres appartenant bien à Amin,stations. Avec le
domaine Amin,stations,étendu,κ ainsi construit, on sait que si NB faisceaux peuvent être placés sur la

zone considérée, alors, NB fois l’aire d’un disque Sκ =
πκ2ω2

4
est nécessairement inférieure ou égale à

l’aire de Amin,stations,étendu,κ (car tous les disques sont disjoints et inclus dans Amin,stations,étendu,κ).
Nous avons finalement utilisé l’implication contraposée :

Aire(Amin,stations,étendu,κ)< NBSκ =⇒ Nombre maximum de faisceaux sur un réflecteur < NB

(3.35)
La méthode proposée pour calculer un majorant Uantenne du nombre de faisceaux pouvant être
placés sur la zone de service tout en respectant les contraintes des antennes SFPB consiste
simplement à poser :

Uantenne = NR⌊
Aire(Amin,stations,étendu,κ)

Sκ
⌋ (3.36)

Dans l’exemple de la figure 3.11, on a

Aire(Amin,stations,étendu,κ)

Sκ
≈ 10,18 (3.37)

et cette information nous conduirait donc à déclarer, pour NR = 4, Uantenne = 40 variables de
faisceaux. Le caractère imparfait de ce majorant peut déjà être constaté sur cet exemple : 7

faisceaux ont été placés sur la figure 3.11(a) sans que les disques de contraintes ne s’intersectent,
et il semble impossible d’ajouter sans violer ces contraintes les 3 faisceaux qui permettraient
d’atteindre le total de 10 faisceaux détecté par la procédure de majoration. Finalement, on
retrouve une propriété qui avait été théoriquement annoncée : l’analyse surfacique fournit un
majorant du nombre maximum de faisceaux, mais pas nécessairement le plus petit de ces
majorants, à savoir le nombre maximum de faisceaux pouvant être placés lui-même.

Pour la contrainte de non-chevauchement, on peut appliquer exactement le même type
de raisonnement, à la différence que la notion de réflecteur est dans ce cadre caduque
puisque tous les couples de faisceaux actifs sont maintenant concernés par cette contrainte
de séparation. A partir de l’ensemble des centres admissibles Amin,stations, on définit cette fois
Amin,stations,étendu,ε par extension du domaine initial d’une distance de ε ω

2
. L’aire d’un disque

de contrainte est dorénavant de Sε =
πε2ω2

4
et le majorant Uchevauchement du nombre de faisceaux

pouvant être placés sur la zone associé à cette contrainte se calcule cette fois comme suit :

Uchevauchement = ⌊
Aire(Amin,stations,étendu,ε)

Sε
⌋ (3.38)

Sur la même zone de service que celle considérée précédemment pour la contrainte antenne, la
figure 3.11(b) fournit un exemple de placement de 19 faisceaux qui respectent la contrainte de
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non-chevauchement dictée par ε =
√

3

2
. Les calculs d’aires conduisent dans l’exemple à

Aire(Amin,stations,étendu,ε)

Sε
≈ 28,06 (3.39)

Et cette information entraînerait la déclaration de Uchevauchement = 28 variables de faisceaux.
Comme précédemment, cette borne est critiquable dans le sens il semble difficile de rajouter
9 faisceaux dont les disques de contraintes ne s’intersectent pas, mais à ce stade nous n’avons
cependant pas prouvé qu’il était impossible de placer ce total de 28 faisceaux.

Finalement, le nombre de faisceaux que nous décidons de déclarer dans nos modèle ma-
thématiques est le minimum de Uantenne et Uchevauchement. Dans l’exemple de la figure 3.11,
Uchevauchement aurait donc été le majorant guidant la définition des variables, à condition qu’il
ne soit pas par ailleurs dominé par le nombre maximum de faisceaux pouvant être supportés
par la charge utile du satellite.

3.2.3.2 Premier programme linéaire mixte d’optimisation de beam layout irrégulier

Dans ce paragraphe, le premier modèle linéaire mixte du problème de la figure 2.13 que nos
techniques de linéarisation de la norme euclidienne ont permis d’atteindre est détaillé. Toutes
les équations du modèle sont regroupées dans la figure 3.13.

Objectif mathématique : maximisation du trafic offert aux stations
Pour gérer concrètement le critère d’optimisation du trafic couvert, la variable αs,b ∈ {0,1} est
définie pour tout s ∈ S et tout b ∈ B , et elle caractérise l’allocation potentielle de la station s

au faisceau b : αs,b = 1 si et seulement si b fournit à s son trafic requis. Cela permet d’exprimer
linéairement l’objectif mathématique de l’optimisation, ce qui est fait dans l’équation (3.47) de
la figure 3.13. Encore une fois, nous supposons qu’une station ne peut être associée qu’à un
faisceau au plus, ce qui se traduit par l’ensemble de contraintes (3.48).

Choix d’un diamètre pour chaque faisceau
Contrairement à la méthode gloutonne étudiée en paragraphe 3.1.2, les diamètres des faisceaux
ne sont plus prédéterminés et ont donc des variables de décision dédiées. Effectivement, chaque
faisceau b ∈ B doit être associé à exactement un diamètre w ∈W , cette allocation étant maté-
rialisée par les variables ωb,w ∈ {0,1} et les contraintes (3.49).

Choix d’un réflecteur pour chaque faisceau
Pour intégrer la contrainte qu’un faisceau doit être assigné à exactement un réflecteur de la
charge utile satellite, on introduit pour tout b ∈ B et pour tout r ∈ R la variable d’allocation
ρb,r ∈ {0,1}, ainsi que les contraintes correspondantes (3.50).

Positions continues des faisceaux et couverture géométrique des stations
Pour un faisceau b ∈ B , xb ∈ R et yb ∈ R sont des variables qui correspondent aux coordonnées
de son centre, respectivement dans les directions Θx et Θy. Pour s ∈ S et b ∈ B , si αs,b = 1, alors
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le faisceau b doit notamment couvrir géométriquement la stations s. A partir de ce point dans
le modèle, le problème résolu devient une approximation du problème originel de la figure 2.13
puisque nous sommes sur le point de recourir à la procédure de linéarisation des contraintes de
proximité décrite en paragraphe 3.2.1.1. Sous l’hypothèse que ndirections directions discrétisées ont
été définies, la Proposition 1 conduit aux contraintes (3.51) qui permettent donc d’approcher
la distance euclidienne entre la station et le centre du faisceau par la projection du vecteur
station-centre sur la direction la plus proche angulairement. Dans cet ensemble de contraintes,
considérons celles concernant une certaine station s ∈ S . Soit alors un coefficient réel positif
Ms ∈R

+. Pour b ∈ B , si αs,b = 1, alors le faisceau b se voit forcé par les contraintes (3.51) d’être
à une distance de la station s inférieure au rayon du faisceau fois le facteur d’approximation

cos

(
π

ndirections

)−1

(l’approximation des disques par la famille de polygones P de la figure 3.9

étant celle retenue ici), ce qui assure la couverture de la station par le faisceau (l’approximation
linéaire sur ces distances étant négligeable pour une telle application télécom pour un nombre
de directions supérieur à 8). Si maintenant αs,b = 0, alors Ms ≥ 0 est nécessaire pour relâcher
ces contraintes de couverture géométrique. Notons que quelle que soit la valeur donnée à Ms, les
équations (3.51) exprimeront toujours une contrainte de proximité entre la station et le faisceau
considérés. En pratique, ce coefficient Ms sera grand, et notamment significativement plus grand
que les diamètres des faisceaux, et imposera ainsi une distance maximale entre la station s

et les faisceaux. Pour éviter des comportements numériques désavantageux, il est cependant
préférable de choisir une valeur pour Ms aussi faible que possible. Par contre, il faut que cette
valeur du coefficient soit suffisamment grande pour préserver la possibilité pour un faisceau b de
choisir des centres qui permettent de couvrir toute autre station que la station s de toutes les
manières possibles : toute station devrait pouvoir coïncider avec n’importe quel point du disque
représentant le faisceau b, quel que soit son diamètre. Autrement dit, il ne faut pas que ces
contraintes de proximité viennent réduire l’ensemble des centres possibles défini par Amin,stations.
La plus petite valeur de Ms qui permet de vérifier cette propriété est Ms =max

s′∈S
‖Scoord,s′−Scoord,s‖.

Variables et contraintes pour les exigeances de séparation angulaire
Pour gérer linéairement les contrainte des antennes SFPB pour deux faisceaux associés au même
réflecteur, ainsi que les contraintes de non-chevauchement, nous avons besoin d’introduire de
nouvelles variables. D’abord, pour b,b′ ∈ S tels que b′ > b, on définit les variables binaires βb,b′ ∈
{0,1}. L’objectif est d’exprimer par le biais de contraintes linéaires l’équivalence suivante pour
deux faisceaux actifs b et b′ :

βb,b′ = 0⇔ b et b′ doivent être séparés spatialement selon le coefficient κ (Equiv. 1)

Notons que pour deux faisceaux actifs associés au même réflecteur, la contrainte antenne repré-
sente un complément de séparation par rapport à la séparation déjà requise par la contrainte
de non-chevauchement, qui doit systématiquement être satisfaite pour tout couple de faisceaux
actifs. A propos de cette notion de faisceau actif, les variables ab ∈ {0,1} modélisent le caractère
actif (ab = 1) ou inactif (ab = 0) des faisceaux b, et sont discutées dans le paragraphe 3.2.3.2 qui
suit. L’idée que nous proposons alors est d’introduire pour tout couple de faisceaux b,b′ ∈ B

des variables continues d’ “étirement” λb,b′ ∈ R
+ pour modéliser ce surplus de séparation :
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λb,b′ vaudra 0 si les deux faisceaux ne partagent pas le même réflecteur mais sera égale au
complément de séparation requis, à savoir κ−ε fois la moyenne des diamètres de b et b′, si c’est
le cas et que les deux faisceaux sont actifs. C’est exactement le rôle des contraintes (3.52) où les
variables λb,b′ sont minorées par ce complément de séparation quand βb,b′ = 0, là où à l’inverse
βb,b′ = 1 relâche la contrainte en s’assurant que la borne inférieure soit une valeur négative.
Ensuite, pour appliquer concrètement les séparations en norme euclidienne, nous avons besoin
d’un autre ensemble de variables binaires γb,b′,u ∈ {0,1} définies pour tous b,b′ ∈ B tels que
b′ > b et pour tout u ∈U. Ces variables permettent d’exploiter la procédure de linéarisation des
contraintes de séparation de la Proposition 2 par le biais des contraintes (3.53). Plus précisément :

· Pour deux faisceaux actifs b et b′, nous devons avoir pour au moins un u∈U (c’est-à-dire
une des directions du plan discrétisées) γb,b′,u = 1 : c’est assuré par les contraintes (3.53).
Cette direction u sera celle selon laquelle la projection du vecteur centre de b à centre
de b′ sera contrainte d’être plus élevée qu’un certain seuil de séparation qui dépend de λb,b′ .

· Pour u ∈ U, la valeur γb,b′,u = 0 sera utilisée pour relâcher la contrainte de séparation
selon les directions u : voir les contraintes (3.54).

Ce comportement par rapport aux valeurs des variables γb,b′,u est garanti par les contraintes
(3.54). Pour relâcher la contrainte de séparation quand elle n’est pas requise, c’est-à-dire quand
γb,b′,u 6= 1, le coefficient N ∈R+ est nécessaire. Si nous posons N = N1+N2 où N1 est le plus grand
espacement pouvant être requis pour deux faisceaux par les différentes contraintes de séparation,
et N2 la plus grande distance possible entre deux centres de faisceaux,

N = κ max
w∈W

Ww

︸ ︷︷ ︸

N1

+ max
X ,X ′∈Amin,stations

‖X−X ′‖
︸ ︷︷ ︸

N2

(3.40)

alors on vérifie qu’un tel N est le plus petit coefficient qui convient pour la relaxation de contrainte
souhaitée. Effectivement, pour tous b,b′ ∈ B et pour tout u ∈U, et quelles que soient les valeurs
prises par les variables, l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous dit que (puisque les Ui sont des
vecteurs unitaires) :

(
xb′− xb

yb′− yb

)T (
Uu,x

Uu,y

)

≥−||centreb′− centreb|| (3.41)

≥−N2 (3.42)

De plus, par définition de N1 :

1

2

(

∑
w∈W

Wwωb,w + ∑
w∈W

Wwωb′,w

)

ε+λb,b′ ≤ N1 (3.43)
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Ainsi, l’inégalité suivante est toujours vraie :

(
xb′− xb

yb′− yb

)T (
Uu,x

Uu,y

)

− 1

2

(

∑
w∈W

Wwωb,w + ∑
w∈W

Wwωb′,w

)

ε−λb,b′+N ≥ 0 (3.44)

ce qui garantit la relaxation de la contrainte.

Notion de faisceaux actifs ou non-actifs
Puisque NB n’est qu’un nombre maximum de faisceaux, chaque faisceau b dans B peut être
soit actif soit non-actif, ce qui est matérialisé par les variables binaires ab ∈ {0,1}. La valeur
ab = 0 correspond à un faisceau non-actif. Un tel faisceau devrait être traité dans le modèle
mathématique comme s’il n’existait pas : il ne doit être en interaction avec aucune station
utilisateur et aucun faisceau actif. En particulier, quand un faisceau n’est pas actif, toutes
les contraintes de séparation correspondantes doivent être relaxées. A l’inverse, la valeur ab =

1 signifie que le faisceau existe et est actif. En s’appuyant sur l’équivalence Equiv. 1 qui est
maintenant vraie grâce aux contraintes (3.52), (3.53), et (3.54), nous avons toujours besoin
d’incorporer au modèle pour tous b,b′ ∈ B tels que b′ > b les implications suivantes, extraites
de la formalisation de la figure 2.13, qui permettent de n’activer les contraintes de séparation
antenne que quand cela est nécessaire :

b et b′ sont tous deux actifs et sont associés au même réflecteur ⇒ βb,b′ = 0 (3.45)

b ou b′ est inactif, ou les deux, ou ils n’utilisent pas le même réflecteur ⇒ βb,b′ non contraint
(3.46)

Ces implications sont intégrées au modèle par le biais des contraintes (3.55). Pour réduire le
nombre de contraintes, on n’exige pas explicitement que βb,b′ = 1 quand le surplus de séparation
n’est pas nécessaire : puisque dans ce cas nous avons fait en sorte que la valeur βb,b′ = 1 soit
une valeur possible, alors, au cours de l’exploration de l’espace de recherche, si le solveur
de programmation linéaire mixte est attiré par une solution avec des séparations angulaires
nécessitant βb,b′ = 1, il pourra faire ce choix de valeur.

L’interaction des faisceaux non-actifs avec les stations utilisateurs doit être interdites :
un faisceau qui n’est pas actif ne peut servir aucune station. Ceci est exprimé à l’aide des
contraintes (3.56).

Contraintes sur la faisabilité du répéteur
Les contraintes (3.57) exprime l’impossibilité pour un faisceau d’assurer un trafic cumulé supé-
rieur à la limite Γw définie par diamètre de faisceau (voir les contraintes répéteur décrites en
paragraphe 2.1.3.4).

Contraintes sur le nombre minimum de stations servies par faisceau actif
Le dernier ensemble de contraintes (3.58) impose à tout faisceau actif de couvrir au moins Nmin

stations, ce nombre minimum étant paramétrable en entrée pour le modèle mathématique.
En pratique, nous ne travaillerons toujours avec Nmin > 1. Sur la figure 3.12, on a représenté
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Figure 3.12 – Ensemble Acontraintes continu admissible des centres induit par les contraintes
(3.51) en noir, et ensemble Amin,stations induit par les contraintes (3.58) en orange (Nmin = 1) et
en blanc (Nmin = 2)

l’ensemble Acontraintes des centres possibles résultant des contraintes (3.51) pour comparaison
avec Amin,stations pour Nmin = 1 et Nmin = 2. On vérifie que l’objectif que nous avions précé-
demment lors de la définition des valeurs pour les coefficients Ms de ne pas réduire l’ensemble
Amin,stations a bien été atteint : ceci est matérialisé par le fait que Amin,stations ⊂ Acontraintes.
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Maximiser ∑
(s,b)∈S×B

Ts αs,b (3.47)

sous les contraintes

∀s ∈ S , ∑
b∈B

αs,b ≤ 1 (3.48)

∀b ∈ B, ∑
w∈W

ωb,w = 1 (3.49)

∀b ∈ B, ∑
r∈R

ρb,r = 1 (3.50)

∀s ∈ S ,∀b ∈ B,∀u ∈U,

(
xb−Xstations,s

yb−Ystations,s

)T (
Uu,x

Uu,y

)

≤ 1

2
∑

w∈W

Wwωb,w +(1−αs,b)Ms (3.51)

∀b,b′ ∈ B tels que b′ > b, λb,b′ ≥
κ− ε

2
∑

w∈W

Ww(ωb,w +ωb′,w)− (κ− ε)max
w∈W

Wwβb,b′ (3.52)

∀b,b′ ∈ B tels que b′ > b, ∑
u∈U

γb,b′,u ≥ ab +ab′−1 (3.53)

∀b,b′ ∈ B tels que b′ > b,∀u ∈U,

(
xb′− xb

yb′− yb

)T (
Uu,x

Uu,y

)

≥ 1

2

(

∑
w∈W

Wwωb,w + ∑
w∈W

Wwωb′,w

)

ε+λb,b′−N(1− γb,b′,u) (3.54)

∀b,b′ ∈ B tels que b′ > b,∀r ∈ R , βb,b′+ρb,r +ρb′,r ≤ 2+(1−ab)+(1−ab′) (3.55)

∀b ∈ B, ∑
s∈S

αs,b ≤ Nsab (3.56)

∀b ∈ B, ∑
s∈S

Tsαs,b ≤ ∑
w∈W

Γwωb,w (3.57)

∀b ∈ B, ∑
s∈S

αs,b ≥ Nminab (3.58)

Variables : αs,b,ωb,w,ρb,r,ab,βb,b′ ,γb,b′,u ∈ {0,1}, xb,yb ∈ R, et λb,b′ ∈ R
+

Figure 3.13 – Première modèle linéaire mixte continu-entier d’optimisation de beam layout
irrégulier par approximation de la norme euclidienne
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3.3 Confrontation de la méthode gloutonne au modèle de pro-
grammation linéaire mixte

3.3.1 Définition des instances du problème d’optimisation de beam layout

Une étape nécessaire pour l’évaluation efficace de la qualité de nos solutions algorithmique de
placement de faisceaux irréguliers était l’automatisation de la génération d’instances réalistes,
pour pouvoir exécuter des expérimentations sur un nombre significatif de cas. Nous avons ainsi
défini une procédure pour définir des ensembles réalistes de données d’entrée qui caractérisent
intégralement les instances du problème résolu. Dans le cas particulier du problème d’optimisa-
tion de beam layout irrégulier, rappelons que les paramètres caractérisant une instance sont les
suivants :

1) Une zone de service à la surface de la Terre définie par un ensemble de stations utilisateurs

2) Une densité surfacique de stations utilisateurs à la surface de la Terre

3) Leurs demandes individuelles en trafic (qui définit une certaine hétérogénéité de demande)

4) Des charges maximales pour les faisceaux, variant en fonction des diamètres de faisceaux

5) Un nombre de réflecteurs disponibles dans la charge utile du satellite

6) Une règle de séparation pour les faisceaux transmis par le même réflecteur

7) Une règle de séparation pour le non-chevauchement des faisceaux

8) Un nombre fini de diamètres possibles

9) Un nombre minimum de stations à couvrir par faisceau actif

L’approche que nous avons adoptée pour générer nos séries d’instances a été de fixer tous
ces paramètres d’entrée sauf les trois premiers de cette liste : plusieurs grilles de stations de
différentes tailles et densités ont été produites, et pour chaque grille, la demande en trafic
de chaque station utilisateur a été générée aléatoirement en fonction de différents objectifs
d’hétérogénéité de demande sur la zone de service. Cependant, pour que ces demandes en trafic
soient réalistes, il est nécessaire de :

(i) Contrôler l’hétérogénéité de la demande pour être capable de la faire varier dans un
intervalle réaliste

(ii) Éviter des distributions spatialement erratiques : la demande devrait varier de façon
lisse en définissant ainsi des zones denses et des zones moins denses similaires à celles
que l’on trouverait en analysant par exemple la densité de population
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Le besoin (i) est géré par un paramétrage de l’écart-type d’une distribution normale, qui est
la loi probabiliste que nous avons choisie pour générer des demandes de trafic initiales. On
notera σ l’écart-type de cette loi normale suivie par les valeurs ponctuelles de trafic au sol. Un
exemple du type de cartes de demande que l’on obtient de cette manière est donné en figure
3.14(a). où la demande en trafic des stations utilisateurs est exprimée en Mégabits par seconde
(le bleu correspond aux demandes les plus faibles alors que le rouge correspond aux demandes
les plus fortes). Ensuite, le besoin (ii) nécessite un traitement a posteriori de ces distributions
normales par “lissage gaussien” ou “flou gaussien”, qui se résume à la convolution de cette carte
de demande normale par une fonction gaussienne 2D (définie dans le plan Θx×Θy). Dans la
figure 3.14, la carte de demande en trafic (a) est transformée en la carte (b) par cette procédure
de lissage.

A propos de la charge maximale par faisceau, nous avions besoin d’une stratégie permet-
tant de définir, pour chaque carte générée aléatoirement, des seuils représentatifs de la
complexité des instances réelles. Pour cela, nous avons analysé une banque d’instances réelles
disponibles côté industriel dans une phase donc d’étalonnage, dans le but d’exhiber une règle de
définition des seuils par taille de faisceau. Sur ces instances réelles, chaque centre possible a été
examiné en faisant l’hypothèse d’une utilisation du plus petit diamètre possible : cette analyse
permet de déterminer à carte de trafic donnée la plus grande valeur de trafic cumulé que peut
percevoir un faisceau de plus petit diamètre, en jouant continûment sur son centre. Pour chaque
instances réelle, la limite haute de charge pour les plus petits faisceaux est par ailleurs connue
(par exemple en fonction des performances attendues en termes de bilan de laison). Il est alors
possible de comparer pour chaque instance réelle cette limite par faisceau étroit aux charges
qu’un tel faisceau perçoit quand son centre balaie tout le domaine admissible continu. Cela a
permis de définir la règle qui a été utilisée pour toutes nos expérimentations, à savoir : 95%

des positions de centre possibles ont un trafic capté par le plus petit diamètre inférieur à la
charge limite. En pratique, pour chaque carte générée aléatoirement, toutes les positions de tous
les centres sont analysées et la charge maximale pour le plus petit faisceau est définie comme
étant la valeur de trafic correspondant au 95% de la fonction de répartition du trafic capté par
position possible. Ensuite, les seuils pour les tailles de faisceau plus grandes sont définis selon
une certaine règle de décroissance à partir de la charge maximale du faisceau le plus étroit (car
les faisceau plus larges ne peuvent pas endosser autant de trafic que les faisceaux étroits à cause
d’efficacités spectrales moindres).

3.3.2 Les différents types d’instances testées

Dans ce contexte expérimental, nous avons voulu évaluer la sensibilité de nos différentes
méthodes aux différentes familles d’instances. Deux caractéristiques ont guidé la façon dont
nous avons construit nos campagnes de tests :

· La taille de la zone de service à couvrir

· L’hétérogénéité de la demande de trafic
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(a)

(b)

Figure 3.14 – (a) Distribution normale de demande avant application du flou gaussien (b)
Distribution de demande après flou gaussien

Ces paramètres ont tous deux varié pour générer cinq ensembles d’instances caractérisés par
des hétérogénéités de demande sur la zone de service décroissantes, les instances de chaque
catégorie étant de zone de service à couvrir quant à elle croissante. Concrètement, ces cinq
ensembles d’instances, notés H1, · · · ,H5, sont obtenus en jouant sur l’écart-type de la loi normale
attribuant les valeurs de trafic aux points au sol : σ1 > σ2 > · · · > σ5. Dans les figures 3.15(a)
et 3.15(b), on a représenté les deux configurations extrêmes d’hétérogénéité de demande, qui
correspondent donc respectivement à σ1 et σ5. Quant aux figures 3.15(c) et 3.15(d), elles sont
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la représentation des différences de l’étendue des zones service d’une instance à l’autre au sein
d’une catégorie Hi donnée : là aussi il s’agit de cas extrêmes avec respectivement les plus petite
et plus grande instances.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.15 – (a) Forte hétérogénéité de demande (b) Faible hétérogénéité de demande (c) Zone
de service étroite (d) Zone de service étendue

3.3.3 Expérimentations croisées des deux algorithmes de placement de fais-
ceaux

3.3.3.1 Contexte des expérimentations

L’objectif de cette première campagne d’expérimentations est de confronter l’algorithme glouton
multistart décrit en section 3.1.2 au modèle de programmation linéaire, obtenu par linéairisation
des distances euclidiennes, décrit lui en section 3.2.3. Il est ainsi question de déterminer les
forces et faiblesses de chacune des deux approches afin de décider de la suite à donner aux
travaux de recherche.

Les expérimentations ont porté sur les cinq catégories d’instances H1, · · · ,H5 introduites dans le
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paragraphe précédent 3.3.2, la distribution de trafic Ts étant alors générée aléatoirement selon
σ1, · · · ,σ5. Quant à l’étendue croissante de la zone de service de chaque catégorie, elle se traduit
par des nombres de stations NS compris entre 100 et 1000. Nous avons fait croître le nombre
de faisceaux maximum autorisés avec ce nombre de stations NS. Le nombre de réflecteurs a été
fixé à NR = 4, le nombre de diamètres à NW = 2 (W1 = 0.35

◦ et W2 = 0.5◦), κ =
√

3 et ε = 1

2
. Le

nombre de directions ndirections a fait l’objet d’une analyse paramétrique en amont, détaillée plus
bas dans ce paragraphe, pour fixer ce paramètre à une valeur jugée pertinente pour le reste des
expérimentations. Pour rappel, l’objectif mathématique est le même dans les deux algorithmes
testés ici : la maximisation du trafic couvert par les faisceaux sélectionnés, sous contraintes
de faisabilité antenne et de charges maximales dans les faisceaux. Dans les résultats présentés
ci-dessous, nous afficherons ainsi les scores obtenus par les deux algorithmes directement en
termes de fonction coût. A noter que les expérimentations ont été exécutées sur une machine
à 6 cœurs Intel Xeon X5690 @ 3.47 GHz et 24Go de RAM (les runs ayant été limité à deux
cœurs).

En ce qui concerne l’algorithme glouton, nous avons constaté que sur les plus grandes instances
testées la génération d’une solution gloutonne prenait moins de 3 secondes. Cela a permis de
définir le nombre de “restarts” appliqué à chaque instance, c’est-à-dire le nombre de fois où
l’on redémarre une construction gloutonne en s’appuyant sur des paramètres aléatoires pour
produire des solutions inédites : ce nombre est fixé à 500, quelle que soit l’instance considérée.
Finalement, pour chaque instance, parmi les 500 solutions gloutonnes produites par l’algorithme
de la figure 3.6, on conserve alors celle de meilleur coût.

Le programme linéaire mixte utilisé pour résoudre chaque instance est celui de la figure 3.13, à la
différence près que l’approximation des disques par polygone régulier retenue ici est l’approche
conservatrice P ′ qui garantit qu’un point détecté “intérieur au disque” par la Proposition 1 le soit
vraiment, quitte à manquer la détection de certains de ces points intérieurs (discussion détaillée
sur les implications d’un tel choix au niveau des commentaires de la figure 3.9). alors qu’un
timeout de 1500 secondes est imposé à chaque exécution du programme linéaire mixte. Pour
chaque instance, la meilleure solution gloutonne générée est comparée à la meilleure solution
produite par le solveur de PL mixte (Gurobi, version 7.0). Ces scores sont confrontés à la
meilleure borne supérieure connue pour chaque instance : à l’heure actuelle, et pour chaque
instance, il s’agit naïvement de la somme des demandes individuelles de chaque station. A
noter que cette borne naturelle coïncide avec la borne obtenue par la relaxation des contraintes
d’intégrité dans le programme linéaire mixte, qui ne fait donc malheureusement pas mieux.

3.3.3.2 Premières expérimentations avec le programme linéaire mixte : choix de
ndirections

Une sous-classe d’instances a été définie pour étalonner le nombre de directions discrétisées,
afin de déterminer de façon empirique où se situe pour ndirections le meilleur compromis entre
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efficacité numérique et réduction de l’erreur d’approximation. Pour chaque nombre de stations
NS ∈ {100,200,300}, 10 instances de même hétérogénéité σ ∈ R

+ ont été générées, pour des
nombres de faisceaux variant simultanément avec NS dans {10,20,30}. Ces 30 instances ont été
testées sur des nombres de directions discrétisées ndirections variant dans l’ensemble {3, · · · ,50}
avec un timeout de 180 secondes imposé à Gurobi. Les résultats sont fournis en figure 3.16
sous la forme d’écarts relatifs entre la meilleure solution trouvée par le programme linéaire
et la borne naïve (somme des demandes des stations à couvrir). Chaque point de ces trois
courbes est une valeur d’écart relatif moyennée sur les 10 instances de la catégorie d’instances
correspondante.

On constate comme attendu que plus il y a de faisceaux et de stations, plus la convergence
vers les meilleures solutions est difficile, ce qui se matérialise par des écarts relatifs élevés dans
la figure 3.16. A noter que les temps d’exécution ont volontairement été laissés courts car le
comportement qualitatif déjà présent sur ces courbes était celui qui nous intéressait : il permet
d’avoir une meilleure idée de la valeur à donner au paramètre ndirections. Effectivement, l’obser-
vation essentielle que nous pouvons faire sur ces résultats est que, pour un nombre trop faible
de directions (3 ≤ ndirections ≤ 8), l’approximation des disques par les polygones P (contrainte
de séparation) et P ′ (contrainte de proximité) est trop grossière et ne permet par d’atteindre
des solutions de bonne qualité. A l’inverse, pour ndirections trop grand (20≤ ndirections ≤ 50), les
améliorations de solutions permises par le gain en précision sont trop faibles pour justifier leur
coût numérique : ceci explique la dégradation des écarts relatifs correspondant à ces valeurs
de ndirections dans la figure 3.16. A la lumière de ces résultats, nous avons décidé d’opérer le
programme linéaire mixte 3.13 dans cette zone de compromis juste identifiée, à savoir avec un
nombre de directions ndirections = 12.

3.3.3.3 Résultats des deux algorithmes sur les classes d’instances Hi

Dans ce paragraphe, nous comparons les résultats obtenus par l’algorithme glouton et le
programme linéaire sur les catégories d’instances d’hétérogénéité décroissante. A noter qu’il
serait préférable d’avoir un algorithme qui se démarque positivement pour les instances les plus
hétérogènes (hautes valeurs de σ, petites valeurs de i dans Hi) puisque les solutions classiques
comme le “beam layout régulier” sont performantes sur des couvertures homogènes en demande.
Les résultats sont donnés sous forme de cinq graphes distincts dans les figures 3.17, 3.18, 3.19,
3.3.3.3 et 3.21.

Plusieurs propriétés apparaissent nettement sur ces différents résultats :

· Premièrement, on observe que la programmation linéaire mixte est efficace sur les plus
petites instances, avec des solutions meilleures que celles produites par l’algorithme
glouton multistart, avec même parfois des solutions optimales. Cela valide notamment
l’approche d’approximation des disques par des polygones régulier, qui n’est pas incom-

c©Airbus Defence and Space SAS - Tous droits réservés. 100



Nouvelles linéarisations de la norme euclidienne et application au placement de faisceaux

Figure 3.16 – Influence du nombre de directions ndirections sur la qualité des solutions et l’effi-
cacité de résolution

patible avec la couverture complète de la zone de service malgré la visibilité perdue sur
les stations qui sont dans les disques mais pas dans les polygones correspondants.

· A l’inverse, le comportement se dégrade nettement pour la programmation linéaire
mixte quand les instances grandissent en nombres de stations et de faisceau : c’est une
conséquence directe de modèle linéaire bien plus volumineux.

· L’algorithme glouton est quant à lui bien moins sensible à cette augmentation de la taille
des problèmes, et affiche une constance dans la qualité des solutions produites, pour des
temps de résolutions qui cette fois évoluent polynomialement en la taille du problème.
Concrètement, l’heuristique sera la seule alternative utilisable en pratique pour les très
grandes instances.

· Aussi, on ne constate aucune variation de comportement algorithmique avec ces deux
algorithmes quand l’hétérogénéité de la demande au sol varie, ce qui peut être perçu
positivement : il n’y a pas de dégradation de performances constatées sur les instances les
plus hétérogènes qui sont celles pour lesquelles la définition d’un beam layout irrégulier
est la réponse à privilégier.

Pour donner quelques chiffres qui viennent compléter ces constats sur le comportement qualitatif
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Figure 3.17 – Algorithmes de programmation linéaire et glouton, instances H1

des algorithmes, nous avons classé les instances exécutées dans cette section en deux catégories,
les “petites” instances qui affichent un nombre de stations utilisateur NS inférieur à une valeur
charnière inspirée des figures précédentes, et les “grandes” instances qui sont toutes les autres.
Sur toutes les instances résolues puis classées ainsi, on constate finalement que sur les petites
instances, la programmation linéaire mixte produit des solutions dont l’objectif est en moyenne
6,7% meilleur que celui produit par l’algorithme glouton. A l’inverse, sur les grande instances,
l’algorithme glouton se démarque, avec des objectifs en moyenne 23,1% meilleurs que la pro-
grammation linéaire mixte. Finalement, nous disposons ainsi de deux algorithmes aux forces
complémentaires : la programmation linéaire mixte est efficace sur les petites instances, et l’al-
gorithme glouton continue de fournir des solutions de bonne qualités même sur les plus grandes
instances.

3.4 Conclusions

A titre d’illustration des bienfaits de l’approche de programmation linéaire, qui est exacte à
l’approximation des distances euclidiennes près, nous fournissons dans la figure 3.22 un exemple
de solution optimale obtenue pour une instance constituée de NS = 200 stations et recourant
à NB = 20 faisceaux pour couvrir les stations utilisateur. La séparation des faisceaux utilisant
le même réflecteur (une couleur par réflecteur sur la figure) y est parfaitement observable. Les
charges maximales par faisceau ont également été respectées. Il s’agit là d’un premier motif
de satisfaction : nous disposons donc d’un outil de placement continu de faisceau gérant de
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Figure 3.18 – Algorithmes de programmation linéaire et glouton, instances H2

façon intégrée les aspects discrets du problème comme l’allocation des stations aux faisceaux ou
l’allocation des faisceaux aux réflecteurs, et pouvant résoudre de façon optimale des instances
de taille modérée.

Industriellement, il est préférable de privilégier toute solution algorithmique qui a des chances
de converger vers des solutions prouvées optimales : tout le processus de décision des designs
à retenir pour chaque sous-système de la charge utile est en effet facilité dans ce cas. De plus,
il est en pratique tout à fait possible de prévoir un temps de calcul de quelques heures pour
produire par exemple un “beam layout irrégulier” tout en restant compatible des délais usuels
pour concevoir le reste de la charge utile. Pour ces raisons-ci, nous avons décidé de poursuivre
les travaux dans le sens d’une amélioration de cette approche par programmation linéaire
mixte : cela fait l’objet du chapitre suivant 4 qui exploite la notion de clustering en k-moyennes
pour alléger les modèles linéaires en nombre de contraintes et de variables. Cela ne signifie pas
qu’il n’aurait pas été possible d’améliorer les solutions produites par l’heuristique par exemple
par les perspectives suivantes :

· Recours à de meilleures solutions de coloration de graphe tirées de la littérature récentes
sur le sujet : [Jensen 2011], [Barenboim 2013] ou encore [Furini 2017].

· Remise en question du choix des diamètres fait en amont : détecter à chaque itération
quand l’utilisation d’un faisceau plus étroit est possible et satisfaisant pour libérer de
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Figure 3.19 – Algorithmes de programmation linéaire et glouton, instances H3

l’espace au niveau de la contrainte de séparation.

· Ouvrir les choix sur l’allocation des stations aux faisceaux : aujourd’hui les stations sont
automatiquement assignées au premier faisceau géométriquement couvrant sélectionner,
on pourrait imaginer une procédure qui profite du levier d’optimisation que serait le
choix du faisceau servant chaque station, pour celles qui sont à l’intersection de plus
d’un faisceau.

Par contre, une faiblesse irréductible de l’approche gloutonne est la difficulté bien plus pro-
noncée qu’avec le programme linéaire d’adaptation de l’heuristique à de nouvelles variables
et contraintes, qui pourraient potentiellement déstructurer tous les avantages de la stratégie ac-
tuelle. A l’inverse, le modèle linéaire serait lui bien plus flexible à cet égard, de nouvelles variables
pouvant aisément cohabiter avec celles déjà présentes. Dans la suite, il va donc être question de
retarder le moment où la programmation linéaire mixte se fait devancer par l’algorithme glouton
quand les instances grandissent. Il est acquis que, sur les très grandes instances, l’algorithme
glouton sera la seule alternative utilisable en pratique. Par contre, il existe aujourd’hui une vraie
zone d’intérêt entre les instances bien résolues par le premier programmation linéaire mixte 3.13
et celles qu’il n’est pas raisonnable de vouloir résoudre par programmation mathématique : ces
instances sont celles pour lesquelles les bonnes performances sont visées dans le chapitre suivant.
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Figure 3.20 – Algorithmes de programmation linéaire et glouton, instances H4

Figure 3.21 – Algorithmes de programmation linéaire et glouton, instances H5
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Figure 3.22 – Exemple de solution optimale produite par le programme linéaire mixte de
placement de faisceaux
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Chapitre 4

Partitionnement en k-moyennes pour la
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4.1 Le partitionnement k-moyennes

4.1.1 Définition et applications

Le clustering, qui se traduit en français par le peu usité “quantification vectorielle”, est
un processus dont l’objectif est de partitionner un ensemble de données en sous-ensembles
d’éléments qui sont proches en un certain sens, à déterminer selon l’application. Dans tous les
cas, ce groupement vise en effet une maximisation de la similarité dans chaque classe ainsi
créée. Les applications du clustering sont nombreuses et surtout très diverses : reconnaissance
de formes, analyse des données spatiales, traitement d’images, études de marché, catégorisation
de documents, identification de cellules cancéreuses, algorithmes de moteurs de recherche...

Parmi les approches de clustering les plus connues, on retrouve celle qui nous



Le partitionnement k-moyennes

a été particulièrement utile pour l’amélioration de nos modèles mathématiques
d’optimisation de beam layout, à savoir le partitionnement en k-moyennes,
très étudié dans la littérature en tant que problème combinatoire complexe :
[Pollard 1982],[Lloyd 1982],[Selim 1984],[Bradley 1998],[Kanungo 2002],[Zhao 2009],[Celebi 2013].
Pour un certain ensemble S = {X1, · · · ,Xd} de d vecteurs de R

n et un certain k ∈ N
∗
+, produire

un partitionnement en k-moyennes signifie rechercher une partition de S en k clusters S̃1, · · · , S̃k

qui minimise
k

∑
i=1

∑
X∈S̃i

||X−Ωi||2 (4.1)

où

∀i ∈ J1,kK, Ωi =
1

card(S̃i)
∑

X̃∈S̃i

X̃ (4.2)

Il a été prouvé, par exemple dans l’article [Mahajan 2009], que ce problème de clustering parti-
culier était NP-difficile.

4.1.2 Solution algorithmique classique : l’algorithme de Lloyd

4.1.2.1 L’algorithme de Lloyd

Une heuristique classique de résolution du problème d’optimisation du partitionnement en
k-moyennes est l’algorithme de Lloyd, introduit dans l’article [Lloyd 1982]. Cet algorithme
exploite pleinement une notion de centroïde qui est un point de R

n que l’on définit pour chacun
des k clusters construits à partir des x1, · · · ,xd ∈ R

n vecteurs en entrée : pour un cluster donné,
il s’agit du barycentre de tous les points xi qu’il contient. Pour démarrer, l’algorithme a besoin
d’un jeu initial de k centroïdes Ω0

1
, · · · ,Ω0

k ∈Rn, généré selon une certaine stratégie : par exemple
selon un choix aléatoire de k vecteurs parmi les d vecteurs xi. Les deux étapes suivantes, décrites
pour une certaine itération l ∈N, sont ensuite alternées jusqu’à convergence ou vérification d’un
critère d’arrêt :

(i) Chaque vecteur xi est associé au centroïde qui lui est le plus proche au sens de la norme
euclidienne de R

n. Concrètement, il s’agit donc d’un partitionnement des vecteurs selon
le diagramme de Voronoï associé à l’ensemble courant de centroïdes :

∀i ∈ J1,kK, S̃l
i =
{

x ∈ {x1, · · · ,xd} | ∀ j ∈ J1,kK,‖x−Ωl
i‖ ≤ ‖x−Ωl

j‖
}

(4.3)

(ii) Les nouveaux centroïdes sont alors définis comme étant les barycentres des différents
clusters ainsi construits :

∀i ∈ J1,kK, Ωl+1

i =
1

card
(
S̃l

i

) ∑
X∈S̃l

i

X (4.4)
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La convergence de l’algorithme est atteinte lorsque d’une itération à l’autre les centroïdes sont
inchangés. Sinon, un critère d’arrêt standard est un nombre limite d’itérations. Ainsi, le temps
d’exécution de l’algorithme de LLoyd est en O(kdni) où i correspond au nombre d’itérations
requises pour converger. Dans les faits, ce nombre d’itérations est souvent limité, l’algorithme
de Lloyd est donc souvent considéré de complexité linéaire en pratique, bien qu’il soit clairement
d’une complexité pire cas super-polynomiale.

4.1.2.2 Les cellules de Voronoï définies par l’algorithme

La définition de clusters de stations par l’algorithme de Lloyd produit naturellement une parti-
tion du plan en diagramme de Voronoï que nous exploitons pleinement par la suite. Considérons
alors une partition S̃1, · · · , S̃k ainsi produite et soit (i, j) ∈ J1,kK2 (i 6= j). Nous introduisons les
notations suivantes :

∀i ∈ J1,kK,∀k ∈ J1,nKΩik (4.5)

Ni j =






Ω j1−Ωi1

...
Ω jn−Ωin




 ∈ R

n (4.6)

Λi j =
1

2

n

∑
h=1

(
Ω2

jh−Ω2

ih

)
∈ R (4.7)

Hi j =
{

X ∈ R
n |
〈

X | Ni j

〉
≤ Λi j

}
(4.8)

Soit également X ∈ S̃i pour un certain i ∈ J1,kK, le barycentre Ωi de S̃i est le plus proche de ces
barycentres du point X en sortie de l’algorithme de Lloyd, donc pour tout j ∈ J1,kK :

‖X−Ωi‖2 ≤ ‖X−Ω j‖2 (4.9)

c’est-à-dire
n

∑
h=1

(

Ω2

ih

2
−

Ω2

jh

2
−XhΩih +XhΩ jh

)

︸ ︷︷ ︸

=〈 X | Ni j〉−Λi j

≤ 0 (4.10)

Ainsi, X ∈Hi j. Puisque cela est vrai pour tout (i, j)∈ J1,kK2 tel que i 6= j, cela veut dire que nous
avons

∀i ∈ J1,kK,∀X ∈ S̃i, X ∈
⋂

j∈J1,kK
j 6=i

Hi j =
︸︷︷︸

définition

Vi (4.11)
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Dans la terminologie du clustering en k-moyennes, les ensembles Vi sont appelés “cellules de
Voronoï”. Pour faire en sorte que tous ces ensembles Vi soient bornés dans Rn, il suffit d’ajouter
les demi-espaces suivants dans leur définition :

∀i ∈ J1,kK,∀X ∈ Vi,∀h ∈ J1,nK, Xh ≥ lh,min et Xh ≤ lh,max (4.12)

où les coefficients l1,min, · · · , ln,min et l1,max, · · · , ln,max sont choisis de manière à avoir des des
intervalles lh,max− lh,min suffisamment grands pour contenir l’intégralité du sous-ensemble de R

n

d’intérêt pour l’application.

4.2 Rupture de symétries et réduction de modèle par partition-
nement k-means

Le programme linéaire mixte de la figure 3.13 comprend un nombre conséquent de symétries :
à partir de toute solution, on peut construire une autre solution de même coût simplement par
permutation des indices des faisceaux, puisqu’ils sont tous libres d’être placés n’importe où
dans Amin,stations (pour rappel, l’ensemble des point de R

2 depuis lesquels il est possible de
couvrir géométriquement au moins une station avec un des diamètres de faisceau disponibles),
d’utiliser n’importe quelle taille admissible, et d’utiliser n’importe quel réflecteur. Supposons que
chaque faisceau soit limité à un certain sous-ensemble de Amin,stations pour le positionnement de
son centre. Dans ce cas, il est moins naturel, voire impossible dans certaines situations, de
générer à partir d’une solution donnée des solutions équivalentes simplement par permutation
des indices : le centre du faisceau i peut très bien être interdit pour le faisceau j. En plus de
cette rupture de symétries, cela signifie que pour chaque faisceau, certaines stations utilisateurs
deviendraient inaccessibles depuis les positions autorisées : moins de variables d’allocation de
faisceaux aux stations seraient nécessaires, par suppression de celles représentant des associations
impossibles. Les techniques de réduction de la taille des modèles mathématique d’optimisation
de placement de faisceaux que nous proposons ici s’appuient pleinement sur ces deux principes.
Cependant, ce type de restrictions pour les centres des faisceaux peut se traduire par une perte
de généralité de résolution pour le problème d’optimisation : avec des limitations de domaines
de centres inappropriées, conjuguées à des nombres maximum de faisceaux par sous-régions mal
dimensionnés, certaines solutions de beam layout accessibles avec le modèle originel pourraient
ne plus pouvoir être produites. Dans cette section, nous proposons une solution basée sur le
clustering k-means pour appliquer concrètement cette rupture spatiale de symétrie. La méthode
proposée ouvre la porte à plusieurs réductions possibles de la taille du modèle. On prouve
également que sous certaines conditions, que nous détaillons, il n’y pas de perte de généralité de
résolution avec le modèle mathématiques exploitant le clustering k-means, dans le sens où il est
capable de produire n’importe quelle solution du problème originel de la figure 3.13. Par contre,
on montre également qu’accepter de perdre partiellement cette généralité de résolution peut
être très efficace à des fins de réduction de taille de modèle mathématique, tout en supprimant
uniquement les solutions les moins prometteuses de l’espace de recherche vis-à-vis de l’objectif
mathématique. Le nombre de clusters à utiliser est également discuté.
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4.2.1 Partitionnement de la zone de service par clustering k-means

Le caractère innovant de la technique proposée ici de réduction de la taille des modèles
mathématiques d’optimisation de beam layout réside dans l’exploitation des cellules de Voronoï
issues du clustering en k-moyennes des stations utilisateurs, vecteurs de R

2. Ces dernières sont
directement utilisées en tant que domaines admissibles pour les variables continues de centres de
faisceaux du modèle de programmation linéaire mixte d’optimisation de beam layout de la figure
3.13. Cela est parfaitement possible puisque ces cellules sont des intersections de demi-espaces,
ce qui correspond aux contraintes les plus naturelles de la programmation linéaire. A noter que
pour l’optimisation de beam layout, les coefficients l1,min, · · · , ln,min et l1,max, · · · , ln,max seront
paramétrés de manière à ce que l’union de tous les Vi contiennent Amin,stations, pour ne pas
réduire l’ensemble des centres atteignables depuis les différents clusters. Cette limitation sur les
centres possibles des faisceaux permet d’obtenir un modèle qui est à la fois réduit en taille et
qui contient moins de symétries, tout en gardant la possibilité d’avoir un modèle aussi général
que le modèle de la figure 3.13 sous certaines conditions détaillées plus bas. Nous discutons
également la possibilité de sacrifier cette généralité de résolution afin de réduire encore plus la
taille des modèles mathématiques, cette approche heuristique étant comparée aux approches
exactes.

En pratique, après le clustering en k-moyennes des stations utilisateurs, on définit
pour chaque cluster i un nombre maximum de faisceaux Ni ≥ 1, selon la stratégie retenue par
rapport à la conservation de la généralité de résolution (discuté en paragraphe 4.2.6). Chaque
faisceau b ∈ B est maintenant caractérisé par un index de cluster cb ∈ J1,kK. Ensuite, chaque
faisceau b est contraint d’appartenir à Vcb

, ce qui se traduit en pratique par la conjonction de
k− 1 contraintes : un exemple est donné dans la figure 4.1 où un certain ensemble de stations
utilisateurs (les points sur la figure) est partitionné en 8 clusters, donnant lieu à une intersection
de 7 demi-espaces (a)-(g) qui définit le domain admissible continu pour les faisceaux de ce
cluster (en noir en figure (h)).

4.2.2 Réduction du nombre de variables d’affectation des stations aux fais-
ceaux

Une conséquence directe de la restriction du domaine des centres de faisceau aux polyèdres de
Voronoï est que, pour un faisceau donné, seules les stations dans ou proches de cette cellule sont
accessibles : moins de variables αs,b sont nécessaires par rapport au modèle de la figure 3.13. Plus
précisément, pour chaque cluster i, l’ensemble des stations atteignables Si ⊂ S est directement
lié à la taille de faisceau maximale :

Si =






s ∈ S | min

X∈Vi

||Scoord,s−X || ≤ 1

2

maxw∈W Ww

cos
(

π
ndirections

)






(4.13)

Un exemple de ce type de sous-ensemble de stations est fourni dans la figure 4.2(b) : l’ensemble Si

est constitué des stations en rouge. Nous introduisons des notations complémentaires par rapport
à cette réduction des variables αs,b : pour chaque station s ∈ S , Bs ⊂ B désigne l’ensemble des
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

Figure 4.1 – Restriction d’un faisceau à la cellule de Voronoï caractérisant le cluster auquel il
appartient : intersection de k−1 demi-espaces

faisceaux qui peuvent couvrir la station s et pour chaque faisceau b∈B , S̃b⊂ S désigne l’ensemble
des stations pouvant être couvertes par b.
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(a) (b)

Figure 4.2 – Pour un cluster donné, exemple de stations dans la cellule (a) et de stations
atteignables (b)

4.2.3 Réduction du nombre de contraintes station-faisceau-direction

Soit i un cluster de stations et soit une station s ∈ Si telle que Scoord,s /∈ Vi (atteignable mais
non strictement contenue dans la cellule de Voronoï). Puisque Vi est un ensemble convexe en
tant qu’intersection de demi-espaces fermés (tout comme le singleton {Scoord,s} ∈ R

2), on sait
alors par le théorème de séparation des convexes qu’il existe une droite séparant strictement
Vi et {Scoord,s}. La propriété résultante ici est que l’ensemble des angles possibles (Scoord,s | X)

quand X ∈ Vi est un intervalle de taille inférieure ou égale à π. Un raisonnement par l’absurde
permet de montrer que les directions extrêmes qui définissent cet intervalle angulaire font partie
des directions V −Scoord,s ∈R

2, où V est un point extrême du polyèdre convexe Vi. La figure 4.3
est une illustration de ce principe. Pour un certain faisceau b ∈ B placé en X ∈ Vi, la propriété
intéressante pour nos modèles mathématiques découlant de ce résultat est la suivante : parmi
les ndirections directions discrétisées définies pour linéariser les distances euclidiennes, nous avons
la garantie que la “plus proche direction” du vecteur X−Scoord,s est une des directions discrètes
contenues dans cet intervalle angulaire, ce sous-ensemble de directions étant noté U′s,i ⊂ U. Il
est ainsi suffisant de ne considérer que ces directions dans les contraintes (3.51) : le nombre de
contraintes est réduit. A noter que pour une station s ∈ Si telle que Scoord,s ∈ Vi, nous aurons
U′s,i = U puisque cette simplification n’est pas applicable.

4.2.4 Réduction du nombre de variables faisceau-faisceau

En ce qui concerne les couples de faisceaux et les contraintes antenne qui les forcent à être
suffisamment séparés s’ils utilisent le même réflecteur satellite (contraintes (3.54) dans la figure
3.13), un avantage significatif du clustering est la garantie que nous avons pour certains couples
de faisceaux qu’ils ne pourront jamais être plus proche que le seuil de distance en dessous duquel
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Figure 4.3 – Cône angulaire de visibilité pour une station atteignable en dehors de la cellule
de Voronoï

ils doivent utiliser deux réflecteurs distincts (ce qui par transitivité, assurée par κ > ε, garantit
également que les faisceaux ne se chevaucheront jamais trop). Effectivement, pour un faisceau b

appartenant à un certain cluster i et b′ appartenant au cluster j différent de i, si

min
X∈Vi,Y∈V j

||X−Y || ≥ κ max
w∈W

Ww (4.14)

alors nous sommes sûrs que b et b′ seront toujours suffisamment séparés et ne nécessitent pas
de variables βb,b′ et λb,b′ spécifiques. Par contre, quand

min
X∈Vi,Y∈V j

||X−Y ||< κ max
w∈W

Ww (4.15)

il est nécessaire de définir à la fois des variables βb,b′ et des variables λb,b′ , mais, comme dans
le paragraphe précédent 4.2.3 sur les stations hors-cluster, le nombre de variables γb,b′,u et les
contraintes (3.54) correspondantes peuvent être réduits en ne considérant les directions discréti-
sées pertinentes, notées U′b,b′ ⊂U pour (b,b′) ∈ B2. En effet, puisque les différents clusters sont
soit disjoints soit n’ont en commun qu’une arête de polyèdre, nous avons également la garantie
que cet intervalle angulaire de visibilité de taille inférieure ou égale à π existe pour les vecteurs
centre-centre (voir la figure 4.4 pour une illustration). A noter qu’aucune de ces simplifications
ne peut être appliquée à un couple de faisceaux appartenant tous deux au même cluster. On
note B⊂ B2 l’ensemble des couples de faisceaux (b,b′) (avec b > b′ pour éviter des redondances
de variables et de contraintes) pour lesquels nous avons besoin de variables βb,b′ et λb,b′ pour
exprimer les contraintes antenne.
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(a) (b)

Figure 4.4 – (a) Intervalle angulaire égal à π pour deux clusters partageant une arête (b)
Intervalle angulaire inférieur à π pour deux clusters disjoints

4.2.5 Modèle de programmation linéaire mixte réduit par partitionnement
en k-moyennes

Ces réductions de variables et de contraintes détaillées dans les paragraphes précédents per-
mettent d’aboutir à un modèle d’optimisation de beam layout irrégulier allégé par rapport au
modèle de la figure 3.13. Dans ce nouveau modèle, la façon de définir les valeurs des coefficients
N et Ms doit être mise à jour pour profiter pleinement du partitionnement en cellules de Voronoï.
Pour ces coefficients de relaxation de contraintes, rappelons que plus ils sont petits, meilleures
seront les performances numériques des solveurs de programmation linéaire mixte sollicités. Or,
la définition de clusters permet justement de resserrer les valeurs de ces coefficients par rapport
à celles utilisées dans le modèle de la figure 3.13. En ce qui concerne le coefficient N chargé de
la relaxation de la séparation des couples de faisceaux qui ne doivent pas être contraints, il est
maintenant défini pour tous i, j ∈ J1,kK et fixé à la valeur

Ni, j = κ max
w∈W

Ww + max
X∈Vi,Y∈V j

||X−Y || (4.16)

pour les mêmes raisons que précédemment : somme de la distance de séparation maximale
pouvant être exigée et de la plus grande distance possible entre deux points des clusters i et
j. Dans le cas des coefficients Ms qui eux relaxent la contrainte de couverture géométrique des
stations par les faisceaux, ils sont maintenant définis pour chaque cluster i∈ J1,kK et pour chaque
station s ∈ Si avec la valeur

Mi,s = min

(

max
X∈Vi∩Amin,stations

||X−Scoord,s|| , max
s′∈Si

||Scoord,s′−Scoord,s||
)

(4.17)
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là aussi pour les mêmes raisons que précédemment, à savoir pour ne pas réduire l’ensemble
des centres possibles pour les faisceaux de ce cluster quand la contrainte est relâchée. Enfin,
la contrainte d’avoir un total d’au plus nmax faisceaux actifs est rajoutée : elle n’est plus au-

tomatiquement vérifiée dès lors que
k

∑
i=1

Ni ≥ nmax. On obtient finalement le modèle de la figure

4.5.
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Maximiser ∑
s∈S

∑
b∈Bs

Ts αs,b (4.18)

sous les contraintes

∀b ∈ B,∀i ∈ J1,kK tel que i 6= cb, (Ωi1−Ωcb1)xb +(Ωi2−Ωcb2)yb ≤ Λcbi (4.19)

∀s ∈ S , ∑
b∈Bs

αs,b ≤ 1 (4.20)

∀b ∈ B, ∑
w∈W

ωb,w = 1 (4.21)

∀s ∈ S ,∀b ∈ Bs,∀u ∈U′s,cb
,

(
xb−Xstations,s

yb−Ystations,s

)T (
Uu,x

Uu,y

)

≤ 1

2
∑

w∈W

Wwωb,w +(1−αs,b)Mcb,s (4.22)

∀b ∈ B, ∑
r∈R

ρb,r = 1 (4.23)

∀(b,b′) ∈ B, λb,b′ ≥
κ− ε

2
∑

w∈W

Ww(ωb,w +ωb′,w)− (κ− ε)max
w∈W

Wwβb,b′ (4.24)

∀(b,b′) ∈ B, ∑
u∈U′b,b′

γb,b′,u ≥ 1 (4.25)

∀(b,b′) ∈ B,∀u ∈U′b,b′ ,

(
xb′− xb

yb′− yb

)T (
Uu,x

Uu,y

)

≥ 1

2

(

∑
w∈W

Wwωb,w + ∑
w∈W

Wwωb′,w

)

ε+λb,b′−Ncb,cb′ (1− γb,b′,u) (4.26)

∀(b,b′) ∈ B,∀r ∈ R , βb,b′+ρb,r +ρb′,r ≤ 2+(1−ab)+(1−ab′) (4.27)

∀b ∈ B, ∑
s∈Ŝb

αs,b ≤ card(Ŝb)ab (4.28)

∀b ∈ B, ∑
s∈Ŝb

Tsαs,b ≤ ∑
w∈W

Γwωb,w (4.29)

∀b ∈ B, ∑
s∈Ŝb

αs,b ≥ Nminab (4.30)

∑
b∈B

ab ≤ nmax (4.31)

Variables : αs,b,ωb,w,ρb,r,ab,βb,b′ ,γb,b′,u ∈ {0,1} and xb,yb ∈ R and λb,b′ ∈ R
+

Figure 4.5 – Modèle de programmation linéaire mixte d’optimisation de beam layout basé sur
une partition en k-moyennes des stations utiliateurs
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Une fois les valeurs des coefficients Mi,s définies, toutes les contraintes pouvant impacter les do-
maines continus accessibles pour les centres de faisceaux sont entièrement connues, à savoir : la
contrainte de couverture des stations par les faisceaux (4.22), la contrainte qu’au moins une sta-
tion doit être à portée de chaque centre admissible (4.30), et enfin l’appartenance aux polyèdres
de Voronoï (4.19). En complément direct de la figure 4.1, la figure 4.6 finit de détailler la façon
dont les domaines de centres finaux (noté V ′i pour chaque cluster i) sont obtenus à partir des
contraintes (4.22) et (4.30), le point de départ étant le polyèdre de Voronoï Vi. Tout l’intérêt du
choix précis de valeurs pour les Mi,s est de garantir que les contraintes restantes sur les centres
en cas de relaxation par Mi,s de (4.22) sont dominées (4.19) et (4.30). Ensuite, on remarque que
seuls les clusters en bord de la zone de couverture utilisent activement la contrainte “au moins
une station couverte par faisceau actif” qui n’intersecte jamais Vi sinon. Finalement, un exemple
complet de clustering et donc d’ensembles continus de centres par cluster est fourni en figure
4.7.

(a) (b) (c)

(d)

Figure 4.6 – Limitations sur les domaines des centres résultant des contraintes (4.22) sur les
figures (a) et (b), et celles résultant des contraintes (4.30) sur les figures (c) et (d)
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Figure 4.7 – Partitionnement en k-moyennes de la zone de service (k = 50) et domaines admis-
sibles pour les centres : les cellules de Voronoï en noir, les domaines résultant des contraintes
(4.22) en orange, et ceux résultant des contraintes (4.30) en blanc

4.2.6 Nombre maximum de faisceaux par cluster : approche générale et ap-
proche heuristique

Il est clair que toute solution produite par le modèle de la figure 4.5 basé sur le clustering
correspond à une solution du modèle originel de la figure 3.13 puisque le second peut être vu
comme une relaxation du premier. A l’inverse, une solution issue du modèle sans clustering peut
n’avoir aucune solution correspondante dans le modèle avec clustering quand, par exemple, la
solution en question comprend m+ 1 faisceaux dans une certaine zone de centres uniquement
accessible depuis un certain cluster i pour lequel le nombre maximum de faisceaux Ni a été fixé
à une valeur inférieure ou égale à m. Une façon de faire en sorte que le modèle avec clustering
reste général est de fixer pour chaque cluster i le nombre maximum Ni de faisceaux autorisés
dans ce cluster au nombre maximum de faisceaux pouvant géométriquement être placés sur le
domaine V ′i , ou tout du moins à un majorant le plus serré possible de ce nombre maximum.
Pour estimer un tel majorant, la première étape de la procédure que nous proposons ici consiste
à exploiter, sur le cluster considéré, l’analyse surfacique présentée en paragraphe 3.2.3.1 pour
définir un nombre maximum temporaire Ni,temporaire. Ensuite, nous proposons d’améliorer ce
majorant avec un programme linéaire mixte directement dérivé de celui de la figure 4.5, dont
l’objectif est de déterminer exactement le nombre de faisceaux qui peuvent être placés sur le
cluster i en ne considérant que les contraintes antenne et les contraintes de non-chevauchement.
Pour ce faire, recourir à un modèle qui inclut toutes les contraintes et variables liées aux stations
utilisateurs n’est pas nécessaire, tant que les domaines des centres qu’elles permettent de définir
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sont correctement fournis en entrée. En d’autres termes, avoir une représentation sous forme
de polyèdre V ′i,polyg = {X ∈ R

2 / AiX ≤ Bi} (avec mi > 0, Ai ∈ R
mi×2 et Bi ∈ R

mi) de V ′i permet
d’aboutir à un programme linéaire mixte simple qui maximise le nombre de faisceaux actifs sur le
cluster i. Dans la plupart des cas (zone intérieure du clustering) V ′i est naturellement un polyèdre.
Seules les cellules en bordure de zone de service donnent lieu à des ensembles admissibles de
centres non-polygonaux par intersection avec Amin,stations : dans ce cas nous choisissons de les
approcher par des polygones convexes englobants de mi côtés, ce qui veut dire que nous assurons
d’avoir V ′i ⊂ V ′i,polyg. Le programme linéaire mixte que nous obtenons ainsi est fourni en figure
5.5. Il est d’abord utilisé avec un nombre maximum de faisceaux NB = Ni,temporaire et un seul
diamètre de faisceau possible : le plus petit (Wmin ∈ R

+), pour des contraintes de séparation
moindres qui permettent de placer plus de faisceaux.

Maximiser ∑
b∈B

ab (4.32)

sous les contraintes

∀b ∈ B, Ai

(
xb

yb

)

≤ Bi (4.33)

∀b ∈ B, ∑
r∈R

ρb,r = 1 (4.34)

∀b,b′ ∈ B tels que b 6= b′, λb,b′+(κ− ε)Wminβb,b′ ≥ (κ− ε)Wmin (4.35)

∀b,b′ ∈ B tels que b 6= b′, ∑
u∈U

γb,b′,u ≥ ab +ab′−1 (4.36)

∀b,b′ ∈ B tels que b 6= b′,∀u ∈U,

(
xb′− xb

yb′− yb

)T (
Uu,x

Uu,y

)

≥ εWmin+λb,b′−Ni,i(1− γb,b′,u) (4.37)

∀b,b′ ∈ B tels que b 6= b′,∀r ∈ R , βb,b′+ρb,r +ρb′,r ≤ 2+(1−ab)+(1−ab′) (4.38)

Variables : ρb,r,ab,βb,b′ ,γb,b′,u ∈ {0,1} et xb,yb ∈ R et λb,b′ ∈ R
+

Figure 4.8 – Programme linéaire mixte de maximisation du nombre de faisceaux actifs dans le
cluster i

En pratique, chaque instance du problème de la figure 5.5 est résolue par un solveur de
programmation linéaire mixte pendant une durée limitée. A l’issue de cette exécution, si
l’optimalité est atteinte et prouvée, alors Ni est fixé à cet optimum, sinon Ni reste égal à
Ni,temporaire obtenu précédemment par analyse surfacique. Avec cette stratégie de définition de
Ni, nous garantissons la généralité du modèle avec clustering.

A noter que les couples de faisceaux d’un même cluster ne peuvent pas profiter des dif-
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férentes techniques de réduction de la taille du modèle introduites dans les paragraphes
précédents : il faut systématiquement déclarer toutes les variables et toutes les contraintes
concernant ces couples. Ainsi, il peut être intéressant de limiter les valeurs Ni quitte à
compromettre la généralité de résolution, afin de réduire encore plus significativement la taille
des modèles à résoudre. Pour ce faire, l’heuristique de définition d’un tel Ni repose sur une
exploitation du nombre maximum de faisceaux nmax, de l’aire du cluster Vi relativement à
l’aire de Amin,stations, et des tailles extrémales de faisceau qui permettent de définir une “densité
surfacique maximale de faisceaux” pour les clusters :

Ni = ⌈nmax

(
maxw∈W Ww

minw∈W Ww

)2 Aire(Vi)

Aire(Amin,stations)
⌉ (4.39)

En pratique, cette définition présuppose que nous ne voulons pas favoriser un cluster plus qu’un
autre en termes de nombre de faisceaux : le nombre total de faisceaux nmax est réparti sur tous les
clusters, avec une marge qui permet aux clusters contenant les plus fortes demandes (en termes
de de trafic requis par les stations utilisateurs) d’utiliser plus de faisceaux et donc notamment
une pluralité de faisceaux étroits.

4.2.7 Optimisation du nombre de clusters

Figure 4.9 – Évolution du nombre de variables des différents programmes linéaires avec le
nombre de clusters

Les deux stratégies de définition du nombre maximum de faisceaux dans chaque cluster dans
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Figure 4.10 – Évolution du nombre de contraintes des différents programmes linéaires avec le
nombre de clusters

le modèle réduit ont été analysées avec un nombre variable de clusters, l’attention ayant été
prêtée sur la sensibilité du nombre de variables et de contraintes à ce paramètre k. L’analyse
que nous préconisons de mener systématiquement est ici conduite pour une instance caractérisée
par NS = 200, NW = 2, NR = 4, ndirections = 12, κ =

√
3, ε =

√
3

2
et nmax = 50 : les figures 4.9 et

4.10 donnent l’évolution d’une part du nombre de variables (a) et d’autre part du nombre de
contraintes (b) pour cette instance en fonction du nombre de clusters k. Pour les deux stratégies
de clustering, il existe un nombre de clusters optimal vis-à-vis du nombre de variables et de
contraintes résultantes dans le modèle 4.5 : dans l’exemple proposé, 107 clusters pour le clus-
tering heuristique et 148 pour le clustering exact. Cependant, avec le clustering préservant la
généralité de résolution, même si les gains en termes de ruptures de symétries sont les mêmes,
la réduction de la taille du modèle n’est pas aussi franche que celle que la définition heuristique
des nombres maximum de faisceaux par cluster permet d’atteindre, par rapport au modèle sans
clustering. Encore une fois, cela est dû au fait que plus il y a de faisceaux dans les clusters, moins
efficaces sont les procédures de réduction de la taille des modèles mathématiques décrites dans
les paragraphes précédents.
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4.3 Expérimentations croisées des algorithmes de placement de
faisceaux

Dans cette section, nous reprenons les expérimentations sur les cinq classes d’instances
H1, · · · ,H5 déjà rencontrées en section 3.3.3. Rappelons que l’objectif des développements
théoriques qui ont abouti au modèle de programmation linéaire mixte, qui exploite activement
la notion de clustering k-moyennes, était l’amélioration des performances de l’approche de
programmation mathématique par rapport à l’heuristique gloutonne de la section 3.1.2. Il
s’agit donc d’être meilleur que le programme linéaire mixte basique de la figure 3.13. Pour
cela, nous avons appliqué les techniques de clustering présentées ci-dessus aux instances
Hi. Notamment, après optimisation du nombre de clusters, nous prévoyons le test des deux
approches de définition du nombre de faisceaux par cluster, ce qui donne ainsi naissance
à deux modèles linéaires : le modèle avec clustering exact et celui avec clustering heuris-
tique. Tous deux sont comparés au modèle de la figure 3.13 à travers des résolutions par
le solveur Gurobi elles aussi limitées à 1500 secondes et deux cœurs de la machine Intel
Xeon X5690 (3.47 GHz, 24Go de RAM) exécutant ces optimisations. La forme proposée des
résultats est la même qu’au chapitre précédent, à savoir une représentation des scores en termes
de fonction objectif sur des instances grandissantes, dans les figures 4.11, 4.12, 4.13, 4.14, et 4.15.

Figure 4.11 – Comparaison du modèle linéaire mixte de placement de faisceaux basique aux
modèles avec clustering exact et heuristique, instances d’hétérogénéité H1

Les observations essentielles que nous pouvons faire sur ces résultats sont les suivantes :
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Figure 4.12 – Comparaison du modèle linéaire mixte de placement de faisceaux basique aux
modèles avec clustering exact et heuristique, instances d’hétérogénéité H2

· A part sur quelques instances figurant parmi les plus petites, le modèle avec clustering
exact est systématiquement moins performant : l’ensemble des instances testées, nous
comptons un écart moyen relatif sur les objectifs des solutions de +38.2% en faveur du
modèle basique de la figure 3.13. Ce constat est évidemment à croiser avec les nombres
de variables et de contraintes des figures 4.9 et 4.10 (discutée en paragraphe ??), bien
plus importants sur ce modèle.

· Comme avec l’algorithme glouton multistart examiné en section 3.3.3, on ne constate
toujours pas de variation de performances quand l’hétérogénéité de la demande au sol
varie. Encore une fois, l’essentiel était de ne pas découvrir de contre-performances sur
les plus fortes hétérogénéités pour lesquelles les attentes vis-à-vis des algorithmes de
placements de faisceaux irréguliers sont les plus fortes.
· Si on compare maintenant le PL mixte basique à celui avec clustering heuristique, on

constate d’abord que ce dernier est moins bon sur les petites instances. L’intérêt du
clustering en termes d’allègement du modèle ne se fait ainsi pas de suite sentir : il est
d’autant plus marqué que la zone de service est étendue. Ceci s’explique par le fait que
sur les zones de services trop restreintes, il est impossible de définir des sous-régions
qui seraient indépendantes, par exemple au sens des contraintes de séparation pour les
faisceaux d’un même réflecteur. Pour des régions qui sont effectivement indépendantes,
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Figure 4.13 – Comparaison du modèle linéaire mixte de placement de faisceaux basique aux
modèles avec clustering exact et heuristique, instances d’hétérogénéité H3

on peut supprimer les variables d’écartement pour un nombre significatif de couples de
faisceaux. A l’inverse, diviser par clustering en des régions qui ne sont pas indépendantes
a l’effet inverse : des faisceaux sont déclarés dans chaque sous-région, et les régions étant
trop proches deux à deux, il faut prévoir l’intégralités des variables et contraintes de
séparation de faisceaux.
· En remarque directement complémentaire, il est déjà visible sur les instances de taille

modérée que le modèle avec clustering heuristique est capable de fournir des solutions de
meilleure qualité que le programme linéaire basique, en des temps égaux. Pour une plus
nette mise en évidence de cette propriété, nous proposons dans la figure 4.16 le même type
d’expériences, mais sur des instances plus grandes (NS variant entre 300 et 400 pour NB

variant lui entre 30 et 40). On y observe essentiellement que l’amélioration de l’approche
par programmation linéaire mixte avec clustering heuristique par rapport à celle sans est
claire : nous avons en moyenne un facteur ≈ 1.23 entre les deux modèles au niveau des
valeurs de l’objectif des solutions produites, en faveur du modèle avec clustering. Par
contre, l’heuristique gloutonne reste nettement dominante avec des solutions en moyenne
26,6% meilleures que celles générées par le modèle PL mixte avec clustering heuristique.
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Figure 4.14 – Comparaison du modèle linéaire mixte de placement de faisceaux basique aux
modèles avec clustering exact et heuristique, instances d’hétérogénéité H4

4.4 Conclusions

Ce chapitre aura ainsi introduit une méthodologie pour exploiter la notion de clustering k-
moyennes dans le cadre d’un placement continu et linéaire de points dans R

2. L’application de
ces principes au problème de beam layout est donc directe, et son intérêt réside dans la rup-
ture de symétries ainsi permises, et dans la réduction de variables et de contraintes engendrées
par une telle approche. Ce dernier point est uniquement notable dans le cas du programme
linéaire avec clustering, dit heuristique, qui ne garantit cependant pas de pouvoir générer toutes
les solutions que pourrait générer le modèle originel, mais qui se concentre sur celles de bonne
qualité. Dans les faits, les expérimentations confirment que le modèle linéaire dans version avec
clustering heuristique améliore nettement aux instances moyennes et fortes le modèle basique de
3.13. L’heuristique gloutonne reste cependant meilleure aux grandes instances. Une approche à
investiguer pourrait donc être l’hybridation des deux méthodes, avec par exemple une exploita-
tion de la meilleure solution gloutonne existante en début de résolution du PL mixte. Quel que
soit l’algorithme retenu, tout beam layout ainsi généré se retrouve donc avec un ensemble de
faisceaux qui sont chacun caractérisés par des demandes propres à satisfaire par allocation de
fréquences, ce problème étant adressé dans le dernier chapitre 5.
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Figure 4.15 – Comparaison du modèle linéaire mixte de placement de faisceaux basique aux
modèles avec clustering exact et heuristique, instances d’hétérogénéité H5
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Figure 4.16 – Comparaison du modèle linéaire mixte de placement de faisceaux basique au
modèle avec clustering heuristique et à l’heuristique gloutonne, instances de forte hétérogénéité
et de tailles élevées
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Définition de plans de fréquences

irréguliers minimisant la complexité du
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5.1 La problématique d’allocation de fréquences

5.1.1 Les limitations d’utilisation de la ressource spectrale

La ressource spectrale, nécessaire à la propagation de signaux au travers d’ondes électroma-
gnétiques, ne peut pas être utilisée de manière simultanée et colocalisée par plusieurs systèmes
de télécommunications, sous peine de subir des phénomènes d’interférences qui la rendraient
inexploitable. Il est ainsi nécessaire de rationner et d’organiser le partage de cette ressource à
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la fois limitée et très demandée, en particulier pour certaines applications civiles ou militaires
pour lesquelles elle est d’un intérêt précieux, voire indispensable. Cette responsabilité de coor-
dination des systèmes de télécommunications est à ce jour confiée à l’union internationale des
télécommunications (ou UIT). Notamment, tout système de télécommunications par satellite
doit se soumettre à une procédure de demande et d’attribution de droits, dans l’espoir de se voir
octroyer une certaine bande passante, en dehors de laquelle il sera par contre interdit d’opérer.
Ainsi, même après une issue positive des démarches auprès de l’UIT, une nouvelle problématique
tout aussi essentielle se dessine : il faut être capable d’exploiter au mieux cet accès limité aux ra-
diofréquences. La stratégie naturelle est alors de réutiliser autant que possible cette bande radio
restreinte, notamment en direction d’utilisateurs suffisamment distants deux à deux pour que les
phénomènes d’interférences occasionnés par l’utilisation simultanée de la même fréquence soient
négligeables. Ce seuil de tolérance aux interférences peut par exemple être spécifié en termes de
performances minimales à maintenir pour le rapport signal à bruit des différentes transmissions
considérées. Ce dernier est effectivement une mesure de la capacité à distinguer le signal utile
du bruit provenant d’autres signaux transmis à la même fréquence, et va donc conditionner la
quantité d’informations pouvant être correctement transportées. Cette puissance de signal utile
reçue dépend de la puissance de transmission, de la distance entre les antennes d’émission et de
réception, des directions d’émission et de réception, et des caractéristiques de l’environnement
traversé par le signal. Quitte à travailler sous certaines hypothèses et approximations, ces derniers
paramètres sont rarement intégrés en tant que variables aux modèles classiques d’optimisation
du choix des fréquences d’un système de télécommunication. Effectivement, l’impact des signaux
interféreurs pouvant être de poids sur les bilans de liaison, l’effort est souvent concentré dans la
littérature sur la définition de systèmes de télécommunications qui minimisent ce phénomène.
La réponse à cette problématique conduit tout naturellement vers l’optimisation combinatoire
au sein de laquelle ces problèmes d’allocation de fréquences dans les systèmes de télécommuni-
cations forment une catégorie connue sous le nom de "Frequency Assignment Problem" (FAP).

5.1.2 La classe de problèmes FAP : Frequency Assignment Problems

5.1.3 Définition générique

Dans le très complet travail de synthèse sur la problématique d’allocation de fréquences
[Aardal 2007], on retrouve notamment l’information essentielle qu’il n’existe pas un unique
problème d’allocation de fréquences. Les variations se situent au niveau de la nature des
variables et des contraintes considérées, mais aussi au niveau des critères d’optimisation retenus.

Parmi les composantes communes à ces différents problèmes, on retrouve systématiquement
dans les variables d’optimisation une notion de bande allouée par utilisateur. En fonction du
système de télécommunications considéré, on peut souhaiter définir cette allocation de bande
soit statiquement, soit dynamiquement. Dans le premier cas, l’allocation de bande est unique
et définitive, elle ne varie pas avec le temps et on parlera alors d’allocation fixe de canaux
(FCA,“Fixed Channel Assignment”). C’est l’approche que nous avons retenue dans cette thèse :
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la définition statique d’une bande par faisceau est nativement bien plus compatible avec les
équipements embarqués traditionnels des satellites transparents considérés ici. Typiquement,
les filtres radiofréquence installés pour chaque faisceau dans la charge utile du satellite sont
des équipements passifs et caractérisés par des bandes fréquentielles rejetées et conservées
bien précises : leur définition est donc dépendante de l’hypothèse de bande connue et fixe par
faisceau.

A l’inverse, l’allocation de dynamique de canaux (DCA, “Dynamic Channel Assignment”)
intègre une dimension temporelle permettant d’épouser une demande par utilisateur qui cette
fois évolue dans le temps. Pour l’implémentation de tels schémas temporels d’allocation de
bande dans un système satellitaire multifaisceaux avec une demande agrégée par faisceau
qui serait évolutive, il faudra en général recourir à une classe d’équipements embarqués dits
“flexibles”, qui n’est pas celle envisagée dans ces travaux. Sans se limiter au cas particulier des
systèmes satellitaires, des travaux de synthèse et des discussions détaillées sur l’allocation dy-
namique de fréquences peuvent être trouvés par exemple dans [Anderson 1973], [Chuang 1993],
[Del Re 1995b], [Del Re 1995a], [Rhee ], ou encore [Dupont 2009]. Le cas particulier du lien
retour d’un système satellitaire multifaisceaux (des faisceaux vers les passerelles) selon la
technologie d’accès MF-TDMA (Multiple Frequency Time Division Multiple Access) est par
exemple traité dans [Kiatmanaroj 2012] en travaillant à l’échelle des utilisateurs dans les
faisceaux. Par la suite, les références bibliographiques porteront exclusivement sur l’allocation
fixe de canaux.

Il vient ensuite la question des contraintes auxquelles cette allocation de bande aux utilisateurs
doit se soumettre. Parmi les contraintes qui viennent différencier les problèmes d’allocation
de fréquences, on retrouve celles qui permettent de gérer les phénomènes d’interférences des
signaux : il existe effectivement plusieurs types d’interférences pouvant être considérées, et
plusieurs stratégies pour les limiter au sein d’un algorithme d’optimisation des fréquences
sélectionnées. Premièrement, on distingue les interférences co-canal des interférences canaux
adjacents. Les interférences co-canal correspondent aux phénomènes d’interférences mutuelles
que subissent deux signaux transmis dans deux régions proches à la même fréquence. Les
interférences canaux adjacents traduisent elles l’impact que peut avoir sur un signal A un
signal B qui serait émis dans une fréquence différente mais voisine : même si les fréquences
centrales des deux signaux sont distinctes, leur étalement dans le domaine fréquentiel peut
présenter un chevauchement au niveau duquel le phénomène d’interférences peut avoir lieu.
Les différentes approches vis-à-vis de ces deux phénomènes d’interférence sont à l’origine de
plusieurs problèmes d’optimisation distincts, essentiellement : ceux qui ne prennent en compte
que les interférences co-canal, et ceux qui prennent en compte à la fois les interférences co-canal
et les interférences canaux adjacents. Par exemple, dans cette thèse, les interférences canaux
adjacents ne seront pas prises en compte, car on considère en première approximation que ce
phénomène peut être suffisamment limité par un filtrage efficace des signaux dans la charge
utile du satellite, lesquels n’afficheraient ainsi qu’un niveau négligeable de puissance en dehors
de la bande qui leur a été allouée, sans impacter les bandes adjacentes. Physiquement, le
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niveau d’interférence perçu par un utilisateur donné correspond à la somme des interférences
causées par tous les signaux voisins utilisant la même fréquence. Une solution pour définir
des algorithmes de décision est donc d’intégrer à l’optimisation un calcul de ces interférences
cumulées pour chaque utilisateur pour conclure quant à la qualité de la transmission qu’il
perçoit. Dans ce cas, on parlera d’optimisation de l’allocation de fréquences sous contraintes
d’interférences cumulatives. Sur ce problème d’optimisation particulier, on peut par exemple
citer les travaux suivants : [Dunkin 1998], [Mannino 2003], [Alouf 2005], [Gondran 2008] ou
encore [Palpant 2008]. Cette prise en compte explicite pour chaque utilisateur de l’impact
cumulé de tous ses interféreurs est finalement bien plus rare dans la littérature que la définition
de contraintes d’interférences dites binaires : on définit à l’avance, selon une certaine règle de
séparation spatiale, un ensemble de couples d’utilisateurs qui n’ont pas le droit de réutiliser la
même fréquence sous peine de causer trop d’interférences. On s’éloigne ainsi des calculs qui
permettent de totalement évaluer la qualité de la transmission, mais on simplifie les règles
d’allocation à des conditions élémentaires qui sont, en pratique, souvent suffisantes. Ce choix
est celui qui a été fait pour ce travail de recherche, le gain en précision d’optimisation avec les
interférences cumulées n’étant pas assez discriminant pour justifier de complexifier les modèles
mathématiques. On préfèrera incorporer plus de variables liées aux équipements embarqués
dans la charge utile du satellite, ce qui alourdira déjà ces derniers.

Enfin, les critères varient aussi et définissent ainsi plusieurs catégories de problèmes d’allocation
de fréquences, décrites en détail dans [Aardal 2007]. Parmi les plus classiques, et sans se limiter
au cas particulier des systèmes satellitaires, on compte :

· “Maximum Service FAP ” : on parlera d’allocation de fréquences pour la maximisation du
service. On suppose que chaque utilisateur dispose d’une demande propre qui s’exprime
en un certain nombre de fréquences requises. L’objectif est alors d’allouer le maximum
de fréquences aux utilisateurs dans la limite de ce qu’ils réclament, tout en respectant les
contraintes d’interférences retenues, le plus souvent considérées sous leur forme binaire.
On peut citer les travaux suivants : [Jaumard 1997], [Jaumard 2002].

· “Minimum Order FAP ” : cette fois le problème consiste à satisfaire la demande des
utilisateurs, toujours exprimée par utilisateur sous forme d’un certain multiple d’une
unité élémentaire de bande radiofréquences, en utilisant le moins de fréquences distinctes,
le coût d’exploitation du réseau étant parfois proportionnel à ce nombre de fréquences.
Concrètement, on respecte les contraintes d’interférences tout en listant les fréquences
utilisées par le système : la taille de cette liste est minimisée. Les travaux [Aardal 2007],
[Dorne 1996] ou encore [Hao 1998] adressent cette problématique.

· “Minimum Span FAP ” : dans la lignée de la précédente formulation, il s’agit ici de
minimiser l’étendue spectrale du système, pour les mêmes raisons de coût de location de
la ressource. On détecte cette fois les fréquences minimale et maximale du système, leur
différence définit un intervalle dont la longueur est minimisée tout en maintenant une
notion de satisfaction de demande et de contrôle des interférences par des contraintes.
On peut citer [Avenali 2002], [Maniezzo 2000], et [Sung 1997].
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· “Minimum Interference FAP ” : dans cette approche d’optimisation, on se propose de
traiter le phénomène d’interférences non plus par des contraintes mais directement via
le critère mathématique. Concrètement, les demandes des utilisateurs sont satisfaites de
manière à ne générer que des situations d’interférences qui soient mineures. Pour cela,
on introduit une notion de pénalité pour tout couple d’utilisateurs utilisant la même
fréquence : typiquement, les impossibilités strictes d’utilisation de la même fréquence
correspondront à de très fortes pénalités. C’est un des cadre d’optimisation de l’allo-
cation de fréquences pour lequel la littérature est très abondante, ce qui correspond à
l’émergence de plus en plus marquée de système qui doivent réutiliser les mêmes fré-
quences plusieurs fois pour assurer la demande des utilisateurs : [Duque-Antón 1993],
[Kapsalis 1995], [Borndörfer 1998], [Voudouris 1998].

A la lumière de ces travaux de la littérature, on observe qu’un très large spectre de méthodes
de résolution est employé pour tenter de résoudre les problèmes d’allocation de fréquences :
méthodes gloutonnes, programmation linéaire mixte, programmation par contraintes, métaheu-
ristiques (recuit simulé, optimisation par colonies de fourmis, algorithmes génétiques...). Notons
alors que le problème d’allocation de fréquences introduit dans cette thèse élargit cet ensemble
de problèmes de la littérature et qu’il faut ainsi se poser à nouveau les questions des méthodes
de résolution prometteuses et, dans le cadre de cette recherche, compatibles des contraintes
industrielles. Comme détaillé dans le paragraphe suivant, le cas particulier du choix des fré-
quences utilisées sur le lien aller descendant d’un satellite de télécommunications multifaisceaux
fait effectivement intervenir à la fois des contraintes, variables et critère spécifiques. En tant
que composante commune, on retrouve bien sûr les contraintes d’interférences et les variables
d’allocation de fréquences définies cette fois par faisceaux.

5.2 L’affectation de fréquences pour des satellites de télécommu-
nications multifaisceaux

5.2.1 Variables de décision

Rappelons qu’un système de télécommunications multifaisceaux se caractérise par une
pluralité de faisceaux étroits, l’union des régions individuellement couvertes par chaque faisceau
constituant la zone de service du système. Le rôle de la charge utile du satellite est de recevoir,
de convertir en fréquence, d’amplifier et de re-transmettre les signaux provenant des stations
passerelles vers les utilisateurs situés dans les différents faisceaux du système. Nous supposerons
ici que la bande passante totale du système de télécommunications satellitaires est divisée
en canaux fréquentiels identiques correspondant par exemple à la taille d’une porteuse. Pour
chaque faisceau, nous supposerons que la quantité de bande qui y est requise a été directement
spécifiée par l’opérateur satellite, ou sinon, que cette quantité nécessaire a été estimée en amont
par les ingénieurs système, par exemple en analyse a posteriori du placement de faisceaux si
celui-ci a été optimisé. Supposons que le satellite en cours de dimensionnement soit prévu pour
un fonctionnement architecture classique où il tient simplement un rôle relai transparent au
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sein du système de télécommunications, et supposons également que le problème de placement
de faisceaux est le premier à avoir été résolu, à la manière de ce que nous préconisions en
chapitre 1. Dans ce cas, il reste aux ingénieurs en charge du design du satellite à définir le
chemin nominal complet des signaux transportés par chaque faisceau, des passerelles jusqu’aux
utilisateurs finaux, en passant par le détail des équipements traversés dans la charge utile.
A noter qu’on parle de chemin nominal par opposition aux chemins alternatifs qu’il faudra
également prévoir pour parer aux éventuelles pannes d’équipements embarqués [Stathakis 2012].
Plus précisément, il reste à déterminer pour chaque faisceau

1) La passerelle qui collectera les informations et contenus réclamés par les utilisateurs du
faisceau

2) La fréquence et polarisation des porteuses du faisceau sur le lien montant passerelles-
satellite

3) La fréquence et polarisation de ces porteuses sur le lien descendant satellite-utilisateurs

4) Les différents équipements traversés par le faisceau dans le répéteur satellite : on
s’intéressera essentiellement ici aux convertisseurs de fréquence et aux amplificateurs
haute-puissance.

Nous ferons ici l’hypothèse que l’intégralité du lien montant passerelles-satellite pourra être
traité après le lien descendant satellite-utilisateurs, que ce soit en termes de fréquences utilisées
sur le lien mais aussi d’associations des faisceaux aux différentes passerelles du système.
Concrètement, cela signifie que dans les travaux de recherche présentés ici sur l’affectation de
fréquences, seul le lien descendant est traité par les modèles proposés. Les variables de décision
que nous considérons sont donc :

· La fréquence de chaque porteuse de chaque faisceau sur le lien descendant

· La polarisation de ces mêmes porteuses

· L’amplificateur haute-puissance qui amplifie chacune d’entre elles.

Des valeurs doivent donc leur être assignées dans le but de minimiser les niveaux d’interférences
dans chaque faisceau, le nombre d’amplificateurs haute-puissance et d’équipements de conversion
en fréquence nécessaires dans le répéteur. Plus précisément, l’approche que nous avons sélection-
née vise une minimisation du nombre d’amplificateurs haute-puissance à prévoir dans la charge
utile du satellite : ces derniers sont en effet lourds, chers, gourmands en énergie électrique, et
contraignants en termes d’aménagement interne et de thermique. Les interférences et les équi-
pements de conversion seront eux limités à des niveaux jugés acceptables selon certaines règles
décrites et traduites en contraintes dans le paragraphe suivant.
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5.2.2 Les contraintes du problème

5.2.2.1 Contraintes liées au choix des fréquences et polarisations

Nous avons déjà mentionné l’importance de la limitation des interférences en vue d’une
certaine qualité de transmission des signaux. Ici, l’approche retenue est l’interdiction stricte
de situations jugées trop néfastes pour les performances en termes de rapport signal à bruit.
Rappelons pour cela que chaque porteuse doit recevoir une position fréquentielle dans le spectre
du lien descendant, ainsi qu’une polarisation pour l’onde électromagnétique à laquelle elle sera
rattachée. A noter que dans ce travail, aucune dimension temporelle n’a été considérée : les
fréquences et polarisations affectées aux porteuses du systèmes sont supposées toutes actives en
permanence, ce qui se traduit par un besoin de compatibilité statique et complet des porteuses
deux à deux. Concrètement, cette compatibilité passe par la satisfaction des contraintes
suivantes :

· Isolation par polarisation orthogonale :
Une antenne radio parfaite reçoit et transmet des ondes dans une certaine polarisation
et est insensible aux signaux transmis dans la polarisation orthogonale. Cela veut dire
que sous condition d’utilisation de polarisations croisées, la même fréquence peut donc
être utilisée deux fois sur la même région sans risquer de générer des interférences
mutuelles pour les deux signaux concernés. En pratique, les antennes ne peuvent pas
transmettre ou recevoir rigoureusement dans une unique polarisation, il s’agit d’une
combinaison de deux polarisations orthogonales, l’une d’entre elles étant cependant
nettement dominante. Pour profiter tout de même de cette propriété, le choix fait ici
a été de considérer que deux porteuses à la même fréquence utilisant des polarisations
orthogonales peuvent être transmises en direction de deux régions plus proches l’une
de l’autre que dans le cas où les deux porteuses en question utilisent à la fois la même
fréquence et la même polarisation. En tendant vers l’approximation d’antenne parfaite,
il est en fait fréquent de considérer que l’utilisation de la polarisation orthogonale est
suffisante pour permettre l’utilisation co-localisée de la même fréquence.

· Isolation spatiale :
Du fait de la chute des gains des antennes loin du pic de concentration de la puissance
pour un faisceau donné, on considère que deux porteuses dans deux faisceaux différents
peuvent utiliser la même “couleur” (qui désigne alors un couple fréquence-polarisation) à
condition que les deux faisceaux en question soient suffisamment éloignés l’un de l’autre.
Comme déjà discuté en paragraphe 5.1.2, cette condition est souvent traduite en une
contrainte de distance minimale entre les deux faisceaux ; il s’agit de la très classique
contrainte d’interférence binaire. Une représentation naturelle d’un tel ensemble de
contraintes est un graphe G = (B,E) où chaque nœud b ∈ B représente un faisceau et
la zone qu’il dessert, et où chaque arête e ∈ E est la matérialisation de l’interdiction de
réutiliser la même couleur pour deux faisceaux trop proches selon la distance minimale
considérée. G est dans ce cas appelé “graphe d’interférences”.

· Limite sur le nombre de réutilisations de chaque fréquence :
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Comme discuté, notre choix a été de définir des contraintes qui permettent d’assurer que
le nombre d’équipements de conversion en fréquence nécessaires dans la charge utile soit
limité. Le modèle d’optimisation développé ici ne proposant pas une définition intégrée
du nombre et du contenu de ces équipements, nous nous contentons de conditions
nécessaires au niveau du plan de fréquences pour que ce nombre d’équipements ne soit
pas trop élevé. Pour cela, nous rappelons qu’un convertisseur en fréquence observe une
certaine bande radiofréquence dont la fréquence moyenne est f et la translate dans le
domaine fréquentiel vers une certaine fréquence moyenne f −∆. De plus, deux faisceaux
ayant une intersection non-vide de leurs bandes respectives ne peuvent pas être convertis
en fréquence par le même convertisseur sous peine de se brouiller respectivement.
La bande du système de télécommunications ayant ici été discrétisée en NF canaux
fréquentiels, compter le plus grand nombre de fois qu’une de ces fréquences est utilisée
sur le lien descendant donne ainsi une borne inférieure du nombre de ces équipements
qu’il faudra embarquer : deux porteuses utilisant la même fréquence ont nécessairement
parcouru deux équipements de conversion de fréquence distincts. Nous exploitons ce
principe pour définir une contrainte de réutilisation maximale de chaque canal fréquentiel
par l’ensemble des faisceaux du système, laquelle sera ainsi favorable à un contrôle du
nombre d’équipements de conversion requis.

· Contiguïté des fréquences pour les faisceaux :
Un faisceau est dit “contigu” quand les fréquences qu’il a sélectionnées dans la bande
totale discrétisée du système ne définissent pas de trou fréquentiel. Ne pas avoir de sauts
de fréquence dans un faisceau garantit de pouvoir traiter d’un bloc solidaire l’intégralité
sa bande tout au long de son passage au travers du répéteur du satellite. A l’inverse,
si des fréquences sont allouées dans un faisceau de manière non-contigüe, cela peut
donner lieu à une exploitation de cet espace fréquentiel vacant par un ou plusieurs
autres faisceaux afin de traverser en groupe des amplificateurs ou des équipements de
conversion qui seraient limités : dans ce cas, il sera nécessaire de prévoir des opérations
de filtrage supplémentaires, coûteuses en équipements embarqués, pour récupérer le
signal du faisceau d’intérêt dans cet entrelacement de plusieurs faisceaux et le diriger vers
sa source radiofréquence dédiée. Ainsi, une contrainte que nous intégrons explicitement
dans notre optimisation de l’allocation de fréquences est la contiguïté fréquentielle pour
les bandes allouées dans les faisceaux.

· Utilisation d’une unique polarisation par faisceau :
L’utilisation de deux polarisations pour un faisceau donné, par exemple en transmission
sur le lien descendant satellite-utilisateurs, nécessite de recourir à des technologies
antenne plus complexes, plus lourdes et plus chères. Nous décidons ici d’éviter stricte-
ment ces situations en exigeant que chaque faisceau sélectionne uniquement des couples
fréquence-polarisation qui utilisent tous la même polarisation.
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5.2.2.2 Contraintes liées au choix d’amplificateurs haute-puissance

Un tube à ondes progressives (ou TWT, pour “traveling-wave tube” en anglais) est un type
d’amplificateur haute-puissance pour les signaux radiofréquence. C’est notamment une tech-
nologie très utilisée dans les charges utiles de satellite de télécommunications : [Maral 2011b].
Pour compenser les pertes subies lors du trajet entre les passerelles au sol et le satellite
géostationnaire, chaque signal de chaque faisceau doit être amplifié à bord du satellite avant
retransmission vers les utilisateurs finaux. Ainsi, un TWT doit être assigné à chaque porteuse
de chaque faisceau en respectant les contraintes suivantes :

· Un seul TWT par faisceau :
Pour un faisceau donné, afin d’éviter de multiplier opérations de division-recombinaison
du signal, nous imposons que toute la bande allouée à un faisceau soit intégralement
dirigée vers un unique amplificateur haute puissance.

· Intervalles admissibles de fréquences :
Les tubes peuvent avoir une bande de fréquences admissible plus étroite que la bande
totale du système. Dans ce cas, les ingénieurs en charge du dimensionnement du répéteur
s’accordent avec les fournisseurs d’équipements sur un nombre limité d’intervalles de
fréquences réduits, avec lesquels il est donc nécessaire de composer pour allouer les
porteuses aux tubes à ondes. Concrètement, une porteuse ne pourra pas être allouée à
un tube si ce dernier ne possède pas dans ses fréquences autorisées celle de la porteuse.

· Porteuses interdites d’utiliser le même tube à ondes progressives :
Il est possible que des niveaux de puissance électromagnétique reçue au sol soient
spécifiés directement dans la mission de télécommunications. Dans ce cas, cette demande
peut être traduite en une demande en puissance pour chaque porteuse de chaque
faisceau. Or, une des caractéristiques des tubes à ondes progressives est leur caractère
non-linéaire : deux porteuses aux densités de puissance fortement hétérogènes traversant
un même tube vont, par non-linéarité de l’équipement, être à l’origine de “produits
d’intermodulation”. Ces derniers s’interprètent comme du bruit additionnel qui peut
avoir le mauvais goût de se positionner (dans le domaine fréquentiel) directement en
conflit avec les bandes utiles des signaux que l’on cherche à soigner, détériorant ainsi la
qualité de transmission. Pour limiter ce phénomène, on se propose de travailler avec des
listes connues à l’avance d’incompatibilités deux à deux pour des porteuses ne pouvant
pas être amplifiées par le même tube à ondes.

· Utilisation unique de chaque fréquence dans les tubes à ondes :
Tout comme pour les convertisseurs en fréquence, les tubes à ondes progressives ne
peuvent pas amplifier deux porteuses auxquelles on a assigné la même fréquence sur le
lien descendant.

· Nombre maximum de porteuses par tube à ondes :
Un tube à ondes est caractérisé par une puissance maximum en sortie. A défaut de
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prendre en compte de façon détaillée les besoins en puissance de chaque porteuse de
chaque faisceau, nous considérerons ici qu’il existe un nombre de porteuses dans un
même tube au-delà duquel la répartition de la puissance du tube sur ces porteuses ne
leur sera pas suffisante. Ce nombre maximum de porteuses sera appliqué à tous les
faisceaux actifs sélectionnés dans l’optimisation.

· Contiguïté des fréquences dans les tubes à ondes :
Il est possible que la complexité du répéteur soit réduite quand il n’y pas de vide fréquen-
tiel entre les porteuses (destinées potentiellement à plusieurs faisceaux distincts) d’un
même tube à ondes progressives. L’intérêt de cette contrainte n’étant pas systématique,
cela justifie les deux modèles d’allocation de tubes à ondes progressives présentés plus
loin, l’un avec la contrainte et l’autre sans.

Enfin, comme discuté, le critère de l’optimisation que nous avons considéré est la minimisation
du nombre d’amplificateurs haute-puissance à prévoir dans la charge utile :

· Minimisation du nombre de tubes à ondes progressives embarqués :
On cherche donc une distribution des porteuses dans les tubes à ondes qui respecte les
contraintes précédentes, et ce avec un nombre minimal de tubes actifs.

5.3 Propriétés des contraintes binaires de non-réutilisation de la
ressource spectrale pour les couvertures multifaisceaux

Nous proposons ici de revenir sur les contraintes binaires de non-utilisation du même couple
fréquence-polarisation pour deux porteuses données du système. A noter que les remarques
à venir sont également applicables au deuxième type de contraintes binaires considéré ici, à
savoir la non-utilisation simultanée de la même fréquence pour certains couples de porteuses,
indépendamment de leurs polarisations. Rappelons alors que ces impossibilités de réutilisation
de la même couleur pour les porteuses peuvent être représentées par un graphe G = (B,E)

dont les nœuds sont en bijection avec l’ensemble des faisceaux du système, et où les arêtes
représentent l’interdiction d’utiliser la même couleur pour deux porteuses respectivement dans
le premier et le deuxième faisceau de chaque arête. Dans ce contexte, on parlera de graphe
d’interférences pour faire référence à G. En pratique, quand l’approche retenue dans un système
multifaisceaux à l’égard des interférences fait comme ici appel à des contraintes binaires,
la définition de ces arêtes se fait généralement sur un critère de proximité des faisceaux,
en fonction de leurs diamètres. On retrouve ainsi le même type de raisonnement qui nous
avait permis de définir des graphes d’incompatibilité en paragraphe 3.1.1.2 quand il s’agissait
d’associer les faisceaux aux réflecteurs du satellite. On retrouve également la propriété que deux
faisceaux larges doivent être plus éloignés que deux faisceaux étroits pour avoir le droit d’utiliser
simultanément la même couleur : en première approximation sur les diagrammes des antennes
de tels satellites, la portée spatiale et donc le potentiel d’interférence d’un faisceau grandit effec-
tivement avec son diamètre. Une fois ces règles de séparation définies, elles sont traduites en un
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ensemble définitif de contrainte binaires d’exclusion dont les propriétés dans le cadre d’une réso-
lution par programmation linéaire en nombres entiers sont examinées dans le paragraphe suivant.

5.3.1 Les contraintes binaires d’exclusion dans les programmes linéaires en
nombres entiers

Comme discuté en paragraphe 1.4.3.1, un des objectifs de cette thèse était la définition d’ap-
proches algorithmique efficaces mais aussi souples par rapport à un besoin d’optimisation qui a
toutes les chances de varier dans le temps : contraintes des technologies embarquées, nouvelles
variables, spécifications inédites des clients... Parmi les méthodes susceptibles de répondre à
ces exigences particulières, nous avons naturellement identifié la programmation linéaire en
variables binaires. Avec cette dernière, il est en effet possible, tout en laissant la porte ouverte
à l’ajout futur de nouvelles variables et contraintes aux modèles, de profiter des résultats d’un
mouvement continu de la recherche depuis des décennies pour modéliser efficacement certaines
classes de contraintes très présentes dans les problèmes combinatoires de conception de satellite
de télécommunications multifaisceaux. Par ailleurs, la programmation linéaire en nombres
entiers permet, dans le meilleur des cas, une résolution exacte, et fournit sinon des bornes
inférieures (ou supérieures) sur l’objectif mathématique qui permettent d’évaluer la qualité des
solutions approchées, information précieuse en contexte industriel. Sur une classe de satellites
voisine, les satellites d’observation de la Terre, ce sont ces mêmes raisons qui ont incité les
auteurs de [Gabrel 2006a], [Gabrel 2006c] à concentrer les efforts de modélisation et résolution
sur la programmation linéaire en nombres entiers

Les contraintes d’interférences binaires pour les faisceaux constituent un parfait exemple de
catégorie de contraintes pour laquelle ont été capitalisées, au fil des différents travaux de
recherche sur le sujet, des techniques de modélisation efficaces dans un contexte de branch-
and-X s’appuyant sur la programmation linéaire. Nous allons par exemple voir que les résultats
théoriques portant sur la recherche de stable maximum dans un graphe non-orienté sont d’un
intérêt direct. En théorie des graphes, rappelons que la notion de stable est complémentaire
de celle clique : pour un graphe G, un stable est un sous-ensemble de sommets deux à
deux non-adjacents. Cette notion de stable est effectivement liée au problème d’allocation
de fréquences dans la mesure où elle est une interprétation possible des contraintes binaires
d’exclusion qu’il comprend : tout choix de couleurs admissibles pour les faisceaux (c’est-à-dire,
qui ne viole aucune des impossibilités binaires pesant sur ces derniers) peut être vu comme
une superposition de stables du graphe d’interférences, où chaque stable représenterait ainsi
l’utilisation par les faisceaux concernés d’exactement une des couleurs disponibles.

Rappelons que le problème de recherche de stable maximum est celui de l’identification du plus
grand de ces sous-ensembles de sommets non-adjacents de G. C’est un problème NP-difficile
bien connu de longue date en optimisation combinatoire : [Tarjan 1977]. La programmation
linéaire en variables 0-1 fait alors en effet partie des méthodes pour essayer de le résoudre
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de façon exacte. Dans ce cas, la qualité de l’optimisation va être conditionnée par l’efficacité
des mécanismes d’accélération de résolution comme par exemple les stratégies de séparation
que l’on retrouve au cœur des méthodes de Branch-and-Cut. On trouve ainsi des travaux
qui développent des techniques génériques permettant de résoudre au mieux les programmes
linéaires dont un sous-ensemble de contraintes s’identifie à celui caractérisant le problème de
stable maximum : [Gruber 2003], [Gabrel 2006b], [Rebennack 2011]. Pour un graphe G = (B,E),
la formulation la plus naturelle de ce problème sous forme d’un programme linéaire en variables
binaires est la suivante

max
x

cT x (5.1)

t.q. xi + x j ≤ 1 ∀(i, j) ∈ E (5.2)

x ∈ {0,1}|B| (5.3)

où c = (1, · · · ,1)T ∈ R
|B| et où chaque variable binaire xi pour i ∈ {1, · · · , |B|} désigne la sélection

(xi = 1) ou la non-sélection (xi = 0) du sommet i dans le but de former le plus grand stable.
Avec |B| variables et |E| contraintes, il s’agit d’une formulation relativement compacte, mais qui
a le défaut d’avoir une relaxation linéaire de mauvaise qualité. Pour bien s’en rendre compte,
il faut comparer l’ensemble défini par la relaxation de l’intégrité des xi dans les contraintes
5.2, ensemble référencé dans la littérature sous le nom de relaxation du polytope des stables et
noté ici PRELSTAB(G), au véritable polytope des stables du graphe G noté lui PSTAB(G). Ce
dernier est défini comme l’enveloppe convexe dans R

|B| d’un certain ensemble de points X en
bijection avec l’ensemble des stables du graphe G : chaque stable S ⊂ B définit en effet le point
de X dont la ième coordonnée vaut 1 si i ∈ S et 0 sinon. On montre alors, par exemple dans
[Grötschel 2012], que le programme linéaire en variables binaires 5.1 est équivalent au problème

max
{

cT x,x ∈ PSTAB(G)
}

(5.4)

qui, en tant que programme linéaire, peut lui être résolu en temps polynomial. Par construction,
on a PSTAB(G)⊂ PRELSTAB(G), mais on peut se poser la question du caractère grossier ou non
de l’approximation supérieure de PSTAB(G) par PRELSTAB(G). A ce titre, prenons l’exemple d’un
graphe G complet avec |B| ≥ 3, et considérons le vecteur x (originellement binaire) de taille |B|
aux contraintes d’intégrité relâchées et dont chaque composante vaut 1

2
. On vérifie trivialement

que x ∈ PRELSTAB(G), alors que x ne peut pas appartenir à PSTAB(G) sans contredire le fait
que le plus grand stable de G (graphe complet par hypothèse) est de taille 1. Ce type de
configurations illustre toute la faiblesse de la relaxation de la formulation reposant sur les
contraintes d’exclusivité binaires des équations 5.2. Se pose alors la question du renforcement
de cette formulation à l’aide d’inégalités valides, exploitées soit par incorporation directe au
modèle global, soit au sein d’une méthode de plans sécants qui serait appliquée à chaque
nœud de l’exploration arborescente. Les travaux sont riches et détaillés sur les différents types
d’inégalités valides qui permettent de s’approcher de PSTAB(G). Certains travaux développent
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essentiellement des résultats théoriques sur les contraintes additionnelles qui sous certaines
conditions définissent des facettes de PSTAB(G) : les auteurs de [Padberg 1973], [Díaz 2001],
[Coll 2002], [Campêlo 2004] et [Rebennack 2008] définissent et démontrent l’intérêt des
contraintes de cliques, des contraintes de trous impairs et anti-trous impairs, et des contraintes
de rang. D’autres exploitent ces résultats sur certaines applications particulières, permettant
ainsi de valider expérimentalement les bienfaits annoncés théoriquement du renforcement de la
formulation par des inégalités valides : dans le domaine du spatial, on retiendra notamment
[Gabrel 2006a] pour l’optimisation de la planification quotidienne des prises de vue d’un satellite
d’observation de la Terre, ou encore [Kiatmanaroj 2012] et [Kiatmanaroj 2016] cette fois pour
un problème d’allocation de fréquences pour un satellite de télécommunications.

Nous décidons ici de revenir tout particulièrement sur les inégalités de cliques. Soit alors
C ⊂ B une clique du graphe G. L’inégalité de clique correspondante est définie comme suit

∑
i∈C

xi ≤ 1. (5.5)

Dans les articles cités ci-dessus, il a notamment été démontré que, dans le cas où C est une clique
maximale, la contrainte 5.5 définit une facette du polytope des stables de G. D’où l’intérêt de
recourir, d’une certaine manière, à ces inégalités dans une résolution PLNE d’un problème com-
portant des contraintes d’exclusivité binaires. Dans les paragraphes qui suivent, nous démontrons
que les cliques maximales des graphes d’interférences du problème d’affectation de fréquences
que nous considérons ici peuvent être efficacement énumérées de façon exhaustive : en temps po-
lynomial dans certains cas particuliers, où en temps raisonnable avec les meilleurs algorithmes
génériques d’énumération. Ainsi, nous nous permettons de bâtir la suite de nos approches et
modèles en disposant intégralement de l’ensemble des cliques du graphe d’interférences.

5.3.2 Énumération des cliques maximales dans les graphes d’interférences de
systèmes multifaisceaux

5.3.2.1 Caractère suffisant des inégalités de cliques maximales en cas d’énuméra-
tion complète

Comme discuté dans le paragraphe précédent, les contraintes de cliques sont usuellement
utilisées comme des inégalités valides qui viennent compléter les contraintes d’interférences ex-
primées initialement sous forme binaire à partir d’un graphe G. Nous affirmons ici qu’il est
suffisant de ne considérer que les contraintes de cliques lorsque toutes les cliques maximales
du graphe ont été énumérées exhaustivement, et qu’on définit une contrainte de cliques pour
chacune d’entre elles. Plus précisément, montrons la proposition suivante :

Proposition 2.
Toutes les contraintes binaires du graphe d’interférences G=(B,E) sont satisfaites si et seulement
toutes les contraintes de cliques sur les n cliques maximales C1, · · · ,Cn ⊂ B du graphe G sont
satisfaites.
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Preuve. Supposons d’abord que toutes les contraintes binaires sont satisfaites, à savoir

∀(b,b′) ∈ E, xb + xb′ ≤ 1. (5.6)

Soit alors i ∈ {1, · · · ,n} indiçant une clique Ci du graphe G. Supposons par l’absurde que

∑
b∈Ci

xb ≥ 2 (5.7)

Alors, il existe nécessairement b1,b2 ∈Ci (b1 6= b2) tels que xb1
= xb2

= 1. Ci étant par définition
une clique, on a nécessairement (b1,b2) ∈ E, alors que par hypothèse xb1

+ xb2
= 2, ce qui est

absurde, d’où la première implication.

Supposons maintenant que toutes les contraintes de cliques maximales sont vérifiées. Soit
alors (b,b′) ∈ E. Si la clique {b,b′} ⊂ B est maximale, elle apparaît à une certaine position
i ∈ {1, · · · ,n} dans la liste C1, · · · ,Cn ⊂ B (cet indice i existe car la liste des n cliques maximales
est par hypothèse complète) et l’inégalité de clique pour la clique maximale i s’identifie à la
contrainte binaire pour b et b′, qui est donc vérifiée. Si {b,b′} n’est pas maximale, notons à
nouveau i une extension de {b,b′} en clique maximale dans la liste C1, · · · ,Cn ⊂ B (indice i qui,
encore une fois, existe de façon sûre par exhaustivité de l’énumération des cliques maximales),
la contrainte de clique pour i s’écrit alors :



 ∑
b̃∈Ci\{b,b′}

xb̃





︸ ︷︷ ︸

≥0

+xb + xb′ ≤ 1 (5.8)

Et donc nécessairement xb + xb′ ≤ 1, ce qui complète la démonstration d’équivalence.

Il est ainsi d’intérêt d’étudier les propriétés et la complexité de l’énumération des cliques maxi-
males dans les graphes d’interférences des systèmes de télécommunications multifaisceaux. Cette
analyse se mène différemment en fonction du type de graphe que l’on considère : ceux liés à des
“beam layout” réguliers (décrits en paragraphe 2.1.4), et ceux liés à des “beam layout” irréguliers
quelconques. Les deux cas de figure sont développés dans les paragraphes qui suivent.

5.3.2.2 Définition d’un algorithme polynomial pour les organisations régulières de
faisceaux

Considérons ainsi que le choix de recourir à un beam layout régulier pour couvrir la zone de
service ait été fait pour le système satellitaire. Pour un certain faisceau b ∈ B, notons cb ∈ R

2 le
centre du faisceau B dans le système de coordonnées des angles true view projetés (définis en
paragraphe 2.1.2). Nous noterons Γ(b) l’ensemble des faisceaux voisins du faisceau b au sens des
impossibilités de réutilisation de la même couleur. Une approche industrielle classique pour un
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beam layout régulier constitué de faisceaux de rayon r ∈ R
+ est d’imposer

Γ(b) =
{

b̃ ∈ B | b̃ 6= b et ‖cb̃− cb‖< d
}
, (5.9)

d étant égal soit à 3r soit à 2r
√

3, ce que aboutit respectivement aux représentations (a) et (c)
de la figure 5.4 des faisceaux voisins du faisceau central. Ces deux liste d’adjacence permettent

(a) (b)

(c) (d)

Figure 5.1 – (a) Faisceaux voisins, seuil de séparation à 3r (b) Stables, seuil de séparation à 3r

(c) Faisceaux voisins, seuil de séparation à 2r
√

3 (d) Stables, seuil de séparation à 2r
√

3

de retrouver, cette fois dans un contexte d’allocation de fréquence, les schémas réguliers de
coloration rencontrés en paragraphe 2.1.4.2 pour l’allocation de réflecteurs. Pour rappel, on
nomme ces motifs 3 et 4 couleurs car on peut dans ce cas partitionner l’ensemble des faisceaux
en, respectivement, 3 et 4 stables mis en évidence en (b) et (d) de la figure 5.4. Il existe alors une
propriété importante des graphes d’interférence ainsi définis pour cette classe de “beam layouts” :

Proposition 3.
Les cliques maximales des graphes d’interférences correspondant aux motifs réguliers dans les
layouts réguliers peuvent toutes être énumérées en temps polynomial

Preuve. L’idée clé ici est que pour tout motif d’exclusion (par exemple (a) ou (c) de la figure
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5.4), il existe un nombre fini m tel que, pour tout faisceau b ∈ B, il existe m cliques pouvant
potentiellement contenir b, ce nombre m étant indépendant de la taille NB du graphe. Par
exemple, pour un graphe dont les arêtes sont définies selon le motif d’exclusion du 4-couleurs
(figure (c) de 5.4), des considérations géométriques permettent d’arriver à la conclusion que
pour un faisceau donné :

· Il ne peut pas appartenir à une clique de taille 5 et plus,

· Les cliques de taille 4 qui pourraient le contenir sont celles de la figure 5.2, plus celles
que l’on obtiendrait par rotation de π

3
autour du centre du faisceau d’intérêt, ce qui

donne un total 20 cliques potentielles distinctes,

· La seule façon pour que le faisceau appartienne à une clique qui soit à la fois maximale
et de taille 1, 2 ou 3 est que le faisceau correspondant soit entouré de moins de faisceaux
que dans la configuration pleine de la figure 5.2, ce qui peut arriver soit parce que le
faisceau en question est en bordure de couverture, ou parce que le “beam layout” régulier
présente des trous. Ainsi, si une telle clique existe, c’est un sous-graphe de ce qui aurait
été une clique de taille 4 si certains faisceaux n’avaient pas été absents. Ces situations
sont également en nombre fini et peuvent être énumérées précisément.

A noter que dans l’exemple du motif 4 couleurs, le nombre de cliques est donc borné supérieure-
ment par 20NB. Chaque clique potentielle de taille 4 est caractérisée par un ensemble de faisceaux
adjacents bien spécifique. Les cliques de taille strictement inférieure à 4 sont elles caractérisées
par un ensemble de faisceaux absents dont les position sont parfaitement connues en termes de
distance au faisceau central testé et en d’orientation par rapport à une certaine direction (par
rapport la direction horizontale). Le même type de raisonnement s’applique pour les graphes
définis selon le motif 3 couleurs. Ainsi, pour énumérer toutes les cliques maximales dans le cas
de layouts réguliers, il suffirait d’itérer sur les faisceaux b ∈ B et tester chaque possibilité de
clique pour voir quelles sont celles qui existent effectivement pour ce faisceau. De cette manière,
la liste des cliques maximales croît progressivement, de simples tests permettant d’éviter les dou-
blons de cliques maximales. Finalement, les cliques maximales des layouts réguliers sont donc
énumérées avec une complexité polynomiale.

5.3.2.3 Efficacité des algorithmes exponentiels dans le cas général

Même s’il est fréquent de recourir à des couvertures régulières dans des systèmes satellitaires
multifaisceaux, il peut être intéresser de rompre cette régularité pour épouser une demande en
trafic qui serait hétérogène sur la zone de service, comme étudié en chapitre 2. Ainsi, les faisceaux
peuvent avoir des tailles variables et des positions pour leurs centres qui ne décrivent aucun motif
géométrique particulier. Il était alors nécessaire de déterminer dans ce cas si cela était toujours
une approche acceptable d’énumérer exhaustivement en amont les cliques maximales du graphe
d’interférence avant de résoudre le problème d’allocation de fréquences. Pour cela, la version
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Figure 5.2 – Cliques maximales de taille 4 pour un faisceau donné, sous hypothèse de listes
d’adjacence du motif 4 couleurs

améliorée de l’algorithme de Bron-Kerbosch, décrit dans [Bron 1973] proposée par Tomita et al.
dans [Tomita 2006] a été implémentée et utilisée sur des graphes générés aléatoirement avec des
contraintes sur le degré des nœuds. En pratique, dans les systèmes satellitaires multifaisceaux,
nous avons estimé que ces degrés sont rarement inférieurs à 1 ou supérieurs à 12, ce qui a
ainsi été la contrainte principales dans l’outil en programmation par contraintes utilisé pour
générer ces graphes. Nous avons ainsi produits 10000 graphes distincts de taille |B|= 200 (ordre
de grandeur de la taille maximale d’un scénario réaliste), et avons observé qu’en moyenne le
nombre de cliques était de l’ordre de 10

3 et qu’elles étaient énumérées en un temps moyen de
l’ordre de 10

−2secondes sur une machine Intel Xeon X5690 @ 3.47 GHz et 24Go de RAM. Ce
nombre de cliques est très éloigné de la borne supérieure 3

|B|
3 dans un graphe non-orienté, ce qui

est intéressant en pratique puisqu’un nombre trop élevé aurait rendu impossible ou du moins
déraisonnable d’envisager un modèle qui les intègre toutes explicitement. Surtout, les temps
d’énumération sont très courts, quasiment instantanés ramenés à l’échelle de temps des phases
de design d’un satellite de télécommunications multifaisceaux. Finalement, cela signifie que cette
énumération préliminaire des cliques maximales des graphes d’interférence est une opération de
pre-processing pour le problème d’allocation de fréquences qui est parfaitement acceptable, quel
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que soit le type de beam layout considéré.

5.4 Modélisation globale du problème

Le premier modèle de résolution du problème de plan de fréquences avec minimisation de la
complexité du répéteur satellite est un modèle de programmation par contraintes qui est global
en ce sens qu’il intègre explicitement toutes les variables et contraintes du problème telles que
nous les avons décrites en paragraphe 5.2.1 et 5.2.2.

L’idée de mettre en place une modèle de programmation par contrainte global est venue
de l’analyse des contraintes pesant sur les variables du problème : fréquences, polarisations,
et TWT (acronyme pour le type d’amplificateurs haute puissance considéré). On se rend
effectivement compte qu’une large partir du problème peut être modélisée à l’aide de contraintes
globales. Les contraintes globales ?? sont des ensembles de contraintes pour lesquelles il est
préférable de traiter cet ensemble de contraintes comme un tout plutôt que de traiter toutes les
contraintes de cette conjonction de contraintes individuellement. Utiliser les contraintes globales
permet de mieux capter la structure du problème résolu, qui est alors exploitée efficacement au
sein d’algorithmes puissants de filtrage appliqués à chaque nœud de l’exploration arborescente.
A ce sujet, un exemple très significatif est la contrainte all different (voir [van Hoeve 2001] pour
des travaux et détails sur ce thème) :

alldi f f erent(X) (5.10)

qui force toutes les variables du vecteur X à être deux à deux distinctes. Dans le modèle présente
plus loin, nous utilisons également la contrainte de cardinalité globale

global_cardinality_constr(X ,Y,m,M) (5.11)

qui permet de borner supérieurement le nombre de d’apparitions de certaines valeurs dans une
liste, X étant cette liste, Y les valeurs recherchées, m le vecteur des nombres minimum d’occur-
rences de chaque valeur cherchée, et enfin M le vecteur des nombres maximum d’occurrences de
chaque valeur cherchée. Enfin, la contrainte globale de convexité

convex(X) (5.12)

est utilisée pour forcer les entiers d’un ensemble d’entiers X à être une séquence convexe
({1,2,3} en est une alors que ce n’est pas le cas de {1,2,4}). Ces contraintes globales sont
implémentée dans le solveur open source Gecode (voir [Schulte 2013]) que nous avons décidé
d’utiliser dans cette thèse pour ce problème.

Une instance du problème d’allocation de fréquences que nous considérons ici est carac-
térisée par un nombre de faisceaux NB, chaque faisceau b ∈ B = {1, · · · ,NB} étant caractérisé par
une demande propre cb ∈ N

+ en canaux fréquentiels pour répondre à la demande en capacité
qu’il observe de la part des utilisateurs qu’il couvre. A noter que cette demande en bande
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est définie à la suite de la définition du beam layout, selon une certaine stratégie qui peut
notamment impliquer des hypothèses sur les efficacités spectrales espérées dans les faisceaux de
la couverture. Le nombre total de canaux requis dans le système est donc

NC =
NB

∑
b=1

nb (5.13)

Pour tout b ∈ B et pour tout c ∈ {1, · · · ,nb},

ind(b,c) = c+
b−1

∑
b̃=1

nb̃ (5.14)

définit un ordre 1D pour ces canaux requis, et pour tout b ∈ B,

Cb = {ind(b,c) | c ∈ {1, · · · ,nb}} (5.15)

est la notation pour l’ensemble des indices des canaux requis du faisceau b. Les ensembles Cb

partitionnent ainsi l’ensemble C = {1, · · · ,NC}. La bande passante du système est divisée en NF

sous-bandes d’indices F = {1, · · · ,NF}. On suppose qu’un nombre maximum de NT tubes à ondes
progressives (ou TWTs) peut être embarqué dans le satellite : ce choix peut-être dicté par des
limites de coût, de poids, ou de puissance de la charge utile. On notera alors T = {1, · · · ,NT}. On
considère que NP polarisations sont exploitables (en pratique, nous aurons NP = 1 ou NP = 2),
et on notera de même P = {1, · · · ,NP}. Nous faisons l’hypothèse que la demande en nombre
de canaux par faisceaux est à satisfaire strictement : cela correspond à une classe réaliste de
besoins des clients où la demande provenant des utilisateurs au sol prime sur la complexité
induite dans le répéteur du satellite. Ainsi, il va s’agir ici d’assigner à chaque canal c ∈C une
fréquence f c ∈ F , un TWT tc ∈ T et une polarisation pc ∈ P, qui constituent l’ensemble des
variables du problème. Deux graphes d’interférences G = (B,E) et G′ = (B,E ′) avec E ′ ⊂ E

sont définis pour matérialiser les deux types de contraintes binaires : une arête de E ′ interdit
l’utilisation de la même fréquence quelle que soit la polarisation aux porteuses dans les deux
faisceaux correspondant aux extrémités de l’arête, là où les arêtes de E interdisent l’utilisation
de mêmes couples fréquence-polarisation. Dans les équations qui suivent, la notation card(X)

désigne le cardinal de l’ensemble fini X .

Nous pouvons ainsi exprimer à l’aide de ces variables les contraintes de notre problème :

· Contiguïté fréquentielle dans les faisceaux :
Pour un faisceau b tel que nb > 1, les nb porteuses doivent être contigües en fréquence,
utiliser le même TWT, et avoir la même polarisation. Pour ces faisceaux b, ces contraintes
s’expriment ainsi :

∀i ∈ {2, · · · ,nb}, tind(b,1) = tind(b,i) (5.16)

pind(b,1) = pind(b,i) (5.17)

f ind(b,i−1) = f ind(b,i)−1 (5.18)
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· Bornes sur le facteur de réutilisation de chaque fréquence :
Pour contrôler les équipements nécessaires pour les conversions en fréquence entre le lien
montant et le lien descendant, des bornes inférieures et supérieures peuvent être définies
en entrée. Soient Rmin et Rmax des vecteurs de taille NF contenant ces bornes (notons
qu’en pratique le tableau des bornes inférieures sera souvent uniquement constitué de
0, il est simplement introduit ici pour épouser la définition générique de la contrainte
globale de cardinalité qui exploite les deux tableaux), alors la contrainte correspondante
est la suivante :

global_cardinality_constr(f ,F,Rmin,Rmax) (5.19)

· Contraintes d’interférences binaires associées au graphe G :
Bien qu’il ne s’agisse pas ici d’un modèle de programmation linéaire en nombres entiers
qui profiterait pleinement des bonnes propriétés des contraintes de cliques discutées en
paragraphe 5.3.1, nous avons décidé d’exploiter l’énumération des cliques maximales dès
la modélisation en programmation par contraintes. Notamment, nous profitons du fait
qu’elles suffisent pour exprimer les contraintes d’interférences binaires (démontré en para-
graphe 5.3.2.1). Ainsi, supposons que le graphe G comprenne Ncliques,G cliques maximales.
Pour toute clique maximale i ∈ {1, · · · ,Ncliques,G} de G, on notera alors

C′i =
⋃

b∈B tel que
b appartient à la cliquei de G

Cb (5.20)

l’ensemble des canaux des faisceaux de la clique maximale i du graphe G. La contrainte
d’interférence consiste donc à interdire toute réutilisation du même couple fréquence-
polarisation pour ces porteuses. Autrement dit, pour tout i ∈ {1, · · · ,Ncliques,G}, nous
imposerons :

alldifferent
(
f c +NF(pc−1) | c ∈C′i

)
(5.21)

· Contraintes d’interférences binaires associées au graphe G′ :
Le raisonnement pour le graphe G′ est identique mais donne cette fois lieu à des in-
terdictions de réutiliser la même fréquence quelle que soit la polarisation des porteuses
concernées. Pour toute clique i ∈ {1, · · · ,Ncliques,G′} de G′, on notera cette fois

C′i =
⋃

b∈B tel que
b appartient à la clique i de G′

Cb (5.22)

l’ensemble des canaux des faisceaux de la clique maximale i du graphe G′. La contrainte
d’interférence consiste donc à interdire toute réutilisation du même couple fréquence-
polarisation pour ces porteuses. Autrement dit, pour tout i ∈ {1, · · · ,Ncliques,G’}, nous
imposerons :

alldifferent
(
f c) | c ∈C′′i

)
(5.23)
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· Utilisation unique de chaque fréquence dans les TWTs :
La même fréquence ne peut pas être utilisée plus d’une fois par les porteuses radiofré-
quence d’un même TWT :

∀t ∈ T,∀ f ∈ F,card(Tt ∩F f )≤ 1 (5.24)

où Tt ⊂C et F f ⊂C correspondent respectivement à l’ensemble des canaux utilisant le
TWT t et à l’ensemble des canaux à la fréquence f , ces variables d’ensembles étant trivia-
lement liées aux tableaux originels de variables t et f par des contraintes non détaillées
ici.
· La contiguïté fréquentielles dans les TWTs :

Notons Ft l’ensemble des fréquences utilisées par des canaux associés au TWT t (variable
d’ensemble elle aussi dérivée des variables t et f). Ainsi, la contrainte globale de convexité
permet précisément d’imposer la contrainte souhaitée :

∀t ∈ T,convex(Ft) (5.25)

· Nombre maximum de canaux amplifiés par un TWT :
Le nombre maximum de porteuses dans un TWT donné est borné supérieurement par
un paramètre d’entrée n :

∀t ∈ T,card(Tt)≤ n (5.26)

· Incompatibilités de canaux pour un même TWT :
Certaines porteuses ne peuvent pas emprunter le même amplificateur haute-puissance.
Soient c,c′ ∈C deux porteuses qui n’ont pas le droit d’être associées au même TWT, alors
la contrainte correspondante est la suivante :

tc 6= tc′ (5.27)

· Respect des types de TWTs :
Le contenu de chaque TWT doit correspondre à un certain “type”, chaque type se caracté-
risant par un ensemble de fréquences de F que le TWT a le droit d’amplifier. Soient alors
F1 ⊂ F et F2 ⊂ F deux sous-ensembles de fréquences tels que F1 ∪F2 = F . Ces deux en-
sembles définissent donc deux types de contenus fréquentiels acceptables pour les TWTs.
Cela veut dire que les porteuses dans un TWT donné doivent soit toutes utiliser des
fréquences de F1, soit toutes utiliser des fréquences de F2, ce qui peut s’exprimer comme
suit :

∀c,c′ ∈C, f c ∈ F\F2 ∧ f c′ ∈ F\F1⇒ tc 6= tc′ (5.28)

Enfin, l’objectif est la minimisation du nombre de tubes utilisés parmi les tubes disponibles.
Ce nombre nused est une variable qui s’obtient à partir du tableau de variables t en recourant
à deux contraintes globales dites de “counting”, la première génération un tableau des nombres
d’utilisation de chaque TWT, la deuxième comptant le nombre de valeurs non-nulles dans ce
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dernier :

min nused (5.29)

5.5 Approche de résolution par décomposition séquentielle

Plus adaptée aux plus grosses instances comme nous le verrons, nous proposons également
une méthode de décomposition avec une division du problème en un premier problème de sche-
duling multi-processeurs qui travaille sur un premier sous-ensemble de variables et contraintes.
Le deuxième problème, résolu en série en prenant pour entrées les résultats de la première op-
timisation, est comme nous le verrons un problème de couverture par des chemins. Cela nous a
permis de comparer expérimentalement les deux approches : globale et décomposée.

5.5.1 Le sous-problème d’allocation de fréquences et de polarisations

Plus précisément, une analogie avec les problèmes de scheduling multiprocesseurs
([Garey 1975],[Blazewicz 1986],[Drozdowski 1996]) est possible pour l’allocation de fréquences
et de polarisations, c’est-à-dire pour le problème qui ne concerne que les tableaux de variables
f et p et les contraintes (5.17), (5.18), (5.19), (5.21) et (5.23). Ce problème, noté (S1),
est une extension du modèle proposé dans [Kiatmanaroj 2016] où le problème d’allocation
de fréquences est adressé indépendamment de la notion de polarisation. Chaque faisceau
b ∈ B est assimilé à un travail constitué d’une unique opération dont la durée d’exécution,
exprimée en unités de temps, est non-préemptive et égale au nombre de canaux requis dans
ce faisceau. Un tel modèle est valide car les fréquences dans un faisceau sont contraintes
d’être contigües en vertu des équations (5.25), cette contiguïté des fréquences correspondant
donc au caractère non-préemptif des durées d’exécution. Chaque clique maximale de G′ est
assimilée à une machine avec des contraintes de non-chevauchement, là où chaque clique
maximale de G est associée à exactement deux machines, une pour chaque polarisation (nous
nous plaçons en effet dans le cadre de l’hypothèse très classique où NP = 2). Pour chaque
faisceau/travail b ∈ B, C ′⌊ est l’ensemble des machines correspondant aux cliques de G′ qui
contiennent le faisceau b, alors que Cb,1 et Cb,2 sont des ensembles de machines représentant
les cliques de G contenant b qui sont respectivement associés aux polarisations 1 et 2. Pour
la contrainte (5.19), nous supposons ici que l’unique restriction est une borne supérieure sur
le facteur de réutilisation R ∈ N

+ des canaux (même borne pour chaque fréquence de F), ce
qui entraîne la définition de M = {m1, · · · ,mR} machines parallèles identiques. Chaque tra-
vail b∈ B nécessite simultanément plusieurs machines. Plus précisément, il doit être exécuté sur :

· Toutes les machines de C ′⌊

· Soit toutes les machines de Cb,1, soit toutes les machines de Cb,2

· Une machine de M

Dans l’exemple de la figure 5.3, pour le faisceau numéro 1 avec les notations C ′
1
= {c′

1,1,c
′
1,2},
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C1,1 = {c1,1,1,c1,1,2} et C1,2 = {c1,2,1,c1,2,2}, nous avons :

- c′
1,1 et c′

1,2 associées aux cliques/machines {1,2} et {1,3} de G′

- c1,1,1 et c1,1,2 associées aux machines de la première polarisation pour les cliques {1,2,3}
et {1,3,4} de G

- c1,2,1 et c1,2,2 associées aux machines de la seconde polarisation pour les cliques {1,2,3}
et {1,3,4} de G

- m1 la machine de M utilisée par le faisceau 1

Dans l’exemple, les deux porteuses requises par le faisceau 1 utilisent les deuxième et troisième
positions fréquentielles et la première polarisation. Avec une date de fin commune à tous les
travaux étant égale au nombre de fréquences NF (égal à 4 en figure 5.3), on constate que résoudre
ce problème d’ordonnancement est équivalent à la résolution de la sous-partie considérée ici du
problème d’allocations de fréquence.

Figure 5.3 – Exemple d’exécution d’un travail sur les machines

Proposition 4.
(S1) étant équivalent à un problème d’ordonnancement multiprocesseurs, il est NP-difficile.

Preuve. Le problème de machines parallèles est un cas particulier de (S1)
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5.5.2 Allocation d’amplificateurs haute-puissance à fréquences et polarisa-
tion connues

Supposons maintenant que les fréquences et les polarisations aient été allouées d’une certaine
manière à tous les canaux requis par les faisceaux : cela suppose notamment de travailler sur
instance d’allocation de fréquences réalisable sur ces aspects. Alors, on peut se demander ce que
devient le problème d’allouer des TWTs à ces canaux, ce problème étant noté (S2). La première
remarque qu’il convient de faire ici est que la contrainte (5.28) sur le type de TWTs peut
maintenant s’interpréter comme des incompatibilités additionnelles dans la contrainte (5.27)
puisque les fréquences des canaux alloués sont maintenant connues. La deuxième remarque est
qu’il est maintenant possible de représenter le problème par un problème de couverture par des
chemins d’un graphe orienté dans lequel les nœuds représentent les NC canaux alloués dans la
système (voir figure 5.5.2), un chemin représente un TWT et son contenu. Dans ce graphe, pour
tout f ∈F\{NF}, les seuls successeurs possibles pour les canaux utilisant la fréquence f sont ceux
utilisant la fréquence f + 1, le demi-degré intérieur des canaux utilisant la fréquence 1 valant
systématiquement 0, tout comme le demi-degré extérieur des canaux utilisant la fréquence NF .
Une conséquence des ces quelques propriétés est que nous avons affaire à des graphes acycliques.
Les incompatibilités entre deux canaux qui ne peuvent pas emprunter le même chemin/TWT
sont représentées par des connexions pointillées sur la figure 5.5.2. Pour un canal donné, deux
effets viennent conditionner son nombre d’arcs sortants : quand ce canal n’est pas le dernier
canal du faisceau auquel il appartient (au sens de la plus haute fréquence du faisceau), et quand
il existe des canaux qui utilisent la fréquence suivante et avec lesquels il est en incompatibilité.
Dans le premier, un seul unique arc sort du nœud/canal et est dirigé vers la prochaine porteuse
du faisceau correspondant. Dans le deuxième cas, le canal ne peut pas être connecté aux canaux
avec lesquels il partage une incompatibilité. Sinon, pour tout canal n’étant dans aucune de ces
deux situations, on définira un arc par porteuse utilisant la fréquence suivante. On constate alors
qu’assigner des TWTs aux canaux se ramène dans ce cas à la recherche d’un nombre minimum
de chemins disjoints qui couvrent tous les nœuds, la contiguïté (contrainte 5.25) et le fait que
la même fréquence ne peut pas être utilisée deux fois dans le même TWT (contrainte 5.24)
étant automatiquement vérifiés avec un graphe construit de cette manière. Cependant, il existe
des contraintes additionnelles à prendre à compte, comme la longueur maximale des chemins
(contrainte 5.26), la contrainte de ne pas utiliser le même TWT pour deux canaux incompatibles
(contrainte 5.27), et finalement la contrainte que les canaux d’un même faisceau doivent tous
parcourir le même TWT (contrainte 5.16). Finalement, une instance du problème considéré est
entièrement définie par : un graphe orienté acyclique D dont les nœuds peuvent être partitionnés
en un certain nombre de niveaux ordonnés et dont les arcs ne lient que les nœuds d’un niveau
avec des nœuds du niveau suivant, une limite l sur la taille des chemins, un ensemble pour
chaque canal des canaux avec lesquels il doit partager un même TWT (les ensembles vides étant
autorisés), et un ensemble pour chaque canal des canaux incompatibles (les ensembles vides
étant là aussi autorisés).

Proposition 5.
(S2) est un problème de couverture par des chemins NP-difficile

Preuve. Sans les contraintes additionnelles (5.16,5.26,5.27), le problème de couverture d’un
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(a) (b)

(c)

Figure 5.4 – (a) Une instance de graphe d’allocation de TWTs (b) Solution sous-optimale (c)
Solution optimale

graphe orienté par un nombre minimum de chemins disjoint peut être résolu en temps poly-
nomial comme démontré dans [Boesch 1977]. Par contre, quand elles sont prises en compte, le
problème devient NP-difficile. Effectivement, considérons une instance du problème qui consiste
à trouver une couverture des éléments d’un ensemble partiellement ordonné (ou poset) par une
nombre de chaînes minimal, dont le caractère NP-complet a été prouvé dans [Shum 1996]. Il
est classique de représenter ce poset par un graphe orienté divisé en niveaux ordonnés, les arc
connectant les éléments comparables de l’ensemble d’un niveau à l’autre : il s’agit précisément
du diagramme de Hasse. Ensuite, avec la limite supérieure sur la taille des chemins égale à la
taille maximale d’une chaîne, et avec pour chaque canal des ensembles vides pour les canaux
incompatibles et ceux devant utiliser le même TWT, on constate que résoudre que résoudre cette
instance de couverture de poset est équivalent à résoudre une instance particulière du problème
de couverture par des chemins considéré dans nos travaux. Ainsi, il est lui aussi NP-difficile.

Pour le résoudre, le programme linéaire en variables binaires suivant a été mis en place :
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Minimiser
NT

∑
t=1

ut (5.30)

sous les contraintes

∀c ∈C,
NT

∑
t=1

xct = 1 (5.31)

∀t ∈ T,∀ f ∈ F,
NC

∑
c=1

Yc f xct ≤ 1 (5.32)

∀t ∈ T, ut ≥
1

NC

NC

∑
c=1

xct (5.33)

∀t ∈ T,
NC

∑
c=1

xct ≤ n (5.34)

∀c,c′ ∈C qui sont incompatibles,∀t ∈ T, xct + xc′t ≤ 1 (5.35)

∀c,c′ ∈C d’un même faisceau,∀t ∈ T, xct − xc′t = 0 (5.36)

∀t ∈ T,∀ f ∈ F\{NF},
NC

∑
c=1

([
NF

∑
f ′= f+1

yc f ′

]

+NFYc f −NFyc( f+1)

)

xct ≤ NF (5.37)

Variables : xct ,ab,ut ∈ {0,1}

Figure 5.5 – Programme linéaire en variables binaires de minimisation du nombre de chemins
couvrants dans la graphe d’allocation de TWT

où Yc f ∈ {0,1} sont des arguments booléens en entrée qui indiquent si le canal c ∈C utilise la
fréquence f ∈ F (Yc f = 1) ou non (Yc f = 0), xct{0,1} sont des variables booléennes qui indiquent
si le canal c ∈C utilise le TWT t ∈ T (xct = 1) ou non (xct = 0), et finalement les ut{0,1} sont
des variables booléennes d’utilisation du TWT t (ut{0,1} = 1 si oui, ut{0,1} = 0 sinon). La
contrainte (5.31) est celle qui impose d’avoir exactement 1 TWT d’associé à chaque canal,
(5.32) interdit l’utilisation d’un même TWT par deux canaux transmis à la même fréquence,
(5.33) est la contrainte qui force les variables ut à être égales à 1 dès que le TWT t est utilisé
au moins une fois, (5.34) est la limite sur le nombre de canaux qui peuvent être amplifiés par
le même TWT, la contrainte (5.35) interdit deux porteuses incompatibles d’emprunter le même
TWT, (5.36) impose que les porteuses d’un même faisceau soient associées à un même TWT,
(5.37) assure la contiguïté des fréquences dans les TWTs, et enfin (5.30) est une expression du
critère de minimisation du nombre de TWTs utilisés.

Comme discuté dans en paragraphe 5.2.2.2, la contiguïté des fréquences dans les tubes à
ondes progressives n’est pas systématiquement requise pour un tel dimensionnement de répéteur
de satellite de télécommunications multifaisceaux. Cependant, c’est cette contrainte qui est à
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l’origine de la notion de chemin dans le graphe basé sur les canaux alloués dans le système.
Dans le cas où la contiguïté ne serait pas exigée dans les amplificateurs haute puissance, le
problème devient en fait une généralisation du problème de bin-packing multidimensionnel.
Effectivement, les TWTs peuvent être vus comme des conteneurs divisés en NF compartiments,
chacun avec une capacité de 1. Chaque canal est un objet composé de NF parties, chaque
partie ayant une taille de 0 sauf pour celle qui correspond à la fréquence utilisée par le canal
qui a elle une taille de 1. Avec des contraintes additionnelles entre les canaux/objets qui ne
peuvent pas être dans les mêmes conteneurs, la minimisation du nombre de tubes à ondes
progressives se ramène à un packing des canaux/objets dans le plus petit nombre possible
de TWT/conteneurs, chaque partie de chaque objet prenant place dans le bon compartiment
de chaque conteneur. Finalement, le problème d’allocation des amplificateurs haute puissance
reste NP-difficile. A noter que dans les expérimentations à suivre, la choix a été de continuer à
considérer la contrainte de contiguïté et le problème de couverture par des chemins associé.

5.6 Résultats expérimentaux

Les expérimentations proposées dans ce paragraphe ont permis d’évaluer et comparer les
deux approches suivantes :

· Approche Globale (AG) :
Il s’agit là de la résolution du modèle de programmation par contraintes introduit en
paragraphe 5.4. Il est résolu avec le solveur de programmation par contraintes Gecode.

· Méthode de décomposition (MD) :
Cette approche consiste en une résolution séquentielle de (S1) de la section 5.5 avec un
solveur de programmation par contraintes (Gecode à nouveau sélectionné), puis de (S2)

avec un solveur de programmation linéaire mixte (Gurobi 7.0).

Un premier exemple détaillé est présenté dans la figure 5.6 avec un scénario fictif sur la France
et l’Italie, avec NB = 12 formant un beam layout régulier. Les caractéristiques du problème
résolu étaient les suivantes :

· Chaque faisceau b ∈ {1, · · · ,12} de la figure 5.6 est caractérisé par un nombre de canaux
requis nb égal soit à 1, soit à 2, l’indexation de ces canaux étant représentée sur la figure
5.6(a) à l’intérieur des faisceaux.

· Pour les faisceaux b avec un nombre de canaux requis nb > 1, on exige une contiguïté
des fréquences, la même polarisation et le même TWT.

· La bande totale du système est partitionnée en NF = 6 slots fréquentiels.

· Les bandes de fréquences admissibles pour les TWTs sont {1,2,3} et {4,5,6}.
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· Le nombre de réutilisation maximum d’un même TWT par les canaux est fixé à
nmax,canaux = 3, ce qui correspond à l’intégralité des intervalles de fréquences du point
précédent.

· Le schéma “4-couleurs” est utilisé pour imposer des interférences binaires pour la
réutilisation des mêmes couples (fréquence,polarisation). Il s’agit donc de la définition
du graphe E.

· Le schéma “3-couleurs” est lui utilisé pour définir E ′ et les contraintes de non-utilisation
de la même fréquence.

· La porteuses 5 est incompatible des porteuses 9 et 10 au sens du choix des TWTs, la
porteuses 13 est incompatible des porteuses 17 et 18, la porteuse 7 est enfin incompatible
de la porteuses 8.

· Chaque slot fréquentiel est contraint de ne pas être utilisé plus de 3 fois par les canaux
des différents faisceaux de la couverture.

· Enfin, la fonction objectif est la minimisation du nombre de tubes à ondes utilisés.

L’instance de la figure 5.6 est une des instances pour lesquelles l’approche globale AG résolue
avec Gecode est bien trop longue à fournir une solution. A l’inverse, avec la méthode de
décomposition, la partie scheduling et le programme linéaire d’allocation de tubes résultant
sont résolus très efficacement, respectivement avec Gecode et Gurobi. Dans la figure 5.6(a), les
faisceaux sont tous représentés avec un anneau de couleur, les deux couleurs correspondant aux
deux polarisations. Sur la figure 5.6(b), les fréquences des porteuses trouvées en résolvant (S1)

peuvent être lues sur l’axe horizontal, et chaque couleur pour les canaux représente un TWT.
On remarque que l’allocation de la figure 5.6 obtenue sur cette instance est optimale puisque le
nombre de TWTs utilisés est exactement égal au nombre total de canaux divisé par le nombre
maximum de canaux dans un TWT.

Quand les instances sont générées aléatoirement, notre approche stricte sur le nombre de
canaux à allouer par faisceau peut engendrer des infaisabilités. Même si cela vaut pour les
deux approches, dans le cas de la méthode de décomposition (MD), le risque d’infaisabilité
est encore plus fort dans la mesure où certaines contraintes du problème de couverture par
des chemins (S2) ne sont actuellement pas anticipées dans le problème (S1) qui le précède (les
intervalles de fréquence admissibles des TWTs par exemple). En pratique, quand le solveur de
programmation par contraintes Gecode est utilisé, prouver les infaisabilités des instances est
significativement plus difficile que générer des solutions réalisables sur les problèmes faisables.
Dans les résultats présentés dans cette partie, nous avons filtré toutes les instances infaisables
pour ne présenter des résultats statistiques sur des instances dont les ensembles admissibles se
sont avérés non-vides.
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(a)

(b)

Figure 5.6 – (a) Couverture multifaisceaux, canaux, et polarisations (b) Fréquences et TWTs

Pour chaque instance résolue avec l’approche de décomposition (MD), le problème de
scheduling est résolu avec Gecode en utilisant le sous-ensemble de contraintes définissant (S1)

parmi les contraintes du modèle global de la section 5.4. Ensuite, les solutions de (S1) sont
transformées en instances (S2) de couverture par des chemins disjoints qui sont résolues avec
Gurobi grâce au programme linéaire en variables binaires de la figure 5.5. Avec l’approche
globale (AG), rappelons que le problème est aujourd’hui entièrement résolu par Gecode. Pour la
première phase de notre série d’expérimentations, nous avons généré des instances d’allocation
de fréquences aux caractéristiques identiques à celles de l’exemple de la figure 5.6 détaillé plus
haut, aux changements suivants près :

· Chaque faisceau b ∈ {1, · · · ,12} de la figure 5.6 perçoit maintenant un nombre de canaux
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requis égal à 0 ou 1 (certains faisceaux peuvent donc être inactifs sur certaines instances).

· Les incompatibilités entre les canaux pour l’utilisation d’un même TWT sont générées
aléatoirement à partir d’un ratio objectif de couples de canaux contraints : 10% de tous
les couples de canaux possibles par exemple.

· Le nombre total de canaux du système NC = ∑
1≤b≤12

nb est progressivement augmenté, de

4 à 12, 100 instances réalisables étant générées pour chacune de ces valeurs.

· Chaque slot fréquentiel dans {1, · · · ,NF} ne peut pas être utilisé plus d’une fois pour
4≤ NC ≤ 6, et plus de deux fois quand 7≤ NC ≤ 12

Les figures 5.7 et 5.8 permettent de comparer (AG) et (MD) en termes de temps d’exécution
et de valeurs de obtenues pour la fonction objectif. Comme attendu, on observe que dans le
cas d’une allocation conjointe d’allocation de TWTs, fréquences et polarisations aux porteuses
(AG), les temps d’exécution sont plus élevés qu’avec la méthode de décomposition (MD) mais
les solutions produite sont en moyenne de meilleur coût. Dans le cas particulier des instances que
nous avons générées, (AG) atteint toujours la valeur minimale théorique de nombre de TWTs,
à savoir

⌈ NC

nmax,canaux
⌉ (5.38)

.
Cependant, la méthode de décomposition réussit souvent à atteindre également ce nombre de
TWTs optimal, comme le montre la table 5.1. C’est une remarque crucial sur laquelle nous
souhaitions insister puisque c’est ce qui rend légitime l’utilisation de (MD) quand (AG) n’est
pas utilisable en pratique pour cause de mauvais comportement numérique.

Table 5.1 – Pourcentage du nombre de fois où l’optimum théorique est atteint avec la méthode
de décomposition pour chaque classe d’instances

Nombre de canaux 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Optimalité de (MD) 87% 72% 75% 83% 59% 53% 69% 76% 64%

Dans la phase suivante des expérimentations, le nombre total de canaux requis dans le système
a été fixé à des valeurs vérifiant 13 ≤ NC ≤ 18, les demandes individuelles de chaque faisceau
variant entre nb = 1 et nb = 2, la réutilisation de chaque fréquence étant dorénavant limitée à 3.
En conséquence directe de ces hypothèses, de nouvelles contraintes doivent être prises en compte
pour les faisceaux b tels que nb > 1 : contiguïté des fréquences, même polarisation et même
TWT pour les canaux appartenant à un même faisceau. En pratique, cette complexification
du modèle en termes de contraintes actives rend l’approche globale (AG) inutilisable, pour les
instances infaisables, mais dorénavant également pour les instances réalisables. Effectivement,
on constate des temps d’exécution longs, bien que ces instances soient relativement petites
comparées aux plus grands scénarios réalistes que nous pourrions vouloir résoudre. Ceci renforce
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Figure 5.7 – Comparaison de (AG) et (DM) en termes de statistiques de temps d’exécution
pour des instances de NC = 4 à NC = 12

l’intérêt de la méthode de décomposition (MD). Dans la figure 5.9, les temps d’exécution de
(S1) (scheduling) et (S2) (couverture par des chemins disjoints) sont comparés sur l’intégralité
des classes d’instances décrites plus haut, donc pour NC variant de 4 à 18. Deux remarques
essentielles sont à extraire de cette figure. D’abord, la différence entre les instances pour lesquelles
NC ≤ 12 et celles pour lesquelles NC ≥ 13 est claire : les nouvelles contraintes liées aux faisceaux b

vérifiant nb > 1 ralentissent la recherche. Ensuite, on constate que les temps d’exécution croissent
plus rapidement pour le problème d’ordonnancement (S1) que pour le problème de couverture
par des chemins. Cette remarque est d’autant plus important quand on se rappelle que les
instances infaisables sont également un point d’échec pour Gecode sur le problème (S1). Ainsi,
on comprend que le problème d’ordonnancement est bien celui qui mérite d’être travaillé dans
les travaux à venir pour renforcer et confirmer l’intérêt de la méthode de décomposition aux
plus grandes instances. Par exemple, exploiter comme dans la littérature les inégalités de cliques
(voir paragraphe 5.3.1) dans un modèle linéaire en variables binaires pour (S1) est prometteur.

5.7 Conclusions

Ce chapitre aura permis de revenir sur l’importance d’exploiter efficacement la précieuse res-
source radio dans les systèmes de télécommunications. Cette problématique est bien connue en
optimisation combinatoire : on parle là des Frequency Assignment Problems pour lesquels un état
de l’art a été fourni. La problématique particulière d’optimisation conjointe de la charge utile et
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Figure 5.8 – Comparaison de (AG) et (DM) en termes de fonction objectif pour des instances
de NC = 4 à NC = 12

des performances du système de télécommunications est cependant inédite, dans la forme rete-
nue du problème pour ces travaux. Les interférences de type binaire ont été celles retenues dans
notre modélisation : elles permettent de modéliser par un graphe les interdictions de réutiliser
la même fréquence. Nous avons prouvé que dans le cas des beam layout de systèmes multifais-
ceaux, les cliques maximales de ces graphes peuvent être énumérées efficacement, et exploitées
en phase de modélisation du problème. Un modèle global de programmation par contrainte a
ensuite été introduit pour résoudre d’un trait l’intégralité du problème. Il est confronté à une
méthode de décomposition qui elle sépare l’allocation de fréquences et de polarisation et l’allo-
cation des amplificateurs haute puissance, ces deux problèmes étant respectivement résolus en
programmation par contraintes et en programmation linéaire en variables binaires. Les résultats
démontrent que, naturellement, le modèle global fournit de meilleurs scores, mais il devient ra-
pidement inutilisable quand les instances grandissent. La méthode de décomposition ne fournit
pas systématiquement des résultats optimaux, mais elle produit tout de même des solutions de
bonne qualité, même dans les catégories d’instances pour lesquels le modèle global est déjà trop
faible en performances pour être utilisable.
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Figure 5.9 – Temps d’exécution pour (S1) et (S2)
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Conclusions générales

Le besoin continuel d’innover pour les services de télécommunications impacte naturellement
les fabricants de satellites multifaisceaux. Le rythme soutenu affiché par les réseaux terrestres
en termes d’évolution des capacités et des débits oblige les opérateurs de satellites à définir, en
collaboration proche avec les fabricants, des solutions sur-mesure. Pour assurer une compétiti-
vité suffisante, ces dernières doivent s’appuyer sur des optimisations avancées de l’utilisation des
ressources embarquées, tout en respectant strictement de nombreuses contraintes technologiques
spécifiques. Par le biais de cette thèse, nous avons fourni des réponses concrètes et innovantes à
ce besoin de mise en place d’approches algorithmiques pour le dimensionnement des systèmes
complexes que sont les systèmes satellitaires multifaisceaux. Les contributions issues de ces
travaux de recherche peuvent être énumérées comme suit :

· La mise en place d’une procédure itérative d’optimisation globale du segment spatial,
faisant apparaître des sous-problèmes d’optimisation de complexité bien dimensionnée.

· La modélisation mathématique du problème de beam layout irrégulier et la preuve de
son caractère NP-difficile.

· La définition d’une méthodologie inédite de linéarisation des contraintes inégalités en
norme euclidienne sur des variables continues, compatible de la programmation linéaire
en variables mixtes.

· Le développement de quatre algorithmes de résolution du problème d’optimisation de
beam layout irrégulier :

⋄ Une heuristique gloutonne multi-start randomisée intégrant une procédure de
coloration de graphe traitée par recuit simulé

⋄ Un programme linéaire mixte basé sur la linéarisation des normes euclidiennes par
discrétisation des direction du plan évoquée ci-dessus

⋄ Un programme linéaire avec “clustering exact” qui exploite le clustering en k-moyennes
pour réduire la taille du problème et ses symétries

⋄ Un programme linéaire avec “clustering heuristique”, qui fait de même sous des
hypothèses ajustées de nombres de faisceaux par cluster, pour réduire encore plus la
taille des programmes linéaires résultants

· La modélisation d’un problème d’allocation conjointe de fréquences, de polarisations et
d’amplificateurs haute puissance de la charge utile du satellite.



· La définition de deux sous-problèmes à ce problème d’allocation de fréquences : allocation
de fréquences et polarisations (1), puis allocation d’amplificateurs haute puissance (2).

· Les démonstrations de NP-difficulté de ces deux sous-problèmes.

· La mise en place d’un algorithme polynomial d’énumération des cliques maximales dans
les graphes d’interférences réguliers, et la démonstration expérimentale de l’applicabilité
des algorithmes classiques d’énumération de cliques maximales pour des graphes d’inter-
férences quelconques.

· Enfin, le développement de deux algorithmes de résolution du problème d’allocation de
fréquences pour les satellites multifaisceaux :

⋄ Un algorithme de résolution globale recourant à la programmation par contraintes

⋄ Un algorithme séquentiel résolvant les deux sous-problèmes (1) puis (2), en s’appuyant
respectivement sur la programmation par contraintes puis sur la programmation
linéaire en variables binaires.

L’organisation de ce manuscrit fait parfaitement écho à la façon dont nous avons abordé
la problématique de dimensionnement de ces systèmes au cours de ces trois ans. La première
étape, retranscrite dans le chapitre 1, a naturellement été une familiarisation avec les systèmes
de télécommunications satellitaires multifaisceaux : éléments constitutifs, détails sur la charge
utile de ces satellites, description des types de missions dont ils ont la responsabilité. Par la
description de l’architecture globale standard de ces systèmes et de la position qu’y tient le
satellite, nous avons mis en avant le caractère éminemment complexe du travail des ingénieurs
en phase de conception. Nous sommes notamment arrivés à la conclusion que l’éclatement
du problème selon les différents sous-systèmes est une condition nécessaire à toute résolution
algorithmique : il n’est pas raisonnable d’intégrer dans un unique modèle mathématique
l’intégralité des variables de décision présentes dans les segments sol, utilisateur et spatial. Dans
les faits, notons que peu ou pas de marge de manœuvre est en général laissée aux fabricants de
satellites par les clients/opérateurs pour modifier les caractéristiques des segments autres que
le segment spatial. Cette raison industrielle a incité à faire ce choix de concentrer les efforts de
recherche sur l’optimisation du segment spatial, les autres segments étant figés, au moins au
niveau des caractéristiques en interface directe avec le satellite. Par exemple, on a supposé que la
bande totale du système était connue, tout comme le besoin propre de chaque utilisateur sur la
couverture. Cependant, à l’échelle du segment spatial, la difficulté de conception se manifeste à
nouveau car il est lui aussi une somme de sous-systèmes eux-mêmes déjà complexes. La réponse
concrète que nous y avons apportée a été la définition d’une procédure d’optimisation globale
itérative, inédite dans le cas particulier des satellites de télécommunications multifaisceaux.
La suite de nos travaux a alors permis de valider la pertinence de la cette dernière, car il
s’est avéré que les problèmes ainsi exhibés étaient des extensions de problèmes NP-difficiles
connus en optimisation combinatoire. En ce sens, cette thèse aura ainsi permis une découpe
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de l’optimisation du segment spatial en des problèmes de complexité bien jaugée : il s’agit
de problèmes inédits, et de difficulté compatible avec un travail de recherche en optimisation
mathématique.

Nous avons alors engagé dès le chapitre 2 une démarche classique de définition de solution
algorithmique adaptée pour le premier problème de notre procédure globale : l’optimisation de
beam layout irrégulier. Effectivement, nous avons dans un premier temps fourni une description
détaillée du problème industriel et proposé des hypothèses de modélisation. Cela a permis
d’atteindre une description conceptuelle du problème d’optimisation en termes de variables,
de contraintes et d’objectifs mathématiques, dans un premier temps affranchie de tout cadre
mathématique et informatique de résolution. Cette formalisation est déjà inédite car aucun
travail ne prenait en compte de façon intégrée les éléments les plus dimensionnants de la charge
utile du satellite dans un modèle mathématique conjoint du système télécom et de la charge
utile. Ensuite, nous avons proposé un système de coordonnées qui permet de transformer les
termes fortement non-linéaires de certaines contraintes en de simples normes euclidiennes dans
le plan 2D ; et avons ainsi réduit le degré de non-linéarité du problème à un niveau quadratique.
Nous avons cependant remarqué que le problème résultant appartient encore à une classe
particulièrement difficile de problèmes d’optimisation, du fait de ces contraintes en norme
euclidienne : la programmation non-linéaire non-convexe mixte.

Pour faire face à la complexité de cette classe de problèmes d’optimisation, une étude
bibliographique a été menée sur la question du traitement des contraintes de séparation et
de proximité en norme euclidienne dans les problèmes d’optimisation. Elle nous a notamment
permis de transposer la méthode de discrétisation des domaines des variables continues au
problème de placement de faisceaux irréguliers. Toute la non-linéarité des normes euclidiennes
point à point est alors absorbée par un calcul amont. Définir un programme linéaire basé sur
ce grand nombre de centres discrets serait alors parfaitement possible, mais cela été jugé peu
prometteur étant donné le nombre de variables et de contraintes qui résulterait d’une telle
modélisation. Nous avons alors proposé d’exploiter la discrétisation des centres différement, en
utilisant notamment la structure en graphe qui apparaît naturellement vis-à-vis des contraintes
de séparation des faisceaux avec cette formulation discrète. Cette perception du problème a
permis d’aboutir à un algorithme de résolution glouton multi-start randomisé, qui s’appuie
notamment sur de la coloration de graphe pour allouer les faisceaux aux réflecteurs du satellite.
La deuxième contribution du chapitre est la définition d’une procédure inédite de linéarisation
de contraintes inégalités impliquant des termes de normes euclidiennes. Effectivement, nous
avons démontré que, moyennant une erreur d’approximation contrôlable, nous arrivons à
nous affranchir des non-linéarités ainsi que des éventuelles non-convexités des contraintes
euclidiennes du problème originel de “beam layout”. Le principe de linéarisation proposé repose
sur une discrétisation des directions du plan R

2 qui permet de définir des contraintes (linéaires)
suffisantes qui peuvent se substituer aux calculs de norme euclidienne. Le nombre de directions
discrétisées est gardé en paramètre de cette méthodologie : il permet de choisir le niveau
d’approximation des distances euclidienne avec lequel nous acceptons de travailler. Nous avons
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ensuite prolongé ce travail jusqu’à fournir des principes d’extension de cette méthodologie aux
dimensions supérieures à 2. Ce principe de linéarisation a alors été appliqué avec succès dans
une phase de modélisation du problème de placement de faisceaux dans le formalisme de la
programmation linéaire mixte, donnant ainsi naissance à un deuxième algorithme de résolution.
Une campagne d’expériences a permis de mettre en lumière tout l’intérêt de cette dualité
d’approches : la programmation linéaire mixte résout de façon optimale les petites instances,
alors que l’heuristique gloutonne est relativement peu sensible à l’augmentation de la taille du
problème et continue de fournir des solutions de bonne qualité sur les plus grandes instances.

L’intérêt industriel des formulations en programmation linéaire mixte réside dans la capacité
de ces modèles à facilement évoluer : l’adaptation des algorithmes à de nouvelles contraintes
ou variables est bien plus naturelle qu’avec une heuristique dédiée comme le glouton multistart
développé dans ces travaux. Industriellement précieuse, cette adaptabilité a motivé la suite du
travail de recherche (chapitre 4) dont l’objectif était de rendre plus performant le modèle linéaire
mixte de placement de faisceaux du chapitre 3 sur les instances grandissantes. Effectivement,
le modèle linéaire “basique” peine à fournir des solutions de qualité, difficulté encore plus
prononcée quand il s’agit de fournir des solutions optimales. Pour ce faire, une pont inédit entre
le clustering en k-moyennes et la programmation linéaire mixte a été établi : le partitionnement
de la zone de service en cellules de Voronoï permet de d’interdire linéairement à tout faisceau
d’être placé en dehors d’une certaine cellule, celle qui lui a été assignée. En plus de rompre un
nombre significatif de symétries présentes dans le modèle linéaire mixte initial, cette technique
de clustering permet de casser la combinatoire de couverture des stations par les faisceaux
et sans perte de généralité de résolution, sous certaines conditions clairement identifiées et
discutées. Cela définit un troisième algorithme de placement de faisceaux, dit de “clustering
exact”. Nous avons également proposé d’évaluer l’intérêt de perdre cette généralité de résolution,
au profit d’une convergence que nous espérions plus rapide vers les solutions de meilleure
qualité. Il s’agit là du quatrième et dernier algorithme (“clustering heuristique”) de placement
de faisceaux développé dans cette thèse. Ils ont tous été comparés dans une nouvelle campagne
de tests qui a notamment révélé que le clustering heuristique est une réussite concrète de notre
objectif d’améliorer le modèle linéaire mixte de base sur les instances de moyenne et grande
tailles. L’heuristique gloutonne restant cependant dominante en termes de performances, les
conclusions finales sur les priorités d’utilisation des quatre algorithmes développés dans la thèse
pour le placement de faisceaux sont les suivantes : le modèle linéaire basique est à privilégier
sur les petites instances, et le modèle glouton est lui à appliquer aux instances plus grandes
car il bat le modèle avec clustering heuristique, pourtant meilleur que le modèle linéaire mixte
basique.

Enfin, les derniers travaux de recherche menés dans cette thèse ont porté sur la résolution
d’un problème phare situé en aval du problème de placement de faisceau dans la procédure
d’optimisation globale du segment spatial d’un système de télécommunications satellitaire mul-
tifaiceaux proposée dans le chapitre 5 : l’allocation conjointe de fréquences, polarisations et
amplificateurs haute puissance aux faisceaux. Cela a notamment été l’occasion de revenir sur
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l’importance de la ressource radiofréquence dans les systèmes de télécommunications. Cette pro-
blématique de gestion de la ressource spectrale a donné naissance à une large classe de problèmes
d’ “affectation de fréquences” en optimisation combinatoire. Notre première contribution a donc
été de positionner la problématique particulière considérée dans nos travaux de recherche par
rapport au vaste ensemble de problématiques connexes. Les points démarquants se situent es-
sentiellement au niveau de la prise en compte intégrée de l’impact que les choix de fréquences
et de polarisations ont sur les équipements qui devront être embarqués dans la charge utile de
télécommunications. Concrètement, nous avons proposé de satisfaire strictement un besoin des
utilisateurs, tout en minimisant le nombre d’une certaine catégorie d’équipements de la charge
utile : les amplificateurs haute puissance (ou TWTs). Les choix que nous avons faits pour la ges-
tion des phénomènes d’interférences nous permettent de retrouver une notion connue de graphe
d’interférences binaires. Nous avons ainsi pu établir des résultats théoriques de modélisation du
problème qui s’appuient sur les particularités des graphes d’interférences des couvertures multi-
faisceaux : notamment, nous avons prouvé et exploité le fait que les cliques maximales peuvent
être efficacement et exhaustivement énumérées. Le problème a ensuite été modélisé de façon
globale en programmation par contraintes, puis de façon séquentielle avec deux résolutions en
série d’un modèle de programmation par contraintes et de programmation linéaire en variables
binaires. Les premières expérimentations ont confirmé nos attentes théoriques : le modèle glo-
bal est capable de fournir des solutions meilleures voire optimales, mais a des performances
qui chutent rapidement avec l’augmentation de la taille des instances. A l’inverse, la méthode
de décomposition séquentielle est en moyenne moins performante que le modèle global sur les
instances où les deux modèles arrivent à converger, mais est seule à réussir à produire des solu-
tions quand les instances grandissent. Nous sommes enfin arrivés à la conclusion que c’est sur
les méthodes de décomposition qu’il serait le plus prometteur de travailler pour améliorer les
performances actuelles sur ce problème d’allocation de fréquences.
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Plusieurs perspectives naturelles de travail se dessinent à la suite des premières briques
que cette thèse a permis de poser au sujet du dimensionnement algorithmique des systèmes
satellitaires multifaisceaux. Nous pouvons les diviser en deux catégories distinctes.

Amélioration des solutions actuelles sur les problèmes traités dans la thèse

D’abord, il existe des voies potentielles d’amélioration des résultats obtenus dans chacun
des chapitres de la thèse, sans chercher à repenser les problèmes résolus eux-mêmes.

Les différents algorithmes de placement de faisceaux ont été développés de façon indé-
pendante et séquentielle. Aujourd’hui, la question se pose de la définition d’approches qui
arriveraient à tirer partie des toutes les forces de chacun de nos algorithmes, en se défaisant
de leurs faiblesses. Concrètement, il s’agirait de réfléchir à des stratégies d’hybridation de
l’heuristique gloutonne et de la programmation linéaire en variables mixtes : recourir localement
à des programmes linéaires locaux à chaque niveau de la phase de construction gloutonne, ou
démarrer la résolution en programmation linéaire avec une solution gloutonne par exemple.

Pour le problème d’allocation de fréquences traité dans ces travaux, la programmation
linéaire en nombres en entiers pourrait jouer un rôle plus fort que celui que nous lui avons donné
dans nos choix de définition d’algorithmes. Par exemple, on peut se demander quelles seraient
les performances d’un modèle global totalement linéaire résolu ainsi, ou même d’une approche
séquentielle qui n’utilise que ce formalisme d’optimisation. Il s’agirait alors de continuer à
détecter et exploiter des propriétés de modélisation efficace des contraintes de ce problème en
vue d’une résolution par des techniques de PLNE.

Par nécessité, nous avons à plusieurs reprises dû segmenter les problèmes d’optimisation
globaux en plusieurs sous-problèmes d’optimisation moins lourds mais très interconnectés. Un
effort dédié pourrait être mis en œuvre sur la question de l’évaluation de la qualité des liens entre
ces problèmes que nous avons intégrés explicitement dans nos algorithmes : par exemple, les liens
entre le beam layout et l’allocation de fréquences, ou entre les deux sous-problèmes (1) et (2) de
ce problème d’allocation de fréquences. Concrètement, cela revient à se demander à chaque étape
quelles contraintes auraient pu, dans les problèmes résolus plus tôt, permettre de construire des
solutions de meilleure qualité sur le problème courant. Ce travail permettrait notamment de
finir la boucle d’optimisation globale du segment spatial que nous avons proposée : réitérer sur
les hypothèses et les contraintes à la lumière des solutions générées et des difficultés rencontrées
aux itérations précédentes (quitte à revoir les problèmes résolus eux-mêmes, comme discuté dans
le paragraphe suivant). L’amélioration de ces résolutions séquentielles n’est en fait qu’un cas
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particulier de raffinement de méthode de décomposition en optimisation combinatoire, une voie
pourrait donc être d’essayer de trouver une applicabilité d’autres grands principes d’optimisation
combinatoire avancée pour les problèmes de grande taille, comme la génération de colonnes.

Enrichissement des problèmes résolus

En cas de convergence vers des solutions efficaces capables d’endosser plus de complexité,
nous pourrons nous permettre d’envisager des formulations mathématiques encore plus riches
en termes de variables d’équipements du satellite considérée. Cela permettrait de faire un lien
plus précis avec certaines problématiques de design de la charge utile satellite à peine entrevues :

· Allocation de puissance aux canaux au moment de l’allocation d’amplificateurs haute
puissance

· Définition précise du nombre et des types de filtres et de convertisseurs en fréquence
nécessaires à l’implémentation des solutions d’allocation de fréquences produites

· Enfin, l’optimisation directe de la capacité des systèmes satellitaires par des calculs
intégrés de bilans de liaison de télécommunications

Ces différents points rappellent notamment que les problèmes que nous avons résolus sont
intrinsèquement multi-critères, et que nous avons fait le choix de travailler en mono-objectif sur
les critères qui nous semblaient les plus pertinents. Si notre maîtrise des problèmes élémentaires
à résoudre croît, il pourrait être intéressant d’envisager un recours à des méthodes d’optimi-
sation multi-objectif plus classiques, pour profiter de tout l’intérêt industriel de l’analyse des
compromis qui est par exemple offerte par la définition de fronts de Pareto.

Utilisation des techniques génériques développées dans cette thèse dans d’autres
applications

La technique de linéarisation des distances euclidiennes proposée dans cette thèse pour
intégrer des contraintes de séparation et de proximité sur des variables continues dans des
programmes linéaires a été définie indépendamment de l’application au dimensionnement des
satellites de télécommunications multifaisceaux. Ainsi, il est parfaitement possible d’envisager
l’utilisation de ces mêmes principes sur des applications autres, par exemple sur celles entrevues
dans l’état de l’art sur les problèmes d’optimisation non-linéaires travaillant avec de telles
contraintes. De plus, nous avons proposé une extension de ces principes à des dimensions
quelconques et notamment plus élevées que le plan euclidien, sans avoir d’occasion de les
expérimenter sur une application concrète. Une perspective pourrait donc être l’évaluation des
performances de cette approche de linéarisation par rapport aux solutions de la littérature sur
ces autres problèmes d’optimisation que celui de placement de faisceaux étudié dans cette thèse.
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Finalement, les sujets sur l’optimisation de la charge utile des satellites de télécommunica-
tions multifaisceaux sont loin d’être épuisés, et les problèmes aujourd’hui soulevés ne sont pas
encore totalement résolus, en termes de variables considérées ou même parfois au niveau de la
qualité des solutions produites en contexte industriel. Il est cependant nécéssaire de maintenir
cet effort de recherche, d’abord pour profiter de ce lien extrêmement fort pouvant être tissé entre
les problématiques industrielles et celles de la communautés de recherche en optimisation, mais
aussi car les systèmes sont voués à continuellement se complexifier pour suivre un marché des
télécommunications grossissant. Le caractère indispensable des outils de décision algorithmiques
pour la conception de ces systèmes n’en sera que plus marqué.
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