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Signaux aléatoire




Probabilitée

« On appelle probabilité toute fonction P définie sur
I’ensemble des événements d’un univers E qui vérifie les
conditions suivantes :

— Pour tout événement A, 0<P(A)<1
— Pour I’événement certain E, P(E)=1
— Pour tout couple (A,B) d’événements incompatible:

P(AUB)=P(A)+P(B)



La lo1 de probabilit¢ d’une
variable aléatoire

* On appelle lo1 de p des valeurs probabilité d’une variable
aléatoire discrete la liste des valeurs qu’elle peut prendre,
accompagnee de la liste des probabilités correspondantes

e Si(Xy,Xs,...,X,), associe a (py,p,,....p,) définit la loi de
probabilité¢ d’une variable aléatoire X, 1’espérance
mathéematique de X est le nombre:

E(X)=) xpi



| a VVariance

o V(X)=E[X-EX)]

« V(hX)=h?V(X)
o V(X+k)=V(X)
* V(X)=E(X2)-[E(X)]*



oIS continues

« Une variable aléatoire sera définie comme une application de I’univers
dans I’ensemble des nombres réels.

« La fonction F telle que:

F(X)=P (X <X)

s’appelle fonction de répartition.
|l existe une fonction f telle que :

F(x)=j f(x)dx

appelée densité de probabilité. Elle est telle que:

[ f0deL



|_1en continue discret

« Soit X une variable aléatoire continue et f(x) sa densité de

probabilite. Alors,

f(x)dx~P[X {Xx,x+dX]]



On appelle esperance mathématique d’une variable
aléatoire continue de densité f(x) I’intégrale :

Txf(x)dx
La variance est:
V(X)=E[X-E(X)]

Exemple numerique : loi uniforme sur [0,2]



Signaux aléatoire

Un processus aléatoire PA est défini comme une fonction :
— Dutempst

— Des épreuves aléatoires, d’une experience al€atoire €

PA=F(t,®)

L’observation d’un processus al€atoire, a un instant donn¢, permet de
définir une variable aléatoire VA

VA=F(t)

C’est la réalisation du processus, pour une épreuve aléatoire donne,
qui constitue le signal aléatoire, SA.

SA=F(t,ax)




Stationnarité, Ergodicite,
Independance

Un signal aleatoire réel SAR x(t) est defini par une loi de probabilité
pour son amplitude a chaque instant nT, Cette loi s’exprime sous la

forme d’une densité de probabilité p(x,n)

Prob[x—Ax<X(n)<x]A VA

px,n)=lim Ax

La fonction de répartition ayant pour expression :

F(x,n) = Prob(—oo< X(n) <X]

p(x,n) =lim [F(x,n)—F(x-Ax,n)JAx

FO¢n)=] p(cn)dx



« Le signal est dit du second ordre s’il posséde un moment du premier
ordre ou espérance mathématique ou moyenne statistique:

E[x(n)]= i X p(x,n)dx=mx(n)]

et un moment de second ordre
EX(n) X" pixn)dx=mdx(n)]

« Le signal est dit stationnaire si ses parametres statistiques sont
indépendants du temps n (t=nT,), c’est a dire si :

p(x,n)=p(x), Vn
« La stationnarité peut se limiter aux moments du premier et du second
ordre. Le signal est dit stationnaire au sens large et :

E[X(n)]=E[>_<]=lXP(X)dX=m[>_<]=ﬂx Indépendant de n

E[x(n)x(n—p)] = C(p) = autocorrél ation du signal



Propriété d’ergodicité permet de calculer la moyenne temporelle a
partir de la moyenne d’ensemble :

E L[ p()cde-| Nimﬁgx(n)

EX(X (- PIHliM 5511 2 X(MX (-P)=C(p)

n=—N
L’indépendance statistique de deux VA x et y est définie par:

P(X,y)=p(X)p(y)



Le Bruit Blanc

« Un signal aléatoire x(t) est appelé bruit blanc si, pour tout ensemble de
N valeurs temporelles n; , 0<i=<N-3 variable a N dimensions :

X={X(Ng),X(Ny), ....x (1)}

satisfait la condition suivante:

o pour p=0 . . L.
C(p)=E[x(n)x(n—p)]= Le signal bruit blanc est amnésique
0, pour p=0

Remarques:
I1 n’existe aucune corrélation entre un_échantillon du signal et un autre

d’ordre différent




Reéalisation d’un générateur de bruit
pseudo-aléatoire blanc

Utilisation d’un polyndme générateur faisant intervenir un registre a
décalage et un operateur XOR. Le signal obtenu est un ensemble de 0

et de 1 ayant la méme probabilité d’apparition. Ce type de signal est
utilisé comme signal test pour les systeme de transmission numeriques.
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R: = Registre a decalage contenant le bit R;
Conditions initiales R;=1, R,=0
« Ce circuit est la traduction expérimentale du polyn6me genérateur

P.o(X)=1+x"+x",n>p>1+ =XOR =addition modulo 2

»  On montre que si P, ,(x) est un polyndme genérateur, ¢’est-a-dire s’il
les contre-réactions (n,p) sont correctement choisies, on obtient en
sortie une suite binaire périodique de longueur maximum, dont la
période :

T=(2"-1)T,
comporte:
21 bits=« 1 »

i équiprobabilité
21 bits =« 0 » duip




Les signaux gaussiens

L_oi gaussienne, théoreme « Central-Limit »

Une VAR a une distribution normale ou gaussienne si sa densité de
probabilité est de la forme:

} L = moyenne statistique

2
p(x):ﬁexp{ _()é;_’lzl)

c = ecart type
o2 = variance

Un signal aleatoire x(t) est appelé gaussien si, pour tout ensemble de N
valeurs temporelles n; , 0<isN—1 | la variable & N dimensions :

x={x(ny),x(Ny), ...,x(ny.)} e€st gaussienne



La Densité Spectrale

... est obtenue par la Transforméee de Fourier de la fonction
d’autocorrélation (théoréme de Wiener-Khintcine):

S(f ) =THC(p)=>_C(p)exp(-27fpT)

peZ

La loi de probabilité gaussienne est importante dans la mesure ou elle
garde son caratere gaussien dans toute operation linéaire : convolution,
filtrage, deérivation, intégration. En d’autres termes, si I’entrée d’un
systeme linéaire est gaussienne, sa sortie est gaussienne.



Rapport Signal/Bruit

C’est un moyen pour caractériser un systeme de transmission en
comparant le rapport S/B a son entrée n, avec le rapport de sa sortie

Soit un signal x(t) de puissance P, mélangé avec du bruit blanc b(t),
dont la puissance est P.=P,+P,

On définira donc le rapport signal/bruit:

_B_R \ 1 (Bt lim LT
R-P o e “T _H[x(t)] de+lim .H[b(t)] dt=P+R

+0 T—+0



Sources de Bruit

« Bruit externe
— Perturbations naturelles: Bruit cosmique, bruit atmosphérique
— Perturbations artificielles:

e Bruit interne

— La commutation de courant

— Le bruit de fond
* Dbruit thermique
* Dbruit de grenaille



Bruit thermique

« Relation Nyquist-Johnson:

D, = 4KTRAf

K= const de Boltzman 1.38x10-2% J/K

« La puissance totale du bruit P, =KT Af

« Dans la bande de frequence Af ce bruit a une densité spectrale
B(f)=B, avec B;=1/2 kT bruit blanc

* Donc sa fonction d’autocorrélation

Cy(t)=B, &A1) o
Toutes les valeurs en temps sont independantes

* Si la condition de densité spectrale de puissance n’est pas constante on parlera
de bruit rose



Detection d’un signal noy¢ dans le
bruit

Détection par corrélation d’un signal périodique noyé dans un
bruit blanc

Soit un signal réel périodique x(t) et un signal de bruit n(t),
indépendant de x(t) et sans memoire C,,(~»)=0 . Le signal a traiter est
donné par la somme de ces deux signaux s(t)=x(t)+b(t)

La fonction d’autocorrélation Css(t) de ce signal est donnée par la
relation :

Ca(9) = [s(O)s(t0)dt = [ty [(t—)+b(t—o)]dt

En utilisant la propriété de distributivité de I’opérateur de corréelation:

Css(7)=Cou(7)+Co(T)+Cox(7)+Cit(7) = Css(7)=Ci(7)



