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ECHANTILLONNAGE Réel

Echantillonnage 1déal — discrétisation dans le
temps
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Un échantillon de x(f) est obtenu par la
multiplication du signal continu x(t) avec
I’'impulsion rectangulaire u, (¢ ):

x(1)uy () = x(0)uy (1)

Un autre échantillon est obtenu par la méme multiplication translatée
(shifted) de kT..

x(t)uy (= KTy ) = x (KT Juy (£ - KT



Mod¢lisation de 1’échantillonnage :

o

SODENCEAESECANGIA

k=—OO

Petite valeurs de A:
EE})”A (£)=9(¢)

fim 3 s (=k7) = 3 (=7, (k) =5 (1)

Rappel : Echantillonnage Idéal de x() :

0 0]



r(kT)

Notation anglo-saxone :

Zero-order
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La Transformée Laplace
d’un bloqueur d’ordre 0 (Boz)

r(t) and p(1)
> 4
|

p(r)
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Time Time

G,(p)=1/p-e" Ip=(1-¢")/p



r(t)and p(r)
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(a) 7= 0.5 seconds

r(f) and p(t)
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(b)) T'= 0.2 seconds
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LLa Transformée en z

E M(p) Y(p)
R(p ? ®) > Ge(p) »  Gr(p)
Correcteur Systéme
Ghr(2)
- M(z) [
ZOH > Gr(s)

 R(2) (Z)_» Ce(2) 4/—>
A/D D/A

(2)

v

Ordinateur

Systéme

v



x(t) e(t /N e*(f)| ordinateur u*(t) N/A u (t)‘ processus C'(t);
measure |«
» XF(@
La forme mathématique de x,(f) : © x(f)
Xh

Xp(t)=x(kT) kT <t<(k+1)T

ta(®
~Ts

1-¢

G(s) = L[1(1)-1(-T)]=




HG(jw), LG(jo)

AU

0 @ 20, 3w,

LG(jw)

{_ gmiaT r‘G(jw)‘ _pSin@T /2)

G(jo)=—"""—"—"=> wT /2
Jo LG(jw)=—(wT/2)




+ La Transformée en z

Comment 1l est possible de représenter
mathématiquement un systemes échantillonné ?

Pour les systemes a temps continu 1’outil
mathématique est la Transformée de Laplace. Elle
permet de définir les fonction de transfert, I’analyse
de la stabilité et le design des correcteurs.



LLa Transformée en Z

m Le Signal Echantillonné est :

m La Transformée Laplace est

z=e p=0+ jw

1 ol _joT
=—Inzg i=e€ €
=T

©=-T
Unit circle




+ ° Y 4
Lien avec la Transformeée de

Laplace

m Pour p=o+2njf, 0 I’'amortissement et f=fréquence

Tz{x(n)} = TL{x(n)}Lem = E x(n)e‘”pT = E x(n)zn

nc”zZ nc”zZ
Plan de Laplace .
amgf Plan des {z}
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Plan Transformée en Z

p=0+j2x f
fe[%—%)ﬁ,(m%m] oy wmp Z =€ €

2gf
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Représentation par la Transformée

€N 2

m Définition

On appelle transformée en z bilatérale d’une suite
{x(n)}, la somme X»(z) définie par :

Xb(z)=Tzb =¥ x(n)z”"

ne/Z

Remarque :
On peut considérer la transformée monolatérale:

Xb(z)= sz{ x(n) } = ix(n)z‘”




LLa Transformée Inverse

|
xX[nl=—dX(z)z""dz.
\[n] ]’27Z£ (z)z Z



+
Pourquoi la Transformée en z?

e (Généralisation de la Transformée de Fourier

e Pourquoi est-elle une généralisation ?

- Probléme de convergence de la T.F.
- Utilisation de I’Analyse Complexe

- Adaptée pour les signaux et systémes discrets en temps



Définition

m [a Transformée en Z d’une sequence x(n) est :

0o

X(z2) = E x(n)z™"

71=—00 Transformée de
Fourier

z=eJo o oO

‘ X () = 2 x(nie'j“’"

N=-—00



Le Plan z

X(e'”) = 2 x(n)e™’"

co

Nn=-—00

A Im

- ~Z = eJw




Re

X(2)

Im
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Périodicité de 1aTF

X(2) p ()

Pourquoi la Transformée de Fourier est une
function périodique de periode 2n ?




Linarité |I

Zlx(n)]=X(z), zE&R,

Zly(m)]=Y(z), zER

y

-

Zlax(n)+by(n)] = aX(z)+bY(z), zE€R. NR,

\ J
Y
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La Transformée en z : théoremes

Théoreme du retard.:

La transformée en z de {(t) est F(z), trouver la
transformée en z de {(t-nT) ?

t (1) 1 f(t-nT)




+Reta.:rcl

Z[x(n)]= X(z), zER.

Zlx(n+ny))]=z"X(z) zER,



La Transformée en z : théoremes .

S1 f(t)=0 pour t<0 a la transformée en z est F(z), alors

ZIf(t—nT)]=7"F(z) et

ZIf(t+nT)]=Z"

F@)- 3 f(KT)*

Démonstration:

ZL1(t=nD)]= Y fOT =) = 3 4T =Ty

= 2 fKT —=nT)z "z = 27 2 f(KT =nT)z"*"
=() =0



+
La Transformée en z

Pour un signal continu (t), ses échantillons s’écrivent :
()= f(KT) = £(O)+ f(T)+ f(2T) +--- = E £(nT)
La transformée en z de £(t) est : _
F(2) = ZLf (1)) = ZLf (nT)] - Sof(nT)Z‘”
1)+ (D) 4 fQT) 4

ou z'! représente un retard d’'une période d’ échantillonnage
dans le temps



TCalcul de La Transformée en z

Calculer la Transformée en z de la fonction échelon .

¢ (1)
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L.a Transformée en z

Application de la définition :

F(2) = ZLA(t)] = ZLf (kT)] = Sf(kT)z‘k

=l+z +z7 4

2 3 a
a+aq+aq - +aq +---=——

l-¢g
]

F(z)=1l+z"'+z7 4= =
-z




+
L.a Transformée en z

Soit la méthode

F(2)=ZLf Ol =ZLf kD)= Y, f(KT)™

=147 477+

F() =7 (142 427+ ) =7 +7 7 +7 "+
4 1 ™\
F(2)-7"'"F(2)=1=|F(z) = 1
=7
N y

-1
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Exemple:

x(n) = a”u(n)'

-8-7T-6-5-4-3 -2 -1 123456178910
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Exemple:

_ n
X(I”l) = d u(n) Pour que X(z) convergence, il faut

imposer :

X(2)= Satutme | Qe 1< m= e i<l
n;_oo ) |5 al

1 7

= X@)= 3@ = -

az Z—d

= (@ 2] al



La Transformée en z

Calculer la transformée enzde  f(7)= e

£(t)

Solution: f (kT) = e_akT

F@)=ZLf (kD))= Yy e’z

k=0

=1_I_e—aTZ 1+e 2aTZ 2+”.

1

-al _-1
Z

F(z)=1



L.a Transformée en z

Calculer la transformée en z de la fonction cos.

Solution:
e’” =coswt + jsinwt; e’ =coswt — jsin wt
e/ +e " e/ —e"
COS Wit = . sinat =

2 2



LLa Transformée en z |I
e JjwkT +e JwkT
2 e

F(Z) = Z[COSCUkT] =/ l(Z[eJCUkT] + Z[ —]a)kT
206 = s
l-e“ 7
1 1 1 1 1= e T, 41— ploT -1
F(Z) - _l ol _-1 —joT _-1 ] -5 ° iwT Z_l i ? iwT Z—1
211-¢€’ z 1-e"’/ Z 2(1 e’ )(1 e’ )

joT —1)

1 2-(e7 +e 2-27"coswT

joT

21-(e™ 77"+ z7 Y+ 77 =2(1—2z_1cosa)T+Z_2)

1-z"'coswT

1-2z"coswT +7°



+
Dérivée de X(z) |I

Z[x(n)]= X(z), zER.

1 =

Zlnx(n)]=-z d)c(z’f) ZER,




Les Transformées en 7

oo

X(2)=Z[x()]=Z[x*(1)]= ¥ x(kT)z"*

k=0

x(®) | X(s) X(z)
5(t) 1 1

1(¢) %) i
1 Iz
S 1)

—at 1 <
€ —aol
p+a z—e
. w zsinwT
sin cwt 5 ; ;
p +w” | z°--2zcoswT +1
S z2(z—coswT)
cos wt

p +w’| z7-2zcoswT +1




, ]
Transformée en z

Calculer la Transformée en z de la
fonction f(#)=1-¢

Solution:

F(z) = ZLf(kT)] = Z|1 e~ |= Z[1] - Z[e™]

1 y 1
. Z[e t]_ —aT -1

1-z7V |

1 I (- Tz
-1 l_e—aTZ—l (l_Z—l)(l_e—aTZ—l)

Z[1]=Z[step] =




Multiplication par une séquence

Exponentielle

Zx(n)]=X(z), R_<z|<R_,

1 =

Z[a"x(n)] = X(a™'2)

Z &

al| R




Calcul de la transformée en z

f(@)=e" cosar

Solution 1: 1— 2" cosawT

Z_cosa)t]=

= F(z
1-2z"cosawT +z72 (2)

ZIf()]=F(2); Fle™f()]=F(ze")

-1
1-z" coswT

Zle ™ coswt] =

1-2z"coswT +z7%| .,

z=e Z

_aT _-1
-z coswT

1-2e "z cosawT + e 7?4 772




Solution 2:

F(z)=Z[e“ cosart]=2Z

e—at+ja)t + e—at—ja)t
2

1 | |
— 5 (Z[e—at+]a)t] + Z[e—at—]a)t ])
1
Zle™™]=
[ ] 1 _ e—aTZ—l

| | |
F(z) = E [1 _ praT+jol -1 + | — paT-jel -1 ]

—al -1
-z coswT

1-2¢ "z cosawT + e 772




Calculer la Transformée en z de :

Solution:

Z

Z[te ] =

Z_

f(t)=te

-1
_t] 17

(1-27)

f(@®)]=F(2);
Tz_1

at

F

(1-z7")

Te—aTZ—l

(1 _ e—aTZ—l )2

= >=F(2)

e f(1)] = F(ze")




+
Théoreme de la Valeur Initiale

x(n)=0, forn<O

1 =

x(0) =Im X (z)

z7—>00



Théoreme de la Valeur Finale

Supposons que f(t), ou f(t)=0 pour t<0, a la
transformée en z, F(z), alors la valeur finale
est donnée par:

lim £ (#) = lim(1 - 7 HF(2)

[—>0



+ Convolution de Séquences

I\

x(m)]=X(z), zER,
Yl =Y(z), zER,

. B

Zlx(n)*y(n)]= X(2)Y(z) z&R.NR,

AN



Convolution de Sequences |I

x(n)* y(n) =Y x(k)y(n-k)

Zx(m)* ym)= 3 ( S () —k))z-"

k=—OO

Nn=-—00

0

= 2 x(k) i y(n-k)z=" = i x(k)z ™" i y(n)z™"

k=—OO k=—OO

= X (z)Y(z)



x(1)

X(z2)

klxl(t) = kzxz(t) k X (Z) + k X (2)
x(t-mT)  |z27"X(2)+ E x(iT = mT)z"
D) | X S

X(2)
T
1x(t) Z =
e** x(1) X (z)Z -
a*x(1) X (Z)L:E

valeur Initiale

lim x(¢) = lim X (z)

t—0 7—>0

valeur Finale

lim x(¢) = lim(z - )X (2)

t—>00 z—1

Convolution Z

[x1(t)*x2(t) [Exl(lT)xz(kT—lT)} X (2)X,(2)

|




Déduire d’autres transformeées

x(?) X(2)
-aTl
[ o—at Iz - (1-e )zT
-1 -7 (-DE-e*)
—ot Tz Tz~
te 2 = —aT 2
(z-1) — (z-e )
W | _3
-1,_2 z-a
a
b, d Tz Tzz(z+1)
g Iz 2" 3
ZiE-0°" (-1
8(t - mk) 7"




*  Transformée en z : exemples

Supposon f(k)=0 for k<0, calculer la
Transformée en z de :

f(k)=9Kk(2k1)-2k+3, k=0,1,2....



+
Transformée en z : exemples

F(z)=Z[9%2"") - 2" +3]=Z[9k(2* )]~ Z[2"] + Z[3]

. _ 2. _ | _z _ Tz _ 1z

{ Z[af(t)]_F(a)’} A==z A (1-z7)" (z-1)
z/2 1

2/2-1 1-2z"

Z[2F]= Z[2* x1] =

Z[9k (2] = Z[9k2*27'] = %Z[k2"] = % (Z(/Zz/_zl))z l _922 ;_1)2

k-1 k _ 9z _ 1 3
F(z)=Z[9% 2" )]-Z[2" ]+ Z[3] = (=227 127" +1_Z_1

24z

T (1-2z")(1-2z7)




Transformée en z : examples

Calculer la Transformée en z de la courbe x(t) ci-dessous.




Transformée en z : examples

Solution: A partir de la figure, nous avons

K 0 I 2 3 4 5 6...
flk) O 0 0 /3 2/3 | ...
La définition de la Transformeée en z ;

-3 ~4
2z -5 _-6

F(z)=2f(k)z"k=O+O+O+Z3 + 3 +z7 4z
=0

3 4
77 +2z _ _ _
= +z70+z 277 4)
3
77 +2z7° z7 2o vz 27

= + =
3 1-z7" 3(1-z7")




]
Transformée en z : exemples

2
a

p’(p+a)

Calculer la Transformée enzde F(p)=

Solution: Décomposition en fractions élémentaires.

2
a k1+k2+k3 =a+—1+ 1

p’(p+a) p* p s+a p> p p+a

F(p)=

a 1 1 A XGs) X(@2)
F(z)=Z|F(p)l=Zl—]-ZI-1+Z] | !
P P pta w Y =
_ ClTZ_l 1 1 4 yz Tzl 2
= “1N2 ot “aT _-1 b (=D
1-z7) 1-z7 1-e%z g 1
p+a z—e
_L@T -1+ )+(-e™ —aTe™ )z ]z s 20 St
(1= Y (I-e2) et o emecnem
pP+w’ 7" -2zcoswT +1



+
Développement en Fractions Partielles

K
Si: X(S)= A(p) = Kl + K2 +ooe 4 n
(p+a)p+a,)-—(p+a,) p+ta p+a, p+a,
alors: X(z)= E KZ
11Z e
Exemple
7 S5(p+4) _7 10_ 15 N 5 =1Oz_ 15zT+ 5z2T
p(p+1)(p+2) p p+l p+2| z-1 z-e' z-€
Méthode des Résidus

n

X(Z)=Eres[X(p)

=1

] = ERi — Residus
z—e"” — T

q-1
! lim g

R, = —
(g=Dir=-49 p”

l

[(p+al.)qX(p) < Tp] Pour des poles de X(p)

—€



+ Calcul de la Transformée en Z

Exemple
10 10 Z 1 . d |10 z

Z == =< . + lim - =

p(p+1)"| p(p+1)” z-e"|  @Q-D!ir=lop[ p z-e€”

_ 10z N —7"+ze " (1=-T)
éa 1 (Z — e_T )2
Transformée en Z inverse
x(kTY=7"X()] = TZ'
Développement en fractions simples
A K K
Si: X(Z)= (Z) — 1< + o< IR

—-a,T

(Z—e_alT)(Z_e_aZT)“'(p_e_anT) Z_e—alT p_e

alors: X(kT)= EKl.e‘“"kT
i=1



Transformée en z Inverse

Transformée en z

A

A
>

Transformée en z Inverse
A
#

A




]
Transformeée en z Inverse

La Transformée en z Inverse permet de retrouver la
série temporelle f(kt) uniquement. Par contre ne
permet pas de retrouver le signal d’origine. De
nombreuses fonctions f(t) sont candidates pour une
f(kT) donnée.




Transformeée en z Inverse

A

fli]

x(kT)

» Hold /BOZ

Zero-order

A
>

Filtre
Passe-Bas

f(t)




+ La Transformée en z Inverse

m Basée sur l'intégrale de Cauchy

/- Méthode d’identification par “inspection”
m Décomposition en fractions simples
m Identification de la série géométrique

. /

Exemple: Calculer la transformée z inverse de :




+ Transformée en z inverse

m Supposons que la 'TZ se présente sous la forme :

M

m Développement en fractions simple :

M_N N A S C
X@z)= 3Bz ‘ ;
(Z) ; rZ +k= X =i 1 - dkz_l +m=1 (1 — diZ_l

m Le premier terme existe si M>N
m B est obtenu par division longue

m Le deuxiéme terme représente le pdles simples
m Le troisiéme terme représente les pobles multiples

m Chaque terme permet d’obtenir le TZ inverse par identification



+ Transformée en Z inverse

Exemple
B I e I i
x(kT)=Z =77 - |=1-e
(z-D(z-€¢7) z-1 z-¢
Séries des Puissances
. A _ _ _
Si: X(Z)=£= K, K e
alors: XkT)=K,0(t-T)+K,0(t-2T)+K,0(t-3T)+"-
Exemple
3 2
1
x(kT)=Z"'|—-=2 2§ +
z7—-1.5z"+0.5z

=7 [1 +3.527'+4.7522 +6.37527° ++- ]
=1+3.50(-T)+4.750(t -2T)+6.37506(t -3T ) +---



* Transformée en z Inverse : exemples

Méthode de la division-longue :

Exemple : F(z)=z/(z-0.5), trouver les {(kT).

140527 +0252 7% +---
zZ- 0.5)2

z-05 F(2)=1+05z"40252" +...
0.5
05— 095, f= {1,0.5,0.25,....}

0.25z™" f(k) _ O.Sk

025z -0.125z"°




Transformeée en Z inverse
Méthode des résidues

n

x(kT) = Eres[X(Z) ' Zk_l] = iRi — residues

i=1 i=1

1 94!
R = lim z+a)' X(2)z"! oles d'ordre g de X(z
, (q-l)!w—aiazq-l[( )X p q de X(z)
Exemple
2 2, k-1 2. k-1
! < ]= L L =D +—FF (z-05)
(Z — 1)(Z — 05) (Z - 1)(Z — 05) -=1 (Z - 1)(Z - 05) 7=0.5

kT

=2-(035)T



T+ Systémes Représentés par des
Equations aux Différences

Soit une équation différentielle :

dn dn—l dn—2
—c(t)+a,—— = ——c(t) +a,

—c(t)+ " +a,, i c(t)+a,c(t)
dt

dm dm—l d
= b, d7r(t) +b, — r(t)++b Er(t) +b r(1)
On obtient :
d. ()~ c[(k+DT|-ckT) , clk+1)-c(k) » Ac(k)
dt T ) T - T

= différence linéaire



d’c(t) _d (dc(t)) _ Ne(k) _ A[Ac(k)]
dr>  dt\ dt T° T°
_Ale(k+1)-c(k)] c(k+2)-2c(k+1)+c(k)
- T> - T>
= ¢quation aux différences d'ordre 2

de(t) _c(k)-c(k=1) , Ve(k)

= ¢€quation aux différence d'ordre 1
dt T T

d’c(t)  Vie(k) V|[Vek)]
> T T
_V[e(k)-c(k=1)]  c(k)-2¢(k=1)+c(k-2)
- T> - T>
= ordre 2




+
Equation aux différences d’ordre N

N M

2 ay(n=k) = bx(n-r)

‘ Y(Z)i az " = X(z)i bz




+
Systeme Invariant a la Translation
causal, sans meéemoire, stable

x(n) y(n)=x(n)*h(n)

-—)

h(n)

—)

X(2) H@) |y@)=x@)He)




Sound Pressure Level

Sound Pressure Level

==

Systemes lin€aires invariants

Shift-Invariance Rule

Original input

Lime

Oviginal inpur, larer in time

Line

Ourput

A

Flectrical Acitivity

\/ Lime

Qutpurt, later in time

A

Electrical Acitivity

\/ﬁme

m Définition

Lx(k)y=y(k)  Lx(k—ko)=(k—ko)



Modele Linéaire Discrets

Soit, I’équation lin€aire, aux différences finies

Lz_lbzy(n - = Kz_lakx(rz - k)

Est un modéle ARMA d’ordre (K,L)

4 Questions: N

1. Quel ’ordre minimal (K,L) qui permettre de représenter le signal de
facon convenable ?

2. Comment déterminer les {ax! et les {bi} ? Ces coefficients restent-ils
invariants lorsque 1’on considere différentes réalisation du signal ?

. )




==

Filtres

Filtres récursifs

Entrée

= »

X, RII-ARMA

, Sortie

Filtres non-récursifs

Entrée
X > RIF-MA
k

Yx

Sortie

Yx



Stabilité des Modeles ARMA

m La CNS pour qu’un systéme linéaire, de réponse
impulsionnelle {h(n)} soit stable est que :

E‘h(n)‘ < oo sommabilité
n=0

m La stabilité d’un systéme AR ou ARMA exige que les
poles de la fonction de transfert H(z) soient a
I’'intérieur du cercle unité du plan {z}



+
Systemes discrets

m Un systéme est discret lorsque toutes les grandeurs variables
du systéeme sont des signaux discrets.

m La réponse du systéme ne dépend pas uniquement des
signaux discrets d’entrée mais aussi de I’état interne du
systeme, donc nous avons une relation de récurrence



+ Systemes discrets

m Si le systeme est lin€aire et invariant dans le temps nous avons
I’équation de type récurrence :

Exemple (I'importance des conditions initiales)

y(k)=0 Vk<0
x(k)=u(t)




Implémentation de la T.z.

|
a b,
XQ)—m @ @ Y0)

T A
1
L+ < b, |
@4 < - +
AT Y +
1
4
+ @4 b, 4
+ - > +
?*-4 ?
!
+ Ay, by, +
- >
+ Y +
1
ay < by




Représentation sous la forme
Factorielle

{ Contribution des péles en 0 et des zéros en c, }

Contribution des zéros en O et pbles en d,



Systemes Représentés par des
Equations aux Différences

ctk)y+a,ck-1)+o,c(k=2)++a, _clk—-n+1)+a,c(k—n)
=B,rk)+prk-D)+p,rk=2)++p rtk—m+1)+p r(k—m)

Pour trouver la solution il est trés simple par récursivité

Exemple

K=10, T=0.5s, r(t) = 1(t)
Determiner la sortie c*(mT).

K(Gp+1)

TX C(IZlT)

p(2p+1)

O

>C



" c(mT)
f g S L KCpaDl [T L]
'Qf— );_’ p2p+1) "€

2 *
C;(p)=K(5p+1) _ 2d cgt)_l_dc(t):SKde (t)+Ke*(t)
e(p) sQp+1) dt dt dt
L, de(t) _ et =2etk=D+c(k=2)  de(t) _ctk)-ctk-1)
dt’ T? T dt T
sgde ) _spe®-e k=D p )= ke (k)
dt T
. L'équation aux différences :
2+T 44T 5K+ KT ., 5K
c(k)- c(k - 1+——ck 2)= e (k)+—e (k-1
7 (k) 7 (k-1) 7 ﬁ( ) - “(k) - (k-1)
2
) -2 2 ck—2) < 2KLHET ey 2T ey
2+T 2+T ﬁ 2+T 2+T
dk)=5K73hKT (k) + 5KT (k—1}+4+711k—1)— 2 c(k—2)

2+T +T 2+T 2+T



Solution
Pour K =10, T = 0.5s, nous avons:

ctk)y=11e (k) +10e"(k-=1)+1.8¢c(k-1)-0.8c(k-2)
Considérons e*(k) = r(k) —c(k) = 1 —c(k):

41 4
c(k)=1775——c(k-1)——c(k-2
(k) 0 (k—1) €0 (k—-2)
If c(0) = 0, on applique la récursivite :
41 4
N=1.75—-—c(0)——c(-1)=1.75
c(1) 6OC( ) 6OC( )
41 4
2)=1.75——c(1)——c(0)=0.554
c(2) 606() 606( )
41 4
c(3)=1.75——c2)——c()=1.255
() 60 (2) 60 &
41 4

c(m) =1.75—5c(m—1)—50(m—2)



+ Modélisation mathématique

de I’échantillonnage

Definition: La fonction de transfert d’un systéme est définie :

G(z)=

C(2)

R(2)

La fonction de transfert d’un systéme en B.O.

t - ec ()
O Jew . - ot
R C G,(2)=2[G,(p)]
— BELG 6, | G,(2) =Z [ G,(p)]
- ety
O —le@l A{c.er L0
L'

— RE., G,G,(2)

C(z)

G1G,(2) =2 [ G,(P)G(P) ]



+ La fonction de transfert d’un systéme en

B.F
—g P lew o (=20 Gay = Z[6(HP)]
" o 1+GH(z)
e — €)= fgg()z) = RG()=Z[R(P)G(p)]
L H(p)+— —
r N c, __ R@2)G(2)
%?_J G(p) " (O oG
Hp)T—
o fe@l— el — ()= 22GE)
i 1+G,G,H(z)
H(p)
R G )T | G@ ] — C(z)= R(2)6\(2)6, (2)
T 1+G,(2)G,H(2)

H(p)




.3 T? G —{G®F —{cm@f
H(p) f
RG,(2)G,(z)G
ARPY (1()2 (2()2 (3§H( )
2(Z)U3 (Z3)U1(Z <
@ — Gl(p)—H%j/ 1G]
H,(p)
| B,e)] - (e ROGEGE)
1+ G,H,(z)+G(2)G,H,(7)
@ 6,12 {6, " — 6,p) 15

— ((2)=

RG(2)G,(2)G3(z)
1+ G,(2)G3H,(2) + G (2)GGy H, (z)




==
Algorithme de Calcul de la Moyenne

X +X,_ +X,_,+X _; (Non-Recursif)

Vi = A
l+z' +z72 +27° 2 +zP+z+1 ,
Y (Z ) =X (Z) =X (Z) . Transformée
4 4z enZ
Diagramme Bloques Fonction de Transfert
Xy X1 X 2 X, 3
Xz > -1 o> -1 — 4 =
@ - z - Y 2 +z +z+1
—(z)= :
X 4z
+L 1
4| % @

Remarque: Chaque [Z'] block peut étre vu comme un élément
mémoire qui mémorise la valeur précédemment utilisée



N Stabilité d’un systéme discret

L’équation caractéristique est :
1+GH(z)=0
z=e” . 1+GH(e™)=0
Supposons: p= O!+j/3 — o = eT(a+j/3) =™ .ej/J’T
Dans le plane p, ¢ doit étre négatif:

T T
ep‘=‘z‘=e“ <1

La condition nécessaire et suffisante de stabilité d’un systéeme discret :
Les racines de I’équation caracteristique 1+ GH(z)=0 doit étre a
’interieur du cercle unitaire du plan z:

z.l<1

l




*  Analyse de Stabilité Stabilité criti

/'

Critére de Stabilité Zone unstable

Dans l’équation caracteristique 1+ GH(z)=0, on fait l1a substition :

7= w+l ___ W (transformation bilinéaire) .
w-1

(On applique le critere de Routh dans le plan w).

Démo: w=a+jp ,z=x+jy,alors:

z+l  x+jy+1 (x-1-jy) x+y -1, 2y
z-1 x+jy-1 \x-1-y

w=a+ jp= = —
P TR T

a=<0 = X +y -1=s0=x"+y =1

(pour la partie gauche du plan w) = (al'intérieur du circle unitaire du planz)

Zone stable




==

Exemple 14G(z) = 14— 0.632Kz
7" -1.368z+0.368
Determiner K pour avoir un systéme stable.
Solution : . w+1
soit 7=
0.632K w-1
1+ DAL 0 = 0.632Kw+1.264w+(2.736-0.632K) =0

72 -1.3687 + 0.368
0.632K 2736 -0.632K

Critere Routh : 1.264

2736 -0.632K
Nous avons: 0 < K<4.33.



+
Analyse de l’erreur statique

Utilisation du Théoreme de la Valeur Finale

e, =lim(z-E(2)



Analyse de 'erreur statique

R(2)G(z)  R(2) ¥ o e _- c
E(z)=R(z)-c(z) = R(z)- - , G .
(2)=R(z)-c(z) = R(2) 160 1460 ?_ (s)
e =lim(z-DE(z) = lim(z~ 1) &)
Yol 1 1+G(2)
1 .
UM ORg Ok Z%; K, =1imG(2)
L =t eR@- Iz K =1lim(z-1)G(z)
K (z-1) i
I )= o Rz)=L12C +31); K' =lim(z-1G(2)
K (z-1) =




==

e C
Exemple L»?_ T/ '[Z.o. 1 G (s) >

h
7 K
.0.h —Zero-order hold. T =1s G(S) —
1) Determiner K pour assurer la stabilité. p (p * 5)
2) Si r(t) = 1+t, determiner e _="?
Solution
1)
KTz, Kz Kz
1= K _(1_ ! /5 _ /5 25
B | (-7 —£3 L2+ L2
(2)= (z-1? z-1 z-¢€
p p(p+3) .
[ 2
—(1-¢")Z| K _ K 2-220677+0.2135
p (p+9) 5 (z-1)(z-0.0067)

=(1—8_Tp)Z K/ / AS

p+5




==

L'équation caractéristique du system :

K 7°-220677+0.2135
5 (z-1)(z-0.0067)
(5-K)z> +(2.2067K -=5.0335)z+(0.0335-0.2135K) =0

1+G(z)=1-

=2 1 —  0.9932w+(9.993—1.573K)w+(10.067 - 2.4202K) =0
W_
0<K<4.16
2
D K —limG)- K 2220672402135 _
— =1 5 (z-1)(z=0.0067)
2
K. =lim(z-1G()- o K 22-220672+02135
~ 5 (z—0.0067)
1T T 5

e, = —+— =0+ = —
1+K, K, 02K|,, K







