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Syllabus Systemes Echantillonnés

m Equivalence entre les Systémes Analogique avec les Systémes
Numériques

m Transformée en Z
m Stabilité des Systemes Echantillonnés
m Commande des Systemes Numériques

m Systemes a base de MicroContréleurs



Un Systeme Analogique
est compose de circuits
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Un systeme numeérique
est un algorithme/
programme computer
algorithm
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Slgnaux numeriques

m Un signal numérique est un signal discret dont l'amplitude a
été quantifiée

X(t)=A sin(wt+¢)
X(k)=A sin[2rt/N (k+k,)

VARVARVAER

Attention :signaux a temps discret




Fx ()=
0__

Analogique
x()=Asin[(2n/T,) t] : T,=1ms; T=50 us
x[n]=x(nT{)=Asin[(2nT /T ) t]= Asin[(2n/20)-n]
[T e e —— e ——
\ s » ollle
/ / |
‘ \ | Numérique

\
- ff h 12 16 2(61
0 - el Lle :
-1ql yb 2468 1@1 lf 24 28 |
[ [ \
|




4+ Puissance et Energie d'un Signal
Analogique

m La puissance instantanée dans une R :

p(t) = v(0)i(t) = %v%r)

m Energie d’un signal sur [{;, {,] est:

f p(t)dt = jf%vz (£)dt

m Et la puissance moyenne est :

: 1 41
1)dt = v (1)dt
—J, 0 rz—rJ:R (t)



* Energie et Puissance

m I’Energie Totale de x(f) sur [{,, {,] est:

E=f2
h

m Pour un signal echantillonné x[n] sur [n,, n,]:

E=).

m Par division par (f,-t,) et respectivement par (n,-n,+1), on obtient la
puissance moyenne P

x(t)| dt

x[n]




* Energie et Puissance sur un
horizon infini

E, =tim,_ [ [x@fdi= [ |0 de

E, =tim, . S [x{n]’ =" |dn]

m Sila convergence n’est pas assuré I’energie est infinie
: 1
P, =lim,_, — [ [x(0) ds
2T J-T

1
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m Classification des signaux
1. Energie Totale Finie (puissance moyenne nulle )
2. Puissance Moyenne Finie (energie totale infinie)



N CLASSEMENT DES SIGNAUX :

Signal Analogique

m C'est un signal dont l'amplitude peut prendre toutes les
valeurs entre un minimum et un maximum (disons: — 10 volts
a + 10 volts, par exemple).

m Ce signal est associé a une fonction continue en R

- Exemple de signal analogique issu d'un microphene.,

Ah




+ CLASSEMENT DES SIGNAUX
Analogiques

m Les signaux périodiques x(t) = x(t+kT)
» Le signal sinusoidal est le plus représentatif de ces signaux périodiques:
m x(t) =Asin(2rn t/T + a) = ASin(w t+a) ou w = 2x /T = 2n {

m Les signaux a énergie finie

Les signaux a énergie finie sont ceux pour lesquels l'intégrale suivante
est bornée :

J1x@® | 2dt<o

m Celsl', signaux sont nommeés de carré intégrable (sommable), leur puissance moyenne est
nulle.

m Les signaux a puissance moyenne finie non-nulle



+ . . .
L.a fonction sinus/cosinus

m sin(t) est periodique de période 2n

m sin(2mt) est périodique de période 1
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m Signaux de durée finie

= Signaux de durée limitée ou "support borné" :x(t) =0t & T

m Signaux pairs et impairs

Un signal est pair si x(t) = x(-t) exemple : cos(w t)

Un signal est impair si x(t) = —x(-t) exemple : sin(w t)

Remarque Tout signal réel peut étre décomposé : une partie "paire" et
une partie "impaire".

x(t) = xp(H) + xi(t)

m Signaux causals :

= Un signal est dit causal s'il est nul pour toute valeur négative du temps x(t) =
0 t< 0. On peut le rendre causal si * u(?)



T D’autres Signaux

m Signaux aléatoires : bruit électronique, le signal de parole...

m Signal déterministe —— information

Quand on connait le passé, la probabilité d'apparition d'un
niveau donné a l'instant ¢t est soit nulle, soit certaine (=1).

m L'information est liée a un certain degré d’incertitude,
d’'aléatoire.

m Signal déterministe formule définissant parfaitement le
signal.
m Signal aléatoire parametres statistiques définissant les

POSSIBILITES d’ évolution du signal.

Valeur future exacte du signal



Signaux Non-stationnaires

m Parametres statistiques d'un signal aléatoire:

m Moyenne, variance, autocorrélation, moments, ...

m Ces parametres peuvent étre eux mémes aléatoires (non
stationnaire)

m exemple: le signal de parole
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T .
Classement des signaux

m Déterministes : fonctions mathématiques réelles ou complexes
m Stationnaires : probabilités

m Non-stationnaires :



Quelques signaux déterministes

m Fonction de Heaviside u(t)

05F

-05 0 05

m La fonction signe 2u(?)-1

& Figure1
N
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Représenter :

m X(f) = u(t+1)- u(t-2)

u(t+1)- u(t-2)

t=0




Decalage Temporel : Time Shifting

m Calculer x(f) + x(2-t) , x(t) = u(t+1)- u(t-2)
m Xx(t) est: Qu(t+1)- u(t-2)

| N
m x(2-1): 2 1) y(t)=x[-(t-2)];
w(t) = x(1 +2) M
1
3 0 7 T x(O)+x(2-1)

w(-t)=x(2-1)
1 >
-1 10 3 ¢

Addition temporelle: x(t) + x(2-t)

0 3 4




Opérations sur 'Amplitude

y(t)=Ax(t)+B

B>0 - translation verticale +

B<0 - translation verticale -

|A[>1> Gain

|A|<1-> Attenuation

A>0->Pas inverse

A<0-> Inverse

N N
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-1 0 I .
Inverse ’
-1 0 1 { -]
R A 2x,(1)
x,(1) 2
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Slgnaux periodiques

f(t) =

n=1

Ti2
== J'f(t).cos(2nnvot).dt

-Ti2

Ti2
== jf(t). sin(2znv, t).dt

n =
-Ti2

b

f(t)= 3 c, e

1 Ti2
If(t) —jZ:nvotdt

-Ti2

c

Z{ancos(hn v,t) +b, sin(2anv,t)}

-;/\

Frequency Frequency
(sinusoidal) (complex exp.)
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Synthése d’ un signal triangulaire
a partir de sa série Fourier
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Convolution

m Définition:

On appelle fonction de convolution du signal s, (t)
ets,(t)] intégrale

S(¢) = TS (D)S2(t-v)dt

Théoreme de convolution
La TF du produit de convolution est le produit algébrique
Des TF des signaux du produit

S(w)=S1(w)S2( w)



+
Propriétés du produit de

convolution
m Commutativité
m Associativité
m Distributivité
s Différentiabilité  <(/+h0) = Lsh)= /510

m Convolution avec un Dirac



==
Algorithme de Convolution

m Le signal y(l) est inversé pour obtenir y(-1)
m Le signal y(-1) est décalé d’ une certaine quantité k
m Le produit x(1)y(k-1) est effectué échantillon par échantillon pour tous les k

m Les valeurs ainsi obtenues sont additionnées



+
Signaux Exponentiel

m De la forme :

x(t) = Ce”
m ou C et a sont, en general, nombres complexes

m Real exponential signals

Croissance Décroissance
Exponenetielle Exponenetielle

8 : 8 |
a>0 | | a<0
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5 | 5 |
2t | 2t I
| |
| |




convolution en temps

- exemple d’application de la méthode graphique de calcul de la convolution de 2

signaux x(t) et y(t) :

(D)= o "ut) W= *"u(?)

convolution de 2 signaux exponentiels réels
T T

mp.
o
(8]
L]

05 04 03 02 -01 0 0.1 02 03 0.4 05
temps en sec.



 convolution en temps

- exemple d’application de la méthode graphique de calcul de la convolution de 2 signaux x(t)

et y(t) :
M= “ult) W)= "u(?)
- Principe de la méthode
- On garde le premier signal x(t’)
-On retourne le second signal y(t’) pour obteniry| &

signal x(t)
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x(f)=¢ "u(?) Wty=e > u(d)

« convolution en temps

- - exemple d’application de la méthode graphique de calcul de la convolution de 2 signaux

X(t) et y(t) :

signal x(t) signal x(t)
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temps en sec temps en sec

t

Principe de la méthode
- On garde le premier signal x(t’)
- On retourne le second signal y(t’) pour obtenir y[-t’]

- On décale y[-t'] de t pour obtenir y[-(t’-t)] ( t<0 avance , t>0 retard )




« convolution en temps

- méthode graphique de calcul de la convolution de 2 signaux x(t) et y(t) :

signal x(t)

1 T T T T
' ' ' '

05 04 03 02 -01 0 01 02 03 04 05

tei en sec .
retournement et ggoiﬁacement du signal y(t)
1 T T T T T T T T T

-Principe de la méthode, suite (N T O W I

05 04 03 02 -01 0 0.1 02 03 04 05
temps en sec

- On fait le produit x(t’).y(t-t’) Ia ou les 2 signaux sont définis

- On calcule I'aire commune des 2 signhaux

-
(<O V(0)=0  BOXOFND=[e e Ddt=l gL g2
0

- On recommence pour t variant sur R et on obtient la convolution x(t)*y(t)



 convolution en temps

- méthode graphique de calcul de la convolution de 2 signaux x(t) et y(t) :

résultat de la convolution des 2 signaux exponentiels réels

x(O=¢ “u(t) Y= "u(?)

- Principe de la méthode
- On garde le premier signal x(t’)
- On retourne le second signal y(t’) pour obtenir y[-t’]

- On décale y[-t'] de t pour obtenir y[-(t’-t)]

- On fait le produit x(t’).y(t-t’) 1a ou les 2 signaux sont dé B L

- On calcule I’'aire commune des 2 signaux

- On recommence pour t variant sur R et on obtient la convolution x(t)*y(t)
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Fonction Tests et Distributions

Une fonction complexe f est dite localement intégrable si f est mesurabl
(mesure de Lebesques) et

f‘f‘<OO,VKC§R

K
Pour tout compact K

[’'idée est d’interpréter f comme un objet qui fait correspondre le nombre

f f ¢,V¢ a toute fonction test P convenablement choisit ....



Impulsion Unitaire o(t)

m Impossible de réaliser— similair au j=sqrt(-1)

. 3 f
m Connu sur le nom de Dirac delta (.3mc"’ £ o C) v t) = in20D

, . . k=1
m  C’est une fonction generalisée

m Delta Dirac est une distribution égale a zéro partout
sauf en zéro ou le Dirac est considéré infini.

a=1/9

o

'S

Im——

a\/_

a—0

w

N

-t




La distribution de Dirac o(t)

m Le pic de Dirac sera défini comme ayant un poids ou une
masse de 1 en x=0

Axe Y

- 3(2) = {+°°’

0,

1/A

:z::O-

113750‘

Axe X

0 correspond a la « dérivée
» de la fonction de Heaviside
(au sens des distributions).

fonction de Dirac n'est pas
une fonction, elle étend la
notion de fonction.

/_' Z b(2)3(z)dz = ()

fé(t)dt =1




+_ . . . .
Distributions = Fonctions

m Dirac n’est pas une fonction

m Impulsion infinie pendant un intervalle de temps
infiniment court
. O(1)

b

v

5(t)

m Remarque : Nous définissons I'impulsion de Dirac
d(t) au sens des distributions. Elle a pour valeur en
t=0, la valeur égale a 1 de l'intégrale de moins l'infini 5(t-to)
a plus l'infini d'une impulsion idéale de largeur nulle
centrée en t=0.




+
Convergence Faible |I
g

8,(1) = %g f
m Les distributions généralisées sont o »
définies sur I’espace indéfiniment lim f g, p(t)dt = $(0) = f S()p(1)dt
dérivables 0 =

m Une distribution d est une

. . ., +fwd(t)gb(t)dt
application linéaire : S

m Deux distribution di,d2 sont égales
Si:

VpeC, ,le(t)q)(t)dt = sz(t)qb(t)dt



+
La distribution de Dirac o(t)

m Un Dirac a un support réduit a t=0 et associle a une
fonction continue ¢ sa valeur en t=0

[40t0) dt = 410)

Propriétés:
[o(t-we@) dt = [Su-0)p(t) di = $u)

[5"(0gtt) d = (X0 () dt == ' (0)

+00

[o@) 6% wydt =(-1)"¢™(0)

—00
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Propriétés de o(t)

m LLocalisation

( Osia=b
(Ao =aBOLe=D)]=1 psr—aysia=b

m Elément neutre

f(x)#6(x) = f(x)
f(0)+d(x-a)= f(x-a)



Transformée Fourier de O

fonction de la

famille de Fourier
T ‘_\
1

S(w) = [o)e ™ dr =1

31’ (0)) = e_jm)

c(t) = ié(t —nT)

A 1+ .
C(a)) _ Ee—]nTa)



+ o
Application

Définition : La réponse impulsionnelle d'un circuit est la
réeponse a une impulsion de Dirac.

Conclusion :

1- Un systeme linéaire est entierement décrit par sa
réponse impulsionnelle h(t).

2- La réponse du systeme a une excitation est égale au
produit de convolution entre I'excitation et la réponse
impulsionnelle.



+ . .
Corrélation des signaux

m Définition

o0

Cor(D)= [u(t+0e(t)dt k)= Y X(Dy(I+k)

l=—OO

m Propriétés

m Fonction paire

m C, ,=0 les signaux sont decorrélés



+ Algorithme

m Le signal y(l) est décalé d’ une certaine quantité k

m Le produit x(1)y(I+k) est effectué échantillon par échantillon pour tous 1é
k, ou par intersection d’axe

m Les valeurs ainsi obtenus sont additionnées ou intégrer



Autocorrélation

m Définition

C..(t)= f x(1)x(t +T )dt
Propriétés 0

C, x(0)=I'énergie du signal

Cr.x(k) = g x(k) = E x(Dx(l +k)

l=—00
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+Transformées : Fourier/Laplace, Z

Dans I'étude des systemes continus, la fréquence réelle w ou la
fréquence complexe p sont utilisées dans la fonction de

transfert T(p) ou H(p) et la fonction de transfert sinusoidale
H(w).

Il est avantageux de décrire les systemes continus dans
1" espace des fréquences ce qui permet de tirer un certain
nombre de conclusions concernant leurs propriétés.

La transformée en z, basée sur 1’ utilisation d’ une fréquence
complexe z, va procurer des avantages similaires pour les
systemes DLI.

La transformation en z transforme 1’espace du temps discret
en un espace de fréquences z.



Transformeée de Fourier

Etude des signaux déterministes continus

Représentation fréquentielle



Transformée de Fourier

m LLa mesure de Lebesgue normalisée sur R" est la mesure m_
définie par :

-n/2

dm (x)= (2.71) dx

m La Transformée de Fourier d’une fonction f de L, (R") est :

ft)= [ fe.dm, (1€R")
J

e, (x+y)=e(x)e(y)
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TRANSFORMATION DE FOURIER

Définition

La transformation de Fourier permet de décrire dans l'espace des
fréquences un signal dont on connait l'histoire au cours du temps, et
réciproquement.

Flw)= f e dt ) == [Fla)e do

DUALITE TEMPS-FREQUENCES

y=f@{t) <=> Y=F®

F(f) est appelée la transformée de Fourier de {(t) et sa représentation,
le spectre en fréquences.

2

Fw)

On appelle densité spectrale d’énergie T
JU

Remarque : On utilise les lettres minuscules pour décrire I'histoire du signal au cours du temps et les lettres
majuscules pour le décrire dans le domaine des fréquences ou domaine spectral.
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Propriétés |I

= Réciprocité ) —=F(f) F(f) =ft) f)=F()
" Lincarite afi)+pgt)=ak(f)+LG(f)
= Dérivation LM o janf Fp

= Intégration [Aoydt < j2}t 7

—2aft
m Décalage temporel fit-1) & o F(f)



mDécalage fréquentiel F(f-f,) < ¢ "F(f)
sConjugaison  f)<F(f)  fi) < F(f)

= Symétrie f=Hw) F)=2n(-o)



+ Utilisation de la distribution de Dirac
pour le calcul des Transformées Fourie

m A partirdelaTFd une constante nous pouvons

3 N

déduire : TF( 5 (t))= 1
TF (276(t)) =1

TF(4) = 27245 (w)
TFi (= 2n§(w - a))
Donc la transformée Fourier de cos et de sin est :

TF{cos a)ot}= Jr[é(a)— 600)+ 5(0)‘" w, )]

TF{SiIl a)ot}= %[(5(0)— wo)— (5(a)+ w, )]




+ .
Fourier

La transformée de Fourier inverse ( ,f1L1):

£6) = iiﬁ(w)eﬂ“’dw

Parseval:
[F O @t = [F@)F @)
Plancherel:
[l W= 7@)fdo
Et,

lim f(®)=0

N—>=*0



La Variation Totale

m S1 f est dérivable, la variation totale est :

|/

= JIf o

m Exemple:
f(t)=exp(-t %) H ﬂ

=2

m Relation avec la Transformée de Fourier

f)|=

|fv
o




+
LLa Phase de laTF

m Dans une TF, l'information sur le temps est cachée dans les

phases. loix
Elo Edt Yew [wet Toos Wndow Heb
DEE& RAA2A/ PLD
m 1 ] LJ ! 1 h) T
8m»------.---nn--------------.------f------.------ -------------------- -
2 .
g’m.,.,,, .................... -
i_m ....... freeves FERTT T AR S i ...... T I LIE proeee -
§ 100 ,,.,,,,_ R e -
0 ] ] i i ] } ]
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
4
x 10
2 1 1] 1 L 1 1 ! 1] 1
215 :
2
o 1
&
f"o'g ................................................................... .
I O N U T S
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 S000
Frequency [Herz]

m [l est impossible de déterminer les phases avec assez de
précision pour extraire les informations sur le temps.



Propriétés

La transformation de Fourier est une opération biunivoque.
Conséquence: il y a la méme information dans f (t) que dans F(f)

Définition
La bande passante B d'un signal est le domaine de fréquence ou
se trouve l'énergie utile transportée par le signal.

Exemples :
Signaux Bande passante
Téléphonique 300Hz < f < 3300Hz

Audio haute fidélité 20 Hz<f<20 kHz
Télévision OHz <f <5 MHz



La transformée de Fourier

Exemple:

Soit la fonction indicateur

T .
. o 2sin(wT
f=1[—T,T] ﬁ f(a))=f€ Mt = Cf) )
rect(x) i sime(x) R




S (f)=JT g(t)

signal porte de longueur theta

0.2 -0.15 -0.1 -0.05 o 0.05 0.1 0.15 0.2
temps en sec.

spectre de la porte de longueur theta grande
T T

amp.

0,05 H H H H H H H
-20 -15 -10 5 0 5 10 15 20
fréquence

Analyse de la Transformée de Fo
des signaux d’ énergie finie

Exemple de calcul de Transformée de Fourier
- |e spectre du signal

- si 0 est faible, le signal est bien localisé en temps
mais 1/6 est grand et le spectre est mal localisé

en fréquence

» -si 0 estgrand, le spectre est bien localisé en

fréquence mais mal localisé en temps




Exemple de calcul de Transformée de Fourier

« - calculer le spectre du signal S(t)=SOe_atu(t)

S0
a+j2af

S(f)=

* Module du spectre

s =0
(f)_Ja2+4ﬂ2f .

* Phase du spectre

AS()=—arcig®T)

amp.

100

signal exponentiel réel causal
T T T

90

80

0F

60

S0 m

40+

30

20

10+

0

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1 0 0.1

temps en sec.

0.2

0.3

0.4

0.5



Transformée de Fourier des signaux d’énergie finie

Exemple de calcul de Transformée de Fourier

s()=Sye u(r)

«- tracer le spectre du signal

S(f)] = \/ > g 2f2 AS(f))=—arctg(—* Jy[ )

phase du spectre de I'exponentielle réelle causale
10 T T T T T T T T 1UU T T T T w

__________________________

amp.
(8]
w

___________________________

U 1 1 1 1 1 1 1 1
-100 80 60 -40 20 0 20 40 60 80 100

fréquence en Hz

degrés

-100

-100

-80

-60

-40

-20 0 20 40 60 80 100

fréquence en Hz



L'Intégrale de Fourier

F(w)= flo)= [ fit) exp™ " di (fELY):
Mesure ‘' la quantité’ d’oscillations a la fréquence w qui est

présente enf. Sifesten L' cette intégrale converge
[ f(@)]= [1/@)]dr <o

Donc, la Transformée de Fourier est bornée et continue.



+
Valeurs et Vecteurs Propres

m Soit [ : J/—} un opérateur linéaire sur un espace
vectoriel V sur un corps K. Un scalaire A=K est appelé
valeur propre de T s'il existe un vecteur non nul pour lequel :

Tv)=Av V€V

m Exemple :l'opérateur différentiel sur 1'espace vectoriel V.

m D(e)=5e



+Interprétation de la Transformeée
de Fourier

Fonction de Transfert:

. jat
Les exponentielles complexes € sont les vecteurs propres
des opérateurs de convolution:

Les valeurs propres Le'™ = fh(u)ej‘”“‘“) du = };( w)e’™

sont la Transformée de Fourier de / a la fréquence w.

hw) = [h(e ™ du

Donc nous voudrions décomposer une fonction fdans une
somme de vecteurs propres



+
Notion de systeme

m Un systéme fait subir une transformation 4 un signal d’ entrée x(t) et délivre un signal
de sortie y(t).

Filtre

m On appelle filtre,d’ entrée x(t) et sortie y(t), un systéme défini par:

WO)=[x(u)h(t—u)du = lx(t—u)h(u)du

m Réponse impulsionnelle h(t) y( t)= x( t)* h( Z‘)

» Réponse indicielle u(t) y(t)=u(t)*h(t)

= Réponse en fréquence Y()=X(H)H(f)



* Filtrage linéaire invariant en temps

L” invariance a la translation dans le domaine temps d’un opérateur

L
Signifie que si I’ entrée f(¢) est retardée de 7

T, fr(t) = f(t_T)

la sortie a aussi unretard g(t)=Lf(t) = gt-7)=Lf (?)

Réponse impulsionelle

£ = [£@)3,e)du

Si h(t)=LAo(¢r) nous avons :

Lf ()= [[f@)h(t =w)du = [hu) f(t=u)du = (f 7))



==

Corrélation des signaux

m Définition

Ox.y(T) = f x(t)y(t+T)dt

m Algorithme
m Le signal y est décalé d’ une certaine quantité tau/l

m Le produit (lintégrale) x(1)y(I+k) est effectué
échantillon par échantillon pour tous les k

m Les valeurs ainsi obtenus sont additionnées




Propriétés

Of =SB e " =X NS )

Théoreme de Parseval

172

¢ O=S*0=[Prd k=0

-1/2

La fonction d’ autocorrélation est une fonction paire



La Densité Spectrale

m ... est obtenue par la Transformée de Fourier de la fonction
d’autocorrélation (théoréme de Wiener-Khintcine):

S(f ) = TF{C(p)} = ¥ C(p)exp(-27jfpT,)

PEZ

m La loi de probabilité gaussienne est importante dans la
mesure ou elle garde son caractere gaussien dans toute
opération linéaire : convolution, filtrage, dérivation,
intégration.End’ autres termes,sil’ entrée d’ un systéme
linéaire est gaussienne, sa sortie est gaussienne.



+ .
Conclusions

m La série de Fourier d'une fonction périodique ne comporte que
les sinusoides de fréquence égales a des multiples entiers de la
fréquence fondamentale

m La TF de la fonction de corrélation du signal représente la
densité spectrale de 1’ énergie = la redistribution de 1énergie
sur les axes de fréquences



+
Défauts de la'TF

mLa transformée de Fourier est une représentation
globale du signal. Elle ne permet pas d'analyser son
comportement fréquentiel local, ni sa régularité
locale. La condition de convergence sur la
transformée de Fourier n'indique que le pire ordre
de singularité. Elle ignore les régularités locales.



Relationd incertitude de
Heisenberg

m Le principe: Le produit de la variance de x pour |f|? et de la
variance de x pour |F|? est supérieur ou égal a

1
1671;2

m La largeur du paquet d'énergie d'un signal dans le temps est
inversement proportionnelle a sa largeur dans l'espace des
fréquences. On ne peut pas connaitre avec une égale
précision la position dans le temps et en fréquences d'un
signal.



+ r
Défauts ....

m Le défaut de cette transformée est d 'avoir une fenétre
indépendante de la fréquence que l'on calcule.

0 Ri2
WVariation temporelle \U/

de spectres M i
Fréeque nee




Transformée de Laplace




+
Transformée de Laplace

Définition

Si f(t) désigne une fonction a valeurs réelles ou complexes
de la variable réelle t, définie sur le domaine et nulle pour ;
on appelle Transformée de Laplace de £(f) 1a fonction

Flp)=LJf@= l[BXP(-pif)f (£)dt

ou p est complexe

-1 existence de F(p) suppose la convergence de
1" intégrale

- on dit que F(p) est"1’ image " de ()



Transformée de Laplace

m Exemples
U(t) Signal TL
1
s 1
Echelon unite U(t) b
0 t
Echelon unité Exponentielle décroissante | U(t)e™@%,a > 0 —p}—a
U(t)et, a> 0
1 .
Exponentielle complexe ut)e't o >0 pil
[0V}

Note: la TL n’est pas définie pour tout p: la partie réelle de
0 t p doit

Exponentielle décroissante

étre plus grande qu’une valeur, |’abscisse de
convergence.



Transformée de Laplace

mPropriété de linéarité

Théoréme
Si Vl(t) apour TL : vl(p)

et V, (t)apour TL: v, (p)

alors , Vo et pget
och (D) +p V2 (t) apour TL:

av, (P) + BV, (P).

Exercices. Calculer les TF de
U(t)cos(wt) et U(t)sin(wt)

Signal TL
Exponentielle
complexe U(t)ei“’t,m> 0 L
p-iw
Cosinus U(t) cos(wt) 2p 5
pT+w
Sinus U(t) sin(wt) 2(0 5
pT+w




Transformée de Laplace

mPropriété de linéarité

Signal temporel TL

Exponentielle

complexe | U(t)el Tt oo 1

p+o —iw
Cosinus U(t)e"* cos (wt), o > 0 & +2a 5

(p+a) + ®
Sinus U(t)e"*t sin(ot) uz)

(p+a)” + o




Transformée de Laplace

m Propriétés

0T

Impulsion

R(t)

Rampe

1. Théoreme duretard
Si V(t) apour TL: v(p),

alors V(t-T)apour TL:e PTv(p), V¥ T > 0.
Exercice. Montrer que la TL de lI'impulsion

1-ePT

(cf.Fig.) est:

2. Théoréeme de dérivation
Si V(t) apour TL: v(p),

alors d\dlit) apour TL : p.v(p).
Exercice. Vérifier quela TL dela
rampe R(t) (cf.Fig.) est: iz

P



Transformée de Laplace

m Propriétés

3. Théoreme inverse de translation
Si V(t) apour TL : v(p), alors e'atV(t) apour TL:v(p+a),Va>D0.

Exercice.Retrouver les expressions des TL du tableau page précédente.

4. Théorémeinverse de dérivation
Si V(t) apour TL : v(p), alors -t.V(t)apour TL: dvd(pp)

Exercice. CalculerlaTL du signal : t.U(t).e 3L,

5. Théoréme d'affinité - homothétie ou changement d'échelle de temps
Si V(t) apour TL : v(p), alors V(kt) apour TL : liv(E),‘v’ k > 0.

Exercice. Calculer la TL du signal : U(t)sin(3t)



Transformée de Laplace

m Convolution
Théoré€
u(t) eo_reme |
Si X(t) apour TL : x(p)
1 | - et Y(t) apour TL : y(p),
:U(t-r) alors le produit de convolution
_ o0
0 1 fX(t)Y(r ~t)dt apour TL: x(p).y(p)
0
U(t) ou, symboliquement :
1 * apour TL -
- T |
I —
:_U(I t) Exercice. Montrer de deux maniéres

différentes que U(t) = U(t) = R(t)



Transformée de Laplace

m Opérateurs
Opérateurs dans l'espace temps TL
* (convolution entre signaux) X (multiplication de leurs TL)
c(l:!c (dérivation d'un signal) xp (multiplication de sa TL par p)
T - périodisation x_ 1
1-e"PT




Transformée de Laplace

mSystemes linéaires stationnaires

Théoreme

Si E(t), quiapour TL : e(p) est le signal d'entée
H(t), laréponse percussionnelle du SLS et sa TL :

E(t) H(t S(v) h(p), la fonction de transfert du SLS
é ( ) Ié - . 7
e(p) | ®) s(p)  alorslesignaltemporel de sortie est donné par

le produit de convolution et sa TL par un produit :

S(r)=fE(t)H(~c—t)dt a pour TL s(p)=e(p).h(p)
0



Transformée de Laplace

mSystemes linéaires stationnaires

E(t)
e(p)

—

H(t)
h(p)

S(t)=(E(t)*H(t)), =
s(p)=e(p).h(p)

f E(tH(z - t)dt
0



Transformée de Laplace

m Déconvolution
1. Décomposition en éléments simples de premiére espéce
i _ A _+ B + C
(p-a)(p-b) (p-a) (p-a) (p-b)

Pour calculer A (resp. C), on multiplie ]’ équation par (p-a)? (resp.p - b)
et on fait p = a (resp.p = b). On trouve :

1
p-b

1
(p - @)

Pour calculer B, on multiplie ]’ équation par (p-a) et on fait tendre p vers
1" infini. On trouve: B = - C. Les originaux des éléments simples peuvent
alors étre trouvés directement a partir des tables de TL usuelles.

1

A= _ph =
p=b (b—a)2

C =

1
P=8 a_b




Transformée de Laplace

m Déconvolution

2. Décomposition en éléments simples de deuxiéme espece

C’ estle cas ol le dénominateur est un trindéme du second degré qui

n' apas de racines réelles. On décomposition en éléments simples de
2éme espece :

2 2
p) _ b 4dac-b _ 2 p)
/ 2
avecP=p+£ et A = 4ac-b
23 23
1 _1 1 1 1
ap’+bp+c @ P?+A? aA’ P?/A%’+ 1



Transformée de Laplace

m Calcul opérationnel

Exercice. On définit la distribution de Dirac &(t) de la maniéere suivante:
5(t) &(t) a pour TL: 1.
2
1 Résoudre I'équation différentielle: ay + 2amg ay + u%Y = §(t)
dt? dt
(o et g sont réels et positifs et ne dépendent pas du temps).
0 t Discuter brievement la nature de la solution en fonction de o.
Distribution de Dirac
Note
La méthode présentée dans cet exercice permet de retrouver
6(t)a HH=2 | J laréponse percussionnelle d'un systeme linéaire stationnaire
h(p)="? \ s . e . N . ..
lorsque I'on connait I'equation différentielle a laquelle il obéit.




Transformée de Laplace

mRéponses

Exercice: identification d’un systéme linéaire stationnaire

Réponse: H(t) est la dérivée de S(t)

Exercices. Eléments de réponse:

1 1 1 1
p> +3p2+2p PP+2)(P+1)" p3_1 (p—1)(p2+p+1)
1 1

p>+pZ-p-1 (p-1)(p+1)

et




Du signal analogique au
signal numérique




*+ La Genése du Signal Numérique

m De I'information cachée dans la représentation
choisie

m Echantillonnage

m Compression
m Décomposition dans un espace orthogonal

Les avances en moyen informatique (puissance de calcul) ont rendu possible
le expression et traitement de signaux en forme numeérique. Mais pour
numeériser, il faut d'abord échantillonner. Nous allons voir que la passage
analogique — numeérique impligue nécessairement une perte d'information.
Cette perte peut étre minimiser par l'application des outils adaptés.



Signal Constant O cycles/échan.

cos(0-n)=cos(2nmn)=1

cos[(m/8)n]=cos[(157/)n]

-15 -10

-12 -10 -8 -6
10

6 8 10 12

cos[(rt/4)n]=cos[(7m/4)n]

Fréequence
numerique 0.5
-14|-12|-10|-8 |-6 |-4 |-2| 0| 2|4 | 6| 8 |10]12 |14 n ~
cycles/échan



cos[(4m/T) t]

cos[(2m/Ty) t] 1(1)
Le signal ayant la fréequence Numérique O
~ peut étre obtenu a partir d’'une multitude des
15 05 0 \ 1 { 15|t[ms] signaux
-1+
T=0.5ms
ul l l ‘ I ' l cos[(3m/T) t]1 cos[(m/T ) t] T=0.5ms
ﬂ
03 2 1 0 1 2 3
TS
-1.5 -05 05 1.5 N
-1 0 1 t[ms]

Fn=0.5 aussi




Echantillonnage

Echnatillonnage

Filtre pass-has Bloquage Quantification Codage
4 4 25
- — N b S| Cicit logiue  {—
X(t) 5 p— — x(n)
| —

m Signal Analogique
m Signal discret en temps

m Signal numeérique



+ Modélisation mathématique de

1'échantillonnage
I —
o -
RS
11 Ll




Echantillonnage

m I'échantillonnage idéal préléve des échantillons a la
cadence T, de fagon instantanée.

%, =Y x,(nT,)6(t - nT,)

nezZ

>.<(t) : (5'(\ ?(t:)

Te



Spectre d’un signal Echantillonné

£, = )X (T)0=nT) §(0)-F {x(t)o, (1)

nc/Z g

X,(f )=TFlx,(0] * TF[ Y 8(1-nT,)]

X,(f )=fX,(f ) * TF[ Y 8(t-nT,)] = fo ¥ Xulf —nf.)

nc”/Z nezZ



+ Spectre du signal échantillonné

— 5 —nT — P — -jnTw
c(t) E (t —nT) — &(w) Ee 8(0)):2_”25(0)_%)
T

Sw) = [o(e™ dt =1

En utilisant la formule de Poisson

kzoo)( *6(00 k—) kaX(w k—)

L’effet de la convolution avec une distribution de
Dirac est la répétition périodique de la fonction
respective.



Exemples de Signaux
Echantillonnées Simples

m On définit I'impulsion unité échantillonnée par le signal :

&' (1=11,0,0,...,0}
5 (nT.)=1,n=0
ké*(nT() =1,n=0

1 ®
osf
06}

0.4

0.2

_0. " " "
-1000 -500 o 500 1000




Echelon Unité

W (1) ={L1,1,...,1},
{u(k) =1,Vk=0
u(k)=0,Vk <0
ut)=8 t)+6 (t-T)+8 (t-2T.)+...

0 (0= 36 (1 -kT,)

8 (1-KT,) =,

u (t)= iék



Signal Analogique

Signal échantillonnage



Sous-échantillonnage |I

Si l'on tente de relier les
échantillons par une
courbe, on ne va pas étre
en mesure de
reconstituer le signal
original, mais un autre,
peu semblable au
précédent. Ceci est la
conséquence de la
violation du théoréme de
I'échantillonnage.




A la limite du théoreme de
l'échantillonnage

On peut, intuitivement,
remarquer sur l'illustration
précédente, que relier les
échantillons a l'aide d'une
ligne courbe, aussi bien
choisie soit-elle, n'a que
peu de chances de
reproduire le signal
original, bien que le
théoreme de
l'échantillonnage soit,
formellement, respecté.
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inie

X(w)=0if |of = wy,

x(1)

Echantillonnage des Signaux de Bande F
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Théoreme de Shannon

m Pour éviter une superposition des spectres €lémentaires il
est nécessaire d’ imposer le théoréme de Shannon

Fe = meax

Un signal de spectre borné ne peut pas étre que de durée
infinie. Il est donc erroné de considérer des signaux a la fois de
durée et de spectre finis.



105
Spectre dans le cas sinusoidal |l
gna

Le spectre d'un si
échantillonné se compose
d'une série de raies
réparties de part et d'autre
des multiples de la
f r é¢ g ue n c e
' ' d'échantillonnage. Les raies
H |L|| intéressantes pour la
T - démodulation sont celles
Raies de part et d'autre de la fréquence qu1 se situent aux alentours
d'échantillonage, afe - fm et fe + fm .
de O, puisque ce sont celles
Fréquence du sinus {fm) q.ul co:;r.espondent au
signal original.

Fréquence d'échantillonnage (fe)




Reconstruction du Signal :

(=T )=

o] = 0,

0] > ,

La réponse est :

x (1)

Le spectre est :

N

X, ((x)) = X((x))-H,, (m)

1 oo
F E m ku) Spmc(u))

§ k==

- #(0)h, (1

x,(1) = x(1)

X(oo)



Reconstruction

X(®) (? R() | ——he(t) [ xr(®) .
X() X (o) ¢ X () H, ((D) = Tspwc ((D) < B (t) =T — c
6Ts(t)

| A
%/Q x,,(t)=hr(t)>kfc(z‘)
| 'S |

/\1 1 ; _E_/\ Sin(x)ct 0

~®Os ' =T, * x(kT.)d8(t-kT
Eia e
Hof O os-oy L&y SN0
Ts—L kzoo)(,'( S) - % ( S)

—®c 0 O x(kT )T sin @, (t—kTS)

/1&(@) =k=E—oo 2 TE(f—kTS)
| | .
/1 N\ _ E 2wcx<kTS)smu)c(t—kTS)

o O b o O w, (- kTy)



Reconstruction

Interpolation des sin x / x.

x(nT)= S x(kTy)




Interpolation linéaire

m Approximation du signal par segments de droites

m Le Filtre de reconstruction est triangulaire .

m Erreurs

X(t)—;

X\(t)

2Ts -Ts

15(t)

s 0 Ts  2st
b)



1 Inch (1) oin Ls
hr(t)— e 2
H (o)=T =T
/><]\ H () =T =7
-Ts 0 Ts 21s t 2
'y
s i-(co)

3mg —2Ms @ —Ms -Mm O Oy Mg 2D 30g




Reconstruction par Extrapolation

x(0)
x(-iTs XD — I x(t) o(t)
X(—29 X - 1 h(t)
a)-sz -Ts 0 &= 2k ¢ ) T
T 0Ty 2sin ol _iJs  sin ol
h.(t)= { -5 2 — 2T
(1) pTZS( 2 ) ) 0 ‘ b0l
2
. W
A sin (Dsz i s1nrcm
H.(0)=¢ 2T —e s :
e

Y



-
-30g 20 Mg - O mwm Mg 20 3mg M

La réponse frequentielle du filtre laisse voir des oscillations
dans la bande de coupure



+ Gabarit d’un filtre

m Bande passante, plage de fréquences ou le gain prend de
valeurs comprises entre (I-0,,1+ 9,) ou 9, est le taux
d’ondulation

m Bande de transition, plage de fréquence ou le gain s’atténue
dans un rapport A.

m Bande affaiblie, plage de fréquences ou le gain prend des
valeurs inférieurs a o,

H( rippleﬁ
/ ~ | % -3dB

B. affaiblie

v

v ¥

fc fe



Théoreme d’Echantillonnage :WKS
(Whittaker, Kotelnikov, Shannon)

S1 le signal d’énergie finie x(¢) a sa bande de fréquence limité a

®,,, ( X(0)=0 for |® | > w,,), 1l completement représente par ses
échantillons  {x(nT)jn€2} si la fréquence d’échantillonnage
est deux fois la fréquence maximum du signal

W, =20,

Et le signal original peut €tre reconstruit a partir de ses
¢chantillons :
= sinw, (- kTy)

(0= 3 et

S1 la fréquence de coupure du filtre passe-bas est :



+
Quelques valeurs




Encore ....

La Transformée de Fourier
mais
... Discrete




Systemes linéaires

m Les systemes linéaires sont caractérisés
completement par leur réponse a une impulsion
unité

y(k)= LI Y, x(D(k = D)] = Y x(DLIS(k = ])]



Transformée de Fouriler a temps
discret

m Sile temps est discrétisé

X(f)= Y x) e 4 TF. est périodique de période 1

teZ

m Et la transformée inverse

1/2

x(t)= [ x(e ™" df

-1/2



Propriétés

m X(f) est périodique T,=1

X(f+1) = Y x(k) =" = Y (k) @7 = X(f)
SYA SYA
Remarques:

1. La transformée de Fourier de X (#) d'un signal analogique
n'est pas périodique

2. X(f) est périodique F,)=1, tout intervalle de longueur unité
est suffisant pour décrire completement cette fonction



+ Regle de construction de la TFtd aj gz
partir de la TF de x(t)

x(t) continue en t

x,(t=nAT) la version échantillonnée AT période d'échantillonnage

x,(nAT) = x(1). i O(t —nAT) = i x(1)o(t —=nAT)

Nn=-—0o0 N=—00

X (f)= } ( Ew x(1)O(t =nAT))e > dt

f=—0 p=-00

X, (f)= E X(I’ZAT).e‘zﬂjf(nAT)

1/2AT
x(nAT) = AT f X (f)e?™ D gf

-1/2AT

conclusion :

x(nAT) = X,(f) est unefonction périodique en f de période (1/ AT)

mOndivisel axe des fréquence par Fe
m On périodise avec la période 1

m On divise 'amplitude par Te



discrétisation T/F=Périodisation T/F (1)

/‘]\x 0 TF continue X(f)

[
» »

NS
/_]\x(t ) séries de Fourier t ¢,
NS NS N/ >
‘x(nAT ) échantillonW X (f)
I |

111 -
¥p(NAT) TF Discrete X (mAf)
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transformée de fourier discréte



==

Transformée de Fourier Discrete
repliement de spectre dans le domaine fréquentiel

N0 pas de repliement t Xe()
x(nAT)  f_ <1/2AT
—-1/2AT I/TAT
M _Ah_A \. Vi
\W \ — fmax + fmax
4 X0 repliement t Xe(Sf)
x(nAT) £ >1/2AT

-A/2AT

W - \' — fmax + fmax

transformée de fourier discréte



+ . . .
Transformée de Fourier discrete

m En se limitant a un nombre fini de L valeurs de la
fréquence, a savoir f=k/L, on obtient la Transformée de
Fourier Discrete

2

-1

X(k)= ) x(n)e

n

=21 jkn/N

Il
o

m L est le nombre de points de calcul de Titd et N est le
nombre de points de la suite temporelle

x(n) = —Ex(n)w”k k€{0,.,N-1} avec Wy =€xp(-2j7/N)



La Transformée de Fourier Rapide

m Exemple N=2P ou p=3

Xi=(x(0)+x(2)yp, +x(@)pp +x(8) )+ e D+x(3)ypy +x() s +x(Tyy)
m Ce qui donne
C(0)+x (4 s (H2)+x(6)py,)
(D25 s GB)+x(Ty)

m Une structure de papillon : addition, soustraction et
multiplication



