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Une matrice ¢

Une matrice est un tableau de nombres (entiers, réels ou complexes) a m lignes
et n colonnes. Exemple avec m=2, n=3:

1 2 0
A =
[43—1)

En générale, on utilise des lettres majuscules pour désigner une matrice.
Soit A une matrice (m, n), on appelle a; les m x n coordonnées de A telles que:

A=| : : <:>A:(aij) 1<i<m;1<j<n;

Remarque: si n=1, on a I'écriture algébrique d’'un vecteur a m composantes. On
peut donc considérer une matrice comme un ensemble de n vecteurs a m

composantes.
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Matrice carree.

Si n=m la matrice est dite carrée sinon elle est dite rectangulaire

Exemple de matrices carrées particulieres (avec n=4):

Matrice unité (ou identité): 1=

oS o O =

Matrice triangulaire sup€rieure:
U Uy Uz Uy
0 u, uy uy ,
0 0 wuy uy
0 0 0 wuy,

Calcul Matriciel

o o = O

oS = O O

o O O

d, 0 0 O
L. 0 d, 0 0
Matrice diagonale: D =
0O 0 d,, O
0O 0 0 d,
Matrice sphériquesid,, =d,, =d,; =d,,;

Matrice triangulaire inférieure:
l, 0 0 0

11

,b, L, 0 O
Ly 1y, 1y 0
1




Matrice carrée (suite).

a.. représentent les termes diagonaux

a; (1# ]) representent les termes nondiagonaux
Sta; =a, la matrice est symétrique

Sia; =—a; la matrice est antisymetrique (= termes diagonaux nuls)

Matrice symétrique: Matrice antisymeétrique:
3 2 -10 0O 2 -1 0
2 1 4 7 -2 0 4 7
-1 4 0 1 1 4 0 -1
o 7 1 3 0O -7 1 0
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Opérations sur les matrices

1 2 0 5 2 3
Addition, soustraction 4 3 -l 13

6 4 3 -4 0 3
C=A+B= ; C=A-B= ;
5 6 3 3 0 -5

2 4 0 A=-AT
Multiplication par un scalaire C=2A= S 6

-2
2 5 1
T . T
Transposition C =4 6B =2 3
0 -2 3 4

Une matrice carrée A et symétrique si elle est égale a sa transposée A=A'
Une matrice carrée A et antisymétrique si elle est opposée a sa transposée
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Opérations

Rappels (??) Symbole de sommation.

Notation : * X est la lettre majuscule sigma de I’alphabet grec. qui corres-

pond a S. la premiere lettre du mot « somme ».

n
* L'expression Eﬂi signifie « effectuer la somme des a, en

i=l

laissant [ prendre les valeurs entieres de 1 jusqu’a n ».

* La notation X est couramment utilisée en mathématique pour

abréger I'ecriture d’une somme de termes.




Opérations
sur les

Exemples : a) Compléter: 3'+3°+3° +3°+3° +3°+3" = 2

b) Compléter : 2+4+6+8+...+98+100 =2
9

¢) Developper E[EH L)oo

=4
d) La somme des €lements de la deuxiéme colonne d'une ma-

trice 4=(a;) séerit ...

CmER

e) alors que la somme des eléments de la troisieéme ligne s’écrit




Opérations sur les matrices (suite)

Multiplication de deux matrices

Le produit de deux matrices peut étre défini a partir du produit scalaire entre
deux vecteurs exprimés sous forme algébrique:

u1 Vl Vl
u A% = AV
2 2 T 2
U=| " LVv=l “|; Uv=U'V=(u, u, - u,) .
um Vm Vm

m
=u,v,+u,v,+---4+u_v_= Z:uivi
=1
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Opérations sur les matrices (suite)

Multiplication de deux matrices (suite)

Le produit de la matrice A (mxn) avec la matrice B(nxp) donne une matrice C(mxp)
telle que chaque element c; est eégal au produit scalaire de la ligne i de la matrice A

avec la colonne j de la matrice B

C=AB & c¢=)ab, (I<i<ml<j<p)
k=1

Le produit matriciel n’est possible que si le nombre de colonnes de A est
identique au nombre de lignes de B ‘
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Opérations sur les matrices (suite)

Multiplication de deux matrices (suite)

Exemple 1 2 0
A= ;B =
[4 3 —1]
5 1
1 2 0
cz[ jz 3
4 3 -1
3 4

Etapes de calcul

(1 2 0)2|=9; (4 3 -1) 23 ;

(1 2 0)

A W = W N WD
A LW = W N W

Calcul Matriciel



Matrice inverse d’une matrice carree

On dit qu’une matrice carrée A admet pour matrice inverse la matrice carrée

A1 ssi:

AA"=A"TA=1

On dit que A est inversible ou réguliére. Si A-' n’existe on dit que A est

singuliére.
(A') =A
(A1) =(a)
(A-B)' =B'A"

Calcul Matriciel

Exemple:
1 0 -1 1 -1 1
A=[1 -1 0| A'=[1 2 1
1 -1 1 0 -1 1
1 00
A-AT=A-A"=[0 1 0
0 0 1




Determinant d’une matrice carrée

Le déterminant d’une matrice carrée A, que I’on note det(A), est un scalaire qui

sert d’intermédiaire au calcul de A1

Pour une matrice (2,2), det(A) est définie par:

A:(a“ a”]; det(A) =

dy  dy

dp| 3
=apdy —apdy

dy  dy

Pour une matrice (3,3), det(A) est définie par:

d;; ), a3

A=|a, a,, a, |; Calcul parrapport a la premiere colonne:

d,, 4 d,

dy, dgs dy

Calcul Matriciel

a a, dy
a3

= Ay ||| A |[A] Q23
dy;

a31
(produit mixte entre 3 vecte



Déterminant d’'une matrice carrée (suite)

D’apreés la propriété du produit mixte invariable par permutation circulaire
et changeant de signe dans le cas d’une simple permutation entre deux
vecteurs, on obtient:

Calcul par rapport a la deuxieme colonne

d, ap d;
det(A)=—|a, ||| a, |A]ay
dsy ds; dj;

Calcul par rapport a la troisieme colonne

a13 all a12
det(A)=|ay ||| a, |A]ay
d33 s a3,




Determinant d’une matrice carrée
(suite)

Autre méthode pour une matrice (3,3): la méthode de Sarrus

=a,,8,)85;, 78,8585 +338,,3;5) 838,83 —8,,8,,8;, —a,,d,,a3;




Determinant d’une matrice carrée

Exemple

det(A)=|0 4
2 1

4
< det(A) = 3‘ )

+4

—_0 == O

0
< det(A) =-2 ‘1 !

0 4| |3
< det(A)=7 +
1 -2/ |0

M¢éthode de Sarrus

3 2 732
det(A)=l0 4 00 4
1 2 112

3 7

(suite)

O‘ =12-28=-16; (développement ler colonne)

+2 ; =-16; (développement 2i¢éme colonne)

1

37‘

‘ =-28+12=-16; (développement 3i€me colonne)

= (3x4x1)+(2x0x1) +(7x0x-2)-(2x0x1)-(3x0x-2)-(7x4x1)=12-28= -16;




Determinant d’une matrice carrée
(suite)

Pour une matrice (4,4), det(A) est définie par (en utilisant la premiéere
colonne):

a, 4a, a5 ay
q q q q dy Ay Ay d, a3 a4y
21 Ay Ay Ay
det(A) = =a; |83, A3z Ayy(—dy Ay Ay Ay
dy Ay A3 Ay
dy Ay Ay dy Ayy Ay
Ay Ay Ay Ay
d, a3 a4y dj, a3 Ay

Ta3 8y Ay, Ay TAay|dy Ay Ayl




Determinant d’une matrice carrée
(suite)

On peut ainsi de suite calculer des déterminants pour des matrices
carrées d’ordre supérieur mais cela devient fastidieux ... en général on
procede autrement en triangularisant la matrice par la méthode numérique
de Gauss que I'on utilise pour la résolution de systemes linéaires.

a;; adp A

n

nn 2

a a ) a e e
det(A) = :21 :22 N :2n < det(A) =] . e LTI PPEE

nl nn nn




Determinant d’une matrice carrée
(suite)

On peut aussi utiliser les regles opératoires suivantes afin de faire
apparaitre le plus de 0 possibles avant de se lancer dans les calculs:

* si on permute 2 lignes ou de colonnes, le déterminant change de signe;
* si deux lignes ou deux colonnes sont identiques, le déterminant est nul;

* si on multiplie tous les termes d’une méme colonne ou d’ une méme
ligne par un réel k, le déterminant est multiplié par k;

* on peut ajouter a une colonne (ou a une ligne) un multiple d’une autre
colonne (ou d’une autre ligne) sans changer la valeur du déterminant ;

* en conséquence si une colonne ou une ligne est nulle, le déterminant est
nul.




Determinant d’une matrice carrée

suite)
Exemple (1¢" méthode) (
2 -1 7
1y 2 -1 7 2 -1 7
0O 2 0 1
det(A) = o 2<:>det(A):34 2 22 0 1|-2 0 1|;
0l 13 2 0 H4 -2
1 3 0
2 1 2 -1 7
2 1 1 2 0 -
4 —2|= -2 =-6+16=10; 12 0 1|= - =28-7=21;
3 0 - 3 2
3 0 3 2 0
2 -1 7
2 1 2 7
2 0 1=‘ ‘2‘ ‘=-8+24=16
4 -2 1
4 2 =2

det(A)=30-21-16=-7




Determinant d’une matrice carrée
(suite)

Exemple (2™ méthode)

3.2 -1 7 32 -1 7
0 2 0 1 02 0 1
sS= L 4 SdtA)= | L3134,
1 3 0 1 3 2 0
30 -1 6
02 0 1
< det(A) = (L1'=L1-L2);
07 4 =2
1 3 2 0
2 0 1| ]o -1 6
4 =21 17 4\ (2 1| |2 0
< det(A)=3]7 4 2|-12 0 1|=3]|2 + — +6
2 0| 3 2/) \|7 =2 |7 4
32 07 4 =2

= 3(8+2)-(-11+48)=-7 ‘



Resolution d’un systeme déquations
lineaires

Un systeme d’équations linéaires est un systéme de la forme:

AX=B

Dans lequel A est une matrice (m,n), X une matrice uni-colonne (n,1)
et B une matrice uni-colonne (m,1)

)
a, X, +a,x,+---+a, x =b,

( Xl bl

a,X +a,X,+--+a, X =b
21°*1 22*2 2 2 . . . .
: nn =S S =

< 3

8 A (X b

\anlxl + an2X2 Tt anan — bn ‘




Resolution d’un systeme déquations
linéaires (suite)

Si la matrice A est telle que m > n , alors il y a plus d’ équations que d’inconnues .

A priori il n’y a pas de solution sauf si les (m-n) équations supplémentaires sont
des combinaison linéaires de n premieres équations.

Si la matrice A est telle que m < n, alors il y a plus d’'inconnues que d’équations.
Le systeme admet a priori une infinité de solution, on choisit de calculer
m inconnues en fonction des n-m inconnues restantes

Si la matrice est carrée (m=n) alors le systéme admet une solution unique a
condition que det(A) # 0 . La solution est déterminée par:

X=A"B

avec A qui représente la matrice inverse de A AAT=A"A=1



Resolution d’un systeme
d’équations linéaires (suite)

Calcul de la matrice inverse

1
det(A)

Cof représente la comatrice de A dont chaque coefficient représente
un des cofacteurs de la matrice A

AT =——(Cof)’

11 . 1 5—1 @1 541 Ca s 1 n
Cof, ; = | 1)t @i—11 -+ @i—15-1 @i—1541 .. @i—1n
1':lu-I| - - -
@it11 -+ @ip15-1 Dig1 541 -+ Qipln
ﬂ'n:ll P anaj_l ﬂn;;l‘-l_l P a'n:ln




Resolution d’un systeme déquations

Exemple: Soit

|4

_I_
2

16| |2
2

_|_

4

4 0
16 —4
28 0

)

|

A=

—_ W

S W

_ O

—_

S

linéaires (suite)

7
0 dont on a déja calculé le déterminant (=-16)
1_
T
4
—2
2
D) On vérifie bien: AA" =A"A =1
3 2
0 4
-16 -28]
-4 0
g8 12




Resolution d’'un systeme
d’équations linéaires (suite)

De ce qui précede on en déduit la résolution du systéeme suivant:

3x+2y+7z=1 [3 2 7|(x] [1
X 4y =1 <0 4 0O|syp=917¢
x—2y+z=-1 |1 =2 1|z (-1
2 717 (1) [-025 1 1,757(1 -1
—dyb= 4 0| <1t= 0 0,25 0 1 $=40,25}
-2 1| [-1] |0,25 -0,5 -0,75]|-1




Resolution d’'un systeme déquations
linéaires (suite)

Dans la pratique, on ne résout pas un systeme d’équations a partir de l'inverse de
la matrice (trop fastidieux au-dela de 4 équations a 4 inconnues).

On préfere transformer le systeme en triangularisant la matrice de maniére
systematique par la méthode de Gauss (méthode des pivots).

Ensuite on résout par une remonteée triangulaire




Resolution d’'un systeme
d’équations linéaires (suite)

3 2 7| [x 1 L1 premiere ligne

O 4 Olsyr=+1 L2 deuxieme ligne
1 2 1 Z —1 L3 troisieme ligne
premiere transformation

3 2 7 X 1 L1 premiere ligne

O 4 O ye=< 1 ¢ L2 deuxieme ligne

o — 8 _4 |z _4 L3" =13 — 1 L1 troisieme ligne (pivot= l)
L 3 3 L 3 3 3
premiere transformation

3 2 7 X 1 L1 premiere ligne

O 4 0O ye=< 1 ¢ L2 deuxieme ligne

O O _4 L= _2 L3" =L3" + S L2 troisieme ligne (pivot= %)
u 3_ . 3 4 =<3 3




Resolution d’'un systeme déquations

3 2 7
4 0
0 O _4
L 3

linéaires (suite)

Résolution par remontée triangulaire

S

—

z=0,5
y=0,25
1

X:§(1—2><0,25—7><O,5):—1




Resolution sous Excel (méthode de

Gauss)

Méthode de Gauss
Triangularisation

Matrice Second membre

3,0 2,0 -1,0 7.0 1,0 L1

0,0 2,0 0,0 1.0 1,0L2

-1,0 4,0 2,0 -1,0 1,0 L3

1,0 3,0 2,0 0,0 1,0 L4
Etape 1

3,0 2,0 -1,0 7.0 1,0|Ligne de référence

0,0 2,0 0,0 1,0 1,0 pivotl=0/3 L2*=12-pivotlxLl

0,0 4,7 1,7 1,3 1,3 pi‘u’Dt2:~lf3 L3*=L3-pivot2xll

0,0 2,3 2,3 -2.3 0,7 pi‘mt3=1f3 L2=12*-pivot3xll
Etape 2

3,0 2,0 -1,0 70 1,0

0,0 2,0 0,0 1,0 1,0 Ligne de référence

0,0 0,0 1,7 -1,0 -1,0 piv0t1=4,?f2 L3**=L 3*-pivotlxL2™*

0,0 0,0 2,3 -3,5 -0,5 pi‘u’Dt2=2,3{r2 LA**=| A*-pivot2x[2*
Etape 3

3,0 2,0 -1,0 7.0 1,0

0,0 2,0 0,0 1,0 1,0

0,0 0,0 1,7 -1,0 -1,0 Ligne de référence

0,0 0,0 0,0 -2,1 0,9 pivct1:2,3,-"1,? LA***==| 4**_pivotlxl 3**




Resolution sous Excel (meéethode de
Gauss)

La résolution s’effectue par remontée triangulaire et on trouve

P ( 0,5714285 ?ﬂ
q | 0,71428571
r | -0,85714286
s | -0,42857143

On a résolu le systéme : 2 -1 7][p] [
0 2 0 11|q |1

J i=21

-1 4 =2 ||r 1

13 2 ols)




Méthode de Gauss-Jordan

La méthode de Gauss Jordan consiste a effectuer un double travail de
triangularisation pour arriver au final a une matrice diagonale normalisée (termes

diagonaux égaux a 1

Premiére triangularisation (d¢ja faite) :

— ] e N

3 2 7 X 1 3 2 7 X 1
O 4 O|lyr=<21¢:;<=[0 4 O yve=< 1 ¢
1 2 1|z —1 o o _A|l=z 2
£ 3 ] L 3
Deuxieme triangularisation :
Etape 1
- (1—1\ )
3 2 7||x 1 3 2 0f[x 2 2
O 4 ORyrp=41;=|0 4 ORyr=4 1 =41 ¢
O O 1||=z 1 O 0 1|z 1 1
2] L2 J L2




Méthode de Gauss-Jordan

2

Etape

n O O

N

NN~ —~|N

<
I

\|\J
X 2N N
rJ\|\
1
S O —~

N — O

n © O
I

_ — |~

e

—
X N N
—

f

N

|

—

_ — |t ~|N

"

\|\J
X A N
,J\|\
1
S O —

S ~ O




Calcul de [tnverse par Gauss-
Jordan
(meéthode des pivots)

La methode du pivot sert egalement a trouver 1'inverse de toute
matrice carree 4 d’ordre n. Dans ce cas. on augmente la matrice 4
de la matrice identité d’ordre n et on effectue des operations ele-
mentaires de lignes pour passer de (4 | I ) a (I, | C). Si cette
transformation est possible. on obtient une matrice C qui est

I'inverse de la matrice 4. Observons ceci sur un exemple :




i 2 4
Exemple : Trouver I'inverse de la matrice 4=| 2 -1 2
-1 2
32 4010 0 L=—=-L,
A= 2 -1 2|10 1 0
-1 12|00 1

[
|
[
|
]
=
=
|
—

~l2 -1 201 o0|L,—-I,-2I,
3 02 4[10 0)Ly—=L-3L

1 -1 2|0 0 -1 L—=L,+L,
-0 1 6|0 1
0 5 10|10 3)Ly—=L;-5L,
10 4]0 1 1
-0 1 6|0 1 2
00 201 -5 -7 ) L;—=-1/20L,
1 0 4 0 1 1\ L, —=1,-4L,
-~ 0 16 0 1 2 | L,—=L,-6L,
0 0 1[-1/20 1/4 7/20

1 00 1/5 0 -4/10
~10 1 0| 3710 -1/2 -1/10
.0 0 1|-1/20 1/4 7/20




Matrice de
pa sage T 5

O O, = .
q
/b Vecteur position du Point M
Vecteur déplacement du repére Repére R, par rapport au référentiel R

R, vers le repére R, exprimé exprime dans la base q

dans la base q

OM=Y

Vecteur position du Point M
par rapport au référentiel R,

Repere R, \

Que vaut Y ? Connaissant D et X

Calcul Matriciel



Matrice de passage (suite)

OM=0,0+0MSY=D+X On ne peut pas additionner 2 vecteurs
a X de maniere algeébrique si ils ne sont pas
exprimés dans la méme base. Il faut

SY=|b| +|y
donc effectuer un changement de base.
¢ p z q
P P2 Pi3
On pose: I, =| Py |3J, =| Pn ;kq =| P33
P31 ), P/, P33 ),
P P2 Pi3
Oquxiq+yjq+qu<:>X: Do | X+ Py | Y+ Py | 2
Psi ), Py ), P33 ),
P P P

S X=|py Pn DY
P31 Py Pss z

Calcul Matriciel




Matrice de passage(suite)

Finalement on a:
a P P P a+ pyX+p,y+tp,Zz

X
SY=|b|+| Py Pn Dy ||V|=|0+tDPuX+Ppy+pyZ
C P31 Py P33 Z C+ Py X+ PV + P33z

Pu P P

p
On pose [P]q —| P Pn P
Py Py Pss

la matrice de passage (ou changement de base) de R | vers R |

Calcul Matriciel



Matrice de passage(suite)

On remarque:
Pu Pn Py Pu P P

T
(p [P]q ) - [P]q | P2 Pn Pxn |'|Pan Pn P
Pis P Ps3) \Psi Py Pis

|
ofl
|

L1, zq.]’q 1.k, 1 0 O
=\ ji Jjj  Jk |=]0 1 0
ki k,.j kK 0 0 1
ce qui implique que:
T -1
("p1,) =("1»1,)
et par définition la matrice inverse définie l'opération inverse: ( 3 [P]q )_1 = [P]p

Les matrices de passage sont des matrices dites orthogonales ou de
rotation comme toutes les matrices vérifiant A-1=AT

Calcul Matriciel



Exercice d'application

—

ko Ji
. 0g = / 1
i c ]Q /{7 /]/2.
2
k
il
[0

Calcul Matriciel
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