Algorithmes
de
minimisation




De nombreux problemes nécessitent de
minimiser une fonction :

-Minimiser la distance (XHI2) entre des points de mesures et une courbe
-Trouver I' état d’équilibre d’'un systeme mécanique (Minimiser E,)

-Trouver I'état d’équilibre d’'un gaz, d’'un mélange (Maximiser Entropie)

-Tous problémes d’optimisation (minimiser le colt , certaine fonctions etc...)

Tous ces problemes entrent dans une grande catégorie : L'optimisation

Remarque : Maximiser F(x) = Minimiser —F(x)
Donc minimiser et maximiser sont en fait le méme probleme !
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By Optimisation non linéaire
sans contraintes




Coefficient directeur d’'une droite

/
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a) Tracez la droite (AB) passant par
les points A(2;1) et B(4; 3)

b) Déterminez le coefficient directeur
de la droite (AB)
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d) Déterminez le coefficient directeur de
la droite (CD)
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e) Déterminez le coefficient directeur de
la droite (EF)
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SENS DE VARIATION

Interprétation:

Le sens de variation d’'une
droite dépend du signe de
son coefficient directeur.

Sia>0:

La droite est croissante

Droite (AB)
a=1
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La droite est décroissante
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o) La droite est constante



TANGENTE EN UN POINT D'UNE
COURBE

Tracez la tangente D, a la courbe
en A.

Parabole , . . .
Determinez le signe du coefficient

7 directeur de la tangente Dj:

a<0

Tracez la tangente D, a la courbe
en B.

Déterminez le signe du coefficient
directeur de la tangente D,:
a>0

Tracez la tangente D5 a la courbe

\ 0l : en 0

\ T Déterminez le signe du coefficient

directeur de la tangente D,

a=0 .




SENS DE VARIATION

+6

Sur l'intervalle I=[-6;0[, que peut-
on dire du coefficient directeur a
des tangentes a la courbe #?

Sur I=[-6;0[ a est toujours <0

Sur l'intervalle I=]0;6], que peut-on
dire du coefficient directeur a des
tangentes a la courbe & ?

Sur I =]0;6] a est toujours > 0

Pour x = 0 ,que peut-on dire du
coefficient directeur ade la
tangente a la courbe 9?2

Pourx=0,a=0



SENS DE VARIATION

Complétez le tableau de variation
de la fonction f{x) représentée par
/a parabole #?




INVESTIGATION ( Complétez)

7 1) On savait déja faire!

On donne la courbe
représentative d’une fonction
f, puis on en déduit le
tableau de variation

2) On sait faire maintenant!

On connait le tableau de
variation, on en deduit la
courbe représentative de la
fonction f.

3) On ne sait pas encore
faire!

On donne une fonction,
par exemple f(x) = x?, et
on veut tracer sa courbe
représentative




INVESTIGATION

Il est en effet plus facile de tracer une courbe a partir d’un tableau de variation qui
determine sur quel intervalle la fonction est décroissante, constante ou croissante.

Mais comment déterminer le signe du coefficient directeur sur un intervalle donné???




INVESTIGATION

Ce que ’on sait:
< Une tangente est une droite

& Pour tracer une droite 2
points suffisent

& || est facile de calculer le
coefficient directeur d’une
droite ;

_fe)-few) YA~ Ye

T Xp — Xp



Tracer la tangente (de maniere

précise) a la parabole 2

représentative de la fonction

f(x) = «? au point A de

coordonneées (2;4)

////////////// 4

% A
//%’f////////’

f(x)=x2

|

Donc si x=2 ‘ A(2,4)

f(2)= 22=4
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Prenons une loupe et agrandissons le
point A de coordonnées (2;4)



Le point A fortement agrandi peut

étre assimilé a 2 points A’ et 4”

de coordonnées:

Xa=1,8

f(1,8)=1,82 = 3,24

[ A°(1,8;3,24)

XA” - 2,2

f(2,2)=2,22 = 4,84

X B  A7(2,2;4,84)

18 2 22
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Ax=04 -+
4,84 T
4 Ay=16 @ | :
3)2‘% ' B

18 2 22

Caleul du coefficient directeur
de la tangente en x=2

Ay 106
a=——= =

=—2=4
AX 04

Le coefficient directeur de la
tangente a la Parabole
représentative de la fonction f(x)=
X2 au point d’abscisse X = 2 est a
=4

Ce nombre est aussi appelé
nombre dérivé en x =2 note

£2)=4.



La fonction qui permet de trouver en
tout point de la courbe le coefficient
directeur de la tangente (donc le

nombre derive) est appelée fonction
derivée notee f~

De la méme maniere que précédemment , trouvez la fonction
derivee f” de la fonction f(x) = x2



FONCTION DERIVEE:

N

A Prenons 2 points quelconques A et A’

trés proches 1’un de 1’autre de la parabole
& représentative de la fonction £(«) = «°

////////// y ///y) et A,(X,;y,).

//
A’ ///
A 2, | / /
4// // \\ - - -
Z )7~ Calculez le coefficient directeur de la

/! tangente en A qui apres agrandissement
peut €tre comparé aux 2 points A et A’

F(x,) - F(t) _ Xa = Xa

d=

/[ IR a:(%XA-FXA')

+6 _Ke=F%
aIXA-l-XA.




FONCTION DERIVEE
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a=X,+X,

Les points A et A’ étant tres
proches 1’un de 1’autre peuvent
étre assimilés a un seul et méme
point

Soit:
a =Xyt Xpy=2X,

Cette expression qui permet
de calculer le coefficient
directeur en tout point de la
courbe & repreésentative de
la fonction f(x) = x? est
appelée fonction dérivée f’
notee f’(x) = 2x



NOMBRE DERIVEE

N
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On vient de définir la fonction dérivée
de f: on la note f’

f(x) =2x
Calculez le coefficient directeur de la

tangente a la courbe & au point A
d’abscisse x=3

a=f'(3)=2x3=6

Ce nombre est aussi appelé nombre
derivé

Calculez le nombre dérivé, f°(-2) puis

tracez la tangente a la courbe & au
point A d’abscisse x=-2

f(-2)=2x-2=-4
Verifiez que la tangente a & en x = 0 est
constante:
f'(x) =2x0=0



FONCTION DERIVEE ET SENS DE VARIATION

Comment exploiter la fonction dérivee

f~pour connaitre le sens de variation de 4
la fonction f sur 1=[-3;+3] 777

f(X)=x% alors f’(x) =2x

Le sens de variation dépend du signe de

).
ETUDE DU SIGNE DE f’

©
<

Tf(x) =0 soit 2x =0 pourx =10
Tf(x) <0 soit 2x <0 pourx <0 41

T f(x) >0 soit 2x >0 pourx>0

Tableau de variation

f('3)= 9 | | | | |
f(0)= 0
f(3)= 9

v




f(x)

f(x)

( constante) 0
X 1
2 nxﬂ-I
x? 2x
X3 32

1 (x20) —_21
X X
ax" anxn-1
ax d
a (x=0) _—:l
X

Caemples

FONCTIONS DERIVEES

Le tableau qui suit donne les fonctions dérivées des fonctions usuelles

f(x)

f(x)
3

O
X3 3X2
X 43
2X° 4X
3X° OX
3X 3
2 =2
x X2
—3 i
x x>







Fonctions a une variable

Définitions :

X* est un maximum local

X* est un minimum local

Conditions d'optimalité



Conditions d'optimalité 24

Définitions :

FOI’]CtIO_ﬂS a x* est un maximum local strict de f s’il existe
une variable

a >0 tel que
f(x*) > f(x) pour tout x e |x*-a,x*+a|
x* est un minimum local strict de f s’il existe

a >0 tel que
f(x*) < f(X) pour tout X € |x*-a,x*+a]




Conditions d'optimalité

Fonctions a
une variable

Définitions :
*Xx* est un maximum global de f si
f(x*) =2 f(x) pour tout x € ir

*x* est un minimum global de f si
f(x*) < f(x) pour tout x € ir

Un extremum est un minimum ou un
maximum.

25
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Fonctions a une variable

Maximum local

Minimum
global

10 sl 2< 3
19 si 2> 3

Minimum local

N
L7



Fonctions a une variable

éfinition :

Un point x ou la tangente est horizontale, c’est-a-
dire tel que f'(x)=0, est appelé un point critiquelou
point stationnaire.

~Théoréme de Fermat :

/' «Si une fonction continue f posséde un extremum
- local en x*, et si f(x*) existe, alors

f’(x*) = 0.

- %



Fonctions a
une variable

29

La condition f(x*) = 0 est une condition
nécessaire d’optimalité pour une fonction
différentiable.

*Attention : ce n’est pas une condition
suffisante.

*Rappel: Si P = Q, alors P est suffisante et Q
est necessaire.



Fonctions a une variable

G 4
4 e

2 flz) =23

E 21

g .

e 1 2

fe)

§

S Tangente

horizontale

30
mais pas un maximum, ni un Mminimum...



Conditions d'optimalité

Fonctions a
une variable

Test de premier ordre :

*Soit une fonction différentiable f, et x* un
point critique. S’il existe a > 0 tel que

of’(x) >0 si x*-a < x < x*
of’ (x) < 0 si x* <x<x*+a
*Alors x* est un maximum local de f.

*Soit une fonction différentiable f, et x* un
point critique. S’il existe a > 0 tel que

of’(x) < 0six*a<x<x*
of’ (x) > 0 si x* < x < x*+a

*Alors x* est un minimum local de f.

31



Fonctions a une variable

Soit f(x) =x3+6x°+9x +8
f'(x)=3x%2+12x +9 =3(x+3)(x+1)

Points critiques : x,=-3 et x,=-1
Signes de f '(x) :

+
+ | - |
| |

-3 -1
*X; maximum local

*X, minimum local

Conditions d'optimalité 32



Fonctions a une variable

f’(x)>0

Conditions d'optimalité 33



Conditions d'optimalité

Fonctions a
une variable

34

Test de premier ordre :

*Condition suffisante d’optimalité d’un point
critique.

sInconvénient : il faut de I'information sur f a
d’autres points que le point critique.



Conditions d'optimalité

Fonctions a
une variable

35

Test de second ordre :

Si la fonction f possede une dérivée
seconde continue dans un voisinage d’un
point critique x*, alors

f "(x*) < 0 est une condition suffisante pour que
x* soit un maximum local, et

f "(x*) > 0 est une condition suffisante pour que
x* soit un minimum local.



Conditions d'optimalité

Fonctions a
une variable

36

*Soit f(x) =x3+6x?+9x +8
f'(x)=3x2+ 12 x + 9 = 3(Xx+3)(x+1)
*Points critiques : x;=-3 et x,=-1
f’(x) =6 x+12
f’(-3) = -6 < 0 = x; maximum local
f’(-1) = 6 >0 = x, minimum local



