Stabilité et Répétabilité

Les circuits analogiques sont affectés par :
e Température
* Age

Tolérance des composants :
2 systemes analogiques :
utilisant le méme design
les méme composantes
on obtient des différents performances



Les systemes a temps discret : SLI Numériques, SLI Echantillonnés

Les systemes échantillonnés qui sont des systemes physique donc des systemes a temps

continu mais dont la variable d’ entrée e(?) est générée par une suite d” échantillons e(kT)

issu d’” un processeur, et dont on ne préleve que des échantillons de sortie s(kT) a partir de
s(t) aux méme instants k7.

e(t) | Systeme s(t)
e(k) — CNA '|_Continu | CAN T s(kT)

N—_ -
—

Systeme échantillonné

Les systémes numériques ou purement discret transforment une suite d’ échantillons
d’ entrée e(kT) en une suite d’ échantillons s(kT), par exemple : processeur effectuant un
algorithme de filtrage numérique

Systeme

e(kT) Numérique S(KT)




» L'Effet de I’échantillonnage pour le Control

U . »(t)

AD K (2) [ 28 7 G (s) g :
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Réponse a Temps-Discret

e Systeme
Up G(Z) Yk
¥(z) = G(z)u(z)
» Kronecker
1 k=0
= = = 1
Uk = Ok {o k=0 u(2)






SLI Numériques
Systeme
% > f(kT)

Numérique

Réponse impulsionnelle : réponse forcée a une entrée 9,, soit f(kT) la RI

Le systéme sera invariant, si il répond a 0,; par f(kT-iT) 100

Le systéme sera linéaire, si pour I’ excitation suivante €= E e(lT)SiT

j=—00

il répond par g = E e(IT)f(kT _ IT)
Réponse forcée : s(kT)=e(kT)*f(kT) i=—c0

Transmittance en Z. :

TZ[RI = TZ|f(kT)|= F(Z) Réponse forcée
S(Z)=E(Z)F(Z)=F(Z) SlZ

N

E(Z

N



» Les RII (réponse impulsionnelle infinie) ou systéme récursifs
obtenus par transposition analogique — numérique

» Les RIF (réponse impulsionnelle finie) obtenus par filtrage passe-
bas. Il n"y a pas d’ équivalents analogique.

n n
2 bs¥ = Z ae’

Transposition analogique — numérique de S( t) s _
1" équation différentielle :

Transposons en numérique la dérivation : Sk =8k _ Skt TSk




En automatique on utilisera que les systemes RII

Systéemes RII ou systemes récursifs

st Zae :Zﬁsk. Zaiek_i

o et B, sont des constantes dépendantes de a et b

C’ est une équation aux différences d’ ordre 7.

Tout systeme RII peut étre modélisé par cette équation




En analogique : Equation différentielle, et Fonction de Transfert en jo (ou p).

N

;ak.y(n—k) =2bj.x(n— 7)

Ou:
> les a, et b; des coefficients dépendant du type de filtre numérique reéalisé;
» x(n-j) représente I’échantillon de I’entrée, j coups d’horloge précédent;

» y(n-k) représente I’échantillon de la sortie, k£ coups d’horloge précédent.

Exemple: 2.y(n)+0,2.y(n-1)=1,5.x(n)-0,48.x(n-1)+0,12.x(n-2)
On distingue 2 types de filtre numérique :
Si N=0 on parle de filtre a Réponse Impulsionnelle Finie (RIF ou FIR en
anglais).

Si N>1 : on parle de filtre a Réponse Impulsionnelle Infinie (RII ou IIR en
anglais).



Représentation du filtre numérique par sa relation de récurrence :

Exemple de filtre numérique RIF :

y(n)=ynle)=0,2.x(n)+1,5.x(n-1)-0,48.x(n-2)-0,12.x(n - 3)

Exemple de filtre numérique RII :

y(n)=1,3.x(n)+0,26.x(n-1)-0,08.y(n-1)-0,79.y(n-2)

Représentation du filtre numérique par sa Fonction de Transfert en z :

A Pimage de la Transformée de Laplace en analogique de variable p, il existe
aussi une transformée en numérique appelé Transformée en Z de variable z.

La transformée en Z n’étant pas au programme, on donnera la Fonction de
Transfert en z a partir de la relation de récurrence.

La Fonction de Transfert d’un filtre numérique peut donc s’écrire par :

Y z
o e

En analogique En numérique




Transmittance des systemes RII
Prenons la transformée en Z des deux nombre en utilisant le théoréeme du retard :

TZls, . ]-Z7.5(2)

n m m

; BiSyi = ; e, — 2 BZ7S(Z)= 2 a.Z 'E(Z)

) ;ociZ‘i

S(Z) _
E@Z) zﬁiz-i

=F(Z)-=

Rapport de Deux polyndmes en Z
Pour trouver la RI il suffit de faire la 72 de F(Z)

Pour faire la mise en ceuvre (au niveau du processeur) d’ un tel systéme il suffit de
transformer 1’ équation aux différences en équation de récurrence en isolant

1’ échantillon de sortie le plus récent




Application aux systeme linéaires
Invariants

* Latransformée en z du signal de sortie est donnée par :

K-l

-k
A(Z) ](Z) A(Z)=;akz ](Z)=2bl[y(—0+,,,+y(—l)z -(1-1)]
Y(z) =4 ) X(z) - 3 5 :
Permanent Transitoire B(Z) ) ;blz

Si on admet des conditions initiales toutes nulles

Y(z) A(2) X(z) Y(z)

Ho(z)= X(Z)_ B() Ho(z)




L’ expression de la Tz du signal de sortie, tenant compte de
conditions initiales non-nulles

Y(z2)=Ho(2)X(2)-1(z)/B(z)

Evaluation de la sortie d’ un systéme ARMA
Un tel systéeme est caractérisé par:

- ses K coefficients a, et ses L coefficients b,avec b,=1

- la séquence d’entrée {x.}

- la séquence de sortie {y,}, y compris les conditions initiales, soit pour une séquence
de N échantillons du signal de sortie:

n€/~(I-1),N-1]



e Filtres récursifs

Entrée

Filtres

»

X, " RII-ARMA
* Filtres non-récursifs
Entrée
> RIF-MA

Xk

»

»
>

Sortie
Yk

Sortie
Yk



Stabilité des Modeles ARMA

e La CNS pour qu’'un systéme linéaire, de réponse
impulsionnelle {h(n)} soit stable est que :

i‘h(n)‘ < o sommabilite

* La stabilité d’ un systéme AR ou ARMA exige que les pdles
de la fonction de transfert H(z) soient a l'intérieur du cercle
unité du plan {z}



La partie du plan complexes ou se trouvent les zéros correspond a la
bande affaiblie.

Plus les zéros sont proches du cercle unité, plus I’ atténuation est
grande.

Plus le nombre de zéros est grand, plus les ondulations dans la bande

affaiblie pourront étre rendues faibles. | ¢ Im(2)
® zeros
X p6les
! =1/4
H(f) N % x
/[~~~ 1 & -3dB A
B. affaiblie >
« =0
| S
f=-1/4
=12 f

17



La phase

Phase linéaire

A®

Représente le retard entre les
s différentes fréquences

»

Retard’

v




Equation de récurrence

m
|=

2ﬁi5k-i = Zaiek—i < § = é 2 &y — 2ﬁisk—i-

A chaque instant kT on applique I’ équation de récurrence.

Pour k=0 on applique les propriétés du signal d’” entrée qui est causal ce qui
signifie que e_, a e_,, =0.

Les n valeurs s_; a s_, représentent les conditions initiales. Si le systéme est
initialement au repos, alors on prend s_; a s_, =0.

Exercice : On suppose le systeme de transmittance :

Déterminer 1’ équation de récurrence, le systéme est initialement au repos. Puis
donner la réponse a1’ échelon.



Causalité
Un systeme F(Z) est causal si sa réponse impulsionnelle (RI) est causal, donc si F(Z)
sous sa forme polynomiale ne comporte pas de puissance positive de Z. En effet,
puissance positive de Z = avance dans le temps

F(Z)- Zf(kTZ‘k Causalité = degré(N) = degré(D)

Stabilité

Un systeme numérique causal est stable, si les pOles de sa transmittance en Z
sont tous en module inférieurs a 1

‘ZE‘ <1



F(Z) est 1a TL de la réponse impulsionnelle pour Z=ePT,

F(2)= D F(k1)<*

k=0

les pOles p; de la transmittance doivent étre a partie réelle <0, donc les pdles de F(Z),

devront étre tels que, ¢’ est-a-dire a 1’ intérieur du cercle unité.

o pIoT




p-plan

v




e Systeme Asservi Discret

00— K (z)—— G(z)

L( ) Stable < poéles de
z Tal intérieur du cercle 1
T(z) =




Test de Stabilité

On peut utiliser le critere de Routh Hurwitz dans la mesure ol 1’ on trouve un
changement de variable qui fait correspondre au cercle unité en Z, un demi plan gauche
en W, on utilise pour cela la transformée bilinéaire :

W = Z- 1ouencoreZ L+ W

Z+1 1-W

En conclusion, on transforme F(Z) en F(W) et on applique le critere de Routh-Hurwitz
au dénominateur de F(W) .

On peut transposer ce qui a été fait pour les systemes analogique, aux systeme RII

La réponse forcée se s€pare en une réponse transitoire et une permanente :



ANALYSE DES FILTRES
RECURSIFS OU RII



Relation entre les Modeles a Temps Continu
et a Temps Discret

Transformation de H(p) en H(z)

* Transposer la fonction de transfert H(p) de son homologue
analogique du plan p dans le plan z par une regle reliant p a
4

Transformation d’ Euler ou équivalence de la dérivation

y(t)=f{—’; — =t

WpypXp)=Hip=p |yt p= ZEs
e Teg

Y(z)=%e[X(z)—X(z) Z‘I]J_g X(2)

) Connaissance précise de Te



Equivalence a |la réponse impulsionnelle
Réponse du systeme a un Dirac S(p)=F(p)L(5(t))=F(p)

Echantillonnage de s(t) qui est I'original de la fonction de transfert, calcule de |a suite sk
Sachant que la suite ek est connue, on peut calculer les transformée en z

-k OV IR T
S(Z)=ESkZ_k et E(z)=1 Eton déduit F(Z)=Eskz Intérét limité

0 k=0

plTe 4 n
Approche Modale P—P; <>2-¢€ Basée sur Iz? concordance des péles entre les
deux fonctions

Inconvénient : traiter que des poles des fonctions. Il est nécessaire d’ajuster leurs
numérateurs



Réponse permanente en régime harmonique

Soit ¢(kT) =sin(wkT)
s, (KT) = ‘F(a))‘sin(a)kT + LF(w)) avec F(w)= F(z = ej“’T)

s(kT)=TZ™'|F (2)E(z)]=s5,(KT)+s, (kT)
Y résidus deF (z) E(z)" sik=1

poles de F(Z)

résidus de T E(z) sik=0
Z

poles de @
Z

s,(kT)= ) résidus deF (z)E(z)"

poles de E(Z)




Allure de la réponse transitoire en fonction de la position des pdle de
F(Z)

" Pole réel Z=r Si0<r<1 Si—1<r<0

L.,

S, (kT) = [(Z - I’)FE] phel _ ot kel

i=r

Z=p, =pe” avecp=1

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

/’/?/f /?/f;;.’-’/?/f,;.'-’/?
y @ w/i% -

® Pdle couple imaginaire conjugué

S (kT) B [(Z _p+)FE]Z=p pk 1€]k o Ins%*%e + ampfiA - rzpide
+[(Z -] FE]H, e’ k1

périodique

=2Cte.cos:(k—1)0+¢]

e
s

apériodique



Systemes échantillonné

Soit un systeme analogique de transmittance F(p)
dont 1" entrée est fournie par un convertisseur numérique analogique CNA :

e(kT) — CNA " F(p) " CAN —— gkT)
e(t) s(t)
/]
= e(t) s(t)
nierpolateur
e(kT) — — rlf(m " F(p) > — s(kT)
§ T
N— S
S

F(Z)



Le signal e(t) est un signal quantifié résultant d’ une interpolation. L interpolateur est,
sauf cas exceptionnel, un bloqueur d’ ordre zéro

V;'!

On peut aussi écrire :

s

Réponse impulsionnelle du B,

Tt

TL >Bo(P)= l—s'pT

G(z>=(1_z)z{@}

p

On constate que la transmittance d” un bloqueur est mixte en p et Z



* Reconstruction avec B,(p) zero-order hold
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Calcul de F(Z) avec un B,

e, — 1 By e(t) " F(p) s(1) > 5,
1-z1
B,(p)= " ]
]
e, -7 X, VE > Flp) s(1) > — 5,
i
€ ™~ b, F(p) R
RN P |, s(1) S
¥
[0
— VP
F(z)=(-Z" ).TZ{?

La variable
intermédiaire x(kT) est
de nature
échantillonnée



Systemes Asservis Echantillonnés

Commande

Consigne

Calculateur
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Te : Période d’échantillonnage

-----------
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Résultat de I’echantillonnage : y(0), y(Te), ....y(nTe)

y*(t)={y(0), y(Te), ....y(nTe)}

p(t)
A

y*<t>=2y<nTe>6<t—nTe>
Y*<s>=2y<n1)e‘“es

T, 2T, 3T, 4T, nT

e

- Y=Yy =R () 7=e™



Le bloqueur permet de maintenir la valeur de 1’échantillonnage jusqu’a
I’arrivée de I’échantillon suivant (u(nT, +t) u(nT,) pour 0<t<T,)

bo(t)
bo(t)=I'(t)-I'(t-T,)

-
By(s)= .




Consigne Sortie
* >

A

K<
Pesage dela FTens3lofonction deransertenzsansbloqueur

G (S)—N(S) F(z)= 2 Res( gg% l_eTleVZ_l) : )

D(s)
Calcul de Résidus

a) p, est un pdle simple de G(s) b) p, est un pdle multiple de G(s)




Exemple

(1- e‘T)z
(1-z7)(1-e "z

G(s)=

s(s+1) G(2)=

assage de la FT en s a |la fonction de transfert en z avec blogueur

N(s)
D(s)

F<z>=Z<BO<s>G<s>>=z(%G@):

)

~ 1 1A G\ 1
G(S)_(S+4)(S+5) G(2)=(1-z )Z( S )_(1 z )Z(S(S+4)(S+5))

G(z)=(1-z )(1‘1+1‘2+1‘3) (1-z )(201 121 4111_ éllT ] %1_ —lT 1)

G(s)=




T

-1 1- Ty
G(S)_1+Ts Glz)=(1-2 )Z( s(lIfTs))J"l(“( : T, !

T -1
l-e 'z

Influence du bloqueur d’ordre zéro sur la Rép. Indicielle du 1¢" ordre

Si T=T,
0,63K

Y(D=p(1-¢ )—Ka— =



H(z)=(1-z'1)z(@)

FTBO = C(z)H(2)

FTBF =

C(z)H(z)
1+C(z)H(z)




u(t)=K e(t)

B o(T)-KekT)  uk)=Ke(k)

U(s) 7
%=Kp V@) _r
u(t)=K (e(t)+% [e(®d) u(k)=u(k-1)+K, (e(k)+(——1)e(k—1))
UGs) C(z)=2@) K(1+Tel 1 )
Cs) =gy =K, (1+ 1) E(z) T 1—,"

de(t)
dt

u()=K_(e(t)+ fe(t)dt+T ) u9=uk-11+K ((1+T1+ )e(k) @+ Detk-Delk- 2))

U(z T
C(s)= g((s)) =K (1+—+Tds) Clz )_EEZ)) =k (1 T 1_ (1 —Z ))



Le systeme asservi est stable SSI sa réponse impulsionnelle
tend vers zéro quand k tend vers l'infini.

f(k)+, . . y(k)
>

C(2)H(z) N(z) b,z"+b_ 7" " +..+b,

A 1+CX)H(Z) _f(z)_ ann+an _Azn_1+....+1A
FTBF=—12 4 2% . De? _ ——2 .. —0
=7y 72-2, 7-Z, l-zz l-z,2
Condition de stabilité :

y(k)—0 quand k— ssi |z, |< 1V i=1...n

FIBF=

—_

-z z

y(K)=A,z +A,Z;+..

k
+A Z



m-1
N(z) b _z"+b__z" +...+b,

n-1
F(Z)=D(Z)_ az'+a 7" +..4a,

.. 42
D(z)=a z +a .z +..+a,

aO an—k
Ck - an ak
d C0 Cn—l—k
; ool i Po P>
Po  Ps q =
o= p P;s P
. O Po P
b7 P P

1 a, |a; |a, Jla, |a,
2 a, |a,;la,.,|...|a; |a
3 Co |C; |Cy 1 Chi

4 Co1 |Chn [Crsl---|Cp

5 d, |d;, [d, |...

6 d,ld.s(d_4...

2n-5 Py [P [Py |P3

2n-4 1p; [P, [P |Po

2n-3 | q, 94 19D




Toutes les racines de D(z) sont situées a I'intérieur du cercle unité
Ssi les (n+1) conditions sont satisfaites :

- D(1)>0 et D(-1)>0 pour n pair

- D(1) >0 et D(-1)<0 pour n impair

- |agl<a, aveca, >0

o (= d E5Y

-|dg|>1d, 5] ...

-lag>1a,]



|ag|<a,, a,+a;+a,>0 et a,-a,+a,>0

— 3 2
_ D(z)=a;z°+ a,z°+a,z+a,

|a,|<a;, a5+ a,+a;+a,>0 , -a; +a,-a,+a,<0
|aoz' a32 | > Iaoaz' alasl

Quelle est la condition de stabilité sur k du systeme asservi ?



-0<z.<1
-1+(k-2)+k-kz,>0 -k <220/Z
- 1-(k-2)+k-kz,>0 - k<4/ (10+Zo)

10

N

w
T
R

l'\

-10




Exemple : 1 ordre échantillonné:

p(1+p17)




On sait que : 17 ! = résidus de ! 1
p(1+p17) Pﬁlesdez; p(1+pT) (LZ_IepT)
p(1+p7)
R } 1K
(1+ pr) (1—z'1epT) o p(l—z'lepT) -y
_ 1 1
(1 ‘ 1) (l-zlez)
1 1 Z-1| Z Z
=F@)-0-2" iy - -
t-z%) (1-2%':) z (&t (Z—e:]
T '
FZ)- l—e_T
L-er




Cas d’ un systéme ayant un retard pur Tr

6(p)=6'pL""

On choisit T tel que Tr=mT avec m entier. Pour calculer la transmittance en Z il suffit
donc de multiplier la transmittance en Z sans retard par Z.

F(z)={-Z" ).TZ[FED)}.Z‘”‘




Relation entre les temps de réponse d'un systeme continu avant et aprées
I'échantillonnage de sa fonction de transfert par conservation de la réponse

indicielle

Ulz) Y(p)

d
1.8 yep Ydo

u|BOZ M2 (p)

»
¥iz) ’ ’
» 1.6 ﬂ termps de réponse en discret
[

d

\ temps de réponse en continu

~¥

1.4

« AG) X

1.0

|
', lf l'|.. .'('/\ \0\ Vi

j A
|

0.8

1y w1 Yind(t)‘ : 0.6-
l [ 1 . i I 0.4-

L}

U ug(t) y(t)

T 9T,
BOZ H(p) »on

TEMPS




Influence de la fréquence d’échantillonnage sur la stabilité

Considérons un systeme de fonction de transfert en boucle ouverte G(p) placé dans une bou

a retour unitaire avec : Gp)= K en utilisant Fz) - (1-Z-1)12[%pﬂ
; 1+Tp
K l—er) G - - I L
=>G(Z)=T=>H(z)=l ((;Z())= _n(_e )_n p=KeT-+eT
z-e 7 PO T aR(=eT)

Bemargge : OP n’a_pasJe droit de déduire la fonction de transfert échantillonnée en BF
a partir de fa fonction de transfert continue en boucle fermée.

Remarque : Le systeme en temps continu H(p) est toujours stable, le systeme échantillonné

e, :
Pal pas toujours.
T,

l+eT o - 1-K
p|<1=K< eTe Si le gain statique est fixé T,<TIn
l—e T 1+K

Choix de la fréquence d’échantillonnage

6/, <J<25f,



Précision des asservissements échantillonnées

Erreur de position

€,= lim & pour une entrée en €chelon unité
k — o0

, 1
En appliquant le théoréme de la valeur finalé, = lim [—E(Z)]
7—>0 <
£(2)=E(2)-S8(2) = E(2) - G(2)¢(2)

&(z) = £
1+G(z) 1
_ ’ y E(7)= L _1:
ep=nm[(11)lfgg@] Sommelsigna shaatrée £ [(z-l)l = lgpm(@]

Erreur de vitesse

€, = lim &, pour une entrée en rampe
k — o0

Tz . T
E - e
(= [(( _1y )] o IEP[@—D(uG(z))]




Step Response

System: Tz2
Settling Time: 12
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o
apnydwy

04

0.2

25

20

15

10

Time (sec)



“”w’ III ‘III y(k)
>

FTBO =C(z)H(2)= (zE)m gg Avec N(1)=1 et D(1)=1, 0<m<n

Erreur en position (r(k)=1)
Ep=Iim(r(k)-y(k))=Iim(z-l)(R(z)—Y(z))=Iim(1-2'1)(R(z)-Y(z))

k—o0 z—1 z—1

. 1 ) 1 1 si m=0
=]lim lim =JK+1

~ 1+FTBO ;. K N@ | sim>0
(z—1)" D(z)




Erreur en vitesse (r(k)=kT,)

E,=lim(r(k)-y(k))=lim(z-1)(R(z)-Y(z))=lim(1-2)(R(z)-Y(2))

k—s00 z—1 z—1
‘0 si m=0
_ Te 1 T Te sim=1
= T+ FTBO —im <o 1K
(Z—l) 1+ K ( ) 0 sim>1
(z-1)"D(z) ] |
Nombre Erreur en | Erreur en
d’integrateurs | position vitesse
— 1
m=0 K+1 >
— Te
m=1 0 <
m=2 0 0




Performances Dynamiques des Systemes Echantillonnées

Rapidité et limitation du dépassement ﬁ’sl.:;;]rryﬁ{g?nfgggtlzoénnrq\grgrednrtequeIconque a celui

K D, p,T
G(p) = K(l-e™¢) (1-e™"
(p) ]92+2§p+1 G(Z)= ( plT)( — )
w o, (z—e™)(z—e™")
K(l e M=o M cosw, T, 1—@2)
G(z)=



Prévision des Performances Dynamiques

Méthode la plus simple : Rechercher I’équivalent en temps continu de la boucle

d’asservissement
En temps continu de la boucle d’asservissement en temps discret en prenant soin de ne pas

oublier le Bo

l—e?  Be ]
BO(p)= =€ : = T
p 1+-<P 4 4(1-e™)
2 AP =— A@g)=——
I+p +e’"
3 > Az—)r — B, > A(p) >
Te=0.2s TR
4 <
G(p)= ,
I+ |(1+p
1214
Pulsation de coupure a 0dB et la marge de phase de ce systeme
2
|G(a))|=1=>(1+a)2) 1+2- =16=w,=3,6 rad /s
100
Temps de montée en boucle fermée Marge de phase
t =~—=0(,8s qu=yt+<p(a)0)=Jr—arctan610—(§—arctana)o =85

W



Validation

Al-e A 0.72
A(Z)=(—_T)=>H(Z)= (@) _
7+e I1+A(z) z-0.1
S(z) 0.72
@) = =5, =0.1s5,,+0.72¢,, Représentation d’échantillons D="?
E(z) z-1
| 7-e

Erreur de position €, = 1}3} 1+ A(Z) - 1;3} 7— ol 4 4(1 . e—Te) =0.2=20%



