STABILITE




Stable ou

instable ?




Deéfinition

Un systeme est en S1,

ecarté de sa position d'équilibre,

S1, ecarte de sa position d'équilibre, 1l s'en
cloigne indéfiniment,

le point d'¢quilibre est instable.



CHENILLES SOUCY TRACK

Deéfinition

La nature du régime transitoire est déterminante

 Sile régime transitoire disparait, le systeme est

>

 Si le régime transitoire devient prépond¢erant, le
systeme est instable.



Stabilite mathématique

X(1) - y(1)

systeme lin¢aire,

equation différentielle a coefficients constants

X(t)=a, (1) + aldgtt + az%ﬁ T an%ﬁ



Stabilite mathématique

X(1) - y(1)

régime transitoire,
c¢quation différentielle sans second membre

O=a,y(t)+ aldz{tt + az%ﬁ +ot an%ﬁ



Stabilite mathématique

X(1) - y(1)

Systeme du premier ordre :

dy(t

0= aoy(t) +, dt

Ou encore :

d
0=T,y(t)+ gtt)



Stabilite mathématique

X(1) - y(1)

Systeme du premier ordre :

d
O=r1,y(t)+ glltt

Solution :

y(t)= A ent



Stabilite mathématique

ynbre(t) = A erOt

r,<0

25



Analyse des systemes lin€aires invariants

1 Définitions

. Systéme :
ystéme ’ /s 7 ’ 4
Fntité établissant un relation de cause-
e L X [Tg a @fet entre un Signa[ d’ entrée ¢ et un_

xi : variables d'état 51’311@[ de sortie s

Deux manieres pour décrire les relations entre e et s

Interne : On décrit 1" état d’ un systéme par n (ordre de systéme) variables internes x; (appelée
variable d’ état) qui constituent le vecteurs d’ état :

La sortie du systeme s’ écrit :

s(t)=f (x(t),e(t),t) +equation différentielle vectorielle du 1* ordre X = f(x,e,7)

J

Vv v
P . L
équation d'observation équation d'état

Pour un systeme donné le vecteur d’ état n’ est pas unique.



Externe : C’ est une approche des systémes faisant intervenir les
parameétres externes du systemes (évidemment !), ¢’ est-
a-dire e(1), s(t) et I’ état initial x(0). La sortie du systéme
s écrit :

S(t)=f(€(t0’t)’x(t0)’t) pour t =1, t, : instant initial

Donc la sortie dépend de la configuration du systeme a z,,
(x(t,)) et de 1" ensemble des valeurs prises par I’ entrée
depuis 7, (e(t,,t)), ce qui est le cas pour une intégration.



Stabilite mathématique

X(1) - y(1)

Systeme du deuxieme ordre :

2
O=a,y(t)+ aldg{t(t) + az%ﬁ

Ou encore :

2
0=0,"y()+2mo, dgt(t) + ddz;(t)




Stabilite mathématique

X(1) - y(1)

Systeme du deuxieme ordre :

2
0=0,"y()+2mo, dgt(t) + ddz;(t)

Equation caractéristique :

O=a)02+2m030r+r2



Stabilite mathématique

X(1) - y(1)

Equation caractéristique :

0= +2me,r+r’
Racines de 1" équation caractéristique r, et r, ,

Solution :

ylibre(t) = Al er]t + AZ erzt



Stabilite mathématique

A'=wm,’ [mz _ 1]

A'<( A'>(
\m\<1 \m\>1

Racines complexes

conjuguees
r=—-mao,—jo' =%
1 0o ~JW, I T,
— ” !
L=-mo,+]O, 1‘2=iT1
2




Stabilite mathématique

Recherche des racines ry etr, : A'= 0002 [mz - 1]

A'<(Q A'>(
m|<1 m|>1
m m|

Racines complexes
conjugueces

ylibre(t) = A e_mw()t COS((D'Ot + (p) ylibre(t) = Al ert + Az ch.t



m< -1

Imr

Rer

Instable

Stabilite mathématique

~1l<m<0 m=0 O<mx<l1 m>1
Imr 4 Imr% Imr 4 Imr
I{C T % I{C T 1{6 r 1{6 r
......... J
Limite
Instable

instable



Stabilite mathématique

Ce systeme est s1 les racines de son €quation
caracteristiques sont toutes les deux a

Imr 4 Imr 4 Imr% Imr 4 Imr 4
e > > > - >
Rer Rer ;}( Rer Rer Rer
e Y
Limite
Instable Instable

instable



Stabilite mathématique

Plus généralement...

X(1) - y(1)

X(t)=a, y(t) + alddytt + azddfzt T an%ﬁ

ESSM : O=aoy(t)+a1d(}1’tt +azdd¥2t +....+an%ﬁ

Equation caractéristique :

n

2
O=a ,+ar+ar +..+a,r



Stabilite mathématique

En variables de Laplace

Xp)=a,Y(p)+apY(p)+a,p Y(p)+....4+42,p" Y(p)
Y (p |
T(r)= X§p§

( 0+alp+a2p2+....+anpn)

Equation caractéristique :

n

2
O=a ,+a p+a,p +...+a,p



Stabilite mathématique

En variables de Laplace

X(p) - Y(p)

O=a +ap+a,p n
=a +ap+a,p +...+a,p

Les racines de I’ équation caractéristique s’ appellent les poles
de la fonction de transfert.

Ce sont les valeurs qui annulent le dénominateur de la fonction
de transfert !



Stabilite mathématique

Au sens mathématique,

un systeme est s les de sa fonction de transfert sont

TOUS



Cas des systemes boucles

A(p)

H(p)

K(p) p——

_  Hp)
Lale) =14 H(pI; K(p)

Equation caractéristique : 0 =1+H(p) K(p)



Cas des systemes asservis

X(p) Y ()

>

H(p)

K(p) p——

Le systeme est s1 les racines de
1" équation caractéristique sont toutes a

Equation caractéristique : 0 =1+H(p) K(p)



Cas des systemes asservis

X(p Y
B 1Y)
Kp) —
Equation caractéristique : ~ O=1+T, (p)

TBO(p) =-1



Cas des systemes asservis

Y(e),

H(p)

K(p) p——

Criteres graphiques de stabilite :

* on trace le « lieu de transfert » en BO,

* on regarde ou il passe par rapport au point critique A (—1,0).



Critere de Revers

* on trace le « lieu de Nyquist » en BO,

e lorsqu’ on parcourt le lieu de Nyquist en BO dans le sens des
 croissants, S :

» on laisse le point —1 4 sa le systeme est en
BF,

» on passe sur le point —1 le systeme en BF est a la limite
de la stablilité,

» a sa droite le systéme en BF est instable.



Lieu de Nyquist en BO

Im Ty, A

w-ue Réponse indicielle en BF

Temps en s



Critere de Nyquist

Im TBO A

Lorsqu’ on parcourt le lieu de Nyquist en BO dans le sens des w croissants, si :

wwe Réponse indicielle en

BF,

» on laisse le point —1 a sa gauche le systéme est stable en BF,

» on passe sur le point —1 le systéme en BF est a la limite de la stablilité,

» a sa droite le systéme en BF est instable.



Marge de phase

* on trace le « lieu de Nyquist » en BO,

* on trace le cercle de rayon 1, de centre O :

e on trace la droite passant par 0 et par |” intersection du lieu
de transfert et du cercle unité,

L’ angle entre cette droite et 1" axe réel s’ appelle la marge de phase
Mo
> si , le systeme en BF est :

»> si Mo = 0, le systeme en BF est a la limite de la stablilité,

»> si Mo < 0, le systéme en BF est instable.



Marge de phase

* on trace le cercle de rayon 1, de centre O :

» on trace la droite passant par 0 et par N, 1" intersection du lieu de transfert et du cercle unité,

L’ angle entre cette droite et 1" axe réel s” appelle la marge de phase Mg

» si Mo > 0, le systéme en BF est stable,

» si Mo = 0, le systéme en BF est a la limite de la stablilitg,

» si Mo < 0, le systéeme en BF est instable.



* on repere le point N situé a la pulsation wy pour laquelle [Tyl = 1, (G =0),

* on mesure la marge de phase Mg = 180°+ Arg Ty (1)

G,,endB
20
10 = (D ]
T Wy w en rad/s
0 >
WE T
A0
20—
an =
40—
250 —
-0
Arg Ty, = w en rad/s
en ° D T T T T T T T T T T T T T T T T >
180°

200 — —

280 — —

_300 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1
10" 10° 10’

» si Mo > 0, le systéme en BF est stable,

» si Mo = 0, le systéme en BF est a la limite de la stablilité,
» si Mo < 0, le systeme en BF est instable.



AAmplitude




Diagrammes de Bode Diagramme de Nyquist
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Output Paint

Ta:

Réponse indicielle

mais

pas au sens industriel
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Ce systeme est stable au sens mathématique



Marge de phase

[e critere industriel retenu est

M@ = 45°



Diagrammes de Bode

Diagrammes de Nyquist

T

Imaginary Axis

Ta: Qutput Point

From: Input Poirt
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Position de repos et origine de temps de toutes les variables

Un systeme est au repos si sa sortie est dans un état permanent constant, donc si ses
dérivées sont nulles. La position de repos constitue généralement 1’ origine des temps
de toutes les variables du systeéme. Pour un systéme d’ ordre 7, la sortie et ses (n-1)
premiéres dérivées peuvent en générale constituer un jeu de variables d’ état. Par suite,
en position de repos I’ état d” un systéme est nul

Réponse forcée et Réponse libre

) ) Systeéme au repos
Réponse forcée :

s(t)=f(e=0,x(0)=0,1)

$(1)= e = 0,x(0)= 0,1) < s(t)= S; (+)+ S ()

Réponse libre :

Pour un systéme linéaire invariant (SLI) il y a séparabilité :

Réponse = Réponse forcée + Réponse libre




Invariant

La sortie est indépendante du temps

A entrée Aentrée

xX(f) X(-7)

4 sortie 4 sortie

1) Wi-1

) TN

> »

sis, = fe,0)et s, = f(e,,0)
sie=M\e, + A€,
=S =M\S; +\,S,

Linéarité

Il existe la méme définition par
rapport aux conditions initiales (CI)

Linéaire = vis a vis des entrées et des CI




SLI a temps continu

Les SLI sont descriptibles par une €quation différentielle

linéaire invariantes : n 0 m 0
2 2 ae
I= I=
T

L|e”|=p' .E(p) Entrée causale

bs
En appliquant la TL : ]

La deuxieme TL est un peu plus compliquée car le systeme existait
avant r=0 et produisait dé€ja une sortie a laquelle on commence a

s intéresser a t=0. On a ici une expression particuliere de 1" état
initiale :

x(0)= E




La réponse impulsionnelle ou la transmittance (domaine de

Laplace)

La Réponse Impulsionnelle f{?) est 1a réponse forcée a o,
d’ un systéme initialement au repos

La Transmittance ou fonction de transfert H(p) est la TL de la
réponse impulsionnelle.

évidemment :

f(t) =

TL[F()




Définition équivalente de la Transmittance :
Réponse forcée d un systeme a une entrée e(1) :

Pas de conditions initiales
— donc on a bien la réponse

5.(t)=f ff )e(t - )t O
Sionpasse parlaTL:S,(p)=F(p)E(p)

0 3

Remarque : La transmittance ne permet de calculer que des
=> Les variables e(?)) et s(7;) (point de fonctionnement ou position
de repos) doivent constituer 1’ origine de e(?) et s(?).




Cas d’ un retard pur

Dans 1" équation différentielle on trouve a la place de
e(t)=e"(t - T)avec T:retard

= TLe(t - T)|- e*" p EQ)

m

a.p
AR

n ot

;b,..p'

Donc un retard T fait apparaitre dans F(p) le facteur e? T .



Forme nomalisée d’une transmittance

F(p) = rapport de deux polyndmes en p a coefficient réels
= donc 1l y a des z€ros et des poles :

*nuls = p* en facteur
e réels = (1 + ept)en facteur avec (¢ = +1)

2
* paire complexe conjugué => |1+ 2mP . (L) ] en facteur

g g

Toutes les transmittances que nous manipulerons entreront
dans le cadre suivant:

W

avec o, B, , v, : positif, négatif ounul




Analyse de la sortie forcée d’ un SLI causal : Stabilité

Entrée bornée = Sortie Bornée

Un SLI est stable si pour un entrée bornée ‘e (f)‘ <A<® et non nulle alors il lui correspond

une sortie bornée ‘S(T] <B<w

Conséquences sur la Réponse Impulsionnelle (RI)
5, (t) = f(t)=e(t) ff e(t - +)dt

(1) < ﬂ
borneepar'A
s.(t) < A(|f(t')dt
=[] <AL

donconals(t] <A< si la RI est absolument sommable




Conséquences au niveau de la transmittance F(p)

TL!s écrit :

f(t)= TL'[F(p)]- AI ZF résidus deF(p)ap*j = Eri

()" N

n = combinaisonlinéaire de e®

= f(t)= E combinaison linéaire de e?'

f(t) est absolument sommable s1 Re/p,] < O car on est avec
des signaux causals




Donc un SLI de transmittance F(p) est stable si tous les pdles de
F(p) sont a partie réelle négative.

S’ il y a des pdles sur 1" axe imaginaire, il est dit juste oscillant).

Le critere de Routh-Hurwitz permet de déterminer la stabilité d’ un
systeme sans calculer les poles.

La fonction de transfert F(p) est un rapport de deux polyndmes en
p. Les racines du dénominateur (pOles de la fonction de transfert)
sont soit réelles, soit complexes conjuguées. La décomposition de
F(p) en €léments simples est (si on suppose, pour simplifier
I’étude, qu’ il n’ y a pas de racines multiples) donc de la forme :

C, Ap+B

f(P)=Zp_Ck +Z(P‘a|)2 +b

Compte tenu de la forme de F(p) la solution temporelle f(t) est de la forme :

f(t) = Eeck’ + Ee“’t cos(blt + q),)

k




On voit que :
»>Si les parties réelles sont toutes négatives,
alors la réponse — 0 quand t — o, le systéme revient a sa position d’ équilibre,
le systeme est stable.
» Si un des poles réels est positifs, le systtmes est instable. Il est de type
divergent exponentiel.
»Si un des poles complexes est a partie réelle positive, le systemes est

instable. Il est de type oscillatoire divergent.

+»Cas des poles nuls et imaginaires purs

Po6les réel double

Si la fonction de transfert possedent un terme de la forme 1/p?
alors 0 est un pole double. Ce pole réel entraine une solution

temporelle de la forme 1+ [i _+ quitend donc vers I infini,

P2

le systeme est instable.



Poles réel simple

Si la fonction de transfert possedent un terme de la forme % .Le

systéme ne retourne pas dans position d’ équilibre, mais ne s’ en

1

= 1U(t)
P

. 1
€carte pas non plus car TL

Poles imaginaire pur double

[ [ N\ 1
S1 la fonction de transfert possedent un terme de la forme T
+ 0

alors = jw est un pole imaginaire pur double. La solution

1 =
[p? + ?f
Le systeme diverge.

12 (sinw.t - o.t.cosw.t)
Q)

temporelle de la forme :  TL™




Poles imaginaire pur simple

S1 la fonction de transfert possedent un terme de la forme.
s 1 \
p* +0?)

La solution temporelle de la forme :

= 1Sinoo.T
W

1
1]
)

A\

Le systeme est oscillant pur de pulsation w. Il diverge pas mais
oscille toujours. La sortie est donc bornée !.

On dit que le systeme est juste oscillant .



Racines complexes
conjuguées a partie
réelle négative

h/\._._
VY

Racines
imaginaires pures

Racines complexes
conjugueées a partie
reelle positive

L/
vV \J

Re

Racine réelle négative

@ -

\_ Racine reelle positive




Criteres de stabilité

Comme nous 1’ avons vu précédemment, la stabilité d’ un systéme
passe par la détermination des poOles de sa fonction de transfert
(F(p)). Ce calcul peut étre compliqué et long. C’ est pourquoi nous
donnons dans la suite deux regles rapides pour savoir si un
systeme est stable ou non.

: "o e _ALp" +A P+ A, _ N(p)
La fonction de transfert peut s’ écrire : Flp) = 5o +B p 71 1B " D)

La stabilité de F passe par la résolution de 1" équation suivante :

D(p)=B,p" +B ,p" " +...+B, =0

On peut démontrer qu’une condition nécessaire de stabilité est
que tous les coefficients de D(p) soient du méme signe.

Cette condition devient suffisante pour les systemes du premier et
du second ordre.




Critere de Routh-Hurwitz

Ce critere permet d’ établir la stabilité d’ un systéme encore a
partir des coefficients de son dénominateur. Il permet aussi de
déterminer si le systéme est juste oscillant et dans le cas d un
systeme instable, 11 donne le nombre de pdle a partie réelle
positive.



On forme le tableau suivant :

Colonne des pivots

Enoncé du criteére :

» Si tous les ¢éléments de la 1ére colonne (pivots) sont de méme signe
=> Stabilité et donc Re[pi] <0

> S"il y a A changement de signe, il y a A pdle a partie réelle >0
=> Instabilité

»Une ligne de zéros indique la présence de racines imaginaires pures et le caractére
juste oscillant du systéme. Ces racines sont les zéros de 1’ équation auxiliaire :

Pour continuer le calcul on remplace cette ligne par : ap+a,p"+...=0

»>Si 1'on trouve un pivot nul, on peut continuer en le remplacant par & Les
caracteristiques du systeme seront déduites en le faisant tendre € vers 0.



Réponse forcée d’ un SLI stable

CI=0
e = O R , . t ot .
, e . cg1me ransitoire
Régime libre =
Excitation — Systéme [~ R€ponse v\

Régime Naturel

Régime Forcé

CI=0
e=0

Régime Permanent

La réponse d’ un systéme peut étre décomposée en deux :

4 Régime Libre : CI=0ete =0

v Régime Forcé : CI=0ete =0

v' Régime Naturel

Le Régime Forcé est aussi décomposé en deux
4 Régime Permanent



Sil’ on part de 1’ état de repos, ¢’ est notre cas, le régime transitoire
n’ est composé que du régime naturel. Autre avantage il est possible
de faire 1" étude de la réponse d” un systéme a 1" aide de la
transmittance car CI=0

5,(t) = s(t) = TL'[FEP)]
s(t)= Zrésidus deF(p E(p ™

polesdeF.E
SiF et En'ont = pas de poles en communs

s(t)= Y résidusdeF(pE(pR” + ¥ résidus deF(pE(p)"
p6|e§de F y pdlesde E
G /]
h'd

— + \
Y combinaison linaire de ep'

- Partie permanente s_(t)
SiF|(p)est stable «>F(p)—0 quand t—c p

Partie transitoire s(t)



Calcul de la sotie permanente d’ un SLI stable dans le cas
d’ une excitation harmonique

Soit un systeme de transmittance F(p)

F(jw) est la TF de f(t) ou la TL prise pour p=jw

e(t) = sin(wt)—"—E(p) = ——— = 2 pbles :p = =jw

p + O

5,(t)= Y résidus deF(pE(ple? =1y, +1.,

poles de E

Fljwle
w b = :

- |p-JuFipk (p - Jw)(p+Jw) w2

F- jwle
T

On peut aussi noter: F(= jw) = F(w)e<F)

‘F ‘ jwt+2F(w)) -j(wt+2F(w))
s, (1) = > [e -e ]
J

) = [F(w) sinjwt + £F(w)]



Intérét de ce résultat

> F(jw) est le gain complexe a la pulsation w

F(U ): représente le gain a w
LF(U ): représente le déphasage entre la sortie (s)et|'entrée (e)a

> Ce résultat fournit une méthode d’ identification
(1dentification harmonique). On peut donc retrouver la
transmittance en observant la réponse permanente en

régime harmonique.

> La sortie permanente est du méme type que la fonction
d’ entrée.



Allure de la sotie transitoire d’ un SLI stable en fonction de la
position des poles de la transmittance

Soit un systeme de transmittance F(p), on sait que le régime transitoire

se calcul :
5,(t)= ¥ résidus deF(pE(p )"

poles de F

** Si F(p) posseéde un pdle réel simple

pdle de F(p)= NG) par=-1

s(t)= Srésidus deF(EQ) - (p+1)N—(P)E(pkp* lere™

pdlesdeF (p + 1)
1
T Jp--t
T




** Si F(p) posséde une paire de poles complexes

p+=r+ja)=—l+jw
T

p_=r—jw=—l—ja)
T

ole de Vi) = p=
S PR 37 R l
5,(1)= 6lzdeFr631dus deF(p)E(p)e" =|(p-p,)

5,(1)= 2Ce cos(wt +¢) =2Ce" cos(wt +¢)




Influence de la pos

ition des poles sur la rapidité et I’ amortissement d’ un

systeme du deuxieme ordre

NG)

NG)

o)t

—C+jo)p-C-jo) P

Un systéme de second ordre s'écrit :

—2r‘+(r2+002)
1

m : représente le facteur d’ amortissement
w, : représente la pulsation caractéristique

2

1+2m P 4 (P)
(Do (l)o Pt R Rt r T
i T
=g s (1) = 2Ce™ cos(ot + ) = 2Ce ™' cos(wt + ) pw bo o
5,(1) = 2Ce” cos(wt + ¢) = 2Ce™ coslwt +¢ -f?xf}?xf}?xf ?xf}?x}:’f}}*x}:’f}fﬁ
. Domainedé2, 72
o omalnb e~ | %
Domaine de P Ay %,
+ rapide . Instable +rapide X7 - amorti
A 1m( ‘ s
T, et :
. L b, G / :
+ gmortig -amortiy 7, 7 +amoedfi \ - rapide
> i i, Re(Z
e s A
e B
rapide J %%%%%%%f’% %‘éﬁx
- - r"" ” r""
e 0 Re(p)) G
s i
A Y A A At R
Stable (7 Instable ¢ K
s B A E
r"" - r"" - r"."rr r"" - r"" - r"" 4
-J o

Systeéme stable = pdles dans le demi plan de gauche de p

Le systéme est d” autant plus amorti que le pdle s’ éloigne de

1" axe Im(p).

Le systéme est d” autant plus rapide que le pole s’ éloigne de

1" axe Re(p).

Systéme stable = pdles a I’ intérieur du cercle unité

Le systéme est d” autant plus amorti que le podle est pres de
1" origine O.

Le systéme est d” autant plus rapide que le pole s’ éloigne de
1" axe Re(Z)




Elles concernent les différentes représentations de  F(4 ) = [F(0 Jes™®’
Il y a trois représentations possibles

a L.a représentation de Bode

A(w) = 20LogF(w)

Deux courbes : (o) = 2F(0) }en fonction de Log(w)

La Courbe obtenue s’ appelle le lieu de transfert, elle est orientée
selon les w croissants

La représentation de Nyquist ou dans le plan complexe

Tm(F) [
Flw)

\AF(m) Re(P)




La représentation de Black

\\ elle est orientée selon les w croissants

» ¢(w)endegrés

Remarque : Les deux dernieres représentations sont obtenues a partir de Bode.




Exemple : Tracés des termes fondamentaux

> Fhl-kp

B()de pente: 60 db/octave Nyqu1st T oo NICHOLS/AE)laCk
. ou 200 db/decade y 4
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Im| Kook e e
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Ko' =1 = Log(w) wZ®  Kp? _lb-0 Re g(w)
phasé ke 0 K aoi|te—s I T |
n °s el 2
(0] 2 p E
p v v
[og(m) w=0
. F[p]= 1+ ep'c)3
e
> Premler Ordrpente : 6 db/octave N Alo)
ou 20 db/decade AI 1 (L +pr) (t-pr) 1+ pr)
: BdB //_\ }1—1)
A Log(w) _ Re Cf;(w)
T
U 2
4 1 1 1
g (1 + pr) (1 - pt) (1 N P‘E) (1 - pT)
ol e 7 W | %|'% Loglo)

Ag|45]265[14 [ 7 |3



yiam® . (2))
» Second ordre Flpl-|1vam - (m) ] ot
pente:12y db/octave Al0)
. ou 40y db/decade A ‘
gain Im
m>Ji/mR—mO\/12m2 —_— y=+1
VLog(oo) \'\ Re — - cﬂ(w)
N — J/ -
2
Log(m) v=-1
Alw)
> Retard pur F[p]= e lavec T > “I
gain -
Log(o) / \ Re | of g
1
phase \/




> Second ordre
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> Second ordre

Magnitude (dB)
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Stabilit¢ et Repetabilite

Les circuits analogiques sont affectés par :
* Température
« Age

Toleérance des composants :
2 systemes analogiques :
utilisant le méme design
les méme composantes
on obtient des différents performances



Les systemes a temps discret : SLI Numériques, SLI Echantillonnés

Les systemes échantillonnés qui sont des systemes physique donc
des systémes a temps continu mais dont la variable d’ entrée e(t) est
générée par une suite d’ échantillons e(kT) issu d’ un processeur, et
dont on ne préleve que des échantillons de sortie s(kT') a partir de
s(t) aux mé€me 1nstants k7.

Systeme

o s(kT)
Numériquej

e(kT) —”

Les systemes numériques ou purement discret transforment une
suite d’ échantillons d’ entrée e(kT) en une suite d” échantillons
s(kT), par exemple : processeur effectuant un algorithme de filtrage
numérique

e(t) | Systeme s(t)
e(k) — CNA "|_Continu CAN 7> s(kT)

N— -
—

Systeme échantillonné




SLI Numériques

Numérique

Syste L
50 N ysteme - f(kT)

Réponse impulsionnelle : réponse forcée a une entrée 9,, soit

f(kT) la RI

Le systeme sera invariant, si il répond a 0, par f(kT-iT)

Le systéme sera linéaire, si pour 1’ excitation suivante ¢~ 2™

il répond par

Réponse forcée : s(kT)=e(kT)*f(kT)

Transmittance en Z :
TZ[RI = TZ|f(kT)|= F(Z)

S(Z)=E(Z)F(Z)=F(Z) S(Z

N

EWZ

N

400

E e(THKT -iT)

Réponse forcée




» Les RII (réponse impulsionnelle infinie) ou
systeme récursifs obtenus par transposition

analogique — numérique n bs®) —

n .
Zaie(')

» Les RIF (réponse impulsionnelle finie) obtenus
par filtrage passe-bas. Il n’ y a pas d’ équivalents

analogique.

Transposition analogique —
numérique de 1" équation
différentielle :

Transposons en numérique la
dérivation :




En automatique on utilisera que les systemes RII

Systéemes RII ou systemes récursifs

st Zae :Zﬁsk. Zaiek_i

o et B, sont des constantes dépendantes de a et b

C’ est une équation aux différences d’ ordre n.

Tout systeme RII peut é&tre modélisé par cette équation




Transmittance des systéemes RII
Prenons la transformée en Z des deux nombre en utilisant le

théoréme du retard : TZfs,.J-275(2)

m

2 BiSyi = 2 e, — 2 BZ7S(Z)= 2 a.Z 'E(Z)

m

sz) 5"
= F(Z)= E(Z) = iﬁiz-i

Rapport de Deux polyndmes en Z
Pour trouver la RI il suffit de faire la 7Z-! de F(Z)

Pour faire la mise en ceuvre (au niveau du processeur) d’ un tel
systeme il suffit de transformer I’ équation aux différences en
équation de récurrence en isolant I’ échantillon de sortie le plus

récent




Equation de récurrence

m
|=

2ﬁi5k-i = Zaiek—i < § = é Zaiek-i - 2&51@-

A chaque instant kT on applique I’ équation de récurrence.

Pour k=0 on applique les propriétés du signal d’” entrée qui est causal ce qui
signifie que e_, a e_,, =0.

Les n valeurs s_; a s_, représentent les conditions initiales. Si le systéme est
initialement au repos, alors on prend s_; a s_, =0.

Exercice : On suppose le systeme de transmittance :

Déterminer 1" équation de récurrence, le systeme est
initialement au repos. Puis donner la réponse a1’ échelon.



Causalité
Un systeme F(Z) est causal si1 sa réponse impulsionnelle (RI) est

causal, donc si F(Z) sous sa forme polynomiale ne comporte pas
de puissance positive de Z. En effet, puissance positive de Z =
avance dans le temps

F(Z)= Zf(kT)Z_k Causalité = degré(N) = degré(D)

Stabilité

Un systeme numérique causal est stable, si1 les pOles de
sa transmittance en Z sont tous en module inférieurs a 1

‘ZE‘ <1



F(Z) est la TL de la réponse impulsionnelle pour Z=ePT,

F()- Y flkT”

les pOles p, de la transmittance doivent etre a partie réelle <0, donc
les poles de F(Z),Z =¢" =¢€"e"™" devront étre tels que, ¢’ est-a-dire

a 1’ intérieur du cercle unité.

‘Zi‘ <1



Test de Stabilité

On peut utiliser le critere de Routh Hurwitz dans la mesure ou

1" on trouve un changement de variable qui fait correspondre au
cercle unit€ en Z, un demi plan gauche en W, on utilise pour cela
la transformée bilinéaire :

Z -1 1+W
ouencore Z =

Z+1 1-W

En conclusion, on transforme F(Z) en F(W) et on applique le
critere de Routh-Hurwitz au dénominateur de F(W) .

W =

On peut transposer ce qui a €té€ fait pour les systemes analogique,
aux systeme RII

La réponse forcée se s€pare en une réponse transitoire et une
permanente :



Réponse permanente en régime harmonique

Soit e(kT)=sin(wkT)
s,(kT)=|F(w)sin(@kT + £F(w)) avecF(o F(Z eJ‘”T)

skT)=TZ'FZEZ)]-5,kT)+s,kT)
s, (kT)= A Zrésidus deFZEEZ)Z*" sik=1

F(Z)

Y résidus deiZ)E(Z) sik =0
FZ) L

poles de

s,(kT)= Zrésidus deF(Z E(Z )Z*

polesde E(Z)




Allure de la réponse transitoire en fonction de la position
des poOle de F(Z)

" Pole réel Z=r Si0<r<1 Si—-1<r<0

...,
s, kT)=[Z -rFE]. r*t = ¢ p!

=p. =pe?’ avecp=l

R

D i, //J.a"/,."-'//f
R,

" POle couple imaginaire conjugue y & %

eeeeeeeeeeee
o

.-".r".-"n"__.- + rapl d e -‘": .
k-1 k 16
5,(KT)= [(Z -p )FE] ol nstable
t t Z=p, ’fﬁ*”'i + amotfi 1
k-1 -jlk-1)8
f(z-p)FE] p"e™
_ i périodique |
= the.cos_(k—1)0+¢] T

apériodique



Systemes échantillonné

Soit un systeme analogique de transmittance F(p)
dont 1" entrée est fournie par un convertisseur numérique analogique

CNA ;

e(kT) -1 CNA

e(t)

e(t)

Interpolateur
e(kT)  —1 ")

> F(p) * CAN — s(kT)
I ()
s(1)
1 Fp) " T > s(kT)

F(2)



Le signal e(t) est un signal quantifié résultant d’ une interpolation.
L’ interpolateur est, sauf cas exceptionnel, un bloqueur d’ ordre
Z€10

L | K

Réponse impulsionnelle du B,

Tt

o3,
-
/]

1_ePT

-1
On peut aussi écrire : B (p)= 1-7

On constate que la transmittance d’ un bloqueur est mixte en p et Z



Calcul de F(Z) avec un B,

B » F >
e — 20 e(t) ) s(t) sy
1-77
Bo(P)= D ||
L i J o) La variable
e — Lilx bl 7 s(t) " S¢ intermédiaire
x(kT) est de
I nature
e~ b, Fp) . échantillonnée
ot Xk P ) s(1) S
Y
i
~— VP _




Exemple : 1°" ordre échantillonné:




On sait que : ,

1 . 1
p(l + pr)] " X résidusde plL+pr)L-Z7e")

poles de o(iepr)
A

p(l+pr)
-/ pT
pl-27e")

1 1
= ' \| O+
[(1 +pr)L-Z7"%PT)|
1 1

bz (1-z-le{)




Cas d’ un systéme ayant un retard pur Tr

6(p)=6'pL""

On choisit T tel que Tr=mT avec m entier. Pour calculer la transmittance en Z il suffit
donc de multiplier la transmittance en Z sans retard par Z™.

F(z)={-Z" ).TZ[FED)}.Z‘”‘




