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Intr oduction génerale: contexteet
motivations

L’évolution croissantaelestechniquegiansle domainede I'informatique, que ce soit dans
le sensdesperformancesiesélémentsnatérielsou logiciels ou dansle sensde safacilité de
mise en ceuvre a fait que de nombreusestructuregentreprise gtablissemenscolaire,admi-
nistration,etc) font appelaux systemesnformatiques En paralléle,depuisquelquesannées,
noussommegémoinsd’une explosiondansle domainede la communicatioren général.La
communicatiorestdevenuele maitre-motdansle fonctionnementietoutescesstructuresnais
aussidansnotre quotidien.Beaucoupde méthodedde travail ont été repenséeautourde la
communication.

Dansle domainedel'informatique,la communicatiorestsouventmiseenceuvrepourfaire
coopéretessystemeinformatiquesentreeux.Lessystemesontdits distribués Chaqueentité
du systemalistribuéglobal peutparfoisfonctionnerde manierendépendantdesautresentités
tout en étantamenée d’autresinstantsa fournir un serviceaux autresentités.Les exigences
modernedont que cesservicessont de plus en plus sollicités en tempsréel. Une entité ne
possedgasun tempsindéfini pour fournir le servicequi lui estdemandéll estsouhaitable
gu’ellele fournissedansuntempsqui lui estimparti.

Il estapparudeuxdomainegierecherchémportantscesderniéresannées le domainedes
systemes coopeératifs» etle domainedessysteme tempsréel». Chacund’eux s’estattaché
atrouver dessolutionsqui permettente prendreen compteau mieuxleur problématique la
coopératiordesentitésdistribuéespour le premieret la réalisationde tachesenrespectantes
échéancegemporellegpourle second.

Pourle premier nouspouvonsciter desapplicationgellesquele travail coopératifal'aide
d’ordinateur(CSCW computersupporteccooperatie work en anglais),les applicationamul-
timédia, I'ingénierie des systémedlistribuée (DSE, distributed systemsengineering)Je cal-
cul scientifiquedistribué (supercalculateursetc. Pourle second nouspouvonsciter les sys-
temesembarquégcalculateursievols, gestionélectroniquedesautomobiles)les systemesle
contréledescentraleswucléairesetc.

Graceaux performanceslestechnologiesactuellesdu domainede I'informatique,un nou-
veau domainede recherchea pris en forme en englobantles deux cités précédemment le
domainedessystemeslistribuéstempsreéel.



INTRODUCTION

Notrebut a étédecontribueral’élaborationdeméthodesl’aideala conceptiorde systemes
coopératifsen prenanten compteles contraintegsemporellede fagconquantitatve. Pourcela,
nousnoussommegositionnéaucroisementie différentsdomaines

— lesautomates,

— lesréseauxde Petri,

— lesgraphedl’activitéset

— lesgraphege contraintegemporelles.

Notreapprocheconsiste utiliserlesréseauxde Petriafin d’analyselesrelationsdecausea
effet entrelesactvitéssangpasseparla constructiordel’ensembledesétatsaccessibleR?our
cela,nousnoussommesappuyéssur unelogiqueformelle: la logiquelinéairede Girard. En-
suite,nousavonsconsidérde graphederelationsde causea effet commeun graphed’activités.
Finalementnousavonsexprimé les contraintesemporellesjuantitatvesa l'aide d’un graphe
decontraintesléduitdu graphed’activités.

Organisation du mémoire

Cemémoiredetheseestorganiséautourdedeuxparties: la premiérepartieportesurl’ana-
lyse qualitative dessystémes événementsliscretset la deuxiémepartie porte sur I'analyse
temporellequantitativede cessystémes.

Le chapitrel présenteun rapide étatde I'art desdifférentsmodeles,approchest outils
utiliséspourfaire de 'analysetemporellequalitative et quantitatve de systemes événements
discretscomportandu parallélismeEn effet, faire un étatde I'art completauraitnécessitéin
chapitrepour chaquenodele chaqueapprocheest chaqueoutil. Dansce chapitre housjustifie-
ronsleschoix retenugourle restedu mémoire.

Le chapitre2 présentde modeleretenuJesréseaude Petri pourreprésentedessystemes
aévenementdiscretxainsiqgu'unemeéthoded’analyse baséesurla logiquelinéaire,permettant
deprouver'accessibilitéd’'un étatdu systemenodéliséa partir d’'un autreétattout enprenant
en comptele parallélismedu systemesansentrelacementNous verronsque cette approche
logique permetd’extraire desordrespartielsentreles franchissementde transitionpar une
techniqued’annotation.

Dansle chapitre3, nousprésentonsine autretechniquequi permetaussid’extraire des
ordrespartielsentreles franchissementde transition: les processuséinis de réseauxde Petri.
Nous montronsque les ordrespartielsobtenuspar I'approchedu chapitre2 sontexactement
les ordrespartielsassociésux processusinis de réseaude Petri. Par la suite,nousmontrons
commentia techniqued’annotationestutilisée afin de caractériseun seuldesordrespartiels
possiblesntreles franchissementde transition.Celanouspermetd’avoir si besoinune ap-
prochecompositionnelleC’estégalementin point dedépartpourfaire del’analysetemporelle
guantitatve.

Le chapitre4 entamda deuxiemepartiedumémoirell portesurlessystemeslecontraintes
temporelle TCSP)et sur différentessxtensiongemporellesiesréseauxde Petri. Nousmon-
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INTRODUCTION

trons en effet commentnouspouwvons représentetes contraintegemporellesde cesréseaux
de Petri sousla forme de systemesle contraintegemporellesNous montronsqu’il estplus
natureldanscette approchede choisir les réseauxde Petri p-temporelscommemodélepour
expliciter lescontraintegsemporellesl’un systemeUn exempleavecapplicationnumériqueest
déweloppéenfin dechapitre.

Le chapitreprécédentyantmontréqu’il n’était paspossibled’obtenirun seulsystémede
contraintegsemporellesietype TCSPapartird’un ordrepartieldande casdesréseauxie Petri
t-temporelsnousproposonsiansle dernierchapitreuneautreméthoded’analysetemporelle.
Cetteméthodebaséesurle calculdedatessymboliqueslirectemenél’aide d’arbresdepreuves
enlogiquelinéaire,permetde caractérisetf'accessibilitédesmarquages partir de scénarios
de réseauxde Petrit-temporels Elle estappliquéedansun cadrede sémantiqudaible de ce
modélell estensuitemontréquel’utilisation dela sémantiquéorte permeta certainsscénarios
d’eninvaliderd’autres.

Noustermineronsen citant les résultatsmportantset les perspecties de recherchei ces
travaux.
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Chapitre 1

Logique, ordr e partiel et raisonnement
temporel

1.1 Choix du modele

1.1.1 Approchetemporelle danslessystemedistrib ués

La priseencomptedu tempsdansles systemesglistribuésestaujourd’huiun problémequi
estdeplusenplusessentietiufait del'utilisation del'informatiquedansdessystémesoujours
pluscritiques.Celadit, cettepriseencompteestintuitivementiée aI'évolution croissanteles
technologiedde I'information et de la communication Seulela performancedesréseauxde
communicatioractuelgpermetde déwelopperdesapplicationdistribuéesditestempsréel.

Le termetempsréel s’appliquea unelarge gammede systemesnformatiques. systemes
embarquésystéemesleproductionsystemesoopératifsCesdifférentsdomainesontsouvent
caractériséparlesnotionssuivantes systemesempséelcritiquesounon,systemesempsréel
a contraintestrictesourelatives,systéemeslirigésparle tempsou parlesévénementsystémes
distribuésou centraliséssystémesnultiprocesseursu monoprocesseursystemesolérantles
fautesou non,etc.

Nous pouwonsaffirmer que danstous cestypesde systemest applicationd’ordonnance-
mentdetachegoueunrdéle primordial.ll existedeuxtypesd’ordonnancemerdetachesemps
réel: 'ordonnancemenk statique» et 'ordonnancemenk dynamique». Le premierestre-
solu horsligne et ne prendpasen compteles changementgventuelsqui peuwent avoir lieu.
Le deuxiemepar contrese résoutpendantie déroulementiesactiités au coursdu tempsen
fonction desprioritéset desduréesdesactvités suvantles algorithmesmis en ceuvre.Notre
travail sesituedansun contexte dynamiqueavecanalysehorsligne.

Certesle respectdeséchéancesemporellesestimportantmaisil estaussiimportantde
respectefes contraintedogiques.Ce sontellesqui vont apporterdesrésultatsconcernantes
relationsde précédencet de synchronisatiorentre les événementsQue seraitune pizzasi
nousmettionsdansun plat le fromagepuis le coulis de tomateet enfin la pate? Certesnous
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CHAPITRE 1. LOGIQUE, ORDRE PARTIEL ET RAISONNEMENT TEMPOREL

respecterionfes contraintesle temps,si nousen avions, maisnousne serionspascertainsdu
résultatobtenu. .. Est-cequ’un joueurde rugby arriverait a faire une passea un partenaire
si cederniern’estpaspresa recevoir le ballon ? Il nousparaitévidentque dessystémesm-
pliquantplusieursentitésdoiventrespectedescontraintesd’ordre et de synchronisatiorentre
les événementavantmémederespectetes échéancetemporellegjui leur sontimposéesfin
d’atteindrecorrectementiesobjectifscommuns.

Il apparaiessentietl’avoir desméthodegjui permettentie modéliseret analyseles phé-
nomeénesemporelgdanslessystemeslistribuéspourpouwoir prouver le respectlescontraintes
de tempsavantle lancementffectif d’'une applicationdistribuéetempsréel. Les contraintes
n’étantpasseulement’ordrequantitatifcommenousl’avonsdit précédemment, faudraavoir
deuxapproches

— qualitative pour prendreen comptetoutesles contraintesd’ordre et de synchronisation
entrelesévénements,

— quantitativepourrespecteles échéanceBxées.

1.1.2 Parallélisme et entrelacement

Lessystemeslistribuésimpliquentla coordinationd’activitésexécutéeparplusieursentités
réparties plus ou moinsdistanteslUne partie de cesactiités estexécutéelocalementparles
entitésdefaconautonomela représentatioglobaled’un tel systémepartoutedesactvitésqui
le composentionneun modélecomportanun enchainemerde synchronisationstd’activités
paralleles.

Définition 1 (Parallélisme) Deuxactivitéssontenparalléle si elless’exécutensimultanément
defaconindépendantéune del'autre : aucunévénementel'une nedoit précéderun événe-
mentdel'autre (pasde contraintede précédence).

A partir de 14 nousdistinguonsdifférentstypesde parallélisme En logiciel il faut distinguer
le parallélismex vrai » (physique),ou desprocessusiu comportemenséquentie(taches)se
déroulenbu s’exécutentsimultanémengtindépendammenésunsdesautresdu parallélisme
«logigue» oul'exécutionalieu parentrelacement

Cettedifférenceentreparallélismevrai et logique provient de I'éventuelpartagedesres-
sources Si deux processusont exécutéssimultanémenthacunsur une machinedifférente
(deuxprocesseurdifférents),nousparlonsde parallélismevrai carrien nerelie les deuxpro-
cessugnémepasles ressourcesmécessairea leur exécution.Si deux processusont exécu-
téssurla mémemaching(mémeprocesseuryousparleronsde parallélismdogique(pseudo-
parallélisme})raité parentrelacementar mémesi les deuxprocessusontindépendantgis ne
pourrontpasétreexécutéssimultanémentiu moinsde maniérephysique.

Suivantle parallélismequenoustraitons,deuxaspectsemporelss’imposenta I'évidence.
Dansle parallélismevrai, les processusontindépendantgt s’exécutentsansaucunenotion
desunset desautres: chaqueprocessus’exécuteavec sapropreéchelledu temps.Dansle
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1.1. CHOIX DU MODELE

parallélismdogique,lesprocessus’exécutentens’entrelacants’est-a-direquechaquepasde

I'évolution du systemeproduitun nouvel état: il n’existequ’uneseuleéchelletemporelle.
Nousendéduisongju’en parallélismevrai, noustravaillons dansun ervironnemenimulti-

horlogesalorsqu’enparallélismdogiquenoustravaillonsdansunervironnemenmono-horloge.

1.1.3 Raisonnementsur lesétatset sur lesévénements

Lesdifférentesméthodesi’analysedessystemedlistribués(et plus généralemerndessys-
temesa événementdiscrets)existantessontde deuxtypes:

— orientés états»,
— orientés événements.

Les méthodesrientésétatspermettentle construirele graphed’étatsqui représenteéousles
étatsaccessibledu systememodéliséavecles événementpermettantie changerd’état. Dans
cesméthodesijl faut obserer les étatsdu systéemeet analysercommentils changentln des
problémegde cesméthodesestque,en généralle traitementdu parallélismeesteffectuépar
I'entrelacementEn effet, nousconsidérongju’il y a un seul changementi’état élémentaire
a la fois. Mémesi I'ordre danslequelles actionsdoivent étre exécutéesestrespectéles vé-
ritablescontraintesde précédencsontcachéesar elles sontreprésentéede la mémefagon
guel’entrelacementle changementd’étatsparalleles Elles n’apparaissenpasexplicitement
dansle graphed’états,ce qui nenouspermetplusd’extraire desrelationsde causalitéentreles
événementde plus,cesméthodesontsouventconfrontéesiu problemedel’explosioncom-
binatoire,c’est-a-direquela constructiondu graphed’étatspeutdevenir d’autantplus grande
gue le systémeestgrandet complece. La croissanceestmémesouent exponentielle.L uti-
lisation de ce graphen’est donc pasadaptépour vérifier certainespropriétésattendues!’un
systemelUn désaantagecertainspour 'analysetemporelledessystemegstqueles activités
ne sontprisesen compteque par desétatsglobaux,ce qui ne simplifie pasl'évaluationexacte
dela duréed’'unesuited’activitéscarlesduréesde cesderniéresie peuentétreassociéesni a
cesétatsglobauxni auxévénements.

Lesméthode®rientésevénementaeconstruisenpasle graphed’états.Ellesobserentles
événementgt analysentomment,quandet dansquel ordre ils apparaissenCesméthodes-
la construisengénéralementlesgraphegie précédencenettanten évidencedesrelationsde
causalitéChaquegraphede précédencédécrituntype de comportementionnédu systemeCe
graphenepermetparcontrederetrouer qu’unepartiedesétatsaccessiblesSeulsceuxpouvant
apparaitréors du comportementeprésent@ourrontétreobtenus Si nousvoulonsretrouver le
graphed’étatscomplet,il faudraconsidéretouslescomportementpossibles.

Etantdonnéguenousne considéronpasles étatsglobauxdu systémemaischaqueactivité
indépendammerésunesdesautresnpousavonsla possibilitéd’exprimerle parallélismeyrai du
systemequi estperdulors dela constructiordu graphed’états).Nouspouwvonsplusfacilement
travailler avecplusieurshorloges.
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Analyserles événementpermetde connaitreles relationsd’ordre et de synchronisation
existantentreeux. ll estainsipossiblede faire del'analysequalitative du tempsa partir de ces
premiersrésultatsA partirdela il devient natureld’évaluerdesduréesguenousassocionsiux
actvitésdontnouspouvonsaisémentistinguere déhut etla fin.

1.1.4 Pourquoi un réseaude Petri ?

Lorsquenousmodélisonslessystemesnousne cherchonpasseulemena lesreprésenter
maisaussia en obtenirunevision assezabstraitepour pouwoir endéduirecertainepropriétés.
Dansle domainedessystemesnformatiquesnousnousplaconsdansle cadredessystemes
a événementsliscrets,c’est-a-direque tout passaged’un état discreta un autre se fait par
l'intermédiaired’'un événement.

Il 'y atrois notionsimportantesiansles systemes événementsliscrets: les actwités, les
événementst les entités(ou objets)impliqués.Suivantl'aspectque noussouhaitongrivilé-
gier, nousavonsde nombreuse$aconsde représenteun systemea événementsliscrets.Par
exemple:

— lesautomatedinis [26],
— lesgraphedl’activités,
— lesréseauxePetri[42, 28, 41,43].

Si nouspartonsd’un réseaude Petri, 'automatefini estconstruita partir d’'un marquage
initial donnéet corresponcdau graphedesmarquagesccessiblesTousles étatsglobauxsont
doncénumérésvec, surles arcsreliant deux étatssuccessifsl'événementeliant le passage
d’'un étatversun autre.C’estun modéleorienté« état» ou les actiités sontprisesen compte
par les étatsglobauxet les événementsontvus commedeschangementsle cesétats; les
entitéschagéesd’exécuterles actiités n’étantpasprisesen compte.Les noeudseprésentent
lesétatsetlesarcslesévénements.

Définition 2 (Automatefini) Un automateestdéfini par un ensemblal’états S, un ensemble
fini d’événementk, unerelation detransitionqui estun sous-ensembleé deSx E x Setun
étatinitial s € S.L'évolutiondel'automateestunesuitedetransitions(s, ej,s) € F a partir
des.

Commeexemple de graphed’activités, nous allons considéremun graphede précédence
entreévénementd.esnceudssontles événementstlesarcsles actiités.Un graphede préceé-
denceestdoncun outil centrésurles événementet les actvités. Il estconstruita partir d’un
systémegd’un ensemblénitial d’activitéset d’'un ensembldini d’événementsChaqueactivité
impliquantunerelationde précédencentrele nceudsourcede I'activité (déhut d’activité) et
le nceuddestination(fin d’activité), un graphed’activité décrit unerelationd’ordre entreles
événementdu graphe Contrairemené un automateles étatsglobauxne sontpasreprésentés.
Uneactvité ne peutseproduirequelorsquetoutesliesactivitésquila précédensontterminées.
De plus,nousconsidérongesactvitésindépendammenesunesdesautres.
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Définition 3 (Graphe de précédence)Un graphede précédencestun graphe orienté acy-
clique dontles sommetsontdesévénementk et les arcs desactivités(ou desrelationsde
précédencel. E estun ensembldini d'’événementst le sous-ensembl& de E x E unerela-
tion deprécédence_esélémentsy de A sontdoncdespaires(g;, g;j) tellesquee < ej, 6 € E
ete; € E.

Les états(ensemblal’activités pouvant étre actives simultanémentyontles coupesmaxi-
malesdu graphedeprécédence.

Notre choix

Suivantquenoussouhaitongrivilégier les étatsglobauxou les événementdesreprésen-
tationsquenousdevonsutiliser sontdifférentesLa représentatioparautomatedonnetousles
étatsaccessibled’un systemesnconfondantouslescomportementuantala représentation
pargraphede précédenceglle permetde bien caractérisechaquecomportemenindividuelle-
ment.Par contrelesétatsnesontpasexplicitéset pourpouwir lesobtenirtous,il fautconstruire
touslesgraphesieprécédenceui sontpotentiellemenennombreinfini.

Lesréseauxde Petri permettentd’obtenir'une ou l'autre desreprésentationsn fonction
du besoin.lls permettentde prendreen compteexplicitementles trois notionsdessystémes
a événementsliscrets.Pour cela, les réseauxde Petri possedenteuxtypesde noeuds: les
placeset lestransitions Lesplacessontassociéeauxactiitésetlestransitionssontassociées
auxévénementd.esjetonssedéplacante placesen placesmarquenta (ou les) activité(s)en
coursetreprésenteriesentités.

L'approchefondéesur les réseauxde Petri essaiede contournerau mieux le problémede
I'explosioncombinatoiredesétatset desévénementsen évitantuneénumératiorsystématique
a priori de cesderniers.L’'ensembledesétatsaccessiblegt 'ensembledes comportements
possiblesontdéfinisdefagonimplicite (parintention) etnondefagonexplicite (parextension,
enlesénumérantousexplicitementcommedansle casd’un automatefini.

De faconsimilaire,alorsqu’unereprésentatiod’un systemea événementsiscretsparun
graphede précédencentreactivitésnécessiteineénumeératiorde tousles événementédéhuts
etfinsd’activités),unréseauePetridécritlesenchainemenentrelesfranchissemenetran-
sitions (les événementsjle faconimplicite. Différentsscénariogpeuwent étregénérésa partir
d’un seulréseaudePetrietunetransitionpeutétrefranchieplusieurdois (etdonccorrespondre
aplusieursgévénementsyucoursd’un seulscénario.

Enplusdecettepuissance’expressiorparintention,lesréseauxie Petriprésentenfavan-
taged’avoir un aspectmulti-horloge.En effet, chaqueeton d’'un réseawde Petri peutétrevu
commeunehorlogelogiqueinduisantunerelationde précédencentrel’événemeniun fran-
chissementletransition)qui le produitetI’événementui le consomme.

Or, si nousvoulonsavoir la possibilitéde représentele parallélismevrai, il faut avoir un
aspectmulti-horlogesou chacuned’elles représenteine séquencendépendantel’actionsdu
systemeanalyseé.
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Un automatdini ne peutpasreprésentele parallélismevrai caril représenten entrelace-
mentd’étatssuccessifdl présentein aspectmono-horlogedupointdevuelogique.Un produit
d’automateginis peutapporterccetaspectnulti-horlogesarchaqueautomatgpossedsapropre
horlogelogique.Par contre,dansle casd’un produitd’automatese nombred’horlogesestfixe
etconstantLeschangementd’étatsauseind’'un automatesefont enayant’’horloge del'auto-
matepour référencealorsqueles communicationgntreautomatesmpliquentla synchronisa-
tion deshorlogesdesdiversautomates traversle mécanismelu « rendez-ous». L'avantage
présentéar les réseauxde Petri estqu’unetransitionesttoujoursunetransition.Qu’elle ait
uneseuleplaceenentréeet ensortie(événemeninternea un automatepu plusieursplacesen
entréeet/ouensortie(communication)le mécanismesttoujoursle méme.

1.1.5 Pourquoilesréseauxde Petri avecdu temps ?

Commenousl’avonsdit au déhut de cettesection,'analysedessystemedlistribuésim-
pliquedeveérifierle respectiescontraintedogiquesde synchronisatiomaisaussid’échéances
temporellegjuantitatves.

Il existe plusieursextensionsdesréseauxde Petri qui prennenten compteles contraintes
guantitatves: le tempsassociéuxplaces)e tempsassociéuxtransitionset le tempsassocié
aux arcs.Cescontraintegemporellesquantitatves sont des contraintessupplémentairegue
doiventvérifier les scénariosle franchissementde transitions Elles n’ont pasd’influencesur
la spécificatiordescontraintegjualitatives.

Pourpouwir expliciter les contraintegemporellesjuantitatvesentreles événementpos-
sibles,nousdevonsd’abordgénéretesscénarioslefranchissementdetransitionsL'approche
fondéesurles réseauxde Petri permetcettegénérationcar les transitionssontassociéesux
événementsNous obtenonsune représentatiomxplicite de la relation de causalitéentreles
événementstlescontraintegjuantitatvesviennentsegreffer surcettestructure.

Notre choix d’aborderle tempsdansles réseauxde Petrien deuxétapegeutparaitreres-
trictif dansle sensou nousnousdonnonda possibilitéde manipulerdesduréesuniqguement
si les contraintesde relationd’ordre sontveérifiées.Mais d’un autrecoté celanouspermetde
maitriserplusfacilementla résolutiondescontraintesCe qui motive notrechoix vis-a-visdes
réseauxde Petriestla possibilitéqu’ils offrent de pouwoir traiterdesdomainesou les notions
d’événementstd’évolutionssimultanéesontimportantesl’apportdutempsn’estqu’un plus
permettantle caractérisede maniérequantitatve ceséwlutions.

Unedémarcheanalogugourrait-elleétredéweloppéea partirdesautomates

Un automateemporisg1, 2] estuneextensiondel’automateordinaireaugquelsontassociés
un ensembldini d’horloges,desconditionset desactionstemporellesoncernanteshorloges
surles arcs.Si nousconstruisonsin automateemporisénousavonsun ensembldini d’hor-
logesqui sontdéclenchéea I'état initial del’automateet qui peuwentétreréinitialiséesNous
n'avonspasde parallélismevrai explicite. Ceshorlogesguantitatves,ne sontpasvuescomme
descomposantesle la représentationle I'état, alors que dansle casd’un réseaude Petrip-
temporel[30, 29], lesjetonscorrespondera deshorlogedogiquespourl’approchequalitatve
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puisa deshorlogesphysiquegourl’approchequantitatve.

La compositiordesautomate#ntroduit unedifficulté supplémentaird.a notionderendez-
vousratén’est pasgéréedansles automatesemporisélassiquegtime-lok) maiselle I'est
parévitemendanslesautomatesemporisés échéancd.a compleité dueal’explosiondela
constructiordesétatsaccessiblesecombineici avecla compleité deraisonnegrlafois surles
étatset surlescontraintegemporellesL’automateobtenune permetpasd’extraire simplement
lescontraintegemporellegjuantitatvesentreles événementpossibles.

1.1.6 Application du modele

Si un systemedistribué estmodélisépar un réseaude Petri ou un ensembled’automates,
c’est pour pouwir vérifier par desméthodesnathématiquete comportementlu systemere-
présentéCela permetde déduirecertainespropriétés.La propriétéqui nousintéressedans
notre travail estl'accessibilitéd’un étatcible a partir d'un état source.C’est la vérification
decetteaccessibilitéui nouspermettrad’affirmerqu’un étatcible estaccessiblelepuisun état
sourcetoutenrespectanfordre imposéparlescontraintedogiquesentrelesévénementdela
séquenceCelanouspermetd’assureiqu’un ensemblale documentsnultimédiasa étécorrec-
tementprésentépu bien qu'un ensemblale tAichesa été correctemenexécutédansun temps
imparti.

1.2 Vérification temporelle orientée « états»

1.2.1 Deuxméthodesde baseen vérification

Il existedeuxméthodesle baseenvérificationde systemegnformatiques
— la preuwe dethéoremetheoremproving),
— lavérificationparmodéle(modelchecking).

Le principede la preuwe dethéorémeestquela propriétéa montrerpeutétre prouveefor-
mellement(parun mécanismeléductifou parun systemederéécriture)a partir d’'un ensemble
d’axiomesou d’'un ensemblal’hypothéseslécrivantle systemestudié.La preuwe dethéoréme
permetderaisonneisurles systémes étatsinfinis (réseauxde Petrinonbornés)carlorsquele
théorémeestprouvé,il estvrai pourtout systemencluantle systemepourlequelil aétéprouve
guelquesoitsataille (monotoniedela logique).

La vérificationpar modéleimposequanta elle 'énumérationde tousles étatsdu systeme
étudié.La vérificationfaite, elle n’est valableque pour un modeledonné.Si une modification
estapportéeaumodele;il fautreconstruirdouslesétatspourpouwoir de nouveauaffirmerque
la propriétéveérifiée estvraie. La questionque nousnousposonsest « Est-cequ’un modele
satisfaituneformule ? »
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Notre approche fondéesur la preuve de théorémea I'aide du calcul desséquentssera
détailléedandeschapitresuivants Nousallons,ici, donnedesgrandedignesdela vérification
parmodéele.

1.2.2 La vérification par modele

Enpartantdel’hypothésegu’un systéemeosseden espacel’étatsfini, la vérificationd’'une
propriétéconsistea verifier qu’aucunedesexécutiongpossibleglanscetespacel’étatsn’inva-
lide la propriétéa prouwer. Les diversestechniquesqui ont été déweloppéessont baséessur
unereprésentatiodiscretedu tempscarl’exécutiondesréseaude Petriestréaliséeentemps
discretou bien par un recouvremente I'ensembledesétatsaccessiblepar un ensemblede
classesgerégionsoudezoneslesdifférentestapesi’exécutiond’'un réseawe Petrisontles
étatsaccessibled’un systémeQuandil n’y a pasde contraintesemporellesjuantitatves,le
travail esteffectuédirectemensurle graphedesmarquagesccessibles.

La propriétéa vérifier esttraduitesousla formed’uneformulelogiqueetil fautvérifierque
'ensembledesétatsaccessiblesstbienun modele(ausendogiqueduterme)dela formule.

Le systeme étatdfinis estdoncreprésent@arungraphedetransitiongtiquetéouleslabels
d’un étatsontdespropositiondogiquesatomiquesLes propriétésdu systemesontexprimées
sousla forme de formulesen logique temporelle.La vérification consistealors & parcourir
le systémede transitionset a vérifier qu’il satisfaitla formule représentantine propriété: le
systemeestun modeélede la propriété La questionest: « Est-cequ’unmodéleM satisfaitune
formulelogique¢ pourtouslesétatsaccessible® »

Effectuerduraisonnemertemporeh’estpassimpleenlogique.Eneffet, il fautétrecapable
de prendreen compteles variationsdesvaleurs(vérités)despropositionsdansle temps.La
logiquemodalecontournece problémeen considérantin ensemblale mondedogiques: une
véritévraienepeutdevenirfaussedansun mémemonde(monotoni¢, maiselle peutl’étre dans
unautremonde Leslogiquestemporellesontdesextensionglela logiguemodaleet sontdonc
capablesie prendreencompteceschangementde valeursdespropositionsa un instantdonné
ou pendantune certainedurée.Parmi les différentedogiquesqui correspondend différentes
vuesdu temps,nousne considérongjueleslogiquesbaséesur unereprésentatiodiscréteet
nonquantitatve du temps:

— lalogiquetemporellearborescent€TL [13],
— lalogiguetemporelldinéaireLTL [44].

CTL estunelogiqueou le tempsestarborescent;’est-a-direqu’elle permetde travailler
surla représentatioarborescentdesprocessustn effet, il peutexister plusieurssuccesseurs
aunétat.En CTL il y adeuxtypesde formules: lesformulesd’étatsqui sontévaluéespour
uninstantdonnéetlesformulesde cheminqui sontévaluéede long d’'un chemin.Nousavons
la possibilitédanscettelogiquede vérifier pourchaqueype si lesformulessontvraiespourun
cheminou pourtousleschemins.
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EnLTL, chaqueétatne possedeju’un seulsuccesseunoustravaillons surune séquence
d’exécutiondonnéel e tempscroitde manierdinéairea partir d’'un instantinitial. Il n’y aque
desformulesde chemins.

CTL etLTL sontincomparabledande sensou certainegsormulesd’unelogiquenepeuent
s’exprimer dansl’autre et inversementCependantil n’est paspossibled’exprimer le non-
déterminismelessystéemegparallélesvecunelogiqueatempslinéaire.C’estpourcelaqueles
logiguesatempsarborescenellesqueCTL sontsouventmeilleuregpouranalysefessystemes
réactifs.Par contre,unelogiquea tempsarborescent’est pasadaptéegour exprimer despro-
priétésd’équitébien qu'uneextensionappelédrair-CTL [14] ait étédéweloppéepour prendre
en comptecescontraintesLes logiquesa tempslinéairetellesque LTL sontpréféréegour
analysedespropriétéssurdeschemins.

1.2.3 Extensiondela vérification par modele: prise en comptedu temps

La priseen comptedu tempsquantitatifdansles réseauxde Petri se fait en associantles
contraintegemporellesaux élémentsiu réseau soit aux places soit aux transitions soit aux
arcs.Desoutils ont étédéweloppésafin de pouvoir traitercetempset verifier despropriétes.

Commenousl’avonsdit plushaut,il fautrecouvrirl’ensemblenfini (sile tempsestdense)
enun ensembldini de classe$36, 3]. Cetteapprochepermetensuiteuneanalysesemblablea
la méthodedu graphedesmarquagesitiliséepourl’analysedesréseauxde Petriordinaires.

L'ensembledesétatsd’'un réseautemporelestinfini étantdonnéquelestransitiongpeuvent
étretiréesa tout instantdansleur intenvalle de tir qui appartienta 'ensembledesréels.Le
principe de la méthodeconsistea regrouperles étatsayantmémemarquageet desdomaines
detir sensiblementégauxc’est-a-direne variantqueparun décalagale certainesomposantes
et unetroncature Le nombrede classedd’étatsdevient alorsfini si le réseauestborné.Les
contraintegemporellessontreprésentéesousla forme d'inéquationsLe graphedesclasses
estla représentatiographiquede cesclassesl’étatsou les nceudssontles classegpaire état-
systemesl'inéquationsktlesarcsreliantdeuxclasseslisctinctegportente nomdelatransition
permettantlechangedeclasse.

Cegraphealesclassepeutensuiteétreexploité commele graphedesmarquageaccessibles
pourvérifierdespropriétéexpriméesdansdeslogiquestemporellecommeCTL ouLTL. Cela
permetainsiunepriseencomptede contraintesemporelleguantitatveslors dela vérification
de propriétés.Toutefoispour pouwoir faire intervenir desconsidérationsemporellegjuantita-
tivesdansl’expressiordespropriétésjl fautfaire appela d’autreslogiquesqueCTL ou LTL.
De plus, dansle graphedesclassesla duréede la séquencele franchissemenpermettante
passed’un marquage unautrenepeutétrecaractérisédemaniereprécise Eneffet, achaque
franchissemendetransitionuneimpreécisionestintroduite.

Commenousl’avonsvu précédemment| estégalemenpossibled’associerun ensemble
d’horlogesaunautomatgourobtenirunautomateemporisé Toutcommeprécédemmerttans
le casdesréseawde Petritemporels|’ensembledesétatsestinfini, maisil peutétrerecou\ert
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par un ensemblede régionsou de zones.ll estalors possiblede vérifier des propriétéspar
modele.

Nousvenonsde voir, bien rapidementun ensembled’approchegpermettania modélisa-
tion etla vérificationde propriétésgle systemeslistribués.Nousavonsdit quenotrepréférence
allait aux réseauxde Petri a caused’une prise en comptedu parallélismevrai plus simple et
plus systématiqugunetransitiondécrit aussibien un changemend’état internequ’unecom-
municationentreentitésséquentielles)De plus, les contraintesemporellegquantitatvessont
spécifiéeslefaconcohérentevecle modélecarleshorlogessontassociéesoit auxjetons,soit
auxtransitionssensibiliséesToutefois,cesdiverspointsne seraienfpasdesavantagesi nous
nepouvionspasanalysetesordrespartielsexistantsentrelesfranchissementdestransitionset
si touteslesméthodesl’analysedevaientétrebaséesurle graphedesmarquageaccessibles.

1.3 Ordr epartiel ettechniquesde dépliage

Le traitementdu parallélismed’'un réseauwde Petris’effectueeneffet souvent parl’interme-
diaire de I'entrelacementémesi destransitionsdu réseawsontstructurellemenéen paralléle.
Nousavonsvu quecetteméthodeengendraineexplosioncombinatoiredu nombred’étatslors
dela constructiordu graphed’accessibilité Les séquencesontenantestransitions-lase dif-
férencientseulemenpar I'ordre de franchissemendiestransitions,ce qui fait apparaitredes
redondancegqui pourraienétreévitéesafin delimiter la taille dugraphe.

1.3.1 Méthodesbaséesur lareprésentationdel’ordr epartiel d’'un réseau
de Petri

Lesméthodedaséesurla limitation de la taille du graphed’accessibilitépar élimination
desredondancedansles séquencesontappeléesnéthodes!’ ordre partiel carlesrelationsde
dépendancet d’indépendancearactérisenfordre partiel desfranchissementde transitions.
Deuxvoiesdistinctess’ouvrent:

— laréductiondu graphed’accessibilitépar éliminationdesséquencesedondantepourla
représentatiodetraces,

— lareprésentatiodirectedel’ordre partieldestirs detransitions.

C’estA. Mazurkievicz qui adonnélesbasesd’'unenouwelle théorieendéfinissanta notion
detraces[34].

Définition 4 (Trace) Unetracereprésentain ensemblale séquencesde tirs tel que deuxsé-
guencedd’une classepeuventétre obtenued’'une de l'autre en permutantsucessivemeries
occurencedetir adjacente®tindépendantes.

Lesséquencepartentdu mémeétatinitial et arriventau mémeétatfinal. Elles définissent
unordrepartielentrelesfranchissementdetransition.
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Cetteapprochepermetde réduire significatvementla taille du graphed’accessibilité ce
qui estunebonnechosepour vérifier despropriétés Elle estefficacedansla préserationde
certainepropriétésetenparticulierdesblocagesll existediversedechniquedpaséesurcette
approchequenousnedétaillerongasici carlesordrespartielsne sontpasreprésentéexplici-
tement

— larecherchel’ensemblegersistant$62],

— larecherchel’ensembleslormantq22],

— lesgraphegie pascouvrantg5§],

— lesgraphegle paspersistantsgombinaisordela premiéreetdela troisieme[49].

Destravauxbaséssur cestechniqueont été menésafin de diminuerl’explosioncombinatoire
toutenprenaniencomptele parallélismevrai.

1.3.2 Une deuxiémeapproche: la représentationde 'ordr e partiel des
franchissementsde transition

Lareprésentatiodirectedestirs detransitionssebasesurlesnotionsdeparallélisme/concurrence
etdeconflitsdandesréseauylaces-transitiondJneopératiordetraductioresteffectuéea par
tir d'un réseaude Petriversun grapheétiquetéou chaquetransitionet chaqueplacepeutétre
repésentéplusieurdois : 'opérationestun dépliageet le grapheestun processusle branche-
ment[4, 16, 35].

Plutétquedereprésentedesentrelacementdetirs detransitions)'idée estdereprésenter
lestirs detransitionsindépendantepar destransitionsindépendantesCommepour le graphe
d’accessibilité|e but estde caractérisetousles marquageaccessiblea partir d’'un marquage
initial. Il estausside mettreen évidencedesrelationsde causalitéet d'indépendancentre
certainsfranchissementde transition.Par contre,les dépliagesne représentenpastousles
ordrespartielspossibles.

Parmilesreprésentationsaséesurlesdépliagescitonslesréseauxausawétiquetécom-
munémengappeléprocessuserésealde Petri[38]. Un processugstunréseawu lesconflits
sontrésoluscarchaqueplacepossedauplusunetransitionenentréestunetransitionensortie:
chaquepairedetransitionsd’un processugstsoitendépendanceausalesoitindépendante.

Un processuderéseaulePetridécritdoncunordrepartielentreunensemblel’événements
(les franchissementsde transition) qui sonttous nécessaires c.-a-d. qu’ils peuwent tous se
produireaucoursd’'un mémescénarioDeuxévénementsonreliésparunerelationdecausalité
sontdoncparallelegparallélismevrai).

Commenousavonsunestructuredu mémetypequelesréseauxiePetriaveclesévénements
qui sontassociésuxtransitionsetlesactiitésauxplaces) approcheestorientéeévénements.
Lesétatssontdescoupesnaximalesiu graphereprésentarie processudNousdétailleronses
diverspointsau chapitre3 et nousmontreronda relation existanteentrecestravaux et notre
approche.
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Lesprocessusle réseaude Petriont étéétendugpourprendreen comptele tempsde facon
gualitatve [61]. Toutefoiscestravauxnefont pasle lien aveclesapprochepermettantanalyse
d’'un ensembleale contraintegemporelleqquantitatves. lls ne répondenpasa la questiondu
calculeffectif desdatesde franchissemerdestransitiongpermettante respectescontraintes.

1.4 Systemesle contraintestemporelles

1.4.1 Lesreprésentationdetype TCSPetSTP

Pourrépondreau problémementionnéi-dessusyn certainnombred’outils pourla résolu-
tion decontraintesemporelleslandessystemea événementdiscretsont étédéeloppésans
uncadreformel: lesproblemes satisfactiordecontraintesemporellescommunémerdppelés
par leur abréviationanglaiseT CSP(temporalconstraintsatisfactionproblems)[8]. Un TCSP
estunereprésentation’'un ensemblale contraintesemporellesdérivée des CSP (constraint
satisfactiorproblems)39].

Définition 5 (Problemea satisfactionde contraintestemporelles) Un problemea satisfaction
de contraintestempoellesestun couple(X,C) ou I'ensembleX desvariablesprennentleurs
valeursdansun ensemblede domainestempoels (intervalle de temps)et 'ensembleC des
contraintesreprésentalesrelationstempoelles logiqguesou numériquesentre les variables.
Toutesles contraintesdes TCSPsontbinaires[55], c’est-a-dile qu’ellesimpliquentdeuxva-
riables.

Lesvariablesetlescontraintesi’'un TCSPpeuentétrereprésentéesousformegraphique.
Les nceuddu graphesontles variableset les arcssontles contraintesLes domainesdesva-
riableset descontraintesontdesintervallesdeR. Celacorrespondienanotreattentedansle
sensou lesréseauxde Petritemporelsnanipulentdesdomainesle valeurscontinuesux-aussi
etou lesdatesdefranchissemergontdesréels.

Lesproblemegemporelsimples(STR simpletemporalproblem)[8] sontun casparticulier
intéressantle TCSP Lesdomainegiesvariablessontdesintervalles(etnondesunionsd’inter-
valles)et les contraintessontbinaireset de la forme (X et Xj sontdesvariables|'évenement
associa X; précedeceluiassocié X; etla duréeentrecesévenementappartientl'intervalle
[aij, bij]) - aij < Xj—X < bjj. La contraintes’exprime aussisousla forme de deuxinéquations
linéaires:

Xj =X < byjj
Xi — Xj < —ajj

Nousauronsdoncdeuxarcsorientés)'un reliantX; a Xj etdelongueurb;j etl'autre reliant

Xj aX; etdelongueur—a;j.

Un réseaude contraintegeprésentanin STP s’exprime doncsousla forme d’un systeme
d’'inéquationdinéaires.Cesystémepeutserésoudrgpardesméthodesonnuesiu mondedela
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1.4. SYSTEMES DE CONTRAINTES TEMPORELLES

recherchepérationnellenun tempspolynémial.De puissantsnécanismesdepropagatiorde
contrainteg55] ont égalemenétédéfinis.lls permettentinedélimitationprécisedesdomaines
desvariables.

1.4.2 Principalesutilisations

Lesdomained'utilisation decesméthodesle résolutionde contraintegemporellesontla
recherch@pérationnellela plannificationenrobotiqueet’ordonnancemenDanstouscesdo-
mainesjl estnécessairdepouwir calculerlesduréeslesdifférentesactvitésafindeconnaitre
la duréed’exécutiond’un scénariadonnépourun robotautonomeoula duréed’un cycle d’exé-
cutiond’'unechainedefabrication.ll nes’agit passeulementie montrerquenouspouwons,ou
gue nousne pouwns pas,verifier simultanémentoutesles contraintesce qui correspondrait
a la vérificationd’une propriététemporellepour un systemedistribué. Il s’agit égalementle
trouver une bonnesolution c’est-a-dired’affecterune valeur a chaquevariablede telle sorte
guelescontraintesoientvérifieeset quela valeurd’un critéresoit satisfaisantel.’objectif ul-
time,engénérahonaccessiblelansle casdessystemesomplees,étantdetrouverla solution
optimale.

Toutefois,cesdiversescommunautég’exprimentpasles contraintesde la mémemaniére.
La communautélel'intelligenceatrtificielle exprimelescontraintesousla forme présentéei-
dessusLa communautée'ordonnancementversele pointdevueet exprimeunecontrainte
sousla formesuwvante:

Xj— X < byj
Xj—X > ajj

Ce qui va donnerun arcreliantX; a Xj de longueura;; et un arcreliant X; a X de lon-
gueur—bjj. Dansle cadrede I'approcheprécédentela non satisfaisabilitéde 'ensembledes
contraintessetraduit par I'existenced’un circuit (orienté)de longueurnégatve alorsqu’avec
cettenou\elle représentatione seracelled’un circuit delongueurpositive.

Revenonsal'approcheprécédentéprocessusleréseauwde Petri). Supposonguelestransi-
tionst; ett;j soientfranchiesunefois dansun processugt quet; soitreliéeparunerelationde
causalitéatj. Nousendeduisongjuet; précedd; dansl'ordre partieletdoncque0 < Xj — X;.
Nous voyonsque la relation de précédencese traduit par une contraintetemporellesur les
datesde franchissemenDansce cadre |a relationproposégarla communautéravaillant sur
I'ordonnancemengstplus naturellecar I'arc du graphede contrainteestorientéde la méme
maniéreguele cheminexprimantla causalitédansle processus.

Une faiblessede I'approchefondéesurles processugstquela notion de causalitésur la-
guelleestfondéela constructiondesordrespartielsne correspondgasa celle communément
admiseenlogiqueclassiquelLe fait quela propositionA soitla causede B ou deC n’'implique
pasqueB et C ne puissentpasétre simultanémenvrais. Or la vérification(ou la preuwe) de
propriétédoutcommelesmécanismedepropagatiorde contraintesontfondéssurlalogique.
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C’estpourquoiil estimportantd’étudierles travaux associantes réseauxde Petri, la logique
formelleetla notiond’ordre partielendehorsdel’approchefondéesurlesconceptsledépliage
etdeprocessud.espremierdravauxquiontassociéda logique lesordrespartielsetlesréseaux
de Petriont étéréaliségparV. Gehlotau délut desannéed 990.1ls sontfondéssurla logique
linéaireet nousallonslesdétaillermaintenant.

1.5 La logiquelinéaire et lesréseauxde Petri

1.5.1 Origine delalogiquelinéaire

Lalogiquelinéairea étéintroduitepourla premiereois parJ.Y. Girarden1987[20] comme
unevariantede la logiquepropositionnelleGirarda choisile calculdesséquenténtroduit par
Gentzeren1934pour définir la logiquelinéaireet conduireles preuves.Cettelogiqueestnon
monotoneelle estcapabledereprésentele changemend’étatd’'un systémece qui estun gros
changemerparrapportala logiqueclassiqueseulementapabledetraiterdevéritéséternelles.
La caractéristiguenportantede cettelogiqueestde pouwir distinguerdeuxexemplairesi’'une
ressourcel’'un seulexemplaire: pourcela,il afallu abandonnelesreglesd’affaiblissemenet
decontractiondu calculdesséquentslela logiqueclassiqueCelaa aboutia uneréécriturede
la conjonction,dela disjonctionetdel'implication.

Les propositionsde la logique linéaire sontvuescommedesressources une déduction
linéaireconsomméespropositiongyui sontleshypothésestproduitlespropositiongjui sontla
conclusionUne propositiondoit étreautantde fois disponibledansleshypothésesgu’elle doit
étreconsommeéetelledoitapparaitrautantdefois danda conclusiorgu’elleauraétéproduite.
La preuwe d’'un séquenenlogiquelinéairepeutétrevuecommeun ensembleal’actionssurdes
ressourced.’obsenationdecesactionsdonneuneimpressiordedynamismeet sous-tenalonc
unedimensiontemporelle desrelationsde causalitéet de précédencapparaissent.

1.5.2 Analogie entreréseaude Petri et logiquelinéaire

Depuis1987,datedespremiérepublicationssurla logiquelinéaire,diversegpersonnesnt
effectuéeslestravauxmontrantunlien entrelesréseauxde Petrietla logiquelinéaire.En effet,
la capacité@ela logiquelinéairearaisonnesurdesressource@dénombrementonsommation,
production dynamismepousameneafaire un rapprochemertertainavecl’étude desréseaux
dePetri.

A partir desdifférentstravauxsurlesliens entreles réseauxde Petri et la logiquelinéaire,
nouspouwonsdire qu'’il y aeutrois approcheslistinctes

— uneapproche« réseaude Petricommemodeélepourla logiquelinéaire»,
— uneapprochec structurelle»,
— uneapproche< réseauw.
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Approcheréseaude Petri commemodelepour la logique linéaire

Une premiereapprochesur les relationsentrela logique linéaire et les réseauxde Petri
totalemendifférentedesdeuxautresa étédéfinieparU. Engbeg et G. Winskel[15]. Lesdeux
autresapprochesontsyntaxiquesalorsque celle-ci estsémantiquells interpretente réseau
de Petricommeun modélepour la logiquelinéaire.Leur but s’apparente de la vérification
sémantiquele modéles.

lls donnentdesrésultatssur 'accessibilitéen logiqueintuitionnisteet souhaitentpporter
desrésultatsde non-accessibilitélanslesréseauxL’'un deleursobjectifsestla caractérisation
dela vivacitéd'un réseaude Petria I'aide dela logiquelinéaire. Toutefoisil y aun probléme
dansleur approchecarleur interprétationde la négationlinéairen’est passatisfaisanteLeurs
résultatsurla non-accessibilitéontprouvablessémantiquememhaispassyntaxiquement.

Approchestructurelle

CesontC.A. Gunteret V. Gehlot[24, 19] qui ont effectuélestravaux les plus significatifs
danscetteapproche La non-monotoniede la logique linéaire ne doit paspour autantnous
empéchede considérerdesvérités éternellesqui serontvuescommedesaxiomes.Si nous
nousfocalisonssur la structured’un réseaunousremarquongue, effectivement,desvérités
éternellepeuentétreétabliesParexemple I'existenced’'unetransitionn’estjamaisremiseen
causeparl’évolutiondumarquageC’estcequi justifie le choixde C.A. Gunteret V. Gehlotde
représentelestransitionspardesaxiomesecritssousla formede séquents.

L'ensemblede cesséquentgsonstitueun ensemblal’axiomespropresqui sontrajoutésa la
logigue.D’une maniéeregénéralepourunréseaude Petridonnénousassocions

— unjetondansuneplacep aunatomepropositionneP,

— unetransitiona un séquentixiomepropreM; - M, ou M; et M, sontlesformulesdes
marquages’entréeetde sortiedela transition.

Tout séquentlela forme M1 - M2 correspond uneaccessibilitéde I'état M, depuisl’état
M1. Nousobtenonsineréécrituredu réseatsousformelogique.

Le but de leur travail a étéensuitede trouver desstratégiesie preu\e, parla construction
d’arbres,afin de caractérisete parallélismedu réseauconsidéré Pour construireune preuve
d’accessibilitédansle cadrede I'approchestructurelle,il estinévitabled'utiliser la regle de
coupureCut En effet, I'ajout d’axiomesfait sortir du cadrestrict de la logiquelinéaireet la
reglede coupurecessed’étreredondantgourle calculdesséquentsSeulecetteréglepermet
de mettreen séquenceleuxtransitions Par exemple,elle permetde prouver I'accessibilitéde
M, a partir de M; s'il existe une transitionM; = M’ et une transitionM’ = M,. Ceci nous
donneun ordredefranchissemerdestransitions.Toutefois,|'arbre de preue générén’estpas
unique Lesauteuronttravaillé surdesreglesderéécrituredesarbresde preue afindegénérer
unnou\el arbrequi caractériseraitn parallélisme< maximal».

Un défautde cetteapprocheestl’introduction desaxiomesproprescorrespondarduxtran-
sitions du réseauUn autre défautest que malheureusemerit n’est possiblede caractériser
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quele parallélismestructurelcar le marquagen’est paspris en compteexplicitementdansla
traductiondu séquent’accessibilité Si desjetonssontajoutésen plus desjetonsstrictement
nécessaireauxfranchissementggsrésultatqjuanta l'accessibilitéresterontrais. Cependant,
lesrésultatssurles ordrespartielsne sontplus forcémenjustescar lesjetonssupplémentaires
peuwentintroduirede nouellesrelationsde parallélisme Si unetransitionestsensibiliséales
I'étatinitial, elle peutétrefranchieindépendammerttesautres.

Pourfaire de uneanalyseemporelleprécisejl estindispensablele caractérisele parallé-
lisme « dynamique» (avec marquagegn plus du parallélismestructurel.C’estle seulmoyen
d’avoir desordrespartielscorrects.

Approcheréseau

Parallelementuxtravauxmenéssur I'approchestructurelle C. Brown initia uneapproche
différentequi consistea traduiretout un réseaude Petri par uneformule [7]. Pourcela,elle
représentehaqueransitionparuneformuleimplicative qui prendla significationde franchis-
sementetransition.Unetransitionesten effet représentéparuneformule pouvantétre utili-
séeun nombredefois nonspécifiédansla preuve. C. Brown a introduitla notionde marquage
enle représentanpar uneconjonctionmultiplicative d’atomespropositionnelsSaformule de
logique linéaire composéd’'un marquageM et d’une conjonctionmultiplicative de formules
implicativesestla traductiond’un réseawude Petrimarqué

F. Girault [21] et L.A. Kunzle [32] reprirentla notion de marquagereprésentéar une
conjonctiond’atomeset la représentation’un franchissementle transitionpar une formule
implicative delogiquelinéaire.Par contre,aulieu dereprésentele réseawde Petrimarquépar
un séquentils choisirentd’utiliser les séquentpour définir desprobléemesi’accessibilitéspé-
cifiguesentredeuxmarquagessommeC.A. Gunteret V. Gehlotl'avaientfait dansle cadrede
I'approchestructurelle Simplementce séquendoit comprendrda liste desfranchissements
nécessaired.e fait de ne plus avoir d’axiomespropresrajoutéspermetde resterdansle cadre
strictdela logiquelinéaireetde neplusavoir nécessairemetutiliser la reglede coupurdors
dela constructiorde preu\es.

Unepreu\e d’accessibilitéestalorsdéfiniepar:

— unmarquagenitial,
— uneliste defranchissementdetransitions,
— unmarquagdinal.

En prenanten comptele marquaged’un réseaujl alorspossiblede mieux caractérisete
parallélismequ’il soit structurelou dynamique.

1.5.3 Discussion

Le travail déweloppéparV. Gehlotn’a permisquede caractérisele parallélismestructurel
caril manquaita notiondemarquageourant Danscetteapprochelesséquentsetraduisaient
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gu’unerelationd’accessibilitéentredeuxmarquagesansdonnerd’indicationsurlesfranchis-
sementsletransitionamenanaumarquagédinal.

L.A. KiinzleareprislestravauxdeV. Gehlotet,al'aide del'approcheavecmarquagelée-
loppéeconjointementvecF. Girault, acaractérise€equ’il appellele parallélismedynamique.
Il add pourcelaintroduiredeuxréglesde calculdesséquentsSEQ et SyNcC (voir [32]) expri-
mantrespectrementl’exécutionen séquencet I'exécutionen parallélede deuxscénariogle
franchissementde transitions.

La constructiord’'unepreu\e caractérisein scénaricendonnant’ordre partieldesfranchis-
sementgle transition.Cependantles relationsSEQ et SYNC ne permettent’extraire quedes
ordrespartielsdetype « série-paralléle>. Cetteméthodea permisd’évaluerle tempsd’exécu-
tion desscénariogénérésToutefoiscetteévaluationn’estcorrectequesi I'ordre partielentre
lesfranchissementseutsemettresousuneforme « série-paralléle. Dansle cascontraire des
relationsdeprécédencearasitesontintroduiteset ellespeuwentfaussete calcul.

Un autre point importanta soulignerestle fait que I'approcheest compositionnelleLa
compositionde deuxsous-scénariopar les deux relationsest possibleet une preue valable
pour un scénariarestevalableaprescomposition Ce résultatestvalabledansle casstructurel
maisaussidansle casdynamique.

Par la suite, B. Pradin-Chezalvieét R. Valette se sontattachésa recherchetes liens de
causalitéentreles différentsfranchissementde transitionsansutiliser les deux réglesintro-
duitesparL.A. Kinzleetenutilisantdespreuwessanda reglede coupureg46]. De cettefacon
lesrelationsde précédencearasites’’apparaissemlusetil estposssibled’appuyerun calcul
symboliquesurl'arbre de preuvespour calculeruneduréedesscénariosousuneforme algé-
briquequi estcettefois exacte.L'inconvénientestquel’ordre partielentrelesfranchissements
detransitionn’estplusexplicité.

1.6 Conclusion

Nous avons vu tout au long de ce chapitreen examinantdifférentsmodeles différentes
approcheset différentsoutils que l'utilisation desréseauxde Petri avec du tempsprésentait
le meilleur compromissi le but était'analysequalitative et quantitatve de scénarioglansun
systemadistribué.

Pourquoi? Un réseaude Petriestle modéleabstraitle mieux appropriépour représenter
dessystemeslynamiquesansfaire de différenceentreun acteuret lesressourcesécessaires
auxactionsll estpossibled’avoir uneapprocherientéeactivité commeuneapprocherientée
événemerguivantlespropriétégjuenoussouhaitonsnettreenévidenceetceindépendamment
del'information temporellequantitatve apportéeparlesextensiongemporelleslesréseauxde
Petri.

Nousavonsvu qu'il étaitpossiblede déwelopperuneapprochdondéesurles événements
avecunepriseencomptecorrectedu parallélismevrai parl'intermédiairede la notionde pro-
cessugle réseaude Petribaséesur un dépliagedu graphe Nousavonsvu, par contre,quesi
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le but étaitnon pasla vérificationd’'une propriétémaisplutot le choix desdatesde franchisse-
mentdestransitiongpourobtenirun certaincomportemenilorsquelesgraphesie contraintes
temporellegSTP)étaient’outil le plusadaptéEnfinnousavonsvu quelalogiquelinéaireper
mettaitégalement'analysequalitative (ordre partiel) et quantitatve de sénariosmenantd’un
marquageun autre.

Le but de notretravail a été de déwelopperce dernierpoint et de le relier aux autres.En
effet il noussemblequela notionde causalitéenlogiquelinéaireestau cceurde la notionde
relationde précédencet gu’elle peutpermettrede passerd’'un tempsqualitatif fondé sur le
parallélismevrai a un tempsquantitatifavec une grandecohérenceC’est ce que nousallons
présentemaintenant.
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Chapitre 2

Accessibilitéet logique linéaire

2.1 Intr oduction ala logiquelinéaire

Une faconclassiquede traiter un problemed’accessibilitédansun réseaude Petri passe
parla constructiordu graphed’accessibilité Mais cetteapprochen’estpasintéressant®rsque
noussouhaitongonserer le parallélismevrai car le grapheestconstruitpar entrelacement.
Nous nousretrouwons avec une représentatiomgraphiquepurementorientéeétatsénumeérant
touslesmarquagesccessiblesntreun étatinitial etfinal.

Si I'on ne souhaitepasénuméretous les étatsmais noussouhaitonsavoir une approche
orientéeévénementpour pouwoir conserer le parallélismedu réseaudonc sanstraiter I'en-
trelacementNous avonsvu au chapitreprécédengu’il existait une méthodelogique initiée
par F. Girault et L.A. Kiinzle et amélioréepar B. Pradin-Chezalviekt R. Valettequi répond
justement cetteattente.

Cetteméthodepermetde traduireun problémed’accessibilitédansun réseaude Petrien
unepreue delogiquelinéaire,logique en phaseavec le dynamismedesréseauxcar elle ma-
nipule les propositionscommedesressources nousparlonsde production/consommatiode
ressourceRourcela,l.Y Girardadl abandonneesreglesd’affaiblissemenet decontraction
du calculdesséquentsle la logiqueclassiquegui entrainaient’apparition et la disparitionde
formules,ce qui aimposéuneredéfinitiondesconnecteurtogiques.

Lalogiquelinéaireestcomposéeletrois famillesde connecteursui sont:

— lesconnecteurbinairesmultiplicatifs,
— lesconnecteurbinairesadditifs,
— lesconnecteursinairesexponentiels

Le passageesconnecteurslassiqueauxconnecteurmultiplicatifslinéairess’effectuepar
le rejetdela propriétéd’idempotencelela conjonctionetdela disjonctionclassiquespropriété
fondamentalemeriite auxdeuxréglesclassiquegnoncéegplushaut.

LesconnecteurBnéairesontétédéfinisdirectementande cadreducalculdesséquentdDe
maniereformelle, un séquenestune expressionogique constituéede deuxmembreschacun
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étantunesuite de formulespropositionnellesacceptanimplicitementtoute substitutionet ce,
guenoussoyonsdansun casdelogiqueclassiqueu linéaire.Un séquens’écritsousla forme:

AB,...rE,F,...

oule méta-connecteur séparde membregauchedu membredroit. La virgulequi estunméta-
connecteum’a pasle mémesenssuivant gu’elle estutilisée a droite ou a gauche: a gauche
elle représentéa conjonctiondesformulesqu’elle séparealors qu’a droite elle représentda
disjonctiondesconclusionsNous pouwonslinterpréterde la maniéresuivante: a partir d’'un
ensemblel’hypothesesnouspouvonsdéduireplusieursconclusionsSoit, le membregauche
contientlesprémissesjui vont permettrede déduireles conclusionsontenuesiansle membre
droit.

Pourexprimerle sengd’'un séquenenlogiquelinéaireausensdesressourcege neferaique
citerunephrasedelathesedeF. Girault[21] : « Enlogiquelinéaire,lesséquentgxprimentdes
déductionssurdespropositionsqui nerépondenpasau principede transmissiorde la vérite,
carlesprémissesontconsomméepour produirelesconclusions»

Lesreglesdu calcul desséquenten logiquelinéairesontdonnéeslansl’annexe A. Elles
définissentd’un point de vue syntaxiqudes connecteursvoici uneprésentatiorsuccintede la
négatiorlinéaireet destrois famillesde connecteurst de certainesieleurspropriétés.

La négationlinéaire

La négatiorlinéaireestnomméenil etsenote(—)*. Elle vérifiela propriétéd’involution:

(AHY" 4-A  ouAestuneformule

Nous interprétonda négationnil commeun inverseurinvolutif de I'orientation consom-
mable/poductible(respectiementA/A') desexemplairesieressourcesis-a-visde la dimen-
siontemporelleémplicite a uneaction.

Les multiplicatifs

l'implication linéaire Elle permetdereprésenteuneactioncarelle exprimela possibilitéde
produire uneressourcéou uneformule) enenconsommantineautre(ou uneautreformule) ;
nousl'appelleronsaussiressouce d’action pour son utilisation dansle calcul desséquents.
Elle senommeentraineet senote —. Par exemple,la formule A—B exprimela possibilitéde
produireB en consommani. Mais pour que celasoit effectivementpossible,l faut qu'une
ressource soitdisponible(consommable

la conjonction multiplicative Elle permetde représentela notion de cumul « conjonctif »
d’exemplairesde ressourcesElle se nommefois et se note ®. Par exemple,la proposition
A®A indiquequela ressourceA estdisponibledeuxfois et peutaussise noterA®2. Elle est
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associatie, commutatve et possédeaun élémentneutrenomméun qui se note 1. A gauche
du tourniquet,elle est équivalentea la virgule. Nous avonsdoncla propriétécaractéristique
suivante:

ABFA®B

la disjonction multiplicative  Elle permetdereprésentdie cumul«disjonctif» d’exemplaires
deressourcesElle senommepar et senote’s. Par exemple,la propositionA2A indiqueéga-
lementqueles deuxexemplairesde A sontdisponibles.Tout commela conjonction,elle est
associatie, commutatve et possédein élémenmneutrenomméfaux qui senote L. A droitedu
tourniquet elle estéquivalenteala virgule.

Elle vérifie doncla propriétécaractéristiqusuivante:

A BFAB

La différenceentreles cumulsconjonctifset disjonctifsestdoncla suvante.La formule
A®A rreprésentdeuxressourceé pouvantétreconsomméemdépendammenuisqu’agauche
dumeéta-connectelr cetteformuleestéquivalentea A, A. Parcontrela formuleA's Areprésente
deuxressources pouvantétreproduitesndépendammenguisqu’adroite du méta-connecteur
+ cetteformuleestéquivalented A, A. Il estimportantde soulignerquele séquenA®B + AsB
n’estpasprouvableenlogiquelinéairealorsqu’enlogiqueclassiqueA A B+ AV B I'est.

Le connecteurs permetde faire la correspondancavec I'implication linéaireparl'inter-
médiairedel’équivalencesuivante:

A-B = A'%B

qui indiquequenousne pouvonspasavoir A et B ala fois, eneffet c’estla consommatiome A
qui vapermettrede produireB.

La combinaisordesconnecteursultiplicatifs permetd’exprimer certainsaspectdiés ala
gestiondesressources

— le partaged’exemplairesderessources,

— la concurrencepour la consommatiord’exemplairescommunsa desactionsindépen-
dantes.

Exemple: Soitle systemeale séquentsuivant.

A®(A—OB) F B
A®(A—0C) F C

CetexemplemontrebienqueA estunexemplairederessourcéndépendangnconflit pourdeux
ressourced’action(A—B) ou(A—C). Le sequenA®(A—B)®(A—C) ¥ BRC estfauxalors
gu'’il seraitvrai aveclesconnecteurs etV delalogiqueclassique.
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Les additifs

Contrairementux multiplicatifs, cesconnecteursontidempotentsLe dédoublementes
connecteurg\ etV dela logiqueclassiquesn quatreconnecteurgdeuxmultiplicatifs et deux
additifs) estuneconséquencdirectede la suppressiomlesréglesde contractionet d’affaiblis-
sement.

la conjonction additive Elle senommeavecet se note: &. Elle estidempotenteout en
restantdansun contexte généralde linéarité: A - AA. Elle nouspermetde gérerun conflit
entredeuxressourcede maniéreexterne,c’est-a-direquepournous,entantqu’obsenateur il
nousestpossibledefaire un choix. Par exemple,nouspouvonsavoir :

— SOitA & B A A,
— soitA & B A+ B.

Nouspouvonsaussiavoir : A ® [(A—B) & (A—C)] B & C.
La conjonctionadditive estassociatie, commutatve etpossedelle aussiun élémenneutre
nommeévrai etnoté T qui estabsorbanpourle connecteupar.

la disjonction additive Elle senommeplusetsenote: ¢. Elle estidempotenteéoutenrestant
dansun contexte généralde linéarité: A - A@A. Elle ne nouspermetpasde gérerun conflit

entredeuxressourcesontrairemenau connecteuprécédentNousn’avonspasla maitrisedu

choixici, noussubissond.a notiondechoixinternepeutreprésentetephénomend.aformule

A@B indiquequ’il N’y aqu’uneseuleressourcele disponiblemaisnousne pouvonspassavoir

laguelle.Cequi donne:

A/-A®B ou B/-Aa®B

Onretroue bienici le principedela disjonction.

La disjonctionadditive estassociatie, commutatve et possedelle aussiun élémenneutre
nommézép etnoté0 qui estabsorbanpourle connecteufois.

En termesd’informatique,la distinction& /& correspond la distinctionentrelesindéter
minismesxterneetinterne.

Lesexponentiels

Cesconnecteurpermettentle réintroduirela propriétéd’'idempotenceourles multiplica-
tifs defacon« controlée» parlintermédiairedesdeuxconnecteursinairessuivants:

La conjonction exponentielle: Elle senommebiensiretsenote: !(—). Elle permetderéta-
blir 'idempotencedu connecteux fois » dansle membregauched’un séquent.

La disjonction exponentielle: Elle senommepoumuoi pasetsenote: ?(—). Elle permetde
rétablirl'idempotencedu connecteuk par» dansle membredroit d’un séquent.
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La conjonctionexponentielleestle connecteugu’a utilisé C. Brown danssonapprochesurles
liens entrela logiquelinéaire et les réseauxde Petri pour représentefutilisation en quantité
indéfinied’'uneressourcele franchissemerdetransition.

Nousmontrerongar la suitequele fragmentmultiplicatif de la logiquelinéaireintuition-
niste(MILL) estsufiisantpourl’approchequenousavonsretenueC’est-a-direquenousn’uti-
liseronsquelesconnecteurs fois » et « implicationlinéaire».

2.2 Lesréseauxde Petri

2.2.1 Rappelset notations

Commenousl’avonssoulignéauparaant, nousavonsretenules réseauxde Petripourleur
capacitéa modéliserdessystemeslynamiquesvec parallélismeet a prendreen compteaussi
bienlesétats(représentépardesplacesuelesévénementfreprésentépardestransitions).

Définition 6 (Réseaude Petri) Un réseaude Petri R estuntriplet

<P T,W > ouP estunensembldini deplaces,T estun ensembldini de transitionset W est
la matricedepondéation desarcstelle que:

WC (PxT)U(T xP).

Il y adeuxtypesdenceudsianslesréseaux lesplacesetlestransitions.
SoitX = PUT l'ensembledesélémentsieR:

1. L'ensembladesélémentsl’entréed’'un nceudk € X, noté®x, estl’'ensemblely € X, W(y, X) #
0}.

2. L'ensemblalesélementsiesortied’'un nceudk € X, notéx®, estl'ensemble{y € X, W(x,y) #
0}.
L'ensembleexUx® s’écrit®x®.
Pre(t, p) et Pod(t, p) sontles multi-ensemblesippelésespectrementincidenceavant et
incidencearriéretelsque:

[ Pre(t,p) =W(p.t)
Vpe P,teT.{ Post(t, p) =W(t, p)

L’'état du systemeeprésentéstassociéx un marquagelu réseawde Petri.Un marquagevi
d’un réseaude PetriR estun multi-ensembléM : P — N.

Définition 7 (Réseaude Petri marqué) Un réseaumamuéN estun couple< R Mg > ou R
estunréseaude Petri et Mg estle mamguageinitial.

Soitdeuxmulti-ensemblesleplacesM; etMz : M1 C Mz siVp e P, M1(p) < Ma(p).
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2.2.2 Accessibilitéentre marquagesdansun réseaude Petri

L'accessibilitéd’'un marquagedansun réseaude Petritraduitle fait qu’un certainétatdu
résealseraatteintapartird’'un étatdonnéaprésuneséquenceefranchissementetransitions.
C’estla propriétéquenousnousefforceronsd’étudierparla suite.

Pourqu’unetransitionsoit franchissable] faut qu’elle soit sensibiliségarun marquage.

Définition 8 (Franchissementde transition) Unetransitiont estfranchissablepour un mar-
guageM si etseulemensi :

Vpe P M(p) > Pre(t, p)

La notationM|[t > estutilisée.

Le franchissemerd’unetransitiont fait éwluerle marquagévl versun nouveaumarquage
M’ tel queM’(p) = M(p) — Pre(t, p) + Pog(t, p) pourtout p.

Soit o uneséquencele franchissementde transitionsfaisantéwluerun marquageM vers
unmarquagevt’.

Définition 9 (Accessibilitéd’'un marquage) M’ estaccessibled partir de M si et seulement
Si:

Jo e T*M[o > M’

2.3 Traduction enlogiquelinéaire

LatraductiorenlogiquelinéairedesréseauxiePetriutiliséeici aétéproposégarF. Girault
danssathés€21]. Danscettepartie,nousneferonsquereprendresesformulations.

2.3.1 Traductions dansle fragment MILL

Pourtraduireun réseawde Petrienlogiquelinéairenousn’avonspasbesoind’utiliser tous
lesconnecteurdansl’approchesuvie, seulsdesconnecteurdufragmentmultiplicatif (MILL,
multiplicative intuitionnistlinearlogic) sontutilisés:

— l'implication linéaireassimiléea uneressourcel’action,
— la conjonctionmultiplicative qui représent@n cumulderessources.

La disjonctionmultiplicative n’est pas utilisée car il estdifficile de travailler simultanément
avec deuxconnecteurgxprimantle cumul desressourced.orsqu’unetransitionestfranchie,
un certainnombrede ressourcesontconsommeées simultanémen et produitesaussi« si-
multanément>. C’est ce que nousavons choisid’exprimer par la conjonctionmultiplicative
®.
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FIG. 2.1: Exemplederéseawde Petri

Traduction desmarquages Un marquagédraduitun étatdu systemec’est-a-direune pré-
sencesimultanéaleressourcequi esttraduiteenlogiquelinéairecommeun cumulconjointde
ressources.

Latraductionlogiqgued’'un marquagestdoncuneconjonctiond’atomespropositionnels;,
ouchaqueatomereprésentenjetondelaplacecorrespondanteguialaforme: pi@ p; @ pk ® ...

Considéronge fragmentderéseaudela figure2.1.C’estunréseawdontle marquagenitial
Mo esttel queles placesps, ps, p7 contiennentun jeton. Il esttraduit parle monémeen ®
suvant: p1 ® pa ® p7.

Traduction destransitions Le franchissemenrd’unetransitionestassimiléa uneactionqui
produitdesressourcegn en consommantPourtraduirecetteactionen logiquelinéaire nous
utilisonsl'implication linéaire—o. Elle estl'implication causalele productionetconsommation
deressources.

La traductionlogique du franchissemend’une transitiont commeressourcel’action est
donc:

t : Pre(t)—oPo(t) (2.1)

ouPre(t) etPog(t) sontdesmonémesn® commedesmarquages.

Considéronga transitionts du fragmentde réseaue la figure 2.1. Elle esttraduiteparla
formule: p3 ® ps — P1 ® P1 ® P4 ® Pa.

Sinoussouhaitonseprésentenneséquencedefranchissementietransitionsnoussommes
obligésd’énuméreautantde formulesimplicativesquedetransitionsa franchir. Cetteénumé-
rationdefranchissementdetransitionsestreprésentépar uneliste nonordonnéale formules
dela forme?2.1séparéeparle méta-connecteur, ». La virgule étantcommutatve, c’estpour
celaquenousn’avonspasd’ordre.

Considéronte fragmentdelafigure2.1.Laséquencdefranchissements ={ts ;t2;t3;ts;t5}
seratraduiteenlogiquelinéaireparla listel suvante: p1 ® p7 — P2 ® pP7, Pa® pP7 — Ps @ P7,
P2 — P3,P5 — P6, P3 @ P6 —© P1 @ P1 @ P4 @ Pa.
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Mémesi unetransitiond’un réseaude Petriestuneressourcaitilisableindéfiniment,nous
devonsénuméreunetransitionautantde fois quenoussouhaitongd’utiliser dansnotrepreuve
enlogiquelinéaire.En effet, chaqueformule correspond un franchissemende transitionet
nonpasa unedescriptionstatiqued’unetransition.

2.3.2 Traduction del'accessibilité

L'étude del'accessibilitéresteune raisonessentielledu choix de la logiquelinéaire. Pour
pouvoir traduireun problemed’accessibilitéd’'un réseatenlogiquelinéaire,nousavonsbesoin
detraduirele marquagenitial Mg, le marquagédinal My, etla liste o destransitionsquenous
allonsfranchir pouraller d’'un marquagea I'autre. Ce problémeesttraduit sousla forme d’un
séquent.

A partir d’'un réseaupn tel problémes’écrit Mg[gp > My, oll g estun suiteordonnéedes
éléementsiely. Enlogiquelinéairela vérificationde l'accessibilitésetraduitparla prouvabilité
duséquentssocié

Mo, lo F Mq (2.2)

Nousnousramenonsloncaunepreuedethéoréme le théoremeeprésentaotreprobleme
d’accessibilitéet nousle posonssousla forme d’un séquentLe fait quela preuwe d’'un tel
séquentprouwe I'accessibilitéde M, depuisMg estune conséquencee I'équivalenceentre
prouvabilité etaccessibilitéui aétédémontrégarF. Girault[21] dande cadredelatraduction
décriteci-dessus.

Soitle fragmentdela figure2.1.Lesfranchissementdetransitionssontnotéscommesuit :

t1:PL@pP7r— P2 pr7 t3 : P2 — p3
2 P4a® pP7— P5 @ pr ta © Ps— Ps (2.3)
5. P3®Pe—2P1L®P1® Ps® Pa

Le problemede'accessibilitédu marquageMy, = { p1, p1, P4, P4, P7} & partirdu marquage
Mo = { p1, p4, p7} vialesfranchissementdelalistelg = {t1,t,t3,t4} esttraduitparle séquent

P1® Pa® Pr,t1,12, 13, 14,15 PL® P1 @ P4 ® Pa® pr (2.4)
Mo lo M

Remarque Une séquence esttotalemenbrdonnéealorsqu’uneliste Ip nel’est pas.Les
élémentde cetteliste étantvuescommedesressources|s peuwentétreutilisésindépendam-
ment.Le séquenti-dessugxprimedoncun problemedifférentdeceluidel’accessibilitéde My,
apartirdeMg parle franchissemendela séquence = t3; to; t3; ts; ts exprimé parMp[o > M.
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2.4 Preuwved’un séquent

Le résultatfondamentabsurlequelnousnousappuyonsestl’équivalenceentreprouabilité
d’un séquentet accessibilitédansun réseaude Petri. Le cadrede la preue estle calcul des
séquentgapprochesyntaxique)Elle consistea montrerqueles séquentsontsyntaxiquement
corrects.

2.4.1 Intr oduction desreglesdu fragment MILL

Chaqueconnecteudela logiquelinéairepossedeineregled’éliminationdifférentesuivant
guele connecteusesituedandesprémissegagauchepudandesconclusiongadroite)du se-
qguent.L’éliminationd’un connecteuparuneréglemontrequele connecteua étécorrectement
introduit.

Une régle estune arborescencéde séquentsle profondeurun ou deux. Commepour un
séquentjl y a une partie prémisseet une partie conclusion.La racines’appellele séquent
conclusioretlesfeuilles(si ellesexistent)lesséquentprémissesielaregle.

Lors de la constructiond’une preuwe, nouscherchonsa prouver le séquentonclusionen
prouvant chaqueséquenfprémisse Suivantle nombrede séquenfprémissenousparlonsde
réglebinaire,unaireou axiome.Uneregles’écritde la maniéresuivante:

SéquenPrémissd  SéquenPrémisse
Séquentonclusion

Nom Regleytriput

L'attribut associ@unomdelaregleestL ouR pourindiquerquel’on appliquearegleagauche
(L) ouadroite (R) dutourniquet(-) du séquentonclusionconcernéS’il n’y a pasd’attribut,
celasignifiequela régles’appliqueal’ensembledu séquentommec’estle caspourlesregles
decoupureet d’identité.

Il existetrois groupegderéglesenlogiquelinéaire: lesréglesd’identité lesréglesstructu-
rellesetlesrégleslogiques Dansle cadrede notretravail, nousnoussituonsdansun fragment
réduitMILL de cettelogique.Chaquemembredu séquenestcomposéle séquencefniesde
formules,cesséquencepouvant étre éventuellemenvides. Soit A un atome,F, G et H des
formules,I” etA desblocsde formules(connectépar « , »). Uneformuledela forme (F) est
définiepar:

(F) == A | (F)a(F) [ (F)—(F)

Voici lesréglesdu fragmentMILL :

Identité Elle senotel d dansunepreue. C’estla régleaxiomedu groupeidentité.

AFA @ (2.5)
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Coupure Elle senoteCut dansune preuwe. C’est uneregle binaire.Elle indique qu’il est
possiblede prouver un séquenenle décomposangn deuxséquentseliésparl’intermédiaire
d’'un lemme(la formuleF ici).

rHF FARH
rAFH (2.6)

Echange Elle senote X ou Xr suivantsonapplicationa gaucheou a droite d’'un séquent.
Dansle fragmentMILL, seulela régle d’échangea gaucheX| subsisteétantdonnéqueles
conclusionslesséquentsontdesmondme&n® (marquages)C’estuneregleunairedugroupe
structurel.Elle permetde permuterdeuxformulessuccessiesd’'un mémecotéd’'un séquent.
Celaexprimela commutatvité dela virguleenlogiquelinéaire.

LFGAFH o
FGFAFH - (2.7)

Parla suite,l'utilisation de cetteregleétantimplicite, elle ne seraplusmentionnée.

Implication linéaire Elle senote —| ou —or suivantsonintroductiona gaucheou a droite
d’un séquentDansle fragmentMILL, seule—| subsisteétantdonnéquelesconclusionsies
séquentsontdesmonémesn ® (marquages)Ce sontdoncdesformulessansle connecteur

—0.

rFF AGHH
[ AF—GFH

—OL

(2.8)

Conjonction multiplicative Elle senote® ou ®r suvantsonintroductiona gaucheou a
droited’'un séquentCesontdeuxreglesdu groupelogiquedontl’'une (®) estunaireet’autre
binaire(®R).

FEGFH r-F ARG
MFeGFH °t LAFFeG °R (2.9)

Introductionagauchele® (a)  Introductionadroitede ® (b)

A gauchea régle ®_ estutilisée pour transformerun marquageen une liste d’atomes
séparépardesvirgules.A droite,la régles®r estutiliséepourtransformemun séquentel que
A B A®B endeuxséquentdentitésA+ A etB - B. Elle estsouentutiliséepourterminerune
preuwe.

L'ensembledesréglesdu fragmentMILL delalogiquelinéaireestdonnédansl’annexe A.
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2.4.2 Calcul desséquents

La syntaxe dela logiquelinéairea été définiea I'aide du calcul desséquentsntroduit par
G. Gentzenen 1934.Nous/'utilisons pour construirenos preuvesdansle fragmentMILL en
appliquantsuccessiementlesreglesintroduitesprécédemmentld, X, —o, ®(, Qr.

Commenoustravaillons uniguementvec desmarquagesiansle membredroit de nossé-
guentsnousn’avonspasd’implicationlinéairedansce membre Cemembreseradoncréduita
unseulmondmeen® dansnotreapprochgfragmentMILL).

La constructiord’'unepreue al’aide du calculdesséquentgonsistea éliminersuccessie-
menttouslesconnecteurgisqu’an’obtenirquedesséquent&dentitédutypeAtr A parunesuite
d’'applicationsde regles.Cetteconstructionconduita un arbrequi estunepreu\e syntaxique.
Unepreue estconduitede basenhautenposanttommeracinedel’arbre de preue le séquent
guenoussouhaitonsiémontrerUn séquenestprouvési chaqudeuille del'arbre correspona
unséquentaxiome.

L'un despointsimportantsdu calculdesséquentestl’'usagedela régledecoupure2.6 qui
permetde prouver un séquenen introduisantdesformulesexogénegyui sontdesdéductions
intermédiaires.

Toutefois,il a étédémontréjuesi un séquenestprouvablealorsil existeunepreuwe dece
séquentplusdirecte,sanautiliser cetterégle.

2.4.3 Arbr ede preuve canonique

Un séquenpeutétreprouvéparplusieursarbresde preuvesavecou sangegledecoupure.
Dansle fragmentMILL, lespreuvessontdécidablesUneméthodedepreue systématiqueeut
doncétredéfinie.De plus,les séquentsl’accessibilitéont uneforme spécifiqueLa définition
d’'uneméthodecanoniquepourconstruirdesarbresde preuvesestdoncsimplifiée.

Commetoute preuwe canoniqueglle ne fait pasintervenir la regle de coupure.Par souci
desimplification,I'utilisation dela régle X, exprimantla commutatvité ne serapasexplicitée.
La preuwe canoniqudravaille directemensurlesrelationsde causalitéc’est pourquoielle ne
manipulequedesformulesdetype « franchissementdetransition» etdesatomegeprésentant
desjetons.Pourcela,nousdevonstransformemnotremarquagenital Mo du membregauchede
notreséquent prouver enuneliste d’atomesndépendantsi,.

SoitM =Py, P,,..., B uneliste d’atomegjetonsportantdesnomsde places) Nousdéfinis-
sonsn(M') commele multi-ensemblel’atomesM = n(M) avecM(p) = |{i € [1,n] : B = p}|.
Le nombrede placesdu réseauestn. Le degré de la placeP dansn(M) estle nombrede
fois quele nomde p apparaidansla liste M etle nombrede jetonscontenusdansp pourle
marquagevl.

Nousdécomposonsotreconstructiord’arbreentrois étapes.
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Etapeinitiale

Principe Démarrantavec un séquente la forme Mg, lp - My, l'introduction a gauchedu @

(regle2.9(a))estappliquéede maniéretérative jusqu’acequele marquagevlp soittransformé
en une liste d'atomesséparégar desvirgules.D’un point de vue logique, cela signifie que
les atomespeuwent étre utilisésindépendammerdanslesregles.Soit My cetteliste qui n'est
plus une formule mais un bloc d’atomes.Nous avons My = n(Mp) et le séquenibtenuest

%,IO l_ Mn.

Exemple Prenonde casduséquent.4:

Mo = P1, P4, 7, lo =11,t2,13,t4,t5 €t My = 1@ P1® P4® P4® P7
Nousavons:

P1, P4, P7, t17 t27 t37 t47 t5 + p1® p1® p4® p4® P7

P1, Pa®P7,t1,t2, 13,14, 15 - P1O P1® PaR P4R P7 )
P1®Pa® P7,1t1, 12,13, 14,15 - P1OP1® Pa® P4 P7 (2.10)

Etapeitérative

Principe Cetteétapedoit étreexécutéauneetuneseulefois parélémentdelalistel. Elle est
exécutéepourlesséquentslela forme:

M, 1i - Mn (2.11)

ou M; estuneliste d'atomesséparépardesvirgules,l; estuneliste detirs detransitionset M,
le marquagdinal. Elle estdécomposéentrois sous-étapefu pasitératifs).

Premierpas Le premiermpasestl’applicationdel'introductionagauchale— (regle2.8(a))
pourle tir detransitionchoisit. Le séquentourantdela preue estainsiréécritsousla forme
de deuxséquentsNousavonsF = Pre(t) et G = Pod(t) dansla regle 2.8(a).Nousnousre-
streignonsaucasoul” estunesous-listede 4. Etantdonnéqu’unséquentjui estmal équilibré
du point de vue desatomesne peutpasétreprouvé,une preue ne peutétre continuéeguesi
I" contientexactementes atomesde Pre(t) avecla mémemultiplicité : ceciestunecondition
nécessairet sufiisante En conséquencére(t) C n(M;) etn(I') = Pre(t). Le bloc A estcom-
posédu restede A4 concaténévecle restedel; apresavoir éliminéla formulecorrespondard
t.

Considéronge franchissemerdelatransitiont etposonsM; =TI, M’; etl; = Pre(t) —Pog(t), lit+1,
nousobtenonda constructiorsuivante:

[EPre(t) M',Pos(t)liyatMn
O, M, Pre(t)—oPod(t),li, F My - (2.12)

Notonsque M;, M';, I etli+1 sontdesblocset Pre(t), Pog(t) etM;,, sontdesmonémeen®
qui sontvuscommedesmulti-ensembles.
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Secondpas Ce secondpasconsistea appliquerla regle2.9(a)(®L) itératvementsur la
formule G = Pog(t) afin dela transformeren uneliste d’atomesi/; 1. Le séquenbbtenuest
alorsdela formede 2.11. M, 1 estobtenua partir de #; eny enlevantles atomesde Pre(t)
et eny ajoutantles atomesde Pod(t). |1 estobtenua partir de l; en enlevant la formule
correspondardt. La partiedroitedu séquentMp) resteinchangée.

Troisiemepas Le troisiemepasconsisteaappliquetda régle2.9(b)(®R) itératvementsur
la formule F = Pre(t) afin d’obtenir autantde séquentsdentitésqu’il y a d’atomesdansF.
Nousappliquonsalorslarégle2.5identitépourproduirelesfeuillesdel’arbre depreu\e.

Exemple Prenonda preuwe duséquen®.4.Sinousconsidéronge franchissemendela tran-
sitiont;, nousavonsle fragmentd’arbrede preue suvant:

id id
p1F p1 p7 - p7 P2, P4, P7,12,13, 14,15 = Mp
®R
P1, P7F P1®P7 P4, P2® P7,t2, 13, 14,15 = My o
P1, Pa, P7, P1®P7—oP2®P7, 12,13, 14,15 = Mp (2.13)

€]

AL

Etapefinale

Principe L'étapefinalequidélutelorsquealistel; estvide,consisteaappliquelitératvement
la regle ®r dansle but de séparelle séquenten deuxensembles!’identitésafin de pouvoir

appliquerla régleidentité. Cetteétapen’est possiblequessi la derniéreliste de jetons M est
composéalesmémegetonsqueceuxqui composente marquagdinal M. Si ce n’estpasle

cas,la preuwe échoue; unepreue qui échouene signifie pasforcémentquele séquentn’est
pasprouvablecarl’ ordred’éliminationdesfranchissementde transition(étapeitrative) peut
avoir del'importance.

Exemple Prenonsde nouwaula preuwe du séquent2.4, on obtientle fragmentde preuwe
suivantlors del'étapefinaleaprésavoir appliqué parexemple,|'étapeitérative auxfranchisse-
mentsdet; puisty,t3, ts etts :

p1t p1 ! P4, P4, P7 - Pa® Pa® p7 OR

pLFpr | D1, Pa, Pa, P7 F P1® Pa® Pa® P
P1, P1, P4, P4, P71 P1OP1® P4a® P4® P7

®OR

¥R (2.14)

L'arbrede preue canoniqueglobalestdonnéenannee B.
Lors de la constuctionde I'arbre de preue, nousvérifionspasa pasqueles atomessont
disponiblest peuentétreassociéauxressourced’action (lesfranchissementspu pointde
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vue du réseaude Petricelaveutdire quelesjetonssontdisponiblespour les franchissements
destransitions Dansl’exempleci-dessusl étapeitérative a étéappliquéeauxfranchissements
dety puisty, t3, t4 etts. Celaveutdoncdire quela séquence

0 = tg;1;13; t4; ts estfranchissableé partir du marquageVg et produitle marquageMv,.

Enfait, I'information produitepar'arbre de preu\e estplus précisequel’ordre total de la
séquenceEn effetlors del'étapeitérative, la vérificationquelesatomesie Pre(t) sontprésents
dans; estindépendantelu contete (la linéaritéde la logiquelinéairefait quetoutepreuve
restevalablesi nousajoutonsdesjetonsdansle marquagdnitial a condition de les ajouter
égalementansle marquagsdinal). Les seulesrelationsde précédencstrictemennécessaires
sontdonccellesquirelientlesreglesd’éliminationdel'implication linéairedandesformulesde
franchissemergui produisentesjetonsetcellesquilesconsommen®arexemple dand’arbre
depreue construitci-dessugorrespondard la séquencd’éliminationo = ty; to; ts; t4; ts, il est
nécessairgquet; précédds carle franchissemerdet; consommaun jeton produitpart; alors
quel’ordre entrets ett4 estindifférent.

Pourmettrecesrelationsde précédencenévidencejl suffit de savoir quelleréglea intro-
duit unatomeP dangla listet; etquellerégleval’éliminer. Unerelationde précédencexistera
entrecesdeuxregles.

2.5 Annotation de ségquentet graphe de précédence

L'arbre de preuve canoniqued’'un séquenpeutdoncpermettrede déduireun ordrepartiel
pour I'application desregleslors de sa construction.Sansmodifier les reglesdu calcul des
séquentsnousallons associerdes annotationsaux atomeslogiqueset aux applicationsdes
reglespour mettreen évidencecetordre partiel. Cet ordre partiel estcomplétementiéfini par
un seularbrecanoniqueannoté.Cet ordre partiel définit les relationsde précédencentreles
événementguesontlesfranchissementdestransitions.

2.5.1 Etiquetagede l'arbr ede preuve canonique

Chaquefois que nousappliquonsla régle —, nouséliminonsune instancede formule
décrvant une transitionde la liste |;. Cette éliminationintervientau premierpasde I'étape
itérative de la constructionde I'arbre de preuwe canoniquell estpossibled’associera chaque
applicationdelaregleuneétiquetteavecle nomdelatransitionassocié@laformuleimplicative
éliminéeparla regle: (t) . Lorsqu'unetransitionestfranchie plusieursfois, nousrajoutons
enexposanta 'annotationprécédenten indice égalau nombrede franchissementsffectués.
Nousnoterongt!) I'étiquettesignifiantquec’estla j© éliminationd’uneformule associée la
transitiont.

Sinousconsidéronge fragmentde preuwe 2.12,I'annotationproduirale nouveaufragment
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suivant:

CEPret) M,Pos(t).lia kMo )
[, ", Pre(t)—oPos(t), i1 F My - (2.15)

Lesrelationsde précédencesontliéesaux jetons(il n’est paspossiblede consommeun
jetons’il n'a pasétépréalablemenproduit). Il faut doncétiqueterles atomesdansl’arbre de
preue. Chagueatome(c’est-a-direchaqugeton produitou consommeépeutétre étiquetépar
I'étiquetted’uneregle.

Lorsquecetatomeestagauchealutourniquet(symbolég-), cetteétiquetteestcelledelaregle
qui I'a produit Celasignifie quesi nousappliquonda régle— ala formule Pre(t) —Pog(t)
pourla j©fois, touslesatomesiePog () serongétiquetépart! dande séquentM’;, Pos(t), liy1 -
Mp. Cesatomessontdansla partiegauchedu séquenprémissele droitedu fragment2.15.

Quandl'atome esta droite du tourniquet,|'étiquetteestcelle de la reglequi a consommé
I'atome.Celasignifiequesi nousappliqguondaregle— alaformuleimplicative Pre(t) — Pod(t)
pourla j€ fois, tousles atomesie Pre(t) serontétiquetéspart! dansle séquent - Pre(t). Ces
atomessontdansla partiedroite du séquenprémissale gauchedu fragment2.15.

Nous avonschoisi de mettredesétiquettednitiales et finalespour représentedesévéne-
mentsvirtuelsde productiondesjetonsinitiaux et de consommatiowlesjetonsfinaux.Lorsque
cetatomefait partiede la liste initiale Mp, nousl'étiquetonsavec | pourindiquerqu’il a été
produita uninstantinitial inconnu.S’il y an atomesdnitiaux dansMy, ils serontétiquetépar
IK pourk variantde 1 & n. Par soucid’homogénéitévec le marquagédinal, les atomesde M,
serontétiquetéparF pourindiquerqu’ils serontconsommeéaun instantfinal indéfini. S'il y a
matomesdansM, ils serontétiquetésgparFX pourk variantde1 am.

Tousnosarbresde preuwe seterminentpar desfeuillesdetype séquentdentitéA- A. Les
feuillesde nosarbresde preue serontdorénaantdela forme:

A(evénementie productior) - A(événementle consommation

Lesétiguetagepossibleserontes suivants:

— A(l1) F A(tX) si'atome A faisaitpartiedu marquagénitial eta étéconsommé 'instant

tk,

— A1) F A(FX) si I'atome A faisait partiedu marquagénitial et fait partie du marquage
final (enfait celacorresponduneressourceonutilisée),

- A(tij) - A(t}) silatomeA aétéproduitaI’instanttij etconsomm@ 'instantt},

- A(tij ) F A(FK) sil'atomeA aétéproduitaI’instanttij etqu'il fait partiedumarquagdinal,

Exemple Reprenongexempledufragmentd’arbre2.13.
Mo = p1, Pa, p7 devient p1(11), pa(12), p7(13). Nouschoisissongle mettreun indice différent
pour chaqudanstantinitial de productionl carlesatomesnitiaux n'ont pasforcémentétépro-
duitsaumémeinstant.En effet lesjetonscontenusiansles placesdu réseaule Petrial'instant
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initial peuventprovenir de placesd’autresfragmentsle réseaude Petri(approcheomposition-
nelle). Désle délut de la preuwe, dansle séquentonclusionnousauronsle marquagenitial
annotéMo = p1(11) @ pa(1?)® p7(13). Lesatomesyui composenkesformulesimplicativestelles
quePre(t)—Pog(t) del; nesontpasannotégarils font partiedeformulescorrespondarades
ressourced’actions.

Dansle fragment2.16 nousavons représentde premierfranchissemente la transition
t1 par l'utilisation de la regle — . Suitea I'applicationde —|, les atomesde Pre(t1) et de
Pog(t1) sontétiquetéspar la mémeétiquettet!, ce qui signifie qu'ils ont étérespectrement
consommeés/produitsar le premierfranchissementle t;. Ce pasde I'étapeitérative de notre
méthodede constructionde I'arbre canoniquese poursuitpar une applicationde la regle @
surPog(t;) etuneapplicationdela regle®g surPre(t; ). L'applicationde cettedernieérerégle
permetdeterminerunebranchede notrearbrede preuwe pardesséquenti&entitéqui montrent
guelssontlesinstantsde productionet de consommatiorpour chagueatome.lci, nousavons
unepremiérecaractérisatiotemporellequalitatve desatomes

— pp aétéproduitalinstant|! etconsommélinstantt?,
— py aétéproduitalinstant | etconsommélinstantt?,

— p2 et py (le deuxiemesxemplairede p7 carc’estuneressourc@artagéelansle réseawde
Petri)ont étéproduitsa I'instantt.

- id . —id . . R
PO F ) © () F pe(@) P2(t]). Pa(1?). pr(t]) o totarts - Mo
p(1h), pr(1¥) F pa(th@pr (i) Pa(1%), Pa(t}) ® pr(th), to, s, . ts - Mn —oL(t})
p1(1%), pa(1?), p7(13), pL®Pr—0 P2® P7, t2, t3, ta, ts F My, 1
—_—

®R

(2.16)

t

De la mémefagonque pourle premierfranchissemente la transitiont;, pourle premier
franchissemerde la transitionty, nousobtenonde fragment2.17 avec la caractérisatiotem-
porellesuvante:

— pg aétéproduitalinstant |2 etconsommél'instanttl,
— py aétéproduitalinstantt} etconsommé l'instantt},
— ps et py (le troisiemeexemplaire)ont étéproduitsa l'instantt.

id id
Pa(13) F pa(td) _ |07(_T%) F pr(td) p2(t]), ps(td), |07(tzl)_713714715 F My )
Pa(12), pr(ty) F pa(tz)®@pr(t7) Pa(ty), Ps()®pr (7). t3, ta, ts - M —oL(t])
P2(t1), pa(12), pr(t]), Pa® Pr—o Ps@p7,t3,ta, ts F My 2
—_—

®R

(2.17)

2

A la suitede cesdeuxpremiéresttapestérativesde constructionde I'arbre de preue ca-
nonigue nousremarquonglusieurschoseslLa premiéreestl’apparitiond’un ordrepartieldes
franchissementdestransitionscar si nousregroupondesfragments2.16et 2.17 (le fragment
2.17 étantla continuitéde la branchedroite du fragment2.16), nousremarquongjuele pre-
mier franchissemerdet; doit précédete premierfranchissemerdet;, carpourla stratégiede
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preueretenuele jetondela placep; consomme’partz1 estcelui produitpart}. Ceciestmisen
évidenceparlafeuilleidentitép;(t})  pz(t3) dufragment2.17del’arbre depreuwe. Nousobte-
nonsla relationdeprécédenct < t. Ladeuxieémeestla caractérisatioremporelleprécisedes
atomearlestirs detransitioncorrespondardguxinstantsde productionet deconsommation.

Enfin pour le dernierfranchissemende transitionts de la liste |;, nousavonsle fragment
suivant:

id

id
Ps(t3) F ps(t3) Ps(tz) F pe(ts) PL(t3). P1(tS). Pa(ts), Pa(td) Prltp) F Ma o
Ps(t3), Pe(tz) - ps(tz)®Pps(ts) pr(t3), Pa(t) ®p1(td) @ pa(td) @pa(td) F Mn o (1))
P3(t3), Pe(ts), P7(13), P3® Pe—o PL® P1® P4® P4 F My (2.18)

5

®R

Pourl’étapefinaledela constructiordel’arbre de preuwe canoniquenousterminonsavecle
fragmentsuivantoulesfeuillesterminaleslel’arbre sontdesséquent&dentitéaveclesatomes
desmembredroitsétiquetéparFX aveck variantde 1 45 :

id id id id

pa(ts) F p1(F1)

Y 73 L 7 R N1 L G
PL(td). P1(td), Pa(t), Pa(t3), P7(t3) F pL(FH)@P1(F*) @ pa(F*)®pa(F*) @ p7(F°) :

Mn

(2.19)

2.5.2 Graphe de précédence

La regle principalepour la constructionde I'arbre de preuve canoniqueest!’élimination
de I'implication linéaire a gauchecar elle estau coeurde de I'étape itérative. C’est elle qui
correspondh I'utilisation du principede déductionpermettant partir de jetonssituésdansles
placesd’entréed’unetransitionde déduirequ’il estpossiblede lesconsommepour produire
desjetonsdansles placesde sortie. Cetterégle ne peutpass’appliquern’importe quandpour
n’'importe quelletransition.Pourpouwir 'appliqueril faut queles jetonssoientdisponibles,
c’est-a-direqu’ils soientprésentsiansla liste 9. Celaveutdire qu'’ils ont été préalablement
produitsparle franchissemerdt’'unetransitionetdoncparl’applicationdelaregled’élimination
a gauchedel'implication linéairepour cetteautretransition.Pourle fragment2.18,t5 ne sera
franchissableuesilesatomesiePre(ts) sontcontenuslandalliste M = ps(t3), ps(t3), pz(t).
Avecles annotationsiousnotonsprécisémentjuellereglea produitun jetonet quellereglele
consommelesapplicationgela régleidentité quanta elles,associentesjetonsproduitsaux
jetonsconsommes.

A partir desfeuillesterminalesde I'arbre de preuwe, nouspouwonsconstruireun graphede
précédencentrelesapplicationslesréglesducalculdesséquentsh unpasdonnédela preue,
deuxreglesapplicableset non reliéespar unerelationde précédenceommutent’arbre de
preuwe obtenupar la commutationde cesreglesest équialentau précédentlansle sensou
les deuxarbresaurontles mémesfeuilles aprésétiguetageCommeles réglescorrespondent
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FIG. 2.2:Lesrelationsdeprécédenceourlesdeuxpremierspas

a la preuwe queles formulesimplicatives sont syntaxiguementorrecteset que les formules
corresponderédesfranchissementdetransition,nousinterprétongesrelationsdeprécédence
commedesrelationsde précédencentreles franchissementde transition(définition 3). Les
graphesie précédencebtenussontdoncdesgraphesag/cliquescomposésie nceudsjui sont
desévénementstd’arcsreliantdeuxévénementsuccessifsNos événementsontlesinstants
defranchissementdetransition.Lesarcsportentle nomdesjetonsproduitset consommeégar
cesévénements.

Chaquearc estdéfini par uneapplicationde la régleidentité (nceudterminalde I'arbre de
preuwe).Chacunelecesreglesassociainatomeogiqueproduitaunatomelogiqueconsomme.
Pourconnaitrees relationsde précédencentreles reglesd’élimination a gauchede I'impli-
cationlinéaire,il noussufiit de noterpar quelleregle chaqueatomeestproduit et par quelle
reglechagueatomeestconsomméLesatomesnitiaux etfinauxjouentunrdle un peudifférent
puisqudespremiersne sontpasproduitsparuneéliminationagauchedel’implication linéaire
etlessecondsiesontpasconsommeégarunetelle régle.

La figure 2.2 montreles relationsde précédenceléduitesdesdeux fragmentsd’arbre de
preuwe 2.16 et 2.17.Dansle premierfragment,nousvoyonsdansles feuilles terminalesque
I'événement] estsuccesseutesévénements! etl® doncle nceud doit succédeauxnceuds
11 et13. Dansle deuxiémeragment,les feuilles terminalesnousindiquentquele nceudt3 est
successeurdesnoeudst% et12. Le fragmentde graphede la figure 2.2 montreles relationsde
précédencentreles instantsde franchissemendestransitionsdéduitesde I'arbre de preuwe
canoniqueapresétiquetagelLe graphecompletde la figure 2.3 montrele scénarianenantdu
marquagenitial My aumarquagdinal M, pourl’arbre depreuwe correspondard|’élimination
enséquenceet?, t?,t3,t4 ett®. Lesévénementt', |2 et 3 corresponderila miseadisposition
initiale desressourcegs, p4 et py. Il n'y apasderelationde précédencentret% ettzl, ni entre
ti ett}. C'est-a-direque, parexemple,'arbre de preue obtenupar I'élimination enséquence
desfranchissementdet?, t3, t?, t* ett® estéquivalentauprécédentt?!, t2, t3, t* ett®). Leurs
feuillesserontidentiquesmémeapresétiquetage.

Commelesatomegde Pre(t;) etdePre(ty) sontcontenusiansla liste My, cesdeuxtransi-
tionssontdoncfranchissablepourle marquagenitial. Le problemeestquel’atome py appar
tientaPre(ty) etPre(ty) etqu'il n'existequ’enunseulexemplairedandaliste. Il existedoncun
conflit transitionsau niveaude cetteressourcear nousavonseffectivementa possibilitéd’uti-
liser cetteressourcgourle franchissemendet; etdet, aumémemoment.Le fait defranchir
la transitiont; d’abordgénéraun arbrede preue qui nousdonnele graphede précédenceom-

40



2.5. ANNOTATION DE SEQUENT ET GRAPHE DE PRECEDENCE

1
Pr .1 P2 .1 p
I 1 tl t3 p3 /F
2
3 / \ 1 /p"/’F
| p7 p7 Ps 15
\DZ\ 3
2 P4 tl Ps tl F
I 2 4 (O
p7 4

1
IQ Pa t]_ Ps tl o /p/':
|34 n 2
\pZ\;F

Il P1 tl p2 tl

FiG. 2.4: Deuxiemegraphede précédenceourl’arbre canoniqueomplet

pletdelafigure2.3.Le choix defranchirty avantt; (qui restearbitraire)généreun autrearbre
de preue qui nousdonnele graphede précédencee la figure 2.4. Nousobtenonsdoncdeux
ordrespartielsdifférentspourle mémeproblemed’accessibilitéavecle mémemarquagenitial,
le mémemarquagdinal etlesmémesgransitions Cequi différenciecesdeuxordres cesontles
relationsde précédencentrelesapplicationsdesregles.Lesarbresde preue obtenugparles
séquencesd’applicationsde reglety;ty; t3; ta; ts et ty;t1;t3;t4;t5 Nne sontpaséquialents.Avant
étiquetageeursfeuillessontidentiguesmaisapresétiquetageen’estplusle cas.Parexemple,
dansle premiercasnousavonsla feuille p7(13)  p7(t}) etdansle secondpz(13) I- p7(t3). Ces
deuxfeuilless’écrivent p7 F p7 avantétiquetage.

Nouspouwnsremarqueruelesdeuxordrespartielsobtenugparfermetureransitve a par
tir desgraphegde précédencelesfigures2.3 et 2.4 peuwent s’exprimer en utilisantles deux
opérateurs ;" (miseenséquencedt”||" (miseenparalléle) Le premiergraphedonnel’expres-
siontd; (t3 || (t3;t3));td etle second’expressiort3; (t1 || (t};t3));td. Nouspouvonsobtenirdes
ordrespartielsqui ne sontpasdu type « série/parallele>, c’est-a-direqui ne peuwent passe
mettresouscetteforme.

La notiondeconflit detransitionscorrespond celle existantdansla théoriedesréseauxde
Petri.Pournotrecadreelle s’exprime dela fagonsuivante.

Définition 10 (Conflit detransitions) Soitle séquent’accessibilité
ki, li F Mp. Il 'y a conflit de transitionss'il existedeuxformulesdefrandwissementsl;'j‘ll et t']‘z2
appartenantil; ettellesque:
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AQjﬂl\c i ()D
B%V tOE

Fic. 2.5: RéseaulePetriavec conflit

1L ja# 2
2. Pre(ti?) C () etPre(tj?) C n(w)
3. il existeaumoinsunatomep tel quep Pre(t'j‘ll) etpe Pre(t'j‘zz)

D’apresle mécanismel’étiquetageetle principedel’étapeitérative pourla constructiorde
I'arbre depreuwe, il estclair quel’arbre obtenuparle franchissemertllet'j‘ll avantt'j‘z2 etl'arbre

obtenuparle franchissemertllet'j‘z2 avantt'j‘ll nesontpaséquialents.

Nousallons maintenantillustrer par I'exemplesuivantcommentil estpossiblegracea la
méthoded’étiqguetagalesrégleset desatomesde mettreen évidencedesdécisionscachéegn
liaisonavecl’apparitiond’un autretypedeconflitquenousappelonsc conflitjetons». Lorsqu'’il
y aplusieurgetonsdansla mémeplace,l'arbre de preue ne différenciepasles diversatomes
quileur sontassociépuisqu’ilssonttousnommeégparle nomdela placedu réseawde Petriqui
les contient.En effet, I'arbre de preu\e travaille enlogiquepropositionnelleAprésétiquetage,
lesatomesserontdifférentss’ils ont étéproduitspar desfranchissementdifférentset le choix
del'un oudel'autre donneradesgraphesieprécéencelifférents.

Exemple avecconflit jetons Considéronde réseaule Petride la figure 2.5. Imaginons
qgu’il modélisegparla placeC uneopératiorsurdesdonnéesgui peuwentétredetypesdifférents
suivantqu’ellesproviennentde la placeA ou dela placeB, dontle résultatproduiteststocké
danslesplacesD ouE.

Considéronge problemed’accessibilit¢poséparle séquent

a®b,ty,tr.t3,t1 F dee (2.20)

Un arbrede preue canoniguede ce séquensansétiquetageestle suivant (aprésunepre-
miereapplicationdela régled’introdutiona gauchedel’'opérateurg ) :

id drd id eke id ®r
ckc d,etd®e
ckc c,d,tyF dee
bkb c,C t3,t4 F d@e
atFa b,c to,t3,t4 F d®e
a,b,ty,to,t3,t4 F d®e L (221)

—o

Lesannotationsorrespondard I'élimination desfranchissementdet; et det, ne posent
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FIG. 2.6: Premierensemblalerelationsde précédence

pasde problemeNousobtenonde fragmentsuivant:

b(1?) F b(t3) id c(tf), c(t3),ts, ta F d(FL)@€(F?) ()
b(12), c(th), tz, ta, ta F d(FH)@€(F?) 2 o t])
a(17),b(12) 11, t, ta, t4 F d(FL) @€(F2) 1 (2.22)

a0 rag)

Il fautmaintenangéliminerle franchissemerdets pourprouer le séquent

c(t}), c(td), c—d, t4 - d(F1)@e(F?) (2.23)
~—~—

t3

Eneffetnousdevonsassociefatomec = Pre(t3) soitavecc(tl) soitavecc(t3). Du pointdevue
strictementogique,il n'y a pasdedifférencepuisqudesdeuxatomessontidentiqueglogique
propositionelle)alorsquelorsquenousvoulonsmettreenévidencdesrelationsdeprécédence,
lesatomessontdifférents.

Nous pouwonsdonc poursuvre les arbresde deuxfagconssuwvantle choix de I'atome. La
premiéreconsistei choisirc(t}) pourts etdoncc(t}) pourt,. Nousobtenonge fragment

o _amrarE Y eprery
. i Fod) | d(d), e F d(FHee(F?) ®r .
RN S0t F d(FeeF?) 9w
(), c(td), ta, ta F d(FH)®e(F?) L) (2.24)

Cechoixdonnele graphede précédencdela figure2.6.
La deuxieémefaconde poursuvre consistea choisir ¢(t) pourle franchissemende t; et
c(t}) pourceluidet,. Nousobtenonsainsi:

id id

d(th) F d(FY) e(tz) - e(F?)
d(t3), e(ta) - d(F) ®e(F?) —oL(t7)
—ct]),d(td).a F d(FH@e(F?) —oL(t3)
c(t]), c(}). ta,ta F d(FT)@e(F?) ’ (2.25)

id

S G ) R

c(p) F c(t3)

Celadonnele graphede précédencedelafigure2.7.

Quel atomechoisir parmi deux sachanigu’ils paraissentdentiques(ils portentle méme
nom)maisqu’ils neproviennenipasdela mémesource? Nousremarquongraceacetexemple
guel’étiquetagequenousavonsmis enplacedurantla constructiord’une preue a permisde

43



CHAPITRE 2. ACCESSIBILITE ET LOGIQUE LINEAIRE

| 1—a>t%>c<:t§4d>|:l

FiG. 2.7:Deuxiemeensemblalerelationsde précédence

résoudrece problemeen différenciantcesatomes En effet nousavonsla possibilitéd'utiliser
deuxressourceglentiquesdansla formemaisdifférentegparleur origineetleurage.Seuleune
étiquettenouspermetde faire cettedifférence Elle permetde mettreen évidencde choix fait
dansl'utilisation deressourcepourle franchissemerde transitions Choix qui n’apparaitpas
explicitemmentdansle cadrelogique propositionnellecaril n’y a pasde différenceentreles
ressourced’'unemémeplace.

Définition 11 (Conflit dejetons) Soitle séquent’accessibilitéétiqueté
K, li F Mp. Il yaconflitdejetonss’il existeaumoinsuneformuledefranchissemendletransition
t'j‘ dansla liste l; etuneplacep telsque:

1. Pre(tf) Cn(w)

2. ledgredep dansPre(t'j‘) estinférieurau degré de p dansn (L)

3. il existedeuxsous-listesle|, soientl"; etl",, uniquementorméesd’atomesp tellesque:
(a) ledegrédepdansn(lri) etn(lr2) estégalaudegréde p dansPre(t'j‘)
(b) Ip(ty}) € M1 telquep(tyy) ¢ Mo etAp(ty) € Mo et¢ [ avecxy # Xo.

La derniereconditionvient du fait quenousne souhaitonpasdifférencierdeuxgraphesie
précedenceui seraienidentiqguesa unenumerotatiordesfranchissementde transitionpres.
Noussupposonimplicitementqueti‘ précédet;oujourstik sij <k

2.6 Conclusion

Nousavonsprésenté@ansce chapitrela méthodeque nousutilisonspour traduireun pro-
blemed’accessibilitddansun réseawde Petrienlogiquelinéaire.Cetteméthodeestfondéesur
I'équivalenceentrele problemede I'accessibilitédansun réseaule Petriet la prouvabilité du
séquente logiquelinéaireassociéLl originalité de cetteméthodeestde ne pasraisonnersur
un graphed’étatsmais sur desévénementdNousavons doncune meilleurerepésentationlu
parallélismecaril n'estpastraitéparl’entrelacement.

La méthodeade constructiordesarbresde preue estcanoniqueparapplicationde maniére
itérative de la regle d’introduction a gauchede l'implication linéaire — . Cetteregle étant
assimiléeaun franchissemerdetransition elle exprimela relationde causalitéentrelesjetons
consommeé®t produits. Chaquejeton produit puis consommésendantia preuwe correspond
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a unerelation de précédencentre deux applicationsde la regle — (celle qui a produit le
jetonet celle qui I'a consommeé)L’'ensembledesrelationsde précédenceéduitde I'arbre de
preuwe canoniquedéfinit un ordrepartiel parmil’ensembledesfranchissementde transitions
qui correspona un ordrepartieldesapplicationdelaregle —y .

Pourdifférencielesapplicationslecetterégle, nousavonsétiquetéchaqueapplicationrdans
I'arbre depreue parle nomdela transitionfranchieetle nombredefois quecettetransitiona
étéfranchie.Les atomesproduitset consommeégpar I'applicationde cetterégle sontétiquetés
parI'étiquettede la regleet les feuilles de I'arbre de preuwe définissenalorsun ensemblele
relationsde précedencedevantétrevérifiées.

Etiqueterles atomesde I'arbre de preue estutile et nouspermetd’introduire un nouveau
typedeconflit: lesconflitsjetons.Celapermetde différenciedesatomesafin defaire le choix
adéquatie 'atome a utiliser pourle franchissemend’une certainetransition.Celametenva-
leur desdécisiongrisesqui n’apparaisserpasexplicitementsansannotationCen’estplusun
atomequelconqueyui estproduitou consommélorénaantmaisun atomebien spécifiquegui
possedeine« histoire» liée auxrelationsde précédencentrelestransitions.

A partir de cesrésultatsnoussommescapablesie décrireprécisémentes ordrespartiels
associéauxarbresde preuve. Commechaqugetonpossédeineétiquettequi estunecaractéri-
sationtemporellecomposéel’'un instantde productionet d’'un instantde consommationnous
pouvonsraisonneiqualitatvementsurle temps.

Auparavant,il nousfautrésoudreun autreproblemeceluidela complétudela questiorest
la suivante: les ordrespartielsentreles franchissementguenousobtenons partir desarbres
depreuwe sont-ilstousles ordrespartielspossibles? Rappelonen effet quelesordrespartiels
obtenugparL.A. Kinzledanssatheseétaientesseulsordrespartiels« série-paralléle etqu'il
avait donnéunexempled’'un ensemblalerelationsdeprécédenceaes’exprimantpassouscette
forme.
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Chapitre 3

Une éguivalenceentre preuve canonigueet
processusle réseaude Petri

3.1 Processusle branchementet autresdépliages

Nous avons vu dansle chapitreprécédentjue nouspouvionsobtenirune représentation
del'ordre partieldesévénementd’un systemgfranchissementde transitionsd’un réseawule
Petri) sousla forme d’'un graphede précédenceCe grapheestobtenupar constructiond’un
arbredepreue enlogiquelinéaire.

Cependani existed’autrestechniquesgjui permettentlemettreenévidencde parallélisme
et d'obtenirunereprésentatiode cetordre partiel : lestechniquesiesprocessusle branche-
ment.Cestechniguesontbaséesurle dépliaged’un réseawde Petri.La méthodedu dépliage
a étéintroduitepar K.L. McMillan [35]. Inversement notre méthodeprésentéelansle cha-
pitre précédentdansles techniquedbaséesur le dépliagela vérificationde I'accessibilitéest
effectuéeapresavoir obtenul’ordre partiel.

Commepourungraphed’accessibilitéle butinitial étaitdecaractérisetouslesmarquages
accessiblesinsiqueles événementsensibilisés partir de chacund’eux. Mais plutét quede
représenteles entrelacementdetirs detransitions/)'idée de baseestdereprésentelestirs de
transitionandépendantpardestransitionandépendantes.

Lesdépliageset les processusle réseauwde Petri constituentune desprincipalesséman-
tiquesréellementparallelesdesréseauxde Petri[40, 23, 4, 38, 25, 17]. Les processu®t les
dépliages’un réseawdePetripourun marquageénitial donnésontdesgraphesgycliques finis
ouinfinis, composésleplacesetdetransitionsEnfait, dansdetelsréseauxdénommeéséseaux
d’occurrence les placessymbolisentles jetonset les transitionssymbolisentles franchisse-
mentsde transitions.L’'unique transitiond’entréed’une placecorrespondau tir qui a produit
le jeton correspondant.a différenceavec un dépliageestqu’un processuse contientpasde
conflit. Chaqueplacepossedeineseuletransitionde sortiereprésentarie tir qui aconsomme
le jetoncorrespondant.

a7
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Commeprécédemmentjoustravaillonsavec un marquagenitial etun marquagdinal. Le
dépliageeffectuéa partir du réseaude Petri initial seradoncfini. Etantdonnéque nousne
représentongu’un comportementdonnéparmiles dépliagesnousne considéreronsjue les
processusleréseauxde Petri. En sommenousreprésenteronigsordrespartielsde franchisse-
mentsde transitiongpardesprocessusleréseauxde Petrifinis.

Le but decechapitreestdemontrerquelesordrespartielssurlesfranchissementdetransi-
tion obtenugarannotatiord’un arbrede preuwe enlogiquelinéairesontexactementesordres
partielsassociésuxprocessufinis du réseatwde Petri(voir [18]. Celadémontred’'unecertaine
maniérda cohérencetla complétudalela démarchexposéeau chapitreprécédent.

3.2 Processusle réseauxde Petri

3.2.1 Processu®tréseauxcausaux

Un réseawcausal[48] ou réseaud’occurrencesléterministg40, 4] estun réseaude Petri
(étendugcaréwventuellementetaille infinie) ag/clique sauf (1-borné)ou chaqueplaceposséde
auplusunetransitionenentréeetensortie.

Un processuderéseaudePetriR estunréseatcausalO associéunmorphismelegraphes
bipartiesde O vers R, c’est-a-direune applicationdesplacesde O versles placesde R, des
transitionsde O verslestransitionsde R, et préserantlesrelationsexpriméesparlesarcs.

Dansnotretravail, nousneconsidéreronguelesprocessufinis. Formellementjesréseaux
causawetlesprocessusontdéfiniscommesuit.

Définition 12 (Réseaucausal) Un réseaucausalestunréseaudePetri O = (B, E, F) tel que:

1. F:BxEUE xB— {0,1}: lestransitionsnepeuvenproduire (respectivemembnsom-
mer)quedesjetonsuniques.

2. Vec E,%e# 0 # e*, c’est-a-die toutetransitionpossédeu moinsuneplaced’entréeet
uneplacedesortie

3. VbeB, |*b| < 1letVbe B, |b*| < 1: lesplacessontdesentréeset dessortiesd’au plus
uneseuletransition.

4. FT estacycliqueol F+ C BUE x BUE estla fermetue transitivede F.

Définition 13 (Processusle réseaude Petri) Un processusle réseaude Petri R= (P, T,W)
estunepaire (O,A) ou le triplet O = (B, E,F) estun réseaucausalet A estune application
A:BUE — PUT telleque:

1. A(B) C P, A(E) C T : A associeles transitions(respectivemeries places)de O aux
transitions(respectivemerguxplaces)deR.

2. Yec E: \(*e) = *A(e), A(e*) = A(e)® : A préservel'ensembledesplacesd’entréeet
'ensembledesplacesdesortiedestransitions.
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3. Vec E,Vpe P:W(p,A(e)) = |A"1(p)n *e| AW(A(e),p) = |A"L(p)ne’| : A préserve
lesaritésd’entréeet de sortie destransitions.

4. Soit Min un mamuagede R, alors (O,A) estun processusiu réseaumarqué (R, Min)
seulemensiVp € P, Min(p) = [{b€ B:*b=0AA(b) = p}|. Celasignifiequelesplaces
initiales de O correspondentle maniee bijectiveauxjetonsdu mamuageinitial Miy.

Par la suite,(O,A) estun processusle réseaumarqué(R Mip) avecR= (P T,W) etO =
(B,E,F). Unetransitione € E estappeléun événemergt peutétrevu comme(uneoccurrence
de)untir delatransitionA(e) € T. Uneplaceb € B modéliseun jetondansla placeA(b) € P.

Remarquel Un processu$(B,E,F),A) estdéfini « aisomorphismeprés» : lesensembles
B et E desplaceset destransitionspeuentétresubstituégparn’importe quelsensemble®’ et
E’ d’'intersectionvide au moyende bijectionsB — B’ et E — E’. Cesbijectionsinduisent
defaconuniqueunerelationF’ imagede F etun morphisme\’ compatibleavecle morphisme
A. Le processug(B',E’,F'),\’) obtenuestle mémeque celui de départ« a isomorphisme
pres». En particulierdansunereprésentatioganoniqued’un processusB pourraitétre défini
pare® = Upcre{ (€, p)} x [W(t, p)], pourtoute € E avecA(e) = t. Pourtoutentierk, nousnotons
(K] 'ensemblek] = {1,2,... k}.

3.2.2 B-coupe,ordr e partiel étiquetéet marquageassocié

SoitF* lafermetureransitve-réflivedeF. CommeF* estagyclique,F* (respectrement

F*) estun ordrepartiel (respectrementun ordre partiel strict) que nousnotons<g (respecti-
vement<g).
Définition 14 (B-coupe) UneB-coupeestun ensemblele placesC C B tel quedeuxplacesde
C sontincompaablespour <g (propriétéCutlci-dessousgtestun sous-ensemblaaximalde
B pour cettepropriété(propriétéCut2).

NousnotonsparCut(O) I'ensembledesB-coupegle O etainsisiC C B:

Cutl :b,b'eC= —~(b<g BV b <¢ b)
Cut2 :b¢C =3 eC:(b<r VD <r b

Un ensemblale placesqui ne satisfaitquela conditionCutl estappeléuneantichaine,

Une placesanstransitiond’entrée(respectrementtransitionde sortie) est appeléemini-
male(respectrementmaximale) Lesensemblesglesplacesminimaleset maximalesontnotés
Min(O) etMax(O) :

C € Cut(0) <:>{

Min(O) = {b,*b = 0}, Max(O) = {b, b* = 0}

Min(O) etMax(O) sontdesexemplesde B-coupes Min(O) € Cut(O) etMax(O) € Cut(O).

Le pass&’une B-coupeC estle réseaw’occurrenceqC = (Bc,Ec,Fc) avecBc = {b ¢
B|3b e C.b<p b'}, Ec = {ec E|3b e C,e <f b} et c = F/B.uE.. Avecl'applicationAc =
A/BcUEG, lapaire(C, Ac) estunprocessusieR.
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Ordr e partiel étiquetéassocié un processus

A chaqueprocessugO, A ) nousassociongordre partielétiquetéparlestransitionsOp(O,A) =
(E.<r /exe,A/E) induit par les restrictionsde <g et de A a I'ensembledes événements.
Nous notonsaussicet ordre partiel par Op(O) lorsqu’il n’y a aucuneambiguité.L’ensemble
desextensiondineaires(ou linearisationsde Op(O,A) estnotéLin(Op(O,A)), formellement
Lin(Op(O,A)) estl’'ensembledesmotsde T définipar:

Lin(Op(O,A)) = {A(e1)...A(&)...A(€j)...A(en) € T, E={e1,....,en} \ (a <F &g =i < j)}

Mar quagesassociésux B-coupes

SoitC € Cut(O), nousassocionsiC unmarquageale R (un multi-ensemblele placesde R)
notép(C), avecpy(C) : P — N, définipar:

K(C)(p) = A" (p)NC|

Celasignifiequelesplacesde A—1( p) N C corresponderde maniérebijective auxjetonsde
H(C) dansla placep.

La condition4 de la définition 13 d’un processusqui dit que Min(p) = |[{b € Min(O) :
A(b) = p}|, peutétrereformuléepar y(Min(O)) = Min. Ce qui signifie quele marquagecor-
respondané la coupeminimaledu réseawcausalO estle marquagenitial du réseaunmarqué
(R,Min). Notonsquele multi-ensemblgiD) peutétre défini pour tout sous-ensemblB C B
mémesi D n’estpasunecoupe enparticuliersi D estuneantichaineleO.

UnepropriétédmportantedesB-coupesestquelesmarquageassociésontaccessibledans
le reseawde Petri[4] : si (O,A) estun processusle (R, Min) et queC estuneB-coupealorsle
marquagel(C) estaccessiblelans(R, Min ). De plus,p(C) estaccessiblelepuisMi, pourtoute
séquence delalinéarisatiordel’ordre partielétiquetéduréseaud’occurrencesin(Op(] C)).
Cequi setraduitpar:

VC e Cut(O),Vo € Lin(Op({ C)) : Min[o > W(C)

Tout marquageaccessiblel’'un réseaude Petri et toute séquencele tir y menantpeuwent
ainsiétreextraits d’un processudNousutilisonsla propriétégénéraleassociantiesséquences
detirs adesprocessu{] :

VoeT*:M[o > M <= 3(O,A) : u(Min(0)) = M, (Max(O)) = M, 0 € Lin(Op(O,A))
Ce qui signifie que les séquencese tirs correspondend deslinéarisationsde processus.

D’autrespropriétédmportantesliesprocessuseslient aux séquencede paset auxfranchisse-
mentsd’ordrespartiels(voir [4]).
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3.3 Construction d’un processudini

3.3.1 Ajout d’occurrencede transition

La constructiordesarbresde preue sefait de faconitérative. Pourmontrerl’équivalence,
nousallonsnousappuyersuruneconstructionitérative équivalentedesprocessusleréseatde
Petri.

A chaquepasde la constructionde la preuwe canoniqued’un séquentle logiquelinéaire
(régled’introductiona gauchedel'implication linéaire),nousrajoutonsunetransitional’ordre
partiel courant.De la mémemaniére la constructiond’un processusini estbaséesur I'ajout
itératif d'uneoccurrencale transitionau processusourant.

Définition 15 (Ajout d’occurrencedetransition) Soitt € T etD C Max(O) unsous-ensemble
de placesmaximalestel que p(D) = Pre(t), ou de maniée équivalenteA(D) = *t A(Vp €
*t,|]A~(p) N D| = W(p,t)). Dansce cas,nouspouvons« ajouter uneoccurencedet a (O, )
apresD », ce qui donneun nouveauprocessugle R noté (O',\') = (O,A).(D,t) ou O =
(B',E',F’) et\’ sontdéfinispar:

1. E' = Ew{e}, oueestunnouvelévénemen(s représentéunion disjointe).

2. B' = BwBe avecunebijectionr : Be — Upete{ p} x [W(t, p)]

3. FF=FuU{(b,e),be D} U{(eb),be Be}

4. N/BUE =M, N(e) =t,N(b) = psibe Beetr(b) = (p,i).

L'introductiondeBe etder estunartificequi assuregueBn B = 0 etqui permeidedéfinir\’
surBe dansle point 4 ci-dessuslLe lemmesuiantestuneconséquenceirectedesdéfinitions:
Lemmel Lecouple(O',\) = (O,A).(D,t) définici-dessugstun processusle R qui satisfait
lespointssuivants

1. Be estuneantichainetelle quep(Be) = Pog(t).

2. Max(O') = (Max(O) — D) ¥ Be.
3. (Max(0')) = u(Max(O)) — Pre(t) + Pog(t).
NotonsqueMin(Q') = Min(O).

3.3.2 Algorithme de construction

Un processusle réseaude Petripeutétreconstruiten ajoutantitératvementles transitions
commenousl’avonsdéfini précédemment.

Soit(O,A) unprocessuseRouO = (B,E,F), soitn = |E| etsoite;...e, uneénumeration
d’élementsieE tellequee <F ej =i < j. Clairemeno = A(ey)..A(en) estunelinéarisation
del’ordre partielOp(O,A) : g € Lin(Op(O,A)).

SoitO; = (B, Ei, F) (i = 1..n) laséquencderéseauxausauxiéfiniepark = {e1,...e_1,6},
Bi =°E* F = F/guE, etsoitAi = A\/g,uE;, alorsle lemmesuiantestuneconséquencdirecte
desdéfinitions:
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FIG. 3.1: Exempledeprocessieréseaude Petri

Lemme?2 Pouttouti = 1...n, (O, Aj) estun processusle R qui peutétre défini par ajout de
la transitionA(g) a (Oj_1,Ai—1) aprés®s : (O, Ai) = (Oi_1,Ai—1).(*&,A(g)). Qui plusest,
(O,)\) == (On,)\n).

Le processudini (O,A) de la figure 3.1 a été construita partir du réseaude Petri de
la figure 2.1 avec commemarquagenitial p(Min(O)) = p1, pa, Pz, commemarquagefinal
H(Max(O)) = p1, p1, P4, P4, p7 €t commesequenceale franchissementde transitionso(t) €
Lin(Op(O,A)) = t1;t2; t3; t4; 5.

3.4 Desarbresde preuvescanoniquesaux processudginis

Nous avonsvu précédemmermue les algorithmesde constructiondesarbresde preuves
canoniquest desprocessusinis de réseauxde Petri étaientbaséssur une étapeitérative de
franchissementle transition.Nous allons montrercommentnous obtenonsun processusle
réseauwde Petrifini a partird’'un arbrede preuve canoniqueNouspartonsd’un arbrede preuve
canoniqueetallonsconstruireun processugnsuivantpasa pasla méthodetérative de preu\e.

Dansun arbrede preue canoniquer prouvantun séquentMo, lg - My, les étapednitiales
et finalessontuniqueset entierementiéfiniespar Mg et My, (respectiementmarquagesnitial
etfinal). L'arbre de preuwe estalorscaractériséarl’ordre danslequelles franchissementde
transitionsde la liste Ig sontéliminésde maniéreitérative. La séquencele transitionscorres-
pondantex la séquence’éliminationsdansl’arbre de preuve canonique senoteo(t).

Nousassocionsin processus chaquearbrede preuwe canonique d’un séquentécrvant
unproblemed’accessibilitéel quele séquenetle processusntlesmémesnarquageital et
final, ettel queo(t) estunelinéarisatiorde'ordre partiel étiquetéassociéauprocessus.

La constructionse déroulecommesuit : soit T I'arbre de preuwve du séqueniVg, lo - My,
achaquepasi (1 <i < n) dela constructionde I'arbre de preuwe, caractérisgpar un séquent
courantd, li = My, etun fragmentcourantdel'arbre tj, nousdéfinissonsin processusO;, Aj)
tel queu(Min(Oj)) = Mg, W(Max(G;)) = n(M;) ettel quela séquencele transitionso(T;) est
unelinéarisationde'ordre partielOp(O;, Aj).
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Processusnitial : Démarronsavecle séquentMp,lo - My. Le processusOgp, o) estdéfini
par: Op = (Bo, 0,0) avecBg etAq telsquep(Bg) = Mo.

Pasitératif i +1 : Nous avons construitun processugO;,A;) tel que p(Min(G;)) = Mo,
H(Max(Oi)) = n(M) eto(t;) estunelinéarisationde I'ordre partiel étiquetéOp(O;, Ai). Soit
ti+1 latransitionéliminéeaupasi + 1 delapreue.CelasignifiequePre(ti11) C n(94). Puisque
H(Max(Oi)) = n(Mi), nouspouvonstrouver (au moins, voir remarque3 ci-aprés)une anti-
chaineCi;1 C Max(O;), telle que(Ci;1) = Pre(ti+1). Les hypothésesle la constructiondu
paragraph@&.3.1sontsatisfaiteset nouspouvonsdoncajouteruneoccurrenceleti1q a(Oj, A)
aprésCit1. Le processusbtenuestle processusonstruitau pascourant: (Ojy1,Ai+1) =
(Gi,Ai)-(Cisa,tiva)-

Suite au lemme 1 nousobtenonsp(Max(Oi;1)) = p(Max(O;)) — Pre(ti+1) + Pos(tiz1).
Soit M1 1,liv1 F My le séquentpresavoir éliminéti i, suitealarégle2.12,noussasonsque
N(Mi+1) = nN(M) — Pre(ti;1) + Pos(ti+1). Nousavonsprouvéquep(Max(Oit1)) = N(Mit1).
Deplusli, 1 estdéduitdel; enenlevantunfranchissemerdet;, 1. Soitt;, 1 le nouveaufragment
de l'arbre de preuwe canoniqguecommeao(T;) estunelinéarisationde l'ordre partiel étiqueté
Op(O;,Aj), o(Ti+1), par constructiono(tiy1) estune linéarisationde I'ordre partiel étiqueté
Op(Oi, Ait1).

Processuginal :  Apresle pasn, nousavonsconstruitunprocessu§On, An) telque: p(Max(On)) =
Mn eto(T) € Lin(Op(On, An)).
Nousavonsdoncprouvéle théoréemesuivant:

Théoremel SoitMo,lg - My un séquenexprimantl’accessibilitéd’un marquageM, depuis
un marguageMp dansun réseaude Petri R. SoitT une preuvecanoniquele ce seéquentt soit
o(1)) la séquencd’étiquettesietransitionscaractérisanta sequence’éliminationdetir dans
I'arbre depreuve Il estalors possiblede construie au moinsun processusO, A) deRtel que:
H(MIn(O)) = Mo, p(Max(O)) = My eto(t) € Lin(Op(O,A)).

Remarque2 Quandil y aplusd’unjetondansuneplace,il peuty avoir unconflitjetonssila

placepossedensortieplusieurdransitionsLe processupeutdoncétreprolongédedifférentes
faconsqui ne sontpastoujourséquivalentessuivantle jeton utilisé. C’estpourquoia un arbre
depreuwe, il estparfoispossibled’associeplusd’un processus.

Exemple Pourle réseawdePetridela figure2.1,'arbre de preuve canoniquedu séquen®.4
peutétreprouvéen éliminantsuccessiement(aprede pasinitial) lestirs dety to, t3, t4 etts. La
preue setermineparle pasfinal. Pourun desarbresde preu\e possiblest’, etla séquencele
tir associé®(1') = ty;t3;t2; t4; 5, nousobtenonde processugui estreprésentéurla figure3.1.

Ce processugstuniquecar c’est seulemenpour le marquagdinal que certainesplaces
contiennenplusd’un jeton.Pourchaquepasdela preuwe, il 'y adoncaucuneambiguitédans
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la constructiordu processusil n'y aqu’uneseulefagcond’ajouteruneoccurrencaletir dela
transitionconsidérée.

Pourle marquagenitial lesdeuxtransitiond; ett, sontenconflit. Ensélectionnantlansla
preuwel’élimination dutir det; avantcelledet,, oule contraire nousaboutissona deuxarbres
depreuwe canoniguesaractérisépardeuxsequencedifférentess. C’estla mémechosepour
lesprocessusEn construisanke processugle manieretérative guidéepar o, nousconstruisons
eneffet lesprocessusorrespondard la mémerésolutiondu conflit entrelestransitions.

3.5 Desprocessudinis aux arbr esde preuvescanoniques

Dansle paragraph@récédent3.4), nousavonsmontréqu’a partir de n’importe quelarbre
depreuwe canoniquenrouspouvionsconstruireun processusDansce paragraphejousdémon-
tronsl'inverse: a partir de n’importe quel processugini, nouspouvonsconstruireun arbrede
preuwe canonique.

Soit(O,A) unprocessudeRouO = (B, E, F), soientMg = p(Min(O)) etMy = y(Max(O)).
Soientey...e, uneénumeratiord’élementsde E telle queg <r ej = i < j, etsoit (O, Aj)
aveci = 1,n la séquenceassociéales processusiéfinie dansle paragraphes.3.2. Soit ¢ =
A(er)..A(en) (0 € Lin(Op(O,A))). Soitlg laliste nonordonnéealesélémentslec. Nousconstrui-
sonsitératvementun arbrede preuve T du séquenio, lo - My, tel queo(t) = o.

Fragmentinitial del'arbr edepreuve: Il estforméparl’étapeinitiale (paragraph@.4.3)et
il estcomplétementiétermingpar Min(O).

Pasitératif i +1: Nousavonsconstruitlesi premierspasitératifs de I'arbre de preue.
SoitT; cefragment.Le séquentdedroite enhautde I'arbre t; estA, |; - My,. Les hypothéses
d’'inductionsontn () = uMax(Or)), o(ti) = A(e1)..A(&) etl; estla liste nonordonnéedes
élémentsieA(e11)..A(en).

Suiteaulemme2, nousobtenongOi;1,Ai+1) = (Oi, Ai).(*&+1,A(6+1)). Soittiy1 =A(&+1),
parconstructiomousobtenonse 1 C Max(O;) etp(*e41) = Pre(ti;1). Parconséquerere(ti 1) C
H(Max(O;)) etPre(ti 1) C n(9M;). Nouspouwonsajouteraufragmentdel’arbre depreue T la
regle2.12 pour la transitiont; ;. Le nouveauséquentM.,li 1 F M, au sommetde I'arbre
est tel que les hypothésest'induction sont vérifiéespour i + 1 (les calculsde n(Mi;1) et
H(Max(Oit1)) sontidentiquesa ceuxdu paragraph8.4).

Arbr e final : Quandla séquences; ...e, a été complétemenexplorée,nousprocédonsa
I'étapefinale (paragraph@.4.3)pourobtenirun arbrede preuwe canonique tel queo(t) = o.

PourchaqudinéarisatiordeOp(O, A), unarbrede preuve canoniquealifférentpeutétreobtenu.
Pourunelinéarisationdonnée/'arbre de preuve canoniqueestuniquecarles pasitératifs sont
complétementléfinisparlesnomsdestransitions.
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Théoréme2 Pour chaqueprocessusini (O,A) tel quep(Min(O)) = Mo, p(Max(O)) = My, et
pourchaqueo € Lin(Op(O, A)), il existeexactementinarbre depreuvecanonique duséquent
Mo, lo F M.

Exemple Pourle réseaude Petridela figure 2.1, un processugini démarrantvec un mar
qguageinitial composéd’un jeton dansles placess;, &4 et s; et terminantavec un marquage
final composée deuxjetonsdanschacunalesplacess; et s, et deun jetondansla places;
estreprésentdigure 3.1. C’estun processugpour lequella transitiont; estfranchieavantts.
Différentsarbresde preuwe canoniquepeuentlui étreassociés par exemplel'arbre T avec
o(T') = t1;t3;to; ta; ts oul'arbre 17 aveco(1”) = tg; to; t3; ta; ts. s sonttouséquialentsquantau
processustal’ordre partielgénéré.

3.6 Desrelationsdepréceédenceentrelesreglesaux processus
deréseaude Petri

Nousvenongdemontrerqu’apartird’un processusjouspouvionsobteniraumoinsunarbre
depreuwe parlinéarisationde'ordre partielassociéauprocessusAu chapitreprécédentnous
avionsmontréqueparun processusl’étiquetagenouspouvionsa partird’un arbrede preuwe,
obtenirun ensemblale relationsde précédencentreles applicationsde la regle d’élimina-
tion de I'implication linéairea gauche La questionqu’il estpossiblede se posermaintenant
estla suivante: les relationsd’ordre obtenuesa partir desrelationsde précédencsont-elles
exactementesmémegjuecellesqui sontobtenues partir desprocessu®

La réponseest« oui ». Celadécouledu fait quela démarchele constructionitérative des
processua partird’'un arbrede preuwe estenfait identiquea celle del’arbre depreuve annoté.
Au préalablejl nousfautremarqueruedansla représentatiod’un processu®, chaqueplace
(b € B) ayantauplusunetransition(e € E) enentréeet unetransition(ej € E) ensortie,elles
peuentétreremplacéepar desarcsreliantdirectementa transitiong ala transitione;. Les
placesde Min(O) peuwentétresupposéereliéesa desnceudsnitiaux etlesplacesde Max(O)
adesnceuddinauxcommenousl’avonsfait lors dela constructiordesrelationsde précédence
entrelesapplicationglesregles.

Pouridentifier un processus un graphede précédencd)| sufiit alorsde nommerchaque
élémente de E parA(e) enajoutantenexposante nombrede fois quela transitionA(e) a été
franchieauparaantdanda séquence, linéarisatiordel’ordre partielutiliséepourla construc-
tion duprocessudNousajoutonsalorslesévénementiitiaux (productiordeMin(O)) etfinaux
(consommatiorde Max(O)) pourcomplétere grapheet lesdeuxreprésentationserontiden-
tiques.ll estalorspossibledeconsidéreguelesélémentsleB sontnommégparlesévénements
qui lesproduisentNousutiliseronsd’ailleurscetteidéeau pragrapheuivant.

Nousvenonsde montrergu’il estpossiblede donneraux processusle réseauxde Petrila
mémeforme queles graphedle précédencentreles applicationdesrégles.Mais il subsiste

55



CHAPITRE 3. UNE EQUIVALENCE ENTRE PREUVE CANONIQUE ET
PROCESSUS DE RESEAU DE PETRI

unedifficulté. En effet, & partir d’'un arbrede preuwe, il estpossibled’obtenirplusieursarbres
de preu\e étiquetédorsquedesconfitsjetonsapparaissentNousen avonsdonnéun exemple
auchapitreprécédentLorsqu’il s’agitdeconstruireun graphede précédencentrelesapplica-
tionsdesréglesun conflitjetonsapparaitorsqu’il y a plusieursfaconsd’extrairelesatomegie
Pre(ti+1) delaliste; pourunfranchissemerd’unetransitiont;.; donnéePourla construction
du processus] y a plusieurspossibilitésde prolongerun processusionnéavec un franchisse-
mentd’unetransitiont;+1 donnédorsqu’il y aplusieurdagonsd’extrairePre(tiy 1) deMax(O;).
Commep(Max(Oi)) = n(w), il estclair qu'il s’agit de deuxvisionsdu mémemécanismell
y adoncbienidentitéentrel’ensembledesgraphesie précédencet 'ensembledesprocessus
finis. Et si nousprenondesprocessusleréseauxde Petricommel’outil deréférencedécrivant
les ordrespartielsentreles franchissementde transition,ce résultatmontrela cohérencest la
complétudede la démarcherésentéau chapitreprécédentNousrappelongjuepourlestra-
vaux de Gunteret Gehlotétendugpar L.A. Kiinzle,il n'y avait cohérencest complétudeque
pourla classedesprocessugactorisablesousla forme « série-parallele.

3.7 Synthésesur I'équivalence

Nous venonsde montrerdansles sections3.4, 3.5 et 3.6 précédentesgjue les ensembles
derelationsde précédencebtenugparles preuvescanoniquesle séquentsontdesprocessus
finis deréseaule Petriet queréciproquement partir d’'un processuséini, un arbrede preuwe
canoniquepeutétreconstruit.Cecijustifie bienla correspondancentredesapplicationsde la
regle— dandesarbredepreu\e etlestirs detransitionsd’un réseawde Petri.C’estaussiune
preuwe guelespreuvescanoniquesontcomplétesg’est-a-direqu’ellesgénerentouslesordres
partielspossiblegparmilestirs detransitions.

Lesrésultatsdonnentdoncuneautreapprochepour construireles processusle réseaule
Petriqui estsimilaire a celle baséesurles dépliagede réseaude Petri. Quellessontdoncles
différences? La plusimportanteestque I'approchebaséesur la logique linéaire produit des
processusinis entredeuxmarquagepredéfinisCommenousne travaillons qu’avec despro-
cessudinis, cetteapprocheesttrésutile pour prouver despropriétésd’accessibilitéplutdt que
desOreté Par exemple,elle n'estpasadaptégour prouver qu’un étatestinacessiblearle fait
gue nousne prouvionspasun séquenne signifie pasqu’il ne soit pasprouvable.Par contre,
il estpossiblede prouwer qu’un systemepeutétre controléafin d’avoir un certaincomporte-
mentprédéfini.Le fait queseulsles processuinis soientconcernégstla raisonpourlaquelle
I'approcheestexactementa méme quele réseawde Petrisoit saufou non,ou mémequ'il soit
non borné.L’accessibilitén’est étudiéequedansle casd’une liste finie et prédéfiniede fran-
chissementdetransitions Avoir destransitionssources c’est-a-diredestransitionssansplace
d’entrée dansla liste n’estpasun problemecarle nombredefois qu’ellesserontfranchiesest
défini par le séquentd’accessibilité Nous devons simplementutiliser I'élémentneutre« 1 »
associ@uconnecteur.

Touscespointssontdesconséquencedirectesde la décidabilitédu fragmentmultiplicatif
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dela logiquelinéaire parcequenousavonschoisiunetraductiondesréseauxde Petridansce
fragmentsansavoir ajoutéd’axiomes L’élimination descoupuresstainsipréservée.

3.8 Seéquentcaracteéristique d’'un ordr e partiel

Nousvenonsde voir qu’a un arbrede preuwe pouvaientétre associéplusieursprocessus.
Celasignifie que plusieursensemblegle relationsde précédencentre les applicationsdes
reglesde la logique linéaire peuent étre associés un arbrede preuwe. Le processusl’éti-
quetagedel’arbre depreuwe n’estdoncpasuniguecommecelaaétémontréavecl’exemplesur
le conflitjetonsdansle paragraph.5.2.

Est-il possibleen modifiantl'écriture du séquentde n’avoir qu’un ensemblale relations
de précédence® Celapermettraitd’avoir unenotation,sousla forme d’'un séquentenlogique
linéaire,pourun ordrepartieldonné La procédureestla suivante.

Unefois un arbrede preuwe canoniquetiquetéconstruit,nousconserensles étiquettesie
I'arbre de facona lever touteambiguitéconcernante choix desjetons.Les ambiguitéseront
effectivementevéesenconsidéranensuitequelesétiquettesont partiedunom.Pourcela,nous
remplagonsesparenthésesardescrochetsAinsi I'atomecit!] produitparle j© franchissement
det; seradifférentdeI’atomec[t,'(] produitdansla mémeplacec, maisparle |€ franchissement
dety. Larégleidentiténes’appliquergpasentredeuxatomegproduitspardeuxfranchissements
différents.

Pourpouwir travailler decettefagon,touslesatomeserontétiquetégparle franchissement
de transitionqui les a produits.Il n’est bien évidemmenipossibled’inscrire cesannotations
gu’apréda constructiord’un arbrede preuve completannoté Nousannoteronslirectementes
marquagesgitiaux Mo ainsiquelesatomesiesformulesPog (t). LesatomedinauxMp etceux
desformulesPre(t) serontannotégparlesétiquettesiesatomesaveclesqueldls ontétéunifiés
dansl’arbre depreuve aumomentdel'applicationdela regleidentité.

Considérongexempledu conflit jetonssurla figure 2.5 exposéau paragraph@.5.2.Nous
obtenonspourles deuxensemblesle relationsde précédencelesfigures2.6 et 2.7, les deux
séquentannotésuiants:

allj@b[1%], al ] —clty], b1 —oclty], clti] —d[t3], cltz] —eltz] - d[t3]@elts]  (3.1)

all ebl17, all Y] —cty]. bl 7| —oc[ty], cltz] —~dt3], clty] —eftz] - dltz]@elts]  (3.2)

1 4

Nouspouwnsremarqueguelesrelationsde précédenceeuentétredéduitedirectement
duséquentEllessontdonnéegparla liste desfranchissement&n effet, I'étiquettedu franchis-
sementestportéeparles atomesproduits(ceuxde Pod(t)) et chagueatomeconsomméceux
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dePre(t)) portel'étiquettede I'événementui I'a produit. Nousavonsdonctousles arcsen-
trantsdansle nceudévénementLesarcsaboutissandux nceudgerminauxsontdonnégarles
étiquetteslumarquagdinal. Il suffit derajouterun nceuderminalparatomedu marquagdinal.

A partirdel'étiquetagg(vu auchapitreprécedentetdugraphedeprécédencajouspouvons
ainsidéfinirunséquentaractéristiqued’'un ordrepartielc’est-a-dired’'un ensemblelerelations
deprécédencd.esséquent8.let3.2sontlesséquentsaractéristiquedesdeuxordrespartiels
pour un scénariodonné.Commenousl’avonsvu précédemmentes deuxcorrespondera un
arbredepreuwe nonannotéunique.

Définition 16 (Séquentcaractéristique) Le séquentcaractéristiqued’un ensemblede rela-
tions de précédencestobtenuen concaténantux nomsdesplacesles nomsdesévénements
ayantproduitle jetondansla place

Lors dela preuwe d’'un séquentaractéristiquet dela constructiordesrelationsde précé-
denceassociéespousauronsdeuxannotationsL’annotationentrecrochetsestune extension
du nomde I'atome et doit étre prise en comptelors de I'application desreglesdu calcul des
séquentsL’annotationentreparenthésesstcelle qui a étédéfinieau chapitrel et qui permet
degénéretesrelationsde précédence.

Ainsi, parexemple,la preuve du séquenB.1vadonnenra feuille

id

clti](t7) - clti](t3)

qui induit unerelationde précédencentret! etti carl'atome c[ti] doit étre produitpart} et
consommépart.

Par contrele séquentit}](t}) - c[td](t}) nepeutétreprouvécarctl] estdifférentiédec[tl].
Nousvoyonsdoncquepourun séquentaracteéristiquetouteslesrelationsde précédencsont
bienfigées.

3.9 Compositionde processus

Nousvenonsdansla sectionprécédenteq’introduire une notationsousla forme d’'un sé-
qguentde logiquelinéaire pour un processusini deréseaule Petri. Lesreglesbinaires(ayant
deux séquentcommeprémissesiiu calcul desséquentpermettenia compositionde deux
séquentgpour prouver un séquencomplee (ou la décompositiord’'un séquentomplee en
deuxsous-séquents)l. estdoncnatureld’utiliser cetteapprochepour composerou décom-
poser)desprocessudinis de réseaude Petri. C'est ce quenousallonsfaire danscettesection
en introduisanttrois réglesde composition.Auparavant nousallons revenir sur le travail de
L.A. Kinzle car, mémesi nosréglesde compositionparalléleet de compositionséquentielle
sonttresprochegdessiennesgraceauxannotationslesséquentgsaractéristiquesjousévitons
d’introduire desrelationsde précédencearasite®t nousne nousrestreignonpasauxordres
« série-paralléle.
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3.9.1 Retour sur lestravauxdeL.A. Kunzle

Danssestravaux,L.A. Kiinzle[32] aentreprisunecaractérisationu parallélismemaximal
al'aide d’'opérateurséquencet paralléle.ll a étendule travail de V. Gehlotqui s’appliquait
a transformerdesdéductionsen logique linéaire en réduisant’utilisation descoupuresdans
le calcul desséquentsMais il ne considéraitque la structuredu réseaypour caractérisete
parallélismemaximalpour les franchissementde transitions.L'extensionde Kiinzle consista
donca prendreen comptele parallélismerésultantdesmarquages! caractérisainsice qu'il
appelde parallélismedynamique.

Il add construirepour celadeuxreglesde calculdesséquentsSEQ et SYNC (pourla com-
position de réglesde base)exprimantrespectiementl’exécutionen séquencet I'exécution
enparallélede deuxsous-scénariode franchissementde transitions Cependantiesrelations
SEQ et SYNC ne permettentd’extraire que desordrespartielsde type « série-paralléle>. En
effet, la régle SEQ entredeuxscénariosntroduit globalementinerelationde précédencentre
touslesfranchissementdu premierscénaricettouslesfranchissementdu deuxieme.

Un pointimportanta soulignerestle fait quecetteapprocheestcompositionnelleLa com-
positionde deuxsous-scénariogarles deuxrelationsestpossibleet une preu\e valablepour
un scénariaestevalableapréscomposition Ce résultatestvalabledansle casstructurelmais
aussidansle casdynamiquela regle SEQ permetde composedeuxscénariognséquencet
la régle SYNC permetde composemeuxscénariosen parallele.Au cceurde la regle SEQ se
trouve la réglede coupurg(Cut) etaucceurdela régleSyNc lesreglesd’éliminationadroiteet
agauchalu connecteufois (®| et QR).

Lescompositionsefonttoujoursdande cadredu fragmentMILL. Nousn’avonspasutilisé
la reglede coupurgusqu’aprésentt lesdeuxautresreglesd’éliminationde @ et @g ont été
utiliséesdansdescasparticulierspour la constructiondesarbresde preuwve canoniqueslci,
nousallons nousappuyersur cestrois reglespour introduire deux destrois compositionsde
processusgjue nousernvisageonslLa premiérecompositionestune compositionen sérieavec
un franchissemendle transitionréunissantes deuxfragmentset ne nécessitgpasde nouwelle
introductionde connecteurLa deuxiemeestune compositionpar mise en parallélede deux
processud.a troisiemeestunecompositiorpar miseensériede deuxprocessus.

3.9.2 Composition par franchissementde transition

Le principede cettecompositionestde montrerquedeuxpreuvescanoniquepeuentétre
composéeparl'intermédiairedu franchissemerd’unetransition.Ceciestpossiblesi la partie
droite (conclusion)du séquentnitial del'une despreuvesestexactemente marquagesensibi-
lisantla transitionvoulue(Pre(t)) etsile marquageroduitparle franchissementPod(t)) est
contenudansla liste desatomesdnitiaux du séquentnitial del'autre preuwe. Nousappellerons
séqueniamontle séquentontenantre(t) et séqueniaval celui contenanfog(t). En effet,
pour quela transitiont soit franchie,il estnécessairgu’elle soit sensibiliséelLa preuwe du
séquenamontprouve quet peutétresensibiliséeSi nousvoulonscomposetesdeuxséquents
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My o,11F M1 etMs .12+ My, parle franchissemerd’unetransitiont, il estnécessairgue
M1_n = Pre(t) etquePog(t) C n(Ma_o).

Cettecompositionestfondéesur'utilisation dela regled’éliminationa gauchede I'impli-
cationlinéairedansun casplus généralque celui que nousutilisonspourla constructiondes
arbredepreuwe canoniquesEn effet, dansunarbrede preuve canoniqueommeceuxquenous
avonsprésentéauchapitreprécédentie séquenprémissegauchegproduitestun séquenguine
comprendaucundormuleimplicative. Il ne comportequelesjetonsconsommeégourfranchir
la transition.Ceséquentomportea gaucheuneliste d'atomeset a droiteun mondémeen® des
mémesatomeqA, B+ AxB).

Nousnousproposonsloncici del'utiliser dansuneautreforme,ouchaqueséquenprémisse
estun séquentiécrivantun problemed’accesssibilitéqui estla suivante:

M, l1 - Pre(t) Mo, Pog(t),l2F M3 .
My, Mo, 11,1, Pre(t) —oPog(t) F M3 - (3.3)

t

Supposonsgjuenousayonsconstruitau préalableun arbrede preu\e étiquetépour chacun
desséquentprémisses

M, |1 Pre(t) (séguenamont) (3.4)
et
Mo, Pod(t),lo - M3z (séquentval) (3.5)

Nousallonsdéfinircommenun ensemblelerelationsde précédenceeutétreobtenuparcom-
positionpourle séquensuivant:

Mo, Mp, 11,12, Pre(t) —Posi(t) F M3 (3.6)
N —
Mo lo Mp

Pour celanouscommencongar écrire les séquentsaractéristiquesorrespondantaux
arbresde preuwesétiquetésconstruitgpourlesséquent8.4et 3.5.
L'étapesuivanteestun processusle réécrituredesétiquettesassociéeauxatomes.

— Soit n le nombred’atomesde A, pour tousles atomesde Mo, remplacen’étiquette ]
parl1th, Celapermetde distinguertoutesles étiquettesnitiales.

— Soit m le nombrede franchissementd’'une transitiont donnéedansla liste |. Le fran-
chissementlet exprimé parla formule Pre(t) —Pog (t) dans3.6 seraétiquetépart™1.,
Onremplacedonctoutesles étiquettesle Pog (t) part™ 1. Chaquefranchissemertt’ de
t dans3.5seraréétiquetd/+m1,

— Soitk le nombredefranchissementdet; (tj #t) dansls, chaque‘ranchissemerq‘ det;
dans3.5seraré-étiquetd .
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i B ta
AQ*H*?H*QC

t, ts
Jos™ Q/H> .
G

FiGc. 3.2:Unréseauwde Petri

La réécritureci-dessuse changepaslesrelationsde précédencentreles franchissementde
transition.Elle confondles événementsnitaux de créationdesjetonsde Pog(t) enun seul
événemengt évite quedesétiquettesoientidentiguesdanslesdeuxséquent8.4 et 3.5.

Unefois ceréétiquetageffectué,on appliquela regle 3.3 pour obtenirun séquenB.6 éti-
quetéqui estunséquentaractéristiquelel’ordre partielcomposéCommenousl’avonsremar
guéauparagraph@.9,le graphede précédencestobtenudirectement.

Si nousavonspar exempledeuxséquentgaractéristiquepourle séquenB.4 et trois pour
le séquenB.5,nousobtiendronsix séquentsaractéristiquest doncsix ordrespartielspourle
séquenglobal.La décompositiorestdoncunefagonde lutter contrel’explosioncombinatoire
dunombrede processusolutionsd’un problemed’accessibilité.

Exemplede compositionpar franchissementde transition

Considéronge réseaude Petride la figure 3.2. Un premierproblemed’accessibilitépeut
étredécritparle séquentaractéristiqusuivant:

all"], d[17], afl ] —obit1]. d[1 7] —oeft7], blti] @€[ty] —blt3]@eltz] F blti]oelts]  (3.7)

t t2 t3 Pre(ts)

Un deuxiémeproblemed’accessibilitépeut étre représentgpar le séquentaractéristiquesui-
vant:

ol ], b1 @el1 ], b1 7 —ocft], €]l “|@g[l ] —oh[ts] F cltz]@h(t] (3.8)

Post(t3] % t5

Nousvoyonsquecesdeuxséquentsntla structureadéquat@ourlescomposerutourd’un
franchissemende la transitionts. Il faut d’abordréécrireles étiquettedu séquenB.8. Il faut
renommef'étiquetteassocié@l’atomeg pourqgu’elle soitdifférentedecelledea dans3.7ainsi
quecellesdesatomesie Pre(t3) etrépercuteceschangementdanslesformulesassociéeat,
etts. Celadonne:

ol %], bit3]elts], bits] —cts], elts]@gll | —hlt3] F cltz]oh(ts] (3.9)

Post(t3) % t5
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Nouspouwnsremarquequenousavonsparticularisdesrelationsde précédencdu deuxiéme
problémepuisquemaintenantesjetonsb et e sontproduitsparle mémeévénementt3).
Nousobtenonslorsle séquenglobalsuivant:

a(l],d[1%,9[1%, all Y —b[ti], d[1 7] —eft3], blti] @elty] —blt3] @elt3],
t t t3
blt3] @eft3] —bltf]@elts],
t3
b[t3] —c[t3], €lts]@g[l °|—hlt3] F c[ti]@hlts] (3.10)

t4 ts

3.9.3 Compositionséquentielle

UneautrereglebinairedufragmentMILL estlaregledecoupureNousn’utilisonspascette
regledansla constructiordel’arbre canoniquecarelle introduit uneformule dansles séquents
supérieurgjui n’existait pasdansle séquentnférieur, ce qui peutentrainedesdifficultéslors
dela constructiordesarbresde preuwe (quelleformule introduire pour étreefficace?) et cela
donneraituneinfinité defagonsde construireun arbrede preu\e.

Par contre la réglede coupure(2.6), utile pour permettrd’enchainementle deuxséquents
linéairesaétéutiliséeparL. A. Kiinzleafin decaractériseun scénaricou deuxtransitionssont
franchiesen séquence celaa donnéla régle SEQ. La regle SEQ peutaussiétre utilisée pour
composeséquentiellemerdeuxscénarioseprésentépardeuxséquents.

Nousnousbasonssurle mémeprincipepourcomposeséquentiellemerdeuxséquentsci
la formuleintroduiteparla reglede coupurevareprésentenn marquageartielparlequelnous
souhaitonpasserCemarquagestle membreconclusiondu séquenprémissegaucheSoit My
cemarguageiousavons:

My, l1 =My My, Mp, 15 M3 cut
My, Mo, 11,12 F M3 (3.11)

Nousprocédonslela mémemaniérequeprécédemmer@nconstruisantlesséquentsarac-
téristiquegpourles deuxséquentsupérieurspuis en effectuantun renommagelesétiquettes
pour le séquentsupérieurde droite. Le séquentde droite n’a pasla forme habituellede nos
séquentpuisqueles jetonsinitialementdisponiblesn’apparaissenpas sousla forme d’'une
liste, maissontstructurésousla formed’'uneformule (monémeen® My) etd’'uneliste (15).
Commela transformatiordu connecteur enmeéta-connecteur, » estréversible celanepose
pasdeprobleme.

— Soit n le nombred’atomesde #; et soit m le nombred’atomesde M. Pourtousles
atomesie My, il fautremplacet'étiquettel ! parl /=™, Celapermetdedistinguertoutes
les étiquettesnitialessansavoir detrou dansla numération.
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— Soitk le nombrede franchissementdet; dansly, chaque‘ranchissemert;j dansl, sera
re-étiquetd) ™.
— Onreporteenfindansle monémeM, du séquentle droite, et biensirdanslesformules

implicativesdel, ou apparaisserdesatomesde My, lesétiquettesiesatomescorrespon-
dantdu monémeM, du séquentlegauche.

Enappliquanta régle3.11,nousobtenonsin séquentaractéristiquglobal.

La troisiemeétapede renommageonsistesimplement dire queles atomesconsommeés
dansle deuxiemeséquen{ceuxde M,) sontlesatomegproduitsdansle premier Cettederniére
approchesstsimilaireala premiérglcompositiorparun franchissemerdetransition)maiselle
estplusgénéralepuisquele marquageM, ne correspongasnécessairemeritla précondition
defranchissemend’unetransition.

3.9.4 Composition parallele

Le principede cettecompositionestde montrerquedeuxpreuvescanoniquesjontlespar
tieshypothéset conclusiondesséquentprouvéssontindépendantepeuventétrecomposées
afindedonnemunepreuwe canonique.

Cettecompositiorestbaséesurla regled’éliminationa droitedu connecteufois (®). Cette
regleestutiliséedansun cassimpledansl’arbre de preuwe canoniqueEn effet, nousneI'uti-
lisonsque pour décomposeun séquenformé a gauched’une liste d’atomeset a droite d’'un
mondmecomposaesmémesatomesnunesuitedeséquentgentité.lci nousallonsl’utiliser
pourfaire éclaterun séquent’accessibilittendeuxséquentsl’accessiblité

My, li-Mz M, loF My ®
My, Mo, I1, 12 F Ma@Mg R (3.12)

Celarevient a dire que defaconindépendantejouspouvonsproduirele marquagepartiel
M3 apartirdela liste dejetons?/; etdela liste defranchissements etle marquagéM, apartir
dela liste desjetonsM; etdela liste defranchissements.

Commedansle casprécédentunefois que nousavonsobtenuun séquentaractéristique
d’'un ensembleale relationsde précédencéc’est-a-dired’'un processugini) pour 1,11 - M3
et pour Ma, 12 = Mg, il faut réécrireles étiquettesdu deuxiemeséquentpour qu’elles soient
différentesdu premier

— Soitn le nombred’atomesde M, pourtouslesatomesde Mo, remplaceri’étiquettelj
parl /™", Celapermetde distinguertoutesles étiquettesnitiales.
— Soitk le nombrede franchissementdet; dansl, chaque‘ranchissemert;j dansl, sera
re-étiquetd) ™.
Ensuiteon composedes deuxpour obtenirun séquentaractéristiquel’un ordrepartiel déduit

du séquentMy, Mo, 11,12 - M3®@My par la regle 3.12. On peut remarquerqu’il s’agit d’'une
juxtapositiondedeuxprocessusaril n'y auraaucunnceudencommun.
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A - O-C
AOH 3 e %@QK
A
G ts H tg J

Fic. 3.3:Un réseaude PetrienZ inversé

3.9.5 Un exemplede compositionsérie/paralléle

Commenousl’avonsdéjamentionné@uparaant,lesdémarchedecaractérisatiodesordres
partielsfondéessurlesordres« série-paralléle> (ou despasdefranchissement)e sontni co-
hérenteni compléetesEn effet, si ellessontcohérentegt complétesvis-a-visde I'ensemble
deslinéarisationslesordrespartiels(ellespréserentainsil’accessibilité) ellespeuwentintro-
duire desrelationsd’orde parasiteslLe réseaude Petride la figure 3.3 (tiré de[32]) donneun
exemplede processusionfactorisableavecles opérateurserie(«; ») etparalléle(« || ») entre
les marquage®\ et K. Nousallonsle prendrepour exempleillustratif afin de montrerqueles
compositionsérieet parallélequenousvenonsd’introduirene possédenpascetinconvénient.
Celavient du fait quenotrecompositionséquentiellade py, 11 - M4 avec Mg, 2,12 - M3 n’en-
trainepasle fait quedansl’ordre partiel généréousles élémentdel; vont précédetousles
élémentglel,. Si nousconsidéronsineplace p particulierede My, lesseulssuccesseurde p
dansl, deviendrontdessuccesseurdesseulsprédécesseude p dansl;.

Soitle séquentdansla figure3.3):

a,t1,t, 3,1, t5,ts - K (3.13)
Il généreun processusgui estmoinscontraintque,parexemple la factorisation
t1; ((t2;t3) | t5) s tes ta (3.14)

Nousallonsmaintenantemplacetesopérateursérieet paralléleparnosreglesde compo-
sition. Considéronge séquentorrespondardufranchissemerdet; (commechaquéransition
n'estfranchiequ’unefois, nousomettondes indicescorrespondanau nombrede franchisse-
ments):

all'], all Y| —oblts]@glts] F blts] ®glta] (3.19)

ta

Celuicorrespondardufranchissemergnséquencelet; etts (t2; t3) est:

b[1Y], b[1 Y] —oc[to] ®€ts], clto] —od|ta] F d[ta]@elty] (3.16)

to t3
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Celuicorrespondardufranchissemerdets est:

all*], g1} —hlts] - hts] (3.17)
ts
Enfin celuidela séquencés; t4 est:
d[1%],el17, h[19], efl?)@h[1®] —j]te], d[| Y| @ j[ts] —ok[ta] F K[ta] (3.18)

t ta

Apresréécriture)e séquentlu franchissemendets (3.17)devient:
ol %], gl ?] —hits] - hts] (3.19)
t
5
La composition(ty; t3) || ts S’exprimepar:
to t3 t5

—_——~— —_—~—
b{1 1], b1 ] —ocltz] ®eltz], Clto] —dts] - dlts]@efta]  g[17], g1 | —ohts] - hite]
b[11], g[14, bl ] —oc[tz] @€ltz], clta] —od[ta], gl 7 —ohlts] F dts]@eltz]@hts] R (3.20)

to t3 ts

ApresréécritureJe séquentu franchissemerdets; t4 (3.18)devient (housavonsdéjafait
apparaitrde monomeMy) :

d[ts] @€ftz] @hlts] €ftz] @hlts] — j [te], d[ts] @ j[t6] —K[ta] - k[ta] (3.21)

t ta

La compositionen sérienousdonne(nousne détaillonspasle contenudestransitionsqui
estbienentendweluidesséquent8.20et3.21):

b11],g[17],to,t3, ts - d[ts]@efto]@h[ts]  dts]@eltz]@hlts], te, ta - Klta] cut
b{I], 919, t2,t3, ts, te, ta - K]ts] (3.22)

Il ne resteplus qu'a mettrele franchissementie t; avant. Dansla réécrituredu séquent
conclusiondu fragmentd’arbre 3.22,il faut remplaced’atome b[l] par bjt;] et I'atome g[l?]
parg|t1], cequi modifielesexpressionslesfranchissementdestransitiond, etts commesuit :

tz 1 bft]—oclto]@€fto)] (3.23)
ts g[t]_] —Oh[t5] (3.24)
Nousobtenons

all .t bity®glty]  blta]®g[ts], ta, ts, ta, ts, te F K[ta]
all Y, t, to, ta, tg, ts, te F Kit4]

coupure (3.25)
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L'examende la forme destransitionst; dans3.15,t, dans3.23,t3 dans3.20,t; dans3.21,
ts dans3.24 et tg dans3.21, nousmontreque les relationsde précédenceont correctement
définies.ll n'ya pasde raltion de précédencgarasitecomme par exemple,dansl’expression
t1; ((t2;t3) || ts); te; t4. En effet, cette expressioninclut une relation de précédencentrele
franchissemerdets etceluidetg alorsqu’il n'enestrienlorsquenousregardonde réseauCes
deuxtransitionssontstructurellemenindépendantest peuentétrefranchiesenparalléle.

3.10 Conclusion

Dansce chapitre ,nousavonsmontréquelesrelationsde précédencentreles applications
desreglespourla constructiord’un arbrecanoniquettaientéquivalentesauxprocessusinis de
réseauxde Petrientreles mémesmarquage®t pour les mémesdranchissementde transition.
Cetteéquialencgustifie notreapproche I'élimination d’uneformuleimplicative dansun sé-
guentd’accessibilitépeutbien étreassocié I'événementorrespondarau franchissemende
cettetransition.

Nous avions toutefoisun probleme: a un arbrede preuwe canoniquepeut correspondre
plusieursprocessuorsqu’il y a desconflitsjetons.

A partir de 'annotationdesjetonsd’un arbrede preue, nousavonsvu quenouspouvions
réécrirele séquentnitial en un séquentaractéristiqueui caractérisaitin seulordre partiel
entrelesfranchissementde transitions.

Le séquentaractéristiqu@ourun scénaricdonnédécrit:

— I'état partielinitial a partirduquelle scénarigpeuts’exécuter
— I'état partielfinal résultantdel’exécution,

— I'ensembledesévénementsomposante scénario,

— le nombredefois quechaquedvénemenaeulieu,

— lesrelationsde précédenceui relientcesévénements.

Le séquentaractéristisquestl’élémentde basepour faire de I'analysetemporellecaril
permetde construirel’ordre partielentreles événementdJn séquentaractéristiquestéqui-
valentaunprocessufini deréseawdePetrientredeuxmarquaged! présentdavantaged’avoir
unenotationlogique,sousla formed’un séquentaulieu d’'unereprésentatiographiqueNous
avonsvu ala fin dece chapitrequecettenotationlogiquepermettait’élaborationdereglesde
compositiorsimplessousla formede déductions.
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Chapitre4

Analysetemporelle qualitati ve et
guantitative

4.1 Intr oduction

L'analysedessystemedlistribuésimplique de vérifier le respectdescontraintedogiques
de synchronisatiomaisaussicelui deséchéancetemporellesjuantitatves. Pourpouvoir ex-
pliciter les contraintesemporellesquantitatves entreles événementpossiblespnousdevons
d’abordgénéretesscénariosiefranchissementdetransitions.

Nousavonsvu précédemmergqu’a un arbrede preuve canoniquede logiquelinéaire pou-
vaient étre associéplusieursprocessusCelasignifie que nous pouwons associera un arbre
de preuwe plusieursensembleslerelationsde précédencentreles applicationgdesregles.Un
ensemblalerelationsde précédencestéquivalenta un graphede précédenceS'il existe plu-
sieursgraphede précédencalorsplusieursordonnancementsontpossiblesll a été montré
d’autrepartqu’un séquentaractéristiqueeprésentaitin seulordrepartiel.ll correspond un
scénariade franchissementde transitionscontenantin marquagenitial et un marquagedinal
donnésuneliste d’événementgt un ensemblalerelationsde précédencaNousn’avonsainsi
gu’un seulordonnancemergossiblepourun séquentaractéristiquelonné.

Dansle cadredessystémes tempscontraint,ordonnancede fagonoptimaleun ensemble
detachesc’esttrouver le meilleur ordre partiel parmilestirs de transitioncorrespondaréux
tachesa exécutermaisaussileur dateoptimaledetir. Le modéleréseawde Petridoit étrecom-
plété afin de prendreen compteles contraintestemporellegduréesdestaches,datesde fin
d’exécutionetc). Cescontraintegemporellesontassociéeaux places auxtransitionsou aux
arcsd’'un réseaude Petri(suivantle modeleutilis€) sousla formed’intervallestemporelsoude
duréegrécises.

Lesrelationsde précédencguenousobtenonsa partir d’un arbrede preuwe enlogiqueli-
néairecorresponderadesrelationsdecausalitéentrelesévénementesrelationsdecausalité
sonten fait desrelationsde causea effet immeédiatesSi « g précedee; » celaveutdire que
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I'un desjetonsproduitspare estconsommeparej. Nousallonssupposedansce chapitreque
les contraintegemporellegjuantitatves sont uniquementiées aux relationsde causea effet
immédiatesxpriméespar le réseaude Petri.Le problémede I'ordonnancementlestachesse
ramenedonca celuidel'ordonnancementesdatesde franchissemerdestransitionssoumises
aunensemblale contraintegemporellesLa meilleurefacondereprésentecescontraintesest
d’ utiliserungraphede contraintegemporelles.

Pourraisonnesurungraphedecontraintesemporellesnousallonsdoncréécrirdescontraintes
temporellesouda formed’'un TCSP[8] (temporalonstrainsatisfactiorproblem),représenté
parun systemed’inéquationdinéaires,quenousrésoudronpardesméthodeslassiquesitili-
séeglanslesapprocheparcontraintes.

Nousillustrerongle principede cetteméthodeparun exempleportantsurla présentatiomle
documentsnultimedia.

4.2 Dutempsqualitatif au tempsquantitatif

4.2.1 Contraintes sur lesrelations de précédencedéfinies par réseaude
Petri

Unerelationdeprécédencexprimeunecausalitéentredeuxévénementsuccessifgjui doit
étreobligatoirementérifieée pour qu’un systemeamodéliséait le comportemensouhaité Pour
trouver cesrelations,nousavonsréécritles problemesd’accessibilitédansun réseauwde Petri
sousla forme de preuvesde séquentslelogiquelinéaire.La preuwe de cesséquentsefait par
la constructiord’un arbrede preue canoniquelLesrelationsde précédencsontobtenuegpar
un processusl’annotationde I'arbre de preue qui lie lesressourceproduiteset consommeées
auxévenementassociésuxtirs detransitions.

A partir de cetteannotationnousavons réécritle séqueninitial prouvéen ajoutantaux
atomedeurinstantde production(correspondardutir detransition)ala fois dansle marquage
initial, dansle final etdansla liste destirs detransitions(voir chapitreprécédent)Cetteréécri-
turedu séquenfige lesrelationsde précédenceNousobtenonsinsiun séquentaractéristique
d’'un seulordrepartiel. De plus, la liste destirs de transitiondu séquentaractéristiquénitial
définitun ordonnancemerstrict desfranchissementdetransition.

Lesrelationsde précédencentreles événementsoivent étre vérifiéespar tout comporte-
mentcorrect.Ellessontdoncassimilées descontraintesjualitativescar ellesne contiennent
aucuneanformationquantitatve. Chacunal’entreellesexprimeuneprécédencentredeuxéve-
nementssuccessif€e qui signifie quela contrainteestbinaire [33] : soit la relationde précé-
denceentrelesdeuxévénementsstvraie soit elle estfausse.

Pouranalysercescontraintesinairesdanslessystemes événementdiscretsjl existedes
outils qui ont étédéweloppédansun cadreformel: lesprobléemesie satisfactiordecontraintes
(CSRvoir [39]). oulesvariablessontbooléenne¢domaineglevaleursegauxa {0, 1}).

En résuméun séquentaractéristiqueléfinit un ensemblede relationsde précédenceui
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peuwentétrereprésentéesousuneformegraphiqueappeléegraphede contraintes Lesnceuds
decegraphesontles datesdesfranchissement£e sontlesvariablesdu problemede satisfac-
tion decontraintes.

4.2.2 Modélisation descontraintestemporelles

La prise en comptesimultanéedescontraintesde précédencet de duréesentreles éve-
nementgfranchissementde transition)se fait tout naturellemenen se placantdansle cadre
d’un typede CSPparticulier: les problemegle satisfactiorde contraintegsemporellegTCSP).
DanslesTCSR lescontraintegntrelesvariablessontbinairesetlesparametrestilisésdandes
contrainteprennentliesvaleurssurdesdomainegjui peuventétredesduréesudesintervalles.
Cesvaleursseretrouentassociéeauxarcsdesgraphes.

Dansla définitionoriginelledesTCSR lesvariablegpeuwentavoir pourdomainedevaleurs,
uneunion d’intervalles.Cependanti] existe uneclasseparticuliereplus simplede cesTCSP
qui ne consideregu’un seulintervalle pardomainede valeurspossiblegpourlesvariables les
problémegemporelssimples(STP).

Mathématiquementes TCSPetles STPsontdéfinisde la maniéresuivante.

Définition 17 (TCSP) Un problemea satisfactionde contraintes tempoelles est un triplet
(X,D,C). X = {x1, ..., Xn} estunensembla&le n variables(dates)ayantdesdomainesontinus
devaleurs.D = {ds, ..., dn} estl'ensembledesdomainegintervallestempoels) desvariables.
C = {cy,...,cm} estun ensemblele m contraintes.Chaquecontrainte estreprésenté@ar un

ensembl@’intervallesC £ {i1, -y in} = {[i1mins i1max; - --» [Inmin, Inmay } - Unecontrainte binaire
Cij entre x; etx; resteint les valeurspossiblegpour la distancex; — x; et estreprésenté@ar

def . . . .
Gij = (i1min < Xj =X <li1max) U ..U (inmin < Xj —Xi < inmax)-

Un n-upletX = (X1, ...,X,) estappelésolutionsi {X; = X1, ...,Xn = X} satisfaittoutesles
contraintesNotre problemeestcohéentsi et seulemens’il existeaumoinsunesolution.

LesproblemesemporelsimplescommunémerdappeléparleurabréviatioranglaiseSTP(simple
temporalproblems)sontdéfinisdela faconsuivante.

Définition 18 (Problémetemporel simple) Un problémetempoel simpleestun TCSPou les
domainegdesvariablesde X et les contraintesci; de C ne comportentqu’un seulintervalle
tempoel [a;j, bij] tel quea;j < xj; —Xi < byj.

Un réseaude contraintesinairestemporellesassociéa un TCSPou aun STPestconstitué
del’ensembledesvariablesX et d’'un ensemblale constraintesll peutétrereprésenté&ousla
formed’un graphetel quelesnceudseprésenteresvariablesetqu’'unarci — j, étiquetépar
I'ensembledesintervalles,indique qu’unecontraintec;j estspécifieg(elle existe). Les TCSP
et les STPsontsouent utiliséspourl’analysede contraintegemporellediéesa desactités.
Dansla communautéscientifiquede 'ordonnancemengxploitantles TCSR il a étépris pour
habituded’utiliser desgraphesou les actiités sont liées aux arcs (activity-on-ac graph en
anglaisgrapheAOA pourl'abréviation).
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20 40
X X=X
330 50

FIG. 4.1:Exemplede STP

Définition 19 (Graphe AOA) Un graphe AOA [12] estun graphetel que les nceudgepre-
sententdes événementde déhut ou de fin d’'un ensembled’activités et tel que la longueur
d’'un arc représentda duréede I'activité associédc’estune contrainte tempoelle entre deux
événements).

Un grapheAOA peutétrevu commeunereprésentatiographiqued’un STR La borneminimale
ajj dela contraintecij estassociee |’ actvité reliant'évenementx al'événement;. Sila
bornemaximaleb;; estdifférentedel'infini, uneactvité virtuelle estrajoutéeentrex; etx; de
longueur—bjj.

Exemple: Considérongjuenousvoulonsnousdéplaced’un pointAaunpointC enpassant
parun point B. Sachantjuela duréedu déplacemengntrelespointsA et B varieentre20 et 30
minuteset quela duréeentreB et C varie entre40 et 50 minutes,voici unereprésentatiogra-
phiguedu probleme(figure 4.1). Xa représent&instantde départde A, Xg représentdinstant
d’arrivéedepuisA maisaussil'instantdedépartde B et Xc représentéinstantd’arrivéedepuis
B.

Ainsi lesdeuxcontraintes

Cap 20< xg—X%Xp <30
Csc 40< xc—xg <50

sontreprésentéesousla formedequatreactvités

Cae 20 <Xxg—Xap
Csa —30 <xp—Xs
Csc 40 <x—Xs
Cce —90 <x8—Xx

4.2.3 Extensionstemporellesde réseauxde Petri

Pourprendreencomptelescontraintegjuantitatves,nousavonsvu qu'il existaitdesexten-
sionstemporelleaumodeleréseaude Petri: le tempsestassocié@uxtransitionspu auxplaces
ou auxarcs.Le tempsestassocigle deuxmaniéres soit c’estuneduréeassocié@ untypede
noeudet nousparlonsde réseau< temporisé», soit c’estun intervalle temporelet nousparlons
alorsderéseauc temporebs.
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Nousallonsprésentetes différentesextensiongemporelles' les plus répanduesvec leur
graphed’activité associé.

Lesréseauxde Petri p-temporisés[57]

Définition 20 (Réseaude Petri p-temporisé) Un réseaude Petri p-temporiséstunepaire <
N,©¢p > ouN estunréseauwde Petri mamuéet O+, unefonction®s : P — Q* associanune
duréed; a chaqueplacep; duréseau.

Chaqugetondoit resteraumoinsd; unitésdetempsdansun étatnondisponiblequandil arrive
dansla placep; avantd’étreconsomméarun franchissemerdetransition.

Nous allons voir commentles contraintestemporellesquantitatves introduitespar cette
approchepeuentétreprisesencomptedansle cadredel’analysedesrelationsdecausalitéque
nousavonsprésentéauchapitreprécédent.

Le séquentaractéristiqueléterminéa partird'un étiquetagel’'un arbrede preu\e caracté-
riseunseulordrepartielentrelesévénementassociéauxfranchissementdestransitions Cet
ordrepartiel peutétrereprésentar un graphede précédenceu les nceudssontles franchis-
sementgle transitionet les arcssontles correpondenaux relationsde précédencentredeux
franchissements.

Si nousconsidérongjueles placesd’un réseaude Petri p-temporisésontdesactvités, de
fagonévidentele graphede précedenc@eutétre transforméen un grapheAOA. Les nceuds
annotégar les franchissementde transitiontiJ sontremplacégpar desvariablesx; associées
auxdatesdesfranchissementst lesarcsannotégarlesnomsdesplacesp; sontremplacépar
lesduréesd; associéesaux activités correspondantedouspouwonsainsitraduirel’ensemble
descontrainteggénéréepar le réseaude Petri p-temporiséen un ensembleale graphesAOA,
chaquegrapheétantassocié un séquentaractéristique.

La structurede cesgraphesesttypiqguementcelle d’'un ordre partiel. lls sontagycliques
car nousallonsd’un marquagedonnéa un autre.ll estdonctoujourspossiblede trouver une
solutiona un problemede satisfactionde contraintegemporelleshasésur un réseaule Petri
p-temporiséEn effet, un résultatfondamentasurles graphesAOA [33] nousindiquequ’il est
cohérentsi et seulemensi il ne comprendaucuncycle de longueurpositive. Cependantce
modelene permetde travailler que sur contraintes«< au plustét » sanspossibilitéd’introduire
descontraintes< auplustard». Il n'y aaucunenotiond’urgence.

L'exempledela figure4.3montrele grapheAOA associéuréseauwde Petridela figure4.2
pourl'ordre partielotile franchissemerdetransitiont? alieu avantle franchissemert§. Nous
associonsespectrementauxplacesp; lesduréeg; pourobtenirunréseaudePetrip-temporisé.
Lesvaraiblesx corresponderduxdatesdesfranchissements. Cegrapheeststructurellement
identiqueaugraphedesrelationsde précédenceela figure 3.1.Lesvariabledy correspondent
auxdatesde déhut desactvitésinitialesetlesvariablesH acellesdefin desactvitésfinales.

INousneferonspasun comparatifdesdifférentessxtensionstemporellesNouspréféronspour celarernvoyer
le lecteurala thésede M. Boyer[6]
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FIG. 4.3: GrapheAOA associauréseaude Petrip-temporisé

Lesréseauxde Petri p-temporels[30, 31,29]

Définition 21 (Réseaude Petri p-temporel) Un réseaude Petri p-tempoel estune paire <
N,IS, > ouN estunréseaudePetri mamquéet| S, unefonctiond’intervalle statiquel Sy : P —
QT x (QF Uw) associantneduréeminimaledimin etuneduréemaximaledimax & chaqueplace
pi duréseau.

Lesréseauxde Petrip-temporelont étécréésa partir desréseauxde Petrit-temporelsChaque
jetondoit resterau moinsdimin Unitésdetempsdansla placep; et doit étreconsomméarun
franchissemerdetransitionavantdinax auplustard.

La duréependantaquellele jetonresteradansla placepeutprendren’importequellevaleur
dudomainetemporeldimin, dimax - Avantdimin, le jetonestindisponible Unetransitiondesortie
dela palcep; peutétrefranchieenconsommantejetona partirdumomentoula duréeécoulée
estsupérieurau égalea dimin. Elle ne seraplusfranchissablenconsommantejetonlorsque
la duréeécouléeestsupérieured dimay : le jetonestdit mort La notiondemort d’un jetonest
liée a la notion de violation de contraintetemporelle.ll y a en fait une horlogepar jeton du
marquageourant.

Commedansle casprécédentyoyonscommentcescontraintesquantitatvesvont setra-
duire sur le graphedesrelationsde précédencassociéa un séquentaractéristiqueComme
précédemmenies placespeuent étre vuescommedesactiités. En fait, c’estun jeton dans
uneplacequi correspond l'instanciationd’une actiité d’un certaintype. Mais, commedans
cetteapprochdl y a simultanémentine contrainte« au plus tot » et unecontrainte« au plus
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FIG. 4.4: GrapheAOA associ@auréseaude Petrip-temporel

tard » associées chaqueactvité, ce sontdeux contraintesqui sontassociées chaquerela-
tion de précédencdJne contraintereprésentéa duréeminimaleet I'autre la duréemaximale.
La figure 4.4 montrele grapheAOA associéu réseaue Petride la figure 4.2 ou nousasso-
cionsa chaqueplacep; un internvalle [dimin, dimax] pour obtenirun réseauwde Petri p-temporel.
Ce grapheestvalablepourl’'ordre partielou le franchissememietransitiont} alieu avantle
franchissemertt.

Chaquearc du graphede précédencétantremplacépar deuxarcs(un danschaquesens),
le grapheAOA obtenun’est plus agyclique. Il estdonctout & fait possiblequ’un ensemble
de contraintegemporellesexpriméessousla forme p-temporellesoit contradictoireavec les
contraintedogiquesdesrelationsde précédencexpriméessousla formed’un séquentaracté-
ristique.

Par exemple,le grapheAOA dela figure 4.4 comportedeuxcyclesqui donnentesinéqua-
tionssuivantegla longueurdu cycle ne peutétrepositive) :

d7min + dsmin+ dsmin— damax— Oemax < O 4.1)
d2min+ damin— dsmax— dsmax— d7max < O 4.2)

Nousne considérongjuecesdeuxcyclescarnoussupposongiuepourtouti, dimax > dimin.

Ladifférencondamentaleecetteapprochevec,parexemple celledugraphedesclasses
estquelescontraintegemporellesontexpriméessousla forme de parameéetreg¢les dimin etles
dimax) et nondevaleurs.Au lieu de vérifier pour un jeu de valeursdonnéqu’uneséquencele
franchissementde transitionsestpossibleou non, nousobtenonaun ensemblale contraintes
surlesparamétregleséquationg4.1) et (4.2) ci-dessuspourqu’un certaincomportemensoit
possible Nousreviendronssurcepointalafin decechapitre.

Les réseauxde Petri p-temporelssont capablesie prendreen compteles échéancesles
actiités.Deplus,ils sontplusgénérauxjuelesréseauxde Petrip-temporisésarils permettent
dedécrirecertaingnécanisme&hiensdegardeparexemple)nonmodélisablesveclesréseaux
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FiG. 4.5: Grapheassocia@auréseaule Petrit-temporisé

p-temporisésDe plusil existe déjadesméthodesle programmatioriinéaire qui permettent
d’effectuerunerecherchele solution(voir thesede P. Bonhommg5]).

La différenceentrel’approchedéweloppéedansla thesede P. Bonhommeet la notre est
guenousne nousappuyongassurunesequencee franchissementsbtenueparla construc-
tion initiale d’un graphedesclassegour obtenirun systémed’inéquations Nousl’obtenons
directement partir d’'un graphede précédencexprimantlesrelationsde causalitéstrictement
nécessairesangisqued’introduire desrelationsde précédencearasitesgconséquencefune
linéarisationparticuliérede I'ordre partielinduite parle graphedesclassegsémantiquel’en-
trelacement).

Lesréseauxde Petri t-temporisés[47]

Définition 22 (Réseaude Petri t-temporisé) Un réseaude Petri t-temporiséestune paire <
N, ®¢ > ouN estunréseaude Petri mamquéet O unefonction®y : T — QT associanune
duréed; a chaquetransitiont; duréseau.

Quandunetransitiont; estfranchie,untempsd; s’écouleentrela consommatioresjetonsen
entréedela transition(Pre(t;)) etla productiondesjetonsensortie(Pog (t;)).

Avantderenommetesnceudsetlesarcs,il estimpératifdetransformete graphedeprécé-
dencecarlestransitionse sontplusassimilées desévénementsn effet, le fait d’associete
tempsauxtransitiondie implicitementcesderniéresuxactivitésqui nesontdoncplusliéesaux
arcsdu graphedesrelationsde précédenceChaquenceuddu grapheestainsitransforméenun
arcassocié la duréede franchissementela transitioncorrespondantéésormaisles nceuds
de notregraphesontdesarcsdontles originesreprésentenes datesde déhuts de franchisse-
mentsde transitionet les fins représentenlies datesde fins de franchissementde transition
alors que précédemmeries nceudsttaientdirectemeninterprétéscommeétantdesdatesde
franchissement.

Cettemodificationestreprésentéparle graphedelafigure4.5avecpourexemplele méme
ordrepartielqueprécédemmerdu le franchissemerdetransitiont! alieu avantle franchisse-
mentdetransitiont.
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FIG. 4.6: GrapheAOA associ@uréseauwde Petrit-temporisé

~d3ma 1

1 P1 dimin @A@y/lz
2

dsmin /plF

F5

FIG. 4.7:GrapheAOA associéaurésealde Petrit-temporel

Chaqueplacep; estensuiteremplacégoarla valeur0O étantdonnéquele tempsn’estplus
associéaux placeset qu’elles ne représentenplus qu’unerelationde précédenceEt chaque
franchissemende transitiont! estremplacépar deuxnceudsd ety! associés la transition
ti dansle réseaude Petri. Par contre,nousne remplagongasles instantsinitiaux (11,12, 13)
etfinaux (F1,F2,F3, F4 F®), carils restentassociésux événementse productioninitiale et
de consommatiorfinale desjetons.Nous obtenonsalorsle grapheAOA dela figure 4.6. Le
grapheesttoujoursagyclique et parconséqueni existe toujoursunesolutional’ensemblede
contraintes.

Lesréseauxde Petri t-temporels[37]

Définition 23 (Réseaude Petri t-temporel) Un réseaude Petri t-tempoel est une paire <
N,IS > ou N estun réseaude Petri margué et | S une fonction d’intervalle statiquel § :
T — Q" x (Q* Uw) associanuneduréeminimaledimin et uneduréemaximaledimax & chaque
transitiont; du réseau.

La transitiont; doit restersensibiliséedurantau moins dimin unitésde tempset au plus dimax
unitésde tempsavantd’étre franchie.

Nousnousplagconsdansla sémantiqueopérationnellenultiseneur, c’est-a-direque nous
avons une horloge associéea chaquen-uplet de jetons sensibilisantune transition.ll n'y a
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pasd’effet mémoirec’est-a-direque I'horloge estremisea zéro désqu’un jeton du n-uplet
estconsommépar un franchissemengu'’il s’agisseou nondu franchissemende la transition
concernéeet quele jetonretourneou nondanssaplaceapréesle franchissemengnfin, nous
nousplaconsegalementansle cadrede la sémantique faible », c’est-a-direquelorsqueplu-
sieurstransitionssonten conflit, c’estune décisionexternequi choisitla transitiona franchir
indépendammendes contraintesemporellesLes contraintesemporellesassociéesu fran-
chissementl’'unetransitiondansle cadred’'un scénariacne sontjamaismodifieéesparlescondi-
tions de franchissementi’'une autretransition,mémesi cettederniéreest en conflit avec la
transitionconsidéréekn effet, dansle cascontraireil y auraitunecontradictionavecla linéa-
rité de la logiquelinéairequi supposejuesi un comportemenestpossible,l le restelorsque
desjetonssontrajoutés.

Commepour les réseauxde Petrit-temporisésles activités sontliéesaux transitions.Les
nceudgu graphede précédencéfranchissementde transition)sontdonctransformésn arcs
correspondardguxduréesiefranchissemerdestransitionscequi aupremierabordnousdonne
ungraphedentiquea celuidela figure4.5.

Etantdonnéque c’est un intervalle temporelqui est associéaux transitions,nous avons
besoinde prendreen compteles deux contraintesdansle graphe.Néanmoins cettefois la
premiéredateestcelledela sensibilisatiordela transitionetla secondeelledufranchissement,
supposénstantanéSoit x; la premiéreety; la secondela contrainteminimalecorrespondant
auneduréede sensibilisatiors’exprime directementen mettantun arc de longueurdimin entre
X ety;.

Par contrela contrainted’attentemaximaleposeun problemecarla variablex; correspond
enfait a la borneminimalede la datede sensibilisationSi nousconsidérongpar exemplele
franchissemende ts, I'instant de sensibilisatiorcoincideavec I'arrivéedu dernierjeton dans
I'une de sesdeuxplacesd’entréeps ou ps. Supposongu’il s’agitde ps. La datede sensibili-
sationdets coincidealorsavec la datedu franchissemerdets (ys, nceudfinal del'arc damin).
Doncl'arc delongueur—dsmaxrelie alorsle nceudinal del’arc dspmin aunceudinal de damin.

Le grapheAOA correspondardiu scénaricétudiéen supposanguet; estsensibilisédors
del'arrivéedu jeton danspy, t, estsensibilisédors de la deuxiémearrivéed’un jetonen py
etts lors del'arrivéed’un jetonen p3 estreprésentdigure 4.7 ; pour augmentefa visibilité,
lesvariablesx; ety; ont étéomisesetles nomsdesplacesassociésuxarcsmaintenusaulieu
del'information deleurlongueumulle. Mais pourun autreséquencememousobtiendrongin
autregraphe CommelesgraphesAOA ne nouspermettenpasde représenteun ensemblale
contraintedisjonctives (reliéespar un « ou »), nousn’avons pasdonc pasde représentation
simpledescontraintegjuantitatvesassociéeg un réseaule Petrit-temporel.Une expression
simplen’estpossiblequesi nousnousramenons uneséquencémpliquantun ordretotal entre
lesfranchissementdestransitions.

Toutefoisnouspouvonsénoncetta propositionsuivante.

Propositionl Sile mamquageMo + (Pre— Pog).0] estaccessiblelansR,alorsl'ensembleales
contraintesassociées chaqueréseaude Petri t-tempoel construita partir de R esttoujours
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cohéentpourle marmuageinitial Mg etla liste defranchissementdetransitiono.

Cettepropositiorestdéduitedufait qu’il n’existepasdecircuit positif dandesgrapheAOA
correspondant&n effet, quanda traductiond’'un réseawde Petrit-temporelenun grapheAOA
estfaite,lescircuitsgénéréparlestransitionsgqui ontuneuniqueplaced’entréenepeuwentpas
étrepositifssinoncelaveutdire quelesbornesdonnéesontincohérentes.

Exemple L'aspectle plus intéressanapparaitiorsquedescircuits sontgénérésa partir de
réseawde PetricontenantleuxbranchegparallélesConsidéronpourcelanotreexempledela
figure4.2 dansle cadred’une extensiont-temporelle Un grapheAOA correspondangstcelui
delafigure4.7.

DanscegrapheAOA, il existele circuit [damin, damin, dsmin, —0smax —damay. L'arc attaché
a la longueurnégatve —dsmax relie le nceudcorrespondané la fin du franchissementle la
transitionts aunceudcorrespondard la fin dufranchissemerdets. Cecin’estvalablequedans
le casou la transitiontz a produitun jeton aprésla transitionts. Dansle casou la transition
t4 auraitproduit un jeton apresla transitionts, nousaurionseu l'arc —dsmay reliantla fin du
franchissemerdets alafin dufranchissemerdet;.

Soit 03 la datede productiondu jetondansla place p3 et 8¢ la datede productiondu jeton
dansla placeps. Etantdonnégque pg estproduitavant ps, nousavonsla relation: 8g < 6s.

Soit0; la datedefranchissemendela transitiont;. Noussarzonsque0s € [01 + damin; 61 +
d3min] et que B € [B1 + domin + damin; 01 + domax+ damay- NOus pouvons en déduireque la
conditionnécessairest: damax > domin+ damin. Nousavonsvu précédemmergu’étantdonné
que le tempsétait associéaux transitions,les arcsassociésux placesdansle grapheAOA
représentaienineduréenulle. La longueurdu circuit qui nousintéressedansle grapheAOA
estdonc: 0+ domin+ 0+ damin+ 0+ dsmin — dsmax— dzmax Sachantjue dspmin < dsmax €t que
domin + damin < damaxalorslalongueurde ce circuit estinférieureou égalea zéro.

Aprésavoir montréqu’il étaitimpossibledetrouver descontraintegjuantitatvescontradic-
toiresavec les contraintede précédencsi t4 estfranchieavantts, il estpossiblede faire un
raisonnemendnalogualansle cascontraire.

Cerésultatprovient du fait que pour un réseau-temporelen sémantiqudaible, il esttou-
jours possiblede franchirlestransitionsdansl’intervalle spécifiépuisqueles horlogesne sont
activéesquelorsquelestransitionssontsensibiliséesgt doncfranchissables.

4.2.4 Raisonnementsur lesvariables: controlabilité et non contrdlabilité

Les graphesAOA permettentde représentedes contraintesde précédencet de durées
entreévénementdJn grandnombrederésultatont étéobtenudanscettecommunauté&t plus
généralemendanscelle desTCSP[54, 55]. Lestravauxles plusrécentsdistinguentde facon
réalistedeuxtypesde contraintes les contraintesontingente®t les contraintescontrdlables
[59, 27].
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FIG. 4.8: Réseaule Petrip-temporel

Définition 24 (Contrainte contingente) Une contrainte est contingentesi la duréeeffective
entre les instantsde déhut et de fin d’activité liée a la contrainte estincertaine et ne sela
connuequ’encoursd’exécution.

Dansle domainedel’'ordonnancemergtdela plannification)e termede contraintenoncontro-
lable estaussiutilisé commesynoryme de contraintecontingente.

Définition 25 (Contrainte contrélable) Une contrainte est contrdlablesi la durée effective
entre lesinstantsde détut etdefin d’activité liée a la contrainte peutétre resteinte ou instan-
ciée

La « contrdlabilité» descontraintesemporellesiépendortementdu type d’applicationa
ordonnancerktn effet, suivantla criticité de I'application, le concepteuestamenéa prendre
plus ou moinsen compteles contraintediéesaux exécutionssituéesdansle futur afin d’agir
entempsréel. Pouruneapplicationqui requiertun respectotal deséchéancetemporellesil
seraimpératif de prendreen comptetoutesles exécutionspossiblesutures.Par contre,pour
uneapplicationqui peutse permettrede ne pastoujoursrespectefes échéancetemporelles,
prendreen comptetoutesles possibilitésd’exécutionsfuturesn’est pasforcémenttoujoursle
bonchoix afaire.Le toutestde sasoir cequele concepteusouhaiteprivilégier: 'exécutionde
I'applicationentempsbornéoul’'exécutioncompletedel’application.ll estévidentquevouloir
exécuteruneapplicationentempsbornéetconnual'avanceameneassezsouentle concepteur
afaire dessacrificessurle tempsimparti al’exécutiondestachesqui composentapplication.

Thierry Vidal a caractériséansun article ([59]) plusieursdegrésde contrélabilitéenfonc-
tion dela priseencompteou nond’obsenationssituéesdansle futur pour certainesiécisions.
Nousallonsillustrer parun exemple,composé&edeuxbranchegntreunetransitionfork etune
transitionjoin, quedansnotrecasce choix a uneinfluencesurle modeletemporelchoisipour
le réseauwde Petri.

Exemple Considéronge réseaule Petrip-temporeldela figure 4.8 et songrapheAOA cor-

respondantfigure 4.9). Dansun réseaude Petri p-temporel tout jeton doit quitter la placea
laquelleil appartienunefois la bornemaximaledel'intervalle temporelassociétteinte sinon
le jeton estdit mort (inutilisable). Ce modéleesttresintéressanpour vérifier si la synchro-
nisationde branchegaralléless’effectuebien en tempsvoulu. Dansl’exemple,nousvoulons
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FIG. 4.9: GrapheAOA associ@auréseaude Petrip-temporel

vérifier si lesspécificationsemporellesgonnéeparle concepteyrdestacheseprésentégsar
lesplacesB, C, D etE sontcohérentes.
Pourcela,nousconstruisonsinsystémel’'inéquationginéairesal’aide desvariablesXy, X,
X3 et X4 qui représententespectiement)esdatesdefranchissemerdestransitiong?, t1, t1 et
t3 aveccommeparameétre; = 0. Voici touteslesinéquationobtenues partir du grapheAOA
(ellesreprésentertbuteslescontrainteentredeuxvariablesqu’il estpossiblede déduire):

Xo=X12>21 | X3=X1>21 | Xg=X1>2 | X3—X>-1
Xp—=Xo2> =2 | X —Xg> -2 | Xg =X > -3 | Xo—Xz3>—1
Xg—=Xo2>21 | X—X3>2 [ X—X1 >3 | X3—X>-1
Xo=X42 =1 | XKg—=Xg2> =2 | X1 =X >4 X —-Xz3>1

Considérongesinéquationslesdeuxcolonnese droite en ne gardantjuelesinéquations
oulescontraintesontlesplusfortes:

(@X—X> -1 (Be—X>1 (OXe—X>3 (d)X—X4>—3

RaisonnonsveclesvaleursdesbornesdesinternvallesdesplacesB et D. CommeX; = 0, nous
avons: Xamin = 1, Xamax= 2, Xomin = 1 et Xomax= 2. Pourlesquatrecombinaisonslesvaleurs
du couple (X, X3), une seulesolution vérifie les inéquationga) et (b) ci-dessus X; = 2 et
X3 = 1. De plus, d’apresles inéquationgc) et (d), nousavons X4 > 3 et X4 < 3. Il estdonc
impossiblequela transitiont; puisseétrefranchieala dateX; = 1 carganousdonneraitXs = 2,
cequi estincohérentDemémejl estimpossiblequela transitionts puisseétrefranchieala date
X3 = 2 carnousaurionsX4 = 4, cequi estaussiincohérentll nousfautmodifierlesvaleursdes
intervallestemporelglesplacesB et D si nousvoulonsavoir unmodélecohérentLesnouweaux
intervallestemporelssont[2, 2] pourla placeB et[1, 1] pourla placeD.

Danscet exemple,nousavons pu montrerquelesinternvallestemporelsdesplacesC et E
avaienteuuneinfluencesurlesintenallestemporeldesplacesB et D parle biaisdu STPetde
sonsystemed’inéquationdinéaires.Certainesontraintesapparaisserdinsi plus contrélables
qued’autres.Ici, X; et X4 ont été prisescommecontraintescontingentest X, et X3 comme
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contraintecontrolablesNousaurionspumodifiercesvaleursenprocédané un calculdedates
basésurlescombinaisonsletoutedesvaleurspossiblesCeladit, nousaurionspeutétremodifié
d’autresintervallesquelesintervallesdesplacesB et D. Plusles modificationsdesintervalles
interviennentard dansle réseauprochede la fin), plus les répercussionsur les intervalles
antérieursgpeuent étreimportantesL'utilisation desméthodedde résolutiondesréseauxde
contrainteg(propagatiorde contrainteshouspermetde trouver une solution cohérentesans
avoir a modifier beaucoupde valeurs.L'intérét estquandmémed’apporterun minimum de
modificationssinonceladevienttrop contraignanpourle systeme.

4.3 Exemple: une application multimedia

Danscettepartie, nousallons présenteun exemple de présentatiorde documentsmulti-
médiagraceauquelnousallonsmettreen ceuvretoutesles étapesie notre méthodeen partant
du modéleréseaude Petrijusqu’al’obtentionsoit d’'un ordonnancemernemporelvérifiantles
contraintegemporellessoit de la délimitationdesdomainesdesdatesde franchissemendes
transitions.

Nous avons repris un exemple présentédansles travaux effectuésau LAAS-CNRS par
PN.M. Sampaid53, 52] qui utilisait uneautreapprochdormelle décritedanssathése51].

Pourillustrer notre méthode nousallons considérere scénariomultimediaqui décrit la
présentatiorde deux médiassuccessif§M; et M) avec en paralléleun médiainteractif Ms.
La présentatiodu médiaM; a uneduréede présentatiorindéterminéd0, +oo[, en unitésde
temps.Le médiaM,, qui démarrdorsquele médiaM; setermine,possedeineduréeapparte-
nantalintervalle[10, 20]. M3 estun médiainteractifqui dureaumaximum40 unitésdetemps.
L'aspectinteractifvientdu fait quel’utilisateur ala possibilitéd’interromprece médiaentre30
et 40 unitésde tempsapressondéhut sansquoi saprésentatiorsetermineraautomatiqguement
lorsquesonéchéancenaximale(40) seraatteintell y adeuxsynchronisationdansce scénario
multimedia: uneaulancementlesprésentationdesmédiasM; et M3 etuneal’'arrét despre-
sentationslesmédiasV, et M3. D’apréscesspécificationsousdevonsdonctrouver unedurée
maximalede présentatiordu médiaM,, initialementindéterminéeafin de pouwoir satisfaire
toutesles contraintesle synchronisatiome notrescénarianultimedia.

A partir de cesspécificationspousdéterminonsin modéleréseaude Petri p-temporelen
portantlescontraintesemporellesurlesplacegfigure4.10).La branchecomposéelesplaces
Synd, M1 et M traduitlesprésentationsuccessiesdesdeuxmédiasprécédéeparuneplace
montrantle démarragesynchronisélesdeuxbranchegarallelesdu réseaulLa branchecom-
poséedesplacesSyn@, M3, Useret Sync Fin traduitla présentatiomu médiaM3 avecl’in-
teractionpossiblede I'utilisateur modéliséepar la placeSync Fin. En effet, si la transitiontg
estfranchieavantquela duréeliée ala placeU sern’atteignesavaleurmaximale(10 unitésde
temps),il fautimmédiatemensensibiliseda transitiont; pour pouvoir arréterla présentation
multimedia. Celaexplique pourquoinousavons associéun intenalle [0,0] car nousne sou-
haitonspasqu’il y ait d’attentedanscetteplace-la(Sync Fin). Cettebranchedéhute comme

80



4.3. EXEMPLE : UNE APPLICATION MULTIMEDIA

Synd]0, 0] 1[0, +o0] 2[10,20]

oensio %P%
@ t @ Fin[0,0]
@%@%@% 7

Syn@[0, 0] M3[30,30] User0,100 SyncFin[0,0]

FIG. 4.10:Réseauwe Petrip-temporedel'applicationmultimédia

l'autre parune place(Syn®&) qui montrele démarragesynchroniséet instantanéu médiaMs
avecl'autre.

A partir du réseaude la figure 4.10, nousallons d’abord obtenirles ordrespartiels. Pour
celanousallonsconstruireun arbrede preuwe enlogiquelinéaire correspondarau probleme
d'accessibilitéentrele marquageénitial Mg = {Dehut } etle marquagdinal M, = {Fin} pourle
réseaude Petricomposélesfranchissementde transitions{ty, tp, t3, t4, s, tg, t7}. Ce probleme
d’accessibilitésetraduitparle séquent My, lo F My, aveclg = {t1,1, 13,14, ts, tg, t7}.

Laconstructiordela preuve deceséquenhouspermetdevérifierqueM, estbienaccessible
apartirde Mo pouruneséquencelefranchissementdonnédg. Toutaulong dela construction
dela preuwe, nousétiguetondesfranchissementdetransitionainsiquelesatomessonsommeés
et produitsparla méthodeproposéauchapitre?.

Plusieursensemblesle relationsde précédenc@euentétreassociés un arbrede preuve
construit.Dansnotre exemple,commeil n'y ani conflit de transitionsni conflit de jetons,il
existe un seulensemblale relationsde précédenceui peutsetraduirepar un séquentarac-
téristiquedont les atomesdes marquage®t les franchissementde transition sont étiquetés
commesuit:

Detut[11],t1,t3,td. 12, t2.t2 t3 - Fin[t}]

avec:
t: Detut[I]—-Synd[tl]@Syng[t] | t1 : Synd[t}]—oM;[t]]
t3 : Syn@[ti]—oMgz]t}] t3 - My[t3]—My[t]]
t2 : Ma[t3]—Useftd] t3 : Usertd]—SyncFin[t}]

t7 : Mg[t]®SyncFin[t}] —Fint3]

Nouspouwnsdésormaigsonstruirede graphede précédenca partir de ce séquentaracté-
ristique.Un grapheAOA représentein STPde contraintedinaireset temporellesNouspou-
vonsdoncconstruiredirectemente grapheAOA de la figure 4.11 associé notre modelep-
temporelenrespectaniesrelationsde précédencdu séquentaractéristique.

Une particularitéde ce grapheAOA estla présenceale I'arc étiquetépar —o représentant
la contrainteentreXy et Xo. Cetarc peutétre éliminé.En effet, unecontraintede ce type sera
toujourssatisfaite C'estpourquoinousl’avonsindiquéentraits pointillés.
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X1 X7
X %
0 30 0 0
X3<z5 X5 <19 %6

FIG. 4.11:GrapheAOA du scénarianultimedia

Danscetexemple,nousavonsunecontraintecontrdlableentreX, et X, qui correspondila
duréedu médiaM1 qui peutétrerestreinteouinstanciégourrespectela cohérenceluSTR En
effet, la duréede cemédiava dépendralela duréedesautreamédiaset surtoutdel'interaction
del'utilisateurqui peutarrivern'importequandentrela dateXs = 30 etla dateXg = 40.Ici, nous
pouvonsparlerdedatecarl’origine temporelledel'application(dateX; = 0) estsonlancement.
La datedefin d’exécutiondu médiaM3 étantégalea X; + 30 unitésdetemps.Lesvaleursdes
variablesX denotreSTPsontd’ailleursdesdatesetnondesduréesarlesvariablegeprésentent
lesinstantsde franchissemenrde transition.La différenceentredeuxvariablescorrespond la
duréed’exécutiondestachesséparantes variablesconsidéréesss = 40 estla datemaximale
possiblepourla fin dumédiaMs maiselle peutvarierenfonctiondel'interactiondel’utilisateur.
NousavonsdoncunecontraintecontingenteentreXg et Xs diea l'incertitude surl'interaction
del'utilisateur, incertitudequi neseralevéequ’aucoursdel’exécutiondel’application.

Il resteunederniérecontrainteentreX; et X4 qui correspona la duréedu médiaM, et qui
elle aussine seraconnuequ’en coursd’exécutionde I'application. C’est doncune contrainte
contingente Cependantglle n’est paslibre de choisir sa valeur sur son intervalle, c’est la
contrainteentre Xs et Xs qui fixera savaleur sanstoutefoisrestreindre’intervalle associéa
M,. C’estl'in versede la contrainteentreX, et X, pourlaquellenouspouvonsdéfinir uninter-
valle de manierestatique c’est-a-direavant 'exécution.Au coursde I'exécution,elle pourra
prendren’importequellevaleursurl'intervalle défini statiquement.

Pourrésoudreeproblémeaemporelhouscommengonparénumeéretoutedesinéquations
du systémdinéairecorrespondardaugrapheAOA delafigure4.11.

Le systemanitial suivantcomportetouteslesinéquationentredeuxvariablessuccessies
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pourtouslescircuitspossibles

Xo—X1 >0 X3—X1 >0 Xe— X5 >0

X1—X>0 X1—X3>0 X5 —Xe > —10
Xog—X1 2> —0 | X3— X1 > —30| Xg — X5 > —20
X1—X22> =30 X1 —Xg2> —0 | Xg—Xg > —00
X4—X2>0 Xs—X3>30 | X7—Xs>0

Xog—Xg42>—0 | X3—X52> 30| Xg—X7 >0

X4—X%>10 | Xs—X3>0 X7 —Xe > —30
Xo—X42>2 =30 Xg—Xg > —0 | Xg— X7 > —
X7—X4>10

Xg—X7 2 =20

X7 —Xq 2 —o0

X4—X7 > —40

A partirdecesytémenouspouwonséliminercertainesnéquationsafin deneconserer que
lescellesexprimantlescontraintesesplusfortesentredeuxvariablesAinsi, parexemple,nous
éliminonslesinéquations; — X; > —o et X; — X, > —30carellessontmoinscontraignantes
(plusfacilesa satisfaire)quelesinéquationsX, — X; > 0 et X; — X > 0. Le premiersysteme

réduitsera:

Xo—X1 >0 X3—X1 >0 Xe— X5 >0
X1—X >0 X1—X3>0 X5 —Xe > —10
Xg—X22>10 | X5—X3>30 | X7—Xs>0
Xo—X42>—30| X3—Xs > —30| Xg—X7 >0
X7—X42>10

X4—X7 > —20

D’aprescesinéquationsgdessimplificationspeuwentétreeffectuéeskn effet, la variableX;
correspondardufranchissemerdet; (premiéerdransitionfranchiedansle réseaugstnulle car
l'intervalletemporelassocié la placequila sensibiliseest[0, 0]. Nousendéduisongjue:

Xo=X1=0
X3=X1=0

NousposonsX; 23 commela variablequi représenténdifféremmente nceudX; ou X, ou
X3 doncX;23 = 0. De mémenousposonsXgz commela variableuniquepour Xg et X7. Nous
obtenonde nouwausystemeaéduitsuivant:

Xi23 = 0 | Xs—Xpp3 > 30
X4—X123 > 10 | X23— X5 > —30
X123—X4 > —30| Xe7—Xs > O
Xe7—X4 > 10 | Xs—Xs7 > —10
Xo—Xe7 > —20
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10,30

[
X4
20< 10
Xe7
[30,40]

FIG. 4.12:GrapheAOA réduit

Nousremplagons{;»z parsavaleuret simplifionsainsile systemeprécédent

X4 > 10 Xs5 = 30

X4 < 30 [Xe7—X > O

Xe7—X4 > 10 | Xs—Xe7 > -—10

Xa—Xe7 > —20
Celanousaméneausystemaninimal suvantenremplacaniXs parsavaleurnumérique

Xe7—X4 > 10 (4.3)
X4—Xe7 > —20 (4.4)
avec 30< Xg7 <40 (4.5)
et 10< X4 <30 (4.6)

D’aprescederniersystemenousobtenonde nouveaugrapheAOA dela figure4.12.

A partirdesinéquationg4.1) et (4.2),nouspouvonsvérifier si lesencadrementsbtenusen
(4.3)et(4.4) sontcohérentsPourcela,nousallonsremplacetesvariablesdanslesinéquations
parlesvaleursauxbornesdel’encadrementNousavonsdoncquatrecombinaisonsle valeurs
possibles

— Xg7=30etXs = 10,

— Xg7=40etX, = 10,

— Xg7=30etX, = 30,

— Xg7=40etX4 = 30.

Enremplacantes variablesdansles inéquationsnousremargquongjue pour chacundesdeux
couples Xs7 = 40, X4 = 10) et(Xs7 = 30, X4 = 30), uneseuledesdeuxinéquationestvérifiee.
Celaindique que les bornesdes encadrementdesvariablesXg; et X4 ne sont pastoujours
adéquate?ourquelesbornessoientadéquatesl faut modifierla valeurdecertaines.

Sachantjue Xg7 estunevariableliée a la contraintecontingenteentreXs7 et Xs, et que X4
estunevariableliée ala contraintecontrolableentreX, et Xo, nousdevonsraisonnedemaniére
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asatisfaireprioritairementia contraintecontingentest donca satisfaire¢outd’abordlesvaleurs
deXg7.

A partir desinéquationg4.1), (4.2) et du domaineincertainde Xg7, nousavonsdeuxcas
possiblesievaleurspourX, :

— 1°" cas: nouspouwnstrouver un domainede valeurspour X4 pourlequelil existe au
moinsunesolutionpossiblepour Xg7.

— 2@ cas: nouspouwonstrouveraumoinsunevaleurpour X4 pourlaquelletoutesesvaleurs
de Xs7 sontpossibles.

Pourraisonnernousallonstravailler aveclesbornesde Xg7.

En utilisantl'inéquation(4.1) et enposantXs7 = 30, nousnousplagonsdansle casle plus
contraintpour les valeurspossiblesie X4. Nouscherchonsinsia trouver la plus petiteborne
maximalede X4 : housobtenonsXy < 20. En utilisantI'inéquation (4.1) et en posantXg7 =
40, nousnousplagonsdansle casle moins contraintpour les valeurspossiblesde X4. Nous
cherchonsinsiatrouverla plusgrandebornemaximalede X4 : nousobtenonsXs < 30.

Maintenantenutilisantl'inéquation(4.2) etenposantXsz = 30, nousnousplaconsdansle
casle moinscontraintpourlesvaleurspossiblede X4. Nouscherchonsinsia trouver la plus
petiteborneminimalede X4 : nousobtenons{s > 10.Enutilisantl'inéquation(4.2)etenposant
Xs7 = 40, nousnousplaconsdansle casle pluscontraintpourlesvaleurspossiblesie X4. Nous
cherchonsinsiatrouverla plusgrandeborneminimalede X4 : nousobtenonsXy < 20.

Dansle casle plus contraint,noustrouvonsl’encadremenf0 < X4 < 20 et dansle casle
moinscontraint,noustrouvons10 < X4 < 30.Le casle pluscontraintcaractériséensembledes
valeursde la variableXs pourlequeltoutesles valeursde Xg7 satisfontles contraintede syn-
chronisationPar contre I'encadremen10 < X4 < 30, qui corresponducasle moinscontraint,
caractériséensembledesvaleursde X4 pourlequelil existeaumoinsunevaleurde Xs7 qui sa-
tisfassdescontraintesle synchronisationlu scénarioEn effet, si nousfaisonsunevérification
parle calcul,nousvoyonsbienqu’enprenantXy égalea 10 et Xg7 €galea 40, nousnevérifions
paslesdeuxinéquationg4.1) et (4.2).

L'intervalletemporeldela placeM; duréseap-temporetelafigure4.10nedoitdoncplus
étre[0, o] maisl'intervalle de'un desdeuxcascaractérisési-dessusuivantla flexibilité que
le concepteuneut laissera I'utilisateur pour interagir Pour que I'utilisateur puisseinteragir
n’importe quandentrela date30 et 40, il choisira[20,20] sinonil choisira[10,30]. Dansce
derniercas/ utilisateurseracontraintanepouwir éventuellemeninteragirdanda présentation
multimediagu’enun instantdonné.

4.4 Conclusion
Dansce chapitre ,nousavonsmontréquele graphede précédencebtenuparle biaisd’'un

arbrede preu\e enlogiquelinéaire pouait setraduiresousla formed’'un STP Pourcela,il a
fallu effectuerdeuxtransformations
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— les franchissementde transition,représentépar les nceudsde notre graphede précé-
dencegenvariablesemporelles,

— lesplacegdenotreréseaude Petri représentéparlesarcsdenotregraphedeprécédence,
encontraintesemporelles.

Suivantle type de modéleutilisé, nousavonsun ou deuxarcspour la contraintetemporelle.
Pourun modéletype « temporisé», il y aunseularcpourla duréeassociée la transitionou a
la place.Pourun modeletype « temporeb», il y adeuxarcs: unpourla contrainteminimaleet
un pourla contraintemaximale.

Il estplus naturel de faire une traductiona partir desréseauxde Petri p-temporisé®t p-
temporelscar les actiités sontassociéesux placeset les événementsux transitions.Cela
paraitmoinsnaturelaveclesmodeleg-temporiségtt-temporelcarlescontraintesemporelles
sontreprésentégsarlesfranchissementdetransitionhabituellementtiliséespourreprésenter
desévénementgjeschangementd’état.Le grapheAOA généréparun modeleou le tempsest
associ@uxplacegparaitainsiplussimple.

Nousavonsde plus rencontréunedifficulté sérieuseavec les réseauxde Petrit-temporels
car la déterminationdu grapheAOA nécessitade connaitrequel estle dernierjeton arrivé
pour chaquetransitionayantplus d’une place en entrée.Cetteinformation n’est clairement
accessiblejuesi nousconsidéronslesséquencede franchissemergt non desordrespartiels
entrelesfranchissement£ecivientdu fait quelesgraphesAOA ne peuentpasexprimerdes
contrainteglisjonctves.

Nousavonsainsimontrerquel’utilisation conjointedesréseaude Petrip-temporelsdes
graphesAOA etdesSTPnouspermettaitde trouver aumoinsunesolutionsatisfaisantes’il en
existeune,a un problemed’ordonnancemergntempscontraintpour chaqueordrepartiel sans
avoir aconstruirde graphedetouslesétatgpossibleslenotremodéle La solutionobtenuen’est
bien sdrvalableque pour I'ordre partiel générépar I'utilisation de la logiquelinéaire et dans
lequelnousavonspropagdescontraintesemporellesDansle casou un conflit apparaitautant
d’ordrespartielsque de cheminsdifférentsdevront étre générégour lesquelsnouspouwons
trouver unesolutionqui seradifférentepour chaqueordre partiel. La figure 4.13montrebien
commentl estpossiblede générera partir de n’importe quel réseaude Petriun ensemblele
grapheAOA pourun problemed’accessibilitédonné.
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Réseaule Petri

+Minitial + Mftinal + tij

OoPy oP, OPR,
+ Temps
AOA

FIG. 4.13:Méthodeglobale
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Chapitre5

Analysetemporelle symboliqueet
guantitative

5.1 Intr oduction

Dansun réseaude Petrit-temporel[37], lesintenallestemporelsassociésux transitions
ne sontpris en comptequ’a partir de leur sensibilisationc’est-a-direquele compteurlié ala
transitionnecommence compterle tempsquelorsquetouslesjetonsde Pre(t) sontprésents.

L'intervalle de tempsassociéux transitionscorrespond uneduréede sensibilisatiorim-
précise Ainsi, unetransitiont; dontl'intervalle temporelest|dimin, dimay Signifiequela transi-
tion serafranchieau plustét dimin unitésdetempsapressasensibilisatioret au plustard dimax
unitésde tempsaprescelle-ci.La transitionestfranchieinstantanémergntrecesdeuxbornes.
Formellementuneduréede sensibilisatiord; estassocié& chaqueransitiont; du réseaule
domainedevaleurspossiblegpourla duréed; estA; = [dimin, imax-

Nousavonsvu auchapitreprécédentjuecelaposaitun problemepourexprimerlescontraintes
detype«dateauplustard» carellesnes’exprimentpascommeuneconjonctiondecontraintes
linéaires c’est-a-direentredeuxévénementdetype franchissemerdetransition.

En effet, considéronga figure5.1. Supposonsguela datede franchissemerdet; soitdéli-
mitéepar[D1min, D1imax €tcelledet, par[Damin, Domay - La datedesensibilisatiordets auplus
tot estmax D1min, Domin) etla dateD3 defranchissemerdets doit verifierlesdeuxcontraintes

thn P
H_,

t3 [d3min7 d3ma>J

H_,
b P

FiG. 5.1: Exemplederéseau-temporel
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binairessuvantesdefaconconjonctve:

D3
D3

D1min+ d3min

>
> D2min+ damin

La datede sensibilisatiordetz au plustard estmax Dimax D2max €tla contraintede fran-
chissemenau plustardest: Dz < maxXDimax D2max) + damax Cettecontrainten’estpaséqui-
valentea la conjonctionde:

D3 < Dimax+ damax
D3 < Domax+ damax

qui estéquivalentea : D3 < min(D1imax D2max) + damax C'estpour cetteraisonquel’ensemble
descontraintesemporellegpourun scénariacorrespondard un séquentaractéristiquaepeut
passemettresousla formed’'un TCSP(nousrappelongjuece dernierreprésente&n ensemble
de contraintesinaires).Nousvoyonsque par contre,a I'aide desopérateursnaxet +, nous
pouvonsécrirelescontraintesousuneformealgébrique.

D’autrepart,nousavonségalemenvu auchapitreprécédenguel’ ensembleescontraintes
temporellesiéfiniespar un réseawde Petrit-temporelétaittoujourscohéreng I'intérieur d’'un
scénarioCelaveutdire quele choix d’'unedatedefranchissemerourunetransitiont; ne peut
pasrendrela contrainteconcernantinetransitiontj postérieurét; impossiblea vérifier.

Etantdonnéque nousn’avons pasbesoinde prendreen compteles contraintedinales, il
n'est pasnécessairele générera priori les scénariode franchissementde transitions.Les
datesdedéhut et fin detdchepeuentainsiétrecalculéesa la volée

Un algorithmepermettante calculerdesdatesde franchissemende transitionsa la volée
basésur les réseauxde Petrit-temporiség47] a partir de scénarioxompletemenscpécifiés,
obtenusapreda résolutionde problemegl’accessibilitétde marquagesa étéprésentéang46].
Cetalgorithmeestbasésur la constructiond’'un arbrede preue en logique linéaire dansle
fragmentMILL carcommele travail décritdansle chapitreprécédentil s’appuiesurunere-
cherchalesrelationsde causalité Etantdonnéquelesduréesontassociéeauxtransitionses
datessontassociéedurantla constructiorauxatomegroduits.Desdates« symboliques> sont
utiliséesafin de conserer toutesles relationsde causalitéentreles atomesconsommeéet les
atomesroduitsparlesfranchissementdetransition.

Dansce chapitrenousétendongetteapprocheauxréseaude Petrit-temporelsarils sont
plus générauxque les t-temporisésDe plus les résultatsobtenusavec les t-temporiséssont
conservéswvec les t-temporelsa savoir la caractérisatiomlesduréesde scénario.Nous nous
plagconsd’aborddansun cadrede sémantique faible » puisde sémantique forte ». En effet,
une accessibilitéde marquagepeut étre vraie en sémantiqudaible et fausseen sémantique
forte. Cetteextensiona étéinitiée parB. Pradin-Chézalviedt RobertValette[45] etdéweloppée
dang[50].
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5.2 Lesréseauxde Petri t-temporels: une approchesymbo-
lique

5.2.1 Sémantiqueforte et faible

Dansles réseaux-temporisés|a valeurassociée chaquetransitioncaractérisda durée
defranchissemende cettetransition.Pendantettedurée lesjetonsne sontni danslesplaces
d’entréedestransitions(ils sontréservéshi dansles placesde sortie.Les conflits ne peuvent
apparaitregu’avantle détut du franchissemende I'une desdeuxtransitions Les conflits sont
résoluspar desdécisionsextérieureset ils ne remettentpasen causeles duréesquantitatves
associéeauxtransitions.

Par contre,il existe deuxsémantiquegpour traiter les conflits dansles réseauxde Petrit-
temporels la sémantiquéaible etla sémantiqudorte. La sémantiqudorte estbaséesurle fait
gu’unetransitionsensibiliséd; doit nécessagmentétrefranchieau plustard quandsadurée
desensibilisatioratteintla bornemaximaledimax del'intervalle. Elle nepeutrestersensibilisée
au-delamémesi elle esten conflit avec une autre.Ainsi les conflits peuvent étrerésoluspar
les contraintegemporellediéesaux transitions En sémantiqudaible, noussupposonsjuela
duréedesensibilisatiort; peutprendresavaleursurtoutle domained; lors du franchissement
de la transitiont;. Il esttoutefoispossiblequ’unetransitionrestesensibiliséeplus longtemps
guedimax Si elle n'estpastirée,dansce caselle nerestergpasfranchissable.

Pour gu’une séquencale franchissementsde transitionssoit valide, il estnécessairale
considérerque les duréesde sensibilisatiorappartiennenaux intervalles [dimin, dimaxy] que ce
soit dansle casde la sémantiqudaible ou de la sémantiqueforte. Par contre,en présence
d’un conflit, le traitementest résolude manieresradicalemendifférentesen fonction de la
sémantiquehoisie.

Pourcela,considéronsexempledela figure5.2ounousavonsunréseaue Petrit-temporel
aveclestransitionst; ett, enconflit. Nouspouwonsavoir deuxsituationsde marquagediffé-
rentes.

Soit la situationou les datesde productiondesjetonssontégalesa 0 pour les placesPa
et P, et celle de P; estégalea 2. Si nousnousplagonsdansle cadrede la sémantiqudorte,
noussommesobligésde franchir la transitiont; et ce dansl’intervalle [1,3] cart, ne pourra
étrefranchieque dansl’intervalle [4, 7] donttoutevaleurestsupérieured la bornemaximale
de l'intervalle associéa t;. L'intervalle [4, 7] estobtenuen additionnanta datea laquellela
transitiont, commence étre sensibiliségla datede productionde Pc) aux bornesde [2,5].
Par contre,si noussommesdansle cadrede la sémantiqudaible, nousavonsla possibilité
de choisirdefranchirty dansl’intervalle [4, 7] ensupposangu’unedécisionexternebloquele
franchissemerdet; pourrésoudrde conflit.

Maintenant,considéronda situationou les jetonsdesplacesPa, Ps et Pc sontproduits
simultanémentLeur datede productionestdonc0. Si nousnousplaconsdansle cadrede la
sémantiqudorte, nousavonsla possibilitéde franchirt; dand’intervalle [1, 3. La transitiont,
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Pa Ps Pc

—=t; [L3] ==t [25

FiG. 5.2: Exempledetransitionsen conflit

devra obligatoiremenétre franchiedansl’intervalle [2, 3] cart; ne peutétrefranchieaprésla
date3. Dansce cas-la,lesintenallestemporelsn’ont paspu résoudrde conflit de transitions
mémesil'intervalledet; aeuuneinfluencesurceluidet,. Nousendéduisonsgjuela sémantique
forte résoutles conflits de transitions,lorsqu’elle le peut, en tenantcompteuniquementes
valeurstemporellesDe plus,lesintervallesréelsdefranchissementeuwentétremodifiés.

Quanta la sémantiqudaible, les conflits sonttoujoursrésoluspar unedécisionexternecar
lestransitionssontconsidéréemdépendammerdt sontseulementontraintegarleur propre
intervalle temporel.Cela signifie que mémeen conflits, les transitionsn’ont pasleur inter-
valle temporelmodifié par les intervallesdesautrestransitions. Commeindiqué dansle para-
graphet.2.3 lasémantiquéorte estdoncencontradictioraveclalinéaritédelalogiquelinéaire
qui supposejuesi uneséquencestfranchissablelepuisun marquagelorselle le resteméme
si desjetonssontajoutésau marquageourant.En sereplacantans’exempledela figure5.2,
la présenceul’absencad’un jetondansla placePa n’a aucuneanfluencesurle franchissement
det; dansle cadredela sémantiquédaible, maisce n’estpasle casdanscelui dela sémantique
forte.

Par la suite,commenousallons travailler avec desdatessymboliquesnousne pouwons
de toute faconpasutiliser la sémantiqudorte car elle estinévitablementiée a un raisonne-
mentbasésur I'utilisation desvaleursnumériquesiesintervalles de sensibilisatiorpour ré-
soudreles conflitsentrelestransitions Nousnoussituonsdoncdansle cadredela sémantique
faible pour notre approchesymbolique Les duréesde sensibilisatiord; peuvent étrechoisies
librementsur leur domained; indépendammerdesconflits. Commenousl'avonsindiquéau
paragraphd.2.3,nousnoussituonsdansunesémantiqu@pérationnellenultiseneur

5.2.2 Arbr esde preuveset datessymboliques

La constructiordesarbresde preuvesdansnotre approchesymboliquesefait dela méme
manierequecellequenousavonsprésentéauchapitrel. Elle sefait toujourspourdesséquents
dela forme Mo, g - My. Unefois qu’un arbrede preuwe canoniqued’un séquengestconstruit,
nousavonsvu qu'il étaitpossiblede mettreenévidencd’ordre partielassociénassociantine
annotatiorauxatomedogiqueset aux applicationge la regled’éliminationa gauchede I'im-
plicationlinéaire.L’ordre partielestalorscompletementiéfini parun arbrecanoniqueannoté.

Nousavionschoisid’étiqueterchaqueatomepar le franchissemende transitionqui I'avait
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produit. Etant donnéque les intervalles temporelssont associésaux transitions,dorénaant,
nousallons calculernos datesdirectement partir de cet arbrecanoniqueannotéen rempla-
cantl’étiquettedu franchissemende transitionassociée I'atome par uneétiquettetemporelle
contenanta datede productionetla datede consommatiomle I'atome.

Pourle calculsymboliqueet I'étiquetageassociénousutilisonsles notationssuivantes

— Dj pourlesdategensupposantjueD; estdélimitéepar|[Dimin, Dimax).
— dj pourlesdureesie sensibilisatior{d; estdelimitéepardjmin, djmax)-

Une paire (Dp,D¢) estdoncassociée chaqueatomede 'arbre de preuwe : elle représente
les datesde productionet de consommationCommeles franchissementde transitionssont
instantanéglanslesréseaux-temporelsnouspouvonsdonnera définitionsuivante:

Définition 26 (Datesde production et de consommation) La datedeproductionD, d’'unatome
estégalea la datedefranchissementlela transitionqui I'a produitetla datedeconsommation
D. estégalea la datedefranchissementle la transitionquil’a consommeé.

Quandla datede consomatiom’est pasconnue(elle n’a pasencoreété calculée),nous
remplagongelle-ciparun pointpourlindiquer : (Dp, .). Cespairesapparaisserdansla partie
principaledu séquentar celasignifie quel’atome associén’a pasencoreétéconsomméLes
séquentsdentitésgénérégansla partiegauchede la preuwe contiennentlesatomesdont la
paire (Dp,Dc) estcompletementiéfinie: cessequentsorrespondenaux feuilles desarbres
et comportenties informationstemporellesdesatomes.Cependantpour garderune certaine
cohérenceavec I'annotationqualitatve du chapitrel, nousséparonsette paire en deuxen
mettantla datede productiona gauchedu séquenidentité et la partieconsommatiora droite
commele montrele séquentdentité: A(Dp,.) F A(., D).

Le calculdesdatesdansl’arbre de preue canoniqueesteffectuédela fagconsuivante:

— Unedatede productionD; estattribuéeatouslesatomesdu marquagenitial Mo.

— Pourchaqueapplicationdela régled’éliminationa gauchede l'implication linéaire—y,
la datede franchissemerde cettetransitionestcalculée: elle estégaleaumaximumdes
datesde productiondesatomesconsommeésiugmentée la duréede sensibilisatiord;
associée la transitionconsidérée.

— Une misea jour desétiquettedemporellesesteffectuéepourles atomesconsommést
produits.

A partir desdatesde productionet de consomatiordesatomesde notre arbrede preuve
canoniquenoussommesapablegie calculerla duréedu scénariocorrespondard la preuve
et lesduréesde séjourdesjetonsdansles placesdu réseaude Petrit-temporelassocié Nous
pouvonsdonneresdeuxdéfinitionssuivantes

Définition 27 (Durée de scénario) La duréed’un scénarioestégalea la différenceentre le
maximundesdatesde productiondu marquagefinal My, etla datede productiondu mamquage
initial M.
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QL
@y Yo
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FiIG. 5.3:Réseaule Petriexemple

Silesjetonsdu marquagenitial ontdesdatesde productiondifférentesnousprendronda date
deproductiondu dernierjetonproduit.

Définition 28 (Durée de séjour) SoitunatomeA dela preuveavecuneétiquette{Dp, D¢), sa
duréeedeséjourdansla placeA estégalea D — Dp,.

Exemple

Prenond’exemplede la figure 5.3 dontI'arbre de preuwe canoniquedonnéen annee C,
correspondau problemed’accessibilitétraduit en logique linéaire par le séquentour la sé-
quences =tg;to;t3;1s :

Aiatata F (5.1)
Mo lo Mpn

Soit Dp_x la datede productiond’un atomeX et Dc_x sadatede consommationNous
reprenond’arbre canoniquale'annexe C et nousréécrionsla preuwe eny ajoutantesdates
symboliquesNousne traiteronsl’exemplesur I'arbre de preuve que pour le déhut de I'arbre
depreuwe. La suitesetrouve dansl’annexe C. Au déhut dela preuwe, le datede productiondu
jetonA du marquagenitial aunedateinitiale Da quijouele rle d’un parametre.

Nousavonsd’abordle franchissemende la transitiont; représentéar I'utilisation de la
regle —o qui produit deux séquentrémissesLe séquentprémissegaucheest un séquent
identitéetle séquenprémissedroit qui estle séquenprincipaldela preue.

id
A(Dp,.) FA(.,Da+d1) B(Da+d1,.)®C(Da+d1,.),to,t3,ta F F
A(Dap,.),t1,to,t3,ta F F

—OL

Laconstructiordela preue aveclesétiquettesledatessymboliqueseconstruitdelaméme
faconetdonnela preuwe canoniqueaglobaledel’annexe. Lesexpressionslesdatessymboliques
correspondard cettepreu\e setrouve enannee C.
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A partir de cesexpressionssymboliquesnoussommescapablesie calculerla duréedu
scénaricetla duréede séjourde chaqueatomedansla placeassociée.
La duréedu scénaricest:

dscen= d1 + maxdy, d3) + da

Dansle casdel'atomeD, la duréede séjourdansla placeestégalea d, + maxd,, dz) — d,
qui esttoujourssupérieumu égala ds. C'estcohérentcar celacorrespondien a la duréede
sensibilisatiordela transitionqui vaconsommeb.

Cescalculsdeduréesnontrentbienl’utilité desdatessymboliqueskn effet, elle permetde
comparerdesdatesmaisausside tenir comptedesrelationsde causalitéen prenanten compte
le passecommuninclus dansdeuxdatesdifférentesPar exemplela duréedu scénarioestin-
dépendantele Da et son évaluationne seradonc pasentachéear I'imprécision associéex
Da.

5.2.3 Délimitation desdomainestemporels

Le raisonnemertemporebasésurdu calculsymboliqueestlié auxvaleursquelesvariables
symboliquegeuentprendreDansnotrecas,il estimportantdedélimiterlesdomainesurles-
guelslesdatesetlesduréegprennenteursvaleurs Dansle casdesréseauxde Petrit-temporels,
chaquaduréedesensibilisatiord; prendsesvaleurssurun domaingemporeld; = [dimin, dimax]-
Commelesdatesetlesduréescalculéesiépendendesd;, leursdomaineserontaussidesinter-
valles.Dire quele domaineded; estl'intervalletemporel[dimin, dimax €tquechoisirunevaleur
ded; surcedomaineestlibre (eneffet, noussommegiansle cadredela sémantiquéaible) est
équivalenta dire qued; estune valeurimprécisedélimitéepar un intervalle disjonctif. L'im-
précisionestun casparticulierdu domainedu flou et pour celanousutilisonsles opérations
déweloppéegparD. DuboisetH. Pradedans[11] pourlesintervallesflousafin de délimiterles
domainegiesvaleurspossiblegourlesdatesetlesdurées.

PlusieursopérationsontdéfiniespourdeuxintenallesA = [Amin, Amax €tB = [Bmin, Bmax :

— maxA, B) = [max Amin, Bmin), MaXAmax, Bmax)],
— min(A, B) = [Min(Amin, Bmin), MiN(Amax Bmax)],
— A+ B = [Amin+ Bmin, Amax+ Bmax

— A— B = [Amin— Bmax Amax— Bmin|.

Considérongexpressiorsymboliquede la datede productiondel'atomeF del'annexe C.
Sondomaineestl'intervalletemporel:

[Da + dimin + max damin, d3min) + damin,
DA + d1,max-+ Max d2max damax) + da,max (5.2)

Une premiereremarqueestcommeles duréessontdesnombregositifs,leur domainedoit
étrerestreintauxvaleurgpositves.Unesecondeemarqueestquetravailler avecdesexpressions
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symboliqueséduitl'imprécision.Si desactvités sontexécutéeen série,l'imprécisionestac-
crueétantdonnéquel'imprécisionde chaqueduréede sensibilisatiorde transitionestajoutéea
chaqudranchissement.e fait d’utiliser desexpressionsymboliquegpourle calculdesdurées
permetd’éliminer lesimprécisiongpasséetorsquenousnousintéressons desduréeset non
adesdatesPar exemple,la duréede séjourde 'atome C dansla placeestégalea ds et prend
sesvaleurssurle domain€dsmin, d3may- Dansle calculde cettedurée nousavonséliminél'im-
précisionde d;. Si nousavions calculéla duréea partir desvaleursnumériquesiesdatesde
productionet de concommationnousaurionseu uneinfluenceprovenantde I'imprécisionde
d1(dimax— dimin). Le domaineauraitété:

[d3min + d1min - d1ma><7 d3max+ dlmax— d1min]

La logiquelinéairenouspermetdoncd’avoir unemeilleur évaluationdesduréesde séjours
dandesplacedesréseauxiePetrit-temporelenexploitantaumieuxlesrelationsdecausalité.

5.3 Raisonnementquantitatif en sémantiquefaible

5.3.1 Notionsde marquagespotentiels

Nous venonsde voir que desdatessymboliquespounaient étre calculéesaisémentpour
chaqueatomeau coursde la constructionde I'arbre de preuve canoniqueCependantcomme
nousn’utilisons pasde marquagesu coursde la preue (a I'exceptiondu marquagenitial et
final), nousn’avonsaucunanformationsurl’accessibilitédesmarquageitermédiairesNous
allons maintenanimontrergu’il estpossibled’obtenir desinformationssur I'accessibilitéde
cesmarquages partir desdatessymboliquesiesatomedogiques.De plus,si un marquageest
accessiblegesinformationssursesdatesde productionetde consommatiopeuentétreobte-
nues Etantdonnéquenousne savonspassi cesmarquagesontaccessiblesjouslesappelons
marquagegpotentiels

Définition 29 (Mar quagepotentiel) Un marquagepotentielestunensemblel’atomesChaque
atomedoit appamitre au moinsunefois dansunedesétapesiel’arbre de preuve

Un marquagepotentielestune maniérede considéremun ensembled’atomesafin de pou-
voir étudierson accessibilité Cesatomesn’ont pasnécessairemeritesoind’apparaitrea la
mémeétapede la preue. Toutefois,commepourtoute traductionde marquagesn logiqueli-
néairenousle noteronscommeun mondmeen®. Un marquagegotentielestaccessiblai c’est
un fragment(marquagepartiel) d’'un marquagequi appartienta une trajectoirevérifiant les
contraintegemporellesentrele marquagenitial et final du scénariareprésentarle séquent
conclusionUn exempledemarquageotentielpournotrescénariaeprésent@arle séquenb.1
estle suvant:

B(Da+d1,Da+di+do) ®
E(Da+d1+ d3, Da+ d1 + maxdz,d3) + da) (5.3)
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5.3.2 Datesetduréesde séjour desmarquagespotentiels

Laméthodeprésentégisqu’ici permetd’attribuerdesdatessymboliquesleproductioretde
consommatior chaqueatomeutilisé dansle scénaricétudié.Cependantlle n’apporteaucune
informationdecetypesurlesmarquagesarils nesontpasmanipulésxplicitement.Toutefois,
il estpossibled’obtenir une telle information en utilisant les opérateursimplesmin et max
avecles étiquettesiesatomesDe plus, le fait g'un marquagepotentielsoit accessibl@u non
pourraétredéduita partir del’intersectiondesintenallestemporelgdesatomegrésentiansle
marquage.

Définition 30 (Datesd’un marquagepotentiel) La date de productionDpm d’'un maruage
potentielestégaleau maximumdesdatesde productionde tousles atomesqui composente
marquage La datede consommatio®:n d’un mamuagepotentielestégaleau minimumdes
datesde consommationetouslesatomesjui composente marguage

Considéronge marquagelela formule5.3. Sadatede productionest:

= Da+di+ds (5.4)

etsadatedeconsommatiomst:

Decm = min(Da—+ di+ d2,Da+ di+ da+ maxdz,d3))
= Da+di+do (5.5)

A partir de cesdates,l estpossibled’obtenirla duréede tels marquagesEn effet, comme
pourlesatomesnousavonsla définition:

Définition 31 (Durée de séjour d’'un marquagepotentiel) Laduréedeséjourd’'un mamquage
potentielestdefiniepar Dem— Dpm.
La difféerencemajeurepar rapporta la duréede séjourd’'un atomedansune placeestquela
duréede séjourd’'un marquageotentieln’estpasnécessairemeositve. Etantdonnéquele
calculdesdatesde productionet de consommatiomlesatomesestbasésurun arbrede preuve
canoniquesnlogiquelinéaire nousavonsla garantiequ’un atomene peutétreconsommeévant
d’étre produit. Cettegarantien’existe paspour les marquagegpotentielscar nousne sommes
parsirsqu’unmarquagesoit effectivementaccessibl@ourun jeu devaleursnumériquesionné
étantdonnégu’il reposeentieremensurdesexpressionsymboliquesiesduréesassociéeaux
transitions.

Considéronge marquagepotentiel5.3, a partir desexpressionsie Dpm et de D¢y données
en5.4eten5.5,nousobtenonsineduréede séjourégalead; — ds.

5.3.3 Accessibilitéd’'un marquagepotentiel

A partir du calcul de la duréede séjourd’un marquagepotentiel,nouspouvonsénonceia
propriétésuivante:
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Propriété 1 Soitun séquentéfinissanun scénariocomplétemenspécifié Sila duréede sé-
jour d’'un mamuagepotentieleststrictemenpositivealorsil estaccessiblelansle scénario.

Eneffetdansuntel castouslesjetonsdu marquagepotentielserontprésentsimultanément
pendanta duréede séjourdu marquageotentiel.

A partir de la définition 31, la duréede séjourd’'un marquagepotentielestla différence
entredeux datesqui sontdes expressiondormellesdesduréesd; associéesux transitions.
Nouspouwnsconsidéretrois casdefigures:

— I'expressionsymboliquede la duréede séjourpeutétre prouvéepositive, alorsle mar
guagepotentieleststructurellemenaccessiblépourtoutevaleurded; pourtouti),

— I'expressiorsymboliquede la duréede séjourpeutétre prouvéenégatve, alorsle mar
guagepotentieleststructurellemenhonaccessiblépourtoutevaleurded; pourtouti),

— l'accessibilitédu marquageotentieldépenddesvaleursdesduréesde sensibilisatiord;.

Pourle marquagepotentiel5.3, noussommeslansle troisiemecas: si dy estplusgrand
queds alorsil estaccessiblel’expressiond, — d3 > 0 estla conditionnécessairet suffisante
d’accessibilittdu marquageorrespondant.

La duréedu marquageotentiel

B(Da+d1,Da+di+d2) ®
D(Da + dy 4 d2,Da+ di + max(dy, d3) + da) (5.6)

est(Da+ d1 + d2) — (Da+d1 + d2) = 0. Il n'estpasaccessiblejuellequesoitlesvaleursdes
d.
Soitle marquageotentielsuivant:

D(Da+d1+dz,Da+di +maxdz, d3) +ds) ®
E(Da+ d1+ d3,Da+ d1 + maxdy,ds) + da) (5.7)

Saduréede séjourestégalea d, etle marquagegotentielestaccessiblgour n'importe quelle
valeurdesd.

5.3.4 Etude paramétrique de I'accessibilité desmarquagespotentiels

Commepourle casdesdatesdeproductionetdeconsommationlesatomesetdeleur durée
de séjour nouspouvonsutiliser la délimitationdesdomainesde valeursdesduréesd; afin de
délimiter les domainesdesdatesde productionet de consommatiordesjetonset desdurées
de séjoursdesmarquagepotentielsen fonction de certainsparamétresonsidérésommedes
variablescommandabledu systéme.

Nousnoussommesattaché& délimiterlesduréesle séjourcarnoussommesntéressepar
la caracterisatiodel'accessibilittdesmarquagepotentiels Soit [dpm min, dpm.may |€ domaine
de la duréede séjourd’'un marquagepotentielMpm, obtenuen utilisantles reglesintroduites
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pourla délimitationdu domainede séjourdesatomesn5.2.3.Nousdevonsanalysef’impact
d’'uneconditiond’accessibilit§oud’inaccessibilité surlesbornesdu domaine Pourcelanous
considéronsjuela borneinférieure(ou la bornesupérieuregstun parametre.

Nousretrouwonslestrois casdela sectionprécédente

— silabornedpm min estpositive alorsle marquagegotentielMpm estnécessairemeatces-
sible,etcequellesguesoientiesvaleursdesduréed; surleurdomainéel;, etdoncquelle
guesoitla valeurdu parametre.

— si dpm.max €stnégatve alorsle marquagepotentielMpm estnécessairemenmton acces-
sible, et ce quellesque soientles valeursdesduréesd; surleur domained;. En d’autres
termesjl n’estpaspossiblemendccessible.

— dandesautrescas,l estpossibled’atteindree marquaggotentielMpm, c’est-a-direqu’l
estpossibledetrouverdesvaleursded; dans’'intervalle A tellesqueMpm soitaccessible
et tellesque d’autresne le soientpas.Nous pouvonsalorsobtenirune conditionsurle
parametréoulesparametres).

Considérongexempledu marquageotentiel5.3avecdesvaleursspécifiques

Da = 0, d; appartient[1,5], d» appartien [1,a] (a > 1), d3 appartien& [2, 3] (B> 2) et
d4 appartienti[2, 5.

Commela duréede séjourdu marquageotentiel5.3 estd, — ds, I'accessibilitédépendies
valeursdesduréedde sensibilisatiord; (pasd’accessibilitéstructurelleni d’inacessibilité)Les
bornesdu domainedela duréede séjoursontdsg_min = 1 — B (toujoursnégatve) et dgg_max=
o — 2. Cemarquagestpossiblemenaccessiblsi o > 2 etinaccessiblsia < 2. L'accessibilité
estdoncindépendantde f3.

5.4 Invalidation de scénarioset conflits en semantiqueforte

Toutlescalculsetrésultatprécedentsnt étéeffectuésdande cadredela sémantiquéaible
desréseauxde Petrit-temporelsarelle estcohérentevecla monotoniedela logiquelinéaire:
I'ajout de nouveauxjetonsn’invalidepasdesscénariopossiblesToutefois,il estfréquemment
nécessaird’avoir recoursa la sémantiquéorte, pour vérifier par exemplesi le comportement
d’'un ensemblale chiensde garde estcorrect.En effet, un chiende gardeserta imposerun
choix dansle casou descontraintegemporellegjuantitatvesne seraienpasrespectées.

Pourcela,nousallonsutiliserlesdeuxsémantiquede maniérecomplémentaird.a séman-
tiquefaible serta construiredesscénariogtacalculerlesdatestlesduréesleséjourd’atomes
etdemarquagepotentielsLa sémantiquéorte estutiliséepouressayedemontrerquecertains
scénariosontinvalides.
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FiG. 5.4: Conflit detransitionsd’un réseauwlePetri

5.4.1 Invalidation potentielle de scénarios

Définition 32 (Invalidation potentielle) SoientdeuxscénariosSg et Sg. Le scénarioSg in-
valide potentiellemen$§g si etseulemensi :

— Sg et Sg possederie mémeetatcourantinitial,
— Sg contientau moinsunetransitiontj qui n'appartientpasa Sg,

— tousles atomesconsommespar le franchissementle la transitiont; (applicationde la
regle —| ) apparissentdansSg commeadesatomesonterminaux.

Prenond’exempledesdeuxscénariosuivantspourla figure5.4:

Sa : A(Da,.),t1,to,t3, 14 F (5.8)
Se : A(Da,.).t1,t3,t5- G (5.9

Le scénarioSgq invalide potentiellemeniSg car la transitionts n'appartientpasa Sg
mais elle consommeadesatomesde ce scénario En effet, ts consommedansSe les atomes
B(Da+ds,.) et E(Da+ di + d3,.) qui apparaisserdussidansSg. Danscet exemple,nous
avonsdemaniéresymétriqude scénaridSe quiinvalidepotentiellemenSg carla transitiont,
consommdd(Da +dj, .) quiapparaitansSe. Remarquonguelatransitiont, qui n'appartient
pasa S@, nejoue oasexactemente mémerble quela transitiont, carts neconsommegu’un
seulatomedeSe : E(Da+ d1+ds,.). Le jetonD(Da + d1 + do,.) n'appartienpasa Se.

Il estclair quequandunscénaridsg invalide potentiellementin scénaridsg parlintermé-
diaired’unetransitiont;, c’estparcequecettetransitionestenconflit avecunetransitionde Sg.
Pourgu’il y ait uneinvalidation,il nefaut passeulementuele conflit soit structurel En effet,
si le marquageyui sensibilisesimultanémentieuxtransitionsen conflit structurellemeni’est
pasaccessible) n'y auraaucunalécisiona prendreconcernante choix dela transitiona fran-
chir. Dansle cadrede réseauxde Petrit-temporels)esintervallesliés aux transitionspeuvent
effectivementrendrece marquagenaccessible.
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Surl'exempledu réseauwdela figure 5.4, lestransitionds ett, sontenconflits.Nousavons
vu précédemmerguedansle cadredu scénaridSg le marquagdB®E n’étaitaccessiblguesi
nousavionsd; — dz > 0. Doncsi nousavonsdomax < dsmin, le marquagene serajamaisatteint
etle conflit entrets ett, neserapaseffectif.

Dansnotreapprochel’accessibilitéesttoujourscaractérisé@our un scénarioc’est pour
quoi nousdevonsconsidéreunenotion de scénariosen conflit. Le marquagenitial desdeux
scénariosest égal car nousvoulonsétudierle casd’un comportementjui dévie du scénario
normalenraisonde la violation d’une contraintetemporelled I'instar deschiensde garde Fi-
nallement,nousnousrestreignonsu casou tousles atomesconsommeépar unetransitiont;
sontdesatomegsde Sg carnotreanalyseesttoujoursfaite pourun scénario.

5.4.2 Invalidation stricte de scénarios

La sémantiqudorte imposequ’unetransitiont; sensibiliséee peutle resterunefois que
la bornemaximalede saduréede sensibiliationa étéatteinte Nouspouwonsposeria propriété
Suiante.

Proprieté 2 ConsidéonsdeuxscenariosSg et Sg tels que Sg invalide potentiellemensg.
SoitMj le marquagepotentielqui sensibilisda transitiontj de Sg. Sila valeurmaximaledela
duréedesensibilisatiordet; estinférieure ala duréedeséjourminimaledeM; dansSg, alors
le scénarioSq invalidede maniee effectiveSg dansle cadre dela semantiquéorte.

L'invalidationeffective de Sg parSg signifiequepourtouteslesvaleursdesduréesiesen-
sibiliastiondy choisiessurleur domainely, pourtouteslestransitiongy tellesquela condition
soit satisfaitejl estimpossiblede construireune séquencele franchissementorrectecorres-
pondanti Sg dande cadredelasémantiquéorte.Laséquenceeranécessairemeirtterrompue
parle franchissemerdet;. La séquencelefranchissementorrespondr&ventuellemené Sg
maispasa Sg.

Prenond’exempledesscénarios.8 et 5.9. Si le domainede la duréede sensibilisation
dela transitionts est[dsmin, dsmay, alorssavaleurmaximaleestdsmnax La duréede séjourdu
marquageotentielB E dansSq estégalea d; — d3. Le domainede cetteduréeest|domin—
d3max, d2max— damin] et savaleurminimaleestdaomin — dzmax Par conséquencej la condition

dsmax < d2min — damax (5.10)

estvérifiéealorsSe invalide de maniéreeffective Sg et dansle cadrede la sémantiqudorte,
aucuneséquenceale franchissementsomprenanSg ne peutavoir lieu. La transitionts sera
toujoursfranchieavantt,.

Inversementle scénarioSq invalide de maniereeffective le scénarioSe quandla valeur
maximalede la duréede sensibiliationde t; estinférieurea la duréede séjourminimale du
marquag@otentielB dansSe. Cemarquag@otentielestproduitaladateDa+d; etconsommé
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B t3 D la F
OO0
t C to E

O A CE-O

FIG. 5.5:Un réseauwle Petrimodélisanun chiendegarde

aladateDa + di + d3 + ds dansle scénaridSg et saduréede séjourminimaleestdsmin + dsmin.
Enconséquencéda conditionest:

d2max < damin+ Osmin (5.11)

Quanda condition5.10estvérifiée,le scénaridSg nepeutavoir lieu caril estinvalidéede
maniéreeffective parSe. Quandesconditionss.10et5.11sontfaussedesdeuxscénarioSg
et Se peuentavoir lieu pourlestransitionsde Sg etde S enprenantesduréesiy adéquates
surlesdomained. Quandia condition5.11estvraie,ce quiimplique mathématiquemerjue
la condition5.10soitfaussealorsle scénaridSe nepeutavoir lieu enraisondesoninvalidation
effective parSg.

5.4.3 Caractérisation desscénariosconflictuels

Dansla définition 32, nousavons considéréun casrestreintde conflits entrescénariosl|
setrouve qu'il estpossiblequele scénarioSg contienneunetransitiont; dontle franchisse-
mentconsommaealesatomesyui n’appartiennenpasau scénaridSg en plus desatomesqui lui

appartiennent.
Prenond’exempledu modéledela figure5.5 etlesdeuxscénariosuivants:
Sg : A(Da,.)®B(Dg,.),t1,t2+- B®E (5.12)
Sa : A(Da,.)®B(Dg,.),t1,t3,t4F F (5.13)

Bien que les deux transitionst, et t4 soienten conflit a causede leur placed’entréeC
partagéele scénaridcSg n’'invalide pasde manierepotentielleSg carl’autre placed’entréede
t4, D, n'appartienpasauscénaridsa (I'atomeD n’appartienpasal’arbre depreuwe canonique
correspondard Sg).

Il enestdemémeavecle scénaridSg suivant:

SG : A(Da,.)®B(Dg,.),t1,t2,t3 - DQE (5.14)

Eneffet, la placed’entréeD det, appartienseulemenaumarquagdinal du séquent’accessi-
bilité correspondara Sg;. Elle apparaisousla forme d’'un atomedansunefeuille terminalde
I'arbre de preuwe sansdatede consommationCe scénariane peutpasinvaliderle scénaridSc.
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Dansles scénariosSg et Sg;, étantdonnéqu’il n'y a pasde datede consommatiorpour
D, il neserapaspossibled’obteniruneduréede séjoursymboliquepourle marquageotentiel
CaD etdela compareravecla duréede sensibilisatiordets du scénarioSg. Pourtant,l sera
toujourspossiblede choisirunevaleurde Dg telle quela transitiont, soit franchieavantt,. La
résolutionde conflit ne peutpasétreeffectuéelocalemenentreun scénarioSg etla duréede
sensibilisatiordela transitiondontle franchissemenhvalide Sg. Celaimpliquedoncl’analyse
desdeuxscenario$Sg et Sqg etuneenumeratiorlesetatsqui serapprocheplusdela construc-
tion d’un graphede classeqque d’un arbrede preuwe. Ceciestdl au fait que la sémantique
forte viole la monotonieclassiquade la théoriedesréseauxde Petri: une séquencele fran-
chissementpossiblepeutétreinvalidéepar'introduction d’'un nouwel atome.La linéaritéde
la logiquelinéairecorrespondi cettemonotoniedesréseauxde Petri. Celaexplique pourquoi
la sémantiqudorte ne peutétreréintroduitedansnotreapprochequesi la résolutiondu conflit
peutétrefaite dansun scénario.

Cependanhouspouvonsremarqueruele scénaridSg invalide potentiellemenle scénario
Sqg autraversdet; carC appartiena Sg. Larelationn’estpassymétriquecarSg n’invalidepas
S autraversdela transitionts. Nouspouwonsajouterquele réseaulela figure5.5représente
uncastypiquedemécanisma chiendegardeoule scénaridsg représentéévolutionnormale
avecle franchissemerdet,, avecun jetonqui arrive dansla placeD dansun délairaisonnable,
et le scénarioSg représentde déclenchemerdu chiende garde(unealarmeen général)en
franchissanta transitionts si le jeton n’était pasdansla placeD entempsvoulu. L'analyse
typiquedecesmécanismesonsistevérifierquele chiendegardeinvalidedemaniéreeffective
le fonctionnemenhominaldu systemeanodélisé Dansnotreexemple,nouscherchons savoir
guandSg invalide S¢;, ce qui correpondbien au casquenousvoulonsétudier D’'une maniére
généralecelasignifie quela possibilitéderéintroduire« ponctuellemend la sémantiquédorte
dansnotreapproches’avereétred’une utilité pratique.

5.5 Conclusion

Dansce chapitre,nousavons montréqu’il était possiblede donnerdesinformationssur
I'accessibilitéetlesconflitsparle biaisd’'uneméthodeutilisantlesréseauxde Petrit-temporels
etlalogiquelinéaire.

Pourcela,nousnoussommesppuyésurdeuxapprocheslifférentes la sémantiquédaible
et la sémantiqudorte. La sémantiqudaible a été utilisée afin de respecteta linéarité de la
logiguelinéaireet d’étre cohérentavec la monotonicitédesréseauxde Petri pour pou\oir ré-
soudrele problémede I'accessibilité.En effet, commetravailler avec desvaleursnumeériques
augmentd’'imprécisiondansle calculdesdateset desduréesnousavonschoiside construire
desarbresde preuwe canoniquesvec desexpressionsymboliquegattachéeauxatomes)De
pluscelanouspermetdeconserer lesinformationssurlesrelationsdecausalitéentreles prod-
cutionsetlesconsommationdesatomesLl’approcheutilisantdirectementa sémantiquédorte
auraitimposeél'utilisation desvaleursnumériquese qui auraitforcémentaccrul'imprécision
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surlesdatesetlesduréesln pointimportantquenousretrouvonset qui estundesavantagesle
I'utilisation dela logiquelinéaireestquenousn’avonspasbesoindetraiterle parallélismepar
entrelacemerourcaractérisefaccessibilitéd’'un marquagenutilisantlesdatessymboliques
dansnosarbresdepreu\es.

Unefois quenousavonsobtenul’expressiortemporellesymboliquedechaqueatome hous
avons pu effectuerdesraisonnementsafin de délimiter les domainesdesvariablesde chaque
atomedel'arbre depreuwe. A I'aide desintervallestemporelsmprécisde duréede sensibilisa-
tion, nousavonscaractéris&€haquevariablede maniérepréciseparun domaine: un domaine
pourla datede productionDp et un domainepourla datede consommatiorD.. Un domaine
caractérisania duréede séjourde chagueatomepeutainsiétretrouvéa partir de cesdeuxdo-
maines.Cesdomainesnt ététrouvéspour desatomeset non desmarquageslansun premier
temps.

Par la suite,nousavons montréqu’il était possiblede donnerune caractérisatiorempo-
relle surl'accessibilittdesmarquagegn calculantunedatede productionDpm, et unedatede
consommatio¢y pourun marquagepotentiela partir desdatessymboliquesiesatomesjui
le composeCommepourlesatomesnoustrouvonsuneduréede séjourpourun marquageo-
tentiel. Les marquagepotentielsquenouscaractérisonsonteffectivemenaccessiblesi leurs
duréesde séjourne sontpasnégatves.Ainsi, il estpossiblede caractérisedifférentsdegrés
d’accessibilitéqui peuventdépendreou pasdesvaleursnumériquesiesduréedd; de sensibili-
sationdestransitionsL'accessibilitéstructurelleestla plus forte car elle estvraie quellesque
soientlesvaleursdesintervallestemporelsassociégauxtransitions.

Dansun secondemps,nousavonsmontrécommenta sémantiqudorte pouait entrainer
la résolutionde conflits temporelstout en utilisant les dateset les duréesobtenuesavec la
sémantiqudaible. Pourcelanousavonschoisideuxexemplesouil y avait plusieursscénarios
d’exécutionpossiblesafin de montrerqu’un scénarigpounait en invalider un autremaisaussi
guedesconflits entreeux pouvaientapparaitrePourcelanousavonscomparées duréesdes
marquagegpotentielset lesduréesde sensibilisatiordestransitionsen conflit pourcaractériser
cesproblémesEtantdonnéquele calcul de datessymboliquess’effectuedansle cadred’un
scénarigarticulier nousdevonsd’abordcalculerlesétiquettesemporellesie chaquescénario
enconflit.

L'exempledumécanisma@chiendegardemontrebienquepourmettreenévidenceinevio-
lation de contraintetemporellesurunetransitiondansun réseaude Petrit-temporel'existence
d’un scénaricconflictuelestnécessaire.
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Conclusion

Afin d’analysetescontraintesemporellesi’applicationgempsréeldistribuéesnousavons
présentéune approchefondéesur les réseauxde Petri, la logique linéaire et les graphesde
contraintegemporellesCetteapprochen’a paspour objectif de simplementmontrerqu’une
propriétéestvraie ou non,elle donneauconcepteudesoutils d’analysepermettantle préciser
lesdomainesie certaingparameétretemporelpourquela propriétésoit vraie.

Aprésun rapideétatde I'art desapprochesxistantes,nousavons montrécommentune
preuve deséquenenlogiquelinéairepouvait permettred’obtenirlesrelationsde causalitéentre
lesévénementappartenardunscénariaonné Graceauchapitresuvantquirelie cesrelations
de causalitéa cellesobtenuegpar dépliaged’un réseaude Petripourun marquagenitial, nous
pouwonsconclurequecesrelationspeuwent étrevuescommedesrelationsde précédencentre
lesfranchissementdestransitions.

Le coeurde I'algorithme de constructiorde I'arbre de preue est,enfait, identiquea celui
del'algorithmededépliageorsquenousrecherchonslesprocessuslerésealde Petrifinis. La
premiéredifférenceestquela preuwe porte surun séquenspécifiantun marquagenitial, un
marquagdinal et uneliste defranchissementdetransitionsalorsquele processusle dépliage
ne présupposeguela connaissancdu marquagenitial. Ceciposeun certainnombrede pro-
blemesen particulierdansle casdesréseauxde Petrinonbornés: alorsquel’arbre de preuve
resteborné,le dépliageserapotentiellementnfini. La secondelifférenceestquela notionde
séquentaractéristiqugui caractérisein seulensemblelerelationsde précédencenousdonne
unenotationsimplepourlesprocessufinis et nouspermetdedéfinir desréglesdecomposition
de processus partir desreglesdu calcul desséquentsUne approchecompositionnellgoeut
ainsiétrefacilementmiseenceuvre.

Nousavonsensuitemontrécommentpourun certainnombred’extensiongemporellesies
réseauxde Petri, il estpossiblede passerdu graphedécrivant les relationsde précédence
desgraphede contraintedemporellesexprimantde faconlinéairel’ensembledescontraintes
temporellegjuantitatvesquedoiventvérifier lesdatesdesfranchissementdestransitionsdans
un scénariqdécritparun séquentaractéristique)Jn résultaimportantde ce chapitreestque
cettedémarchesstcomplétementohérenteveclesréseauxde Petrip-temporelsnaisqu’elle
estdifficilementcompatibleaveclesréseauxdePetrit-temporelsLesensemblegecontraintes
engendrépar les réseauxde Petri t-temporelssont plus complees que ceux engendrépar
les réseauxp-temporelscar ils comprennentiesdisjonctionsentrecertainescontraintesalors
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guelessecondsiecomprennenguedesconjonctiongle contraintedinaires(n’impliquantque
deuxvariables) Cen’estdoncquedansle cadredesréseauxde Petrip-temporelgju’il estpos-
sible d’exploiter tous les résultatsdestechniqueslassiquesi’ analyseet de propagationde
contraintegourl’étuded’'un scénarioCecia éteillustré parun problemesimpled’ordonnan-
cementde documentsnultimédias.

Les réseauxde Petrit-temporelssont paradoxawdansle sensou les contraintesempo-
relles sont complexes mais que malgrétout, du moins dansle casde la sémantiqudaible,
uneséquencele franchissementde transitionsfranchissablelansle réseawe Petriordinaire
sous-jacentestefranchissablelansle réseau-temporel.ll seratoujourspossiblede trouver
unensemblaledatescohérentveclescontrainteengendréeparlesduréesle sensibilisation
associéesux transitionsalors que celaestfaux de fagon évidentepour les réseauxde Petri
p-temporelsC’est pourquoidansle chapitresuivant nousavons reprisl’analysedesréseaux
t-temporels.L'utilisation de I'opérateurmax nous permetd’exprimer algébriguementa dis-
jonctiond’un ensemblale contraintedinaireset celanouspermetde calculer enrestantsous
uneforme symbolique les datesdesfranchissementst les duréesde séjourdesjetonsdans
lesplacesNousavonspu égalementonnerdesconditionsalgébriquepourl’accessibilitédes
marquages I'intérieur de scénariospécifiéspar desséquentgaractéristiquesloutefoisce
travail n’a étépossiblequ’enseplacantdansle cadredela sémantiquéaible carla sémantique
forte estcontradictoireavecla linéaritédelalogiquelinéaire.Malgrétout, nousavonsmontréa
la fin du chapitrequ’il étaitpossibledanscertainscasde montrerquela sémantiquédorte allait
faire qu’un scénaricdonnépounait invaliderun autrescénariolesdeuxscénariogyantétéau-
paraantcalculésdansle cadrede la sémantiquédaible. C’estunepiste pourla vérificationdu
bonfonctionnementle certainschiensde gardedansles systemesempsréeldistribués.

Tousles problémessontloin d’avoir étérésolus.Tout d’abordnousn’avonsconsidéréue
quatreextensionstemporellesdesréseauxde Petri. Il faudraitcompléterce tour d’horizon et
d’abordprendreenconsidératiomesréseauxie Petriaarcstemporelg60] qui associentinedu-
réede séjourminimaleet maximaleauxjetonsdanslesplacescommelesréseauyp-temporels,
maisavecdescontrainteslifférentepourchaqueransitiondesortiedifférented’'uneplacedon-
née.Celanedevrait a priori pasposerde problémecar un ensembleonjonctifde contraintes
binairesdevrait étreobtenu.

Par contre,les réseauxde Petria flux temporels(RAPFT[56]) risquentde poserdespro-
bléemescarlesneufréglesde synchronisatiompourlesrendez-wustemporelampliquentl’en-
sembledescontraintesiI'entréed’unetransitionetellesvontdoncsortirdu cadredescontraintes
binairesn’impliquantquedeuxévénements.

Il estégalementlair qu’il nousfaudrarevenirsurlesréseauxde Petrit-temporelsEn effet,
cesdernierspermettentinereprésentatiomtuitive deschiensde gardeet lesrésultatgrésen-
tésdansnotredernierchapitrepourrontdifficilementétreutiliséstels quelspour dessystémes
complees. Si le calcul desdatesestdansle cadrede I'algébre « (max,+)» pour laguellede
nombreuxrésultatanathématiqueexistent,le calculdesduréesde séjourintroduitla négation
«- » etpourlesdatesde consommationiesmarquagepotentielsnousavonsutilisé I'opérateur
«min ». Fairedu calculsymboliqueavecles opérateurs max», « min », « + » et« - » simul-
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tanémenn’est passimple.De plusil seraitnécessair@’utiliser la sémantiqudorte et nonla
sémantiquéaible.

Plusieursistessontpossiblesll y ad’abordcelle présentégarJ. Delatour[9] qui consiste
a s’appuyersur un chemindu graphedesclassegour construireun arbrede preuwe et mettre
en évidencdes ensemblesle contraintesemporellesa vérifier pour ce chemin.Celapermet
d’analyseunscénariaguenoussazonscohérentvecla sémantiquéorte. D’autresassociations
entregraphesie classe®tarbresde preuve sontsansdoutepossibles.

Pouressayede contournena difficulté du calcul symbolique,il estpossibled’envisager
de combinerl’approcheutilisée pour les réseauxp-temporelsavec I'approcheprésentéelans
le chapitreb. En effet, si nousne considérongjueles bornesminimales,nousrestonsdansle
cadredesensemblesonjonctifsde contraintesdinaires.Le calcul symboliquen’interviendrait
alorsquepourspécifiela bornemaximaledesdomaines.

Uneautrevoie seraitde reposete problemesousla forme d’un problemede modélisation
etdevoir s'il n'estpaspossiblede décrireleschiensde gardepardesréseauwa arcstemporels.
Nouspourrionsalorsreprendréa démarchg@résentéalafin duchapitre5 concernantanalyse
desconditionspour qu’un scénarioinvalide un autrescénario Si dansle cadredesréseauxa
arcstemporeldes ensemblesle contraintessontbien conjonctifset binaires,|'analysepourra
anouweaus’appuyersurlesoutils classiquesiela programmatioinéaireet dela propagation
decontraintes.

En ce qui concerndes réseauwde Petrip-temporelsla situationnoussembleplus mireet
le travail futur doit plutot étreuntravail demiseenceuvrell consisteragansle cadredel’envi-
ronnemenT INA, aprogrammeta constructiordesarbresde preuwe canoniquegt|'obtention
desgraphesie contraintegemporellesassociésUn problémerestenéanmoin®uvert, celuide
I'obtentiondetouslesensembleslerelationsde précédencassociés un scénaricsangamais
construiredeuxfois le mémeensembleDerrierece problémesetrouve I'exploitationoptimale
desconflitsdetransitionsetdesconflitsjetons.La réalisatiord’'un premieroutils SousTINA de-
vrait nousaidera mettreenévidencdessituationgproblématiquegentraitantun certainnombre
d’exemples.
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AnnexeA

Reglesde la logique linéaire du fragment
MILL

SoitAunatomeF, G etH desformules,” etA desblocsdeformules(connectépar«, »).

(F) = A [ A] ... | A 1] FaF) | (F)—F)
(M == (M)(F)
(8) == (M)
Groupeidentité
q FF FRAFH
AFA rLAFH
Groupestructurel
rFGAFH |
MG FAFH "t
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ANNEXE A. REGLES DE LA LOGIQUE LINEAIRE DU FRAGMENT MILL

Groupelogique

EGEH rHF ARG
FeGFH - LAFFeG °R
M-F AGFH

[AF—-GFH -
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AnnexeB

Exempled’arbr e canonique

B.1 Seéquentinitial

P1® Pa® Pr,ta,t2,t3,t4,t5- P1 ® P1 ® Pa® Pa® p7 (B.1)
Mo lo Mpn

B.2 Arbr edepreuvedu séquent

Etantdonnéla taille del'arbre global, nousallonsdécomposecetarbreen plusieursfrag-
mentsNousutiliseronsdM, pourremplacete marquagdinaljusqu’al’étapefinaledela construc-
tion del'arbre.

Fragmentl
id id
Pik p1 p7 - p7 o PP Pa, to, t3,14,t5 - My, ]
P1, p7F P1®p7 P2®P7, Pa,t2, 13, t4,t5 - My o
pla p47 p7atl1t21t37t41t5 '_ Mn ®L
pl: p4® p7atlat21t3at4at5|_ Mn oL
P1®P4a®P7,11,1,t3, 4,15 - My
Fragment2
—id
id id P2 F p2 P3, Ps, pr.ta,ts - Mn
P4t Pa p7 - pr ®r Ps, P7, P2, 13,14, 15 = Mp, oL
Pa, P71 Pa®p7 Ps®@P7, P2, 13,14, 15 = My

P2, P7, p4;t2:t3at4;t5 F Mn
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Fragment3
P1. P1, P4, P4, P7 F Mp oL
id id p1®p1, P4, P4, P7 + Mn UL
Pst ps Ps - Ps ®r P1®P1®P4, P4, P7 = Mn oL
id P3, Ps - P3®Ps P1® P1®P4® P4, P7 F Mn o
Ps - ps Pe, P3, P7,t5 = Mp, o
P3, Ps, P7, 14,15 My
Fragment4
id id
id Pat pg p7 - p7 or
id Pat pg Pa, P7 - Pa®p7 ®r
id p1k p1 Pa, Pa, P7 - Pa®@Pa®pr ®r
p1F p1 P1, Pa, P4, P71+ P1® P4 Pa® P7 ®r

P1, P1, P4, P4, P7 F P1®P1@ Pa® Pa® P7
Mn
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AnnexeC

Exempledu calcul desdatessymboliques

C.1 Arbr edepreuve canonique

ere 9 prp @ .
EDF EgD ® Frg
E.D.uFF —oL()
—id
g _CFC " EDULFF
BF B DCiatab F ity
id B,C,to,t3,t14F F oL
AFA B®C, o, t3,t4+ F oL (1)

Aty to,t3, - F

C.2 Arbr edepreuwve canoniqueavecdatessymboliques

Nous décomposonsarbre de preuwe en plusieursfragments. un fragmentpour chaque
franchissemerdetransitiondela listelo. Le séquentonclusiondedépartestA ty, to, t3, t4 - F.

Fragmentl
id _BDps,).CDpe. ) totsta- F o
A(Dpa, ) F A(.,Dca) B(Dps, . )®C(Dic, ), to, t3,ta - F oLt
A(Dpa, .),t1,to,t3,taF F L(ty
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ANNEXE C. EXEMPLE DU CALCUL DES DATES SYMBOLIQUES

Fragment2
id
B(Dps. ) F B(,De) '~ D(Dpp,.).C(Dse. ) tatak F .
B(DPBH ~)1C(DpC,~),t2,t3,t4f—F L\2
Fragment3
id
C(Dyc,.) FC(.,Dc) I E(Dpe,.),D(Dpp, ) aFF )
D(Dpp; -),C(Drc, ), ta,tat- F L3
Fragment4
id id
E(Dpe,.) F E(.,Deg) D(Dypp, ) F D(., Dep) on

E(Dpe, .),D(Dpp, ) - E@D

E(DpE7 .), D(DpD7 .),t4 FF

C.3 Datesetdurées

Atomes Datesdeproduction

Dpa=Da
Dpg=Da+dy
Dpc = Da+ di

Dpp = Da+d1+d2
Dpe =Da+d1+d3
Dpr = Da+ d1+ maxdy,dz) + ds

TmMmoOOwW>

Atomes Datesdeconsommation

Dca= Da+dy
Dcg=Da+di+do

Dec =Da+di+d3

Dcp = Da+ di + maxdz,d3) + da
Dce = Da+ d1 + maxdy, d3) +ds
Dce = inconnue

mTmoOw>
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C.3.

DATES ET DUREES

Atomes Duréesdeséjour

TmMmOOwW>

ma>(d2, dg) +ds—do
ma>(d2, dg) +ds—ds
inconnue
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Modélisation et analysetemporelle par réseauxde Petri et lo-
giquelinéaire

L'objectif decettetheseestdecontribueral’élaborationdeméthodesl’aideala conception
de systemegoopératifsen prenanten compteles contraintesemporellesde maniérequan-
titative. L'approchedéweloppéeestfondéesur les réseauxde Petri, la logique linéaire et les
graphegde contraintegemporellesC’estuneapprocheorientée« événements et nonorien-
tée « états» commec’est souent le casdansles approchegondéessur les réseauxde Petri.
Elle estdécomposéendeuxétapes uneétaped’analyse« qualitatve » etuneétaped’analyse
« quantitatve ».

La premiéreconsistea obtenirlesrelationsde causalitéentreles événementappartenani
un scénariodonné.L’équivalenceentreun arbrede preue enlogiquelinéaireet le processus
fini obtenupardépliaged’'un réseawde Petria partirdu mémemarquagenitial montrequeces
relationssontdesrelationsdeprécédencd.'introductiondela notiondeséquentaractéristique
permetde mettreen ceuvreuneapprochecompositionnellelesprocessusa partir desréglesdu
calculdesséquents.

La deuxiemeétapeconsistea passeidu graphedécrivantles relationsde précédence un
graphede contraintesemporellesxprimantde fagonlinéairel’ensembledescontraintegem-
porellesquantitatvesquedoiventveérifier lesdatesdesfranchissementdestransitionsdansun
scénarioll devientainsipossibled’exploitertouslesrésultatdestechniqueglassiquesi’ana-
lyse et de propagatiorde contraintesCettedémarcheestcomplétementohérenteveclesré-
seawdePetrip-temporelsnaisdifficilementcompatibleaveclest-temporelsarils engendrent
desensemblesle contraintegjui sontplus complexes.Nousavonsillustré cettedémarchear
un problemesimpled’ordonnancemerde documentsnultimédias.

Nousavonsparla suitemontrécomment pourlesréseauxde Petrit-temporelsnouspou-
vionscalculerlesdatesdefranchissementst les duréesle s€jourdesjetonsdansles placesen
restantsousuneformesymboliquedansle cadredela sémantiquéaible.

Mots clefs : Réseauxde Petri, logique linéaire, ordrespartiels,processusie réseauxde
Petri,graphesle contraintegemporelles.



Temporal modelling and analysisby Petri netsand linear logic

The aim of this thesisis to contribute to the elaborationof designassistancenethodsof
cooperatre systemswhile taking into accounttemporalconstraintsn a quantitatve way. The
developedapproachs basedn Petrinets linearlogic andtemporalconstraintietworks.This
is an “event” orientedapproachand not a “state” orientedone asit is often the casein the
approachebvasedon Petrinets.It is split in two steps: a stepof “qualitative” analysisanda
stepof “quantitative” one.

Thefirst consistsn obtainingthecausalityrelationsbetweertheeventsbelongingo agiven
scenarioTheequialencebetweeraprooftreein linearlogic andthefinite procesbtaineddy
theunfolding of a Petrinetfrom the sameinitial markingshows thattheserelationsareprece-
dencerelations.The introductionof the conceptof characteristicsequenmakesit possibleto
implementa compositionabpproactof the processefrom therulesof thelinearlogic sequent
calculus.

The secondstepconsistsin changingthe graphdescribingthe precedenceelationsinto
a temporalconstraintsggraphexpressingin a linear way the setof the quantitatve temporal
constraintsvhich have to be verified by the datesof the firing transitionsin a scenarioThus,
it becomepossibleto exploit all theresultsof traditionaltechnique®f analysisandconstraints
propagationThis stepis completelyconsistentvith p-time Petrinetsbut not easilycompatible
with the t-timed onesbecauséhey generatesetsof constraintavhich aremorecomple. This
approachs illustratedby a simpleschedulingoroblemof multimediadocuments.

We shavedthereaftethow, for thet-timed Petrinets,we could processhefiring datesand
the sojourndurationsof the tokensin the placesof a netwhile remainingin a symbolicform
within theframework of the weaksemantics.

Keywords: Petrinets linearlogic, partialorders Petrinetsprocessegdgemporalconstraints
graphs.



