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Intr oduction générale: contexteet
motivations

L’évolution croissantedestechniquesdansle domainede l’informatique,quecesoit dans
le sensdesperformancesdesélémentsmatérielsou logicielsou dansle sensdesafacilité de
miseen œuvre,a fait quede nombreusesstructures(entreprise,établissementscolaire,admi-
nistration,etc) font appelaux systèmesinformatiques.En parallèle,depuisquelquesannées,
noussommestémoinsd’une explosiondansle domainede la communicationen général.La
communicationestdevenuele maître-motdansle fonctionnementdetoutescesstructuresmais
aussidansnotre quotidien.Beaucoupde méthodesde travail ont été repenséesautourde la
communication.

Dansle domainedel’informatique,la communicationestsouventmiseenœuvrepourfaire
coopérerlessystèmesinformatiquesentreeux.Lessystèmessontditsdistribués. Chaqueentité
dusystèmedistribuéglobalpeutparfoisfonctionnerdemanièreindépendantedesautresentités
tout enétantamenéeà d’autresinstantsà fournir un serviceauxautresentités.Lesexigences
modernesfont que cesservicessont de plus en plus sollicités en tempsréel. Une entité ne
possèdepasun tempsindéfini pour fournir le servicequi lui estdemandé.Il estsouhaitable
qu’elle le fournissedansun tempsqui lui estimparti.

Il estapparudeuxdomainesderechercheimportantscesdernièresannées: le domainedes
systèmes« coopératifs» et le domainedessystèmes« tempsréel». Chacund’euxs’estattaché
à trouver dessolutionsqui permettentdeprendreencompteaumieux leur problématique: la
coopérationdesentitésdistribuéespour le premieret la réalisationde tâchesenrespectantles
échéancestemporellespourle second.

Pourle premier, nouspouvonsciter desapplicationstellesquele travail coopératifà l’aide
d’ordinateur(CSCW, computersupportedcooperative work enanglais),les applicationsmul-
timédia, l’ingénierie dessystèmesdistribuée(DSE, distributedsystemsengineering),le cal-
cul scientifiquedistribué(super-calculateurs)etc.Pourle second,nouspouvonsciter les sys-
tèmesembarqués(calculateursdevols,gestionélectroniquedesautomobiles),lessystèmesde
contrôledescentralesnucléaires,etc.

Grâceauxperformancesdestechnologiesactuellesdu domainedel’informatique,un nou-
veaudomainede recherchea pris en forme en englobantles deux cités précédemment: le
domainedessystèmesdistribuéstempsréel.
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INTRODUCTION

Notrebut aétédecontribueràl’élaborationdeméthodesd’aideàla conceptiondesystèmes
coopératifsenprenanten compteles contraintestemporellesde façonquantitative. Pourcela,
nousnoussommespositionnéaucroisementdedifférentsdomaines:

– lesautomates,

– lesréseauxdePetri,

– lesgraphesd’activitéset

– lesgraphesdecontraintestemporelles.

NotreapprocheconsisteàutiliserlesréseauxdePetriafind’analyserlesrelationsdecauseà
effet entrelesactivitéssanspasserparla constructiondel’ensembledesétatsaccessibles.Pour
cela,nousnoussommesappuyéssurunelogiqueformelle: la logiquelinéairedeGirard.En-
suite,nousavonsconsidéréle graphederelationsdecauseàeffet commeungraphed’activités.
Finalement,nousavonsexprimé lescontraintestemporellesquantitativesà l’aide d’un graphe
decontraintesdéduitdu graphed’activités.

Organisation du mémoire

Cemémoiredethèseestorganiséautourdedeuxparties: la premièrepartieportesurl’ana-
lyse qualitativedessystèmesà événementsdiscretset la deuxièmepartieportesur l’analyse
temporellequantitativedecessystèmes.

Le chapitre1 présenteun rapideétatde l’art desdifférentsmodèles,approcheset outils
utiliséspourfairedel’analysetemporellequalitative et quantitative desystèmesà événements
discretscomportantdu parallélisme.En effet, faire un étatde l’art completauraitnécessitéun
chapitrepourchaquemodèle,chaqueapprocheet chaqueoutil. Danscechapitre,nousjustifie-
ronsleschoix retenuspourle restedumémoire.

Le chapitre2 présentele modèleretenu,lesréseauxdePetri pourreprésenterdessystèmes
àévénementsdiscretsainsiqu’uneméthoded’analyse,baséesurla logiquelinéaire,permettant
deprouver l’accessibilitéd’un étatdu systèmemodéliséà partir d’un autreétattoutenprenant
en comptele parallélismedu systèmesansentrelacement.Nous verronsquecetteapproche
logiquepermetd’extraire desordrespartielsentreles franchissementsde transitionpar une
techniqued’annotation.

Dansle chapitre3, nousprésentonsune autretechniquequi permetaussid’extraire des
ordrespartielsentreles franchissementsdetransition: lesprocessusfinis deréseauxdePetri.
Nousmontronsqueles ordrespartielsobtenuspar l’approchedu chapitre2 sontexactement
les ordrespartielsassociésauxprocessusfinis deréseaudePetri.Par la suite,nousmontrons
commentla techniqued’annotationestutiliséeafin de caractériserun seuldesordrespartiels
possiblesentreles franchissementsde transition.Celanouspermetd’avoir si besoinuneap-
prochecompositionnelle.C’estégalementunpointdedépartpourfairedel’analysetemporelle
quantitative.

Le chapitre4 entamela deuxièmepartiedumémoire.Il portesurlessystèmesdecontraintes
temporelles(TCSP)et surdifférentesextensionstemporellesdesréseauxdePetri.Nousmon-
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INTRODUCTION

tronsen effet commentnouspouvonsreprésenterles contraintestemporellesde cesréseaux
de Petri sousla forme de systèmesde contraintestemporelles.Nousmontronsqu’il estplus
natureldanscetteapprochede choisir les réseauxde Petri p-temporelscommemodèlepour
expliciter lescontraintestemporellesd’un système.Un exempleavecapplicationnumériqueest
développéenfin dechapitre.

Le chapitreprécédentayantmontréqu’il n’était paspossibled’obtenirun seulsystèmede
contraintestemporellesdetypeTCSPàpartird’un ordrepartieldansle casdesréseauxdePetri
t-temporels,nousproposonsdansle dernierchapitreuneautreméthoded’analysetemporelle.
Cetteméthode,baséesurle calculdedatessymboliquesdirectementàl’aide d’arbresdepreuves
en logiquelinéaire,permetde caractériserl’accessibilitédesmarquagesà partir de scénarios
de réseauxde Petri t-temporels.Elle estappliquéedansun cadrede sémantiquefaible de ce
modèle.Il estensuitemontréquel’utilisation dela sémantiquefortepermetàcertainsscénarios
d’en invaliderd’autres.

Noustermineronsen citant les résultatsimportantset les perspectivesde rechercheà ces
travaux.
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Chapitre1

Logique, ordr epartiel et raisonnement
temporel

1.1 Choix du modèle

1.1.1 Approchetemporelledanslessystèmesdistrib ués

La priseencomptedu tempsdanslessystèmesdistribuésestaujourd’huiun problèmequi
estdeplusenplusessentieldufait del’utilisation del’informatiquedansdessystèmestoujours
pluscritiques.Celadit, cettepriseencompteestintuitivementliée à l’évolutioncroissantedes
technologiesde l’information et de la communication.Seulela performancedesréseauxde
communicationactuelspermetdedévelopperdesapplicationsdistribuéesditestempsréel.

Le termetempsréel s’appliqueà unelarge gammede systèmesinformatiques: systèmes
embarqués,systèmesdeproduction,systèmescoopératifs.Cesdifférentsdomainessontsouvent
caractérisésparlesnotionssuivantes: systèmestempsréelcritiquesounon,systèmestempsréel
à contraintesstrictesourelatives,systèmesdirigésparle tempsouparlesévénements,systèmes
distribuésoucentralisés,systèmesmultiprocesseursoumonoprocesseurs,systèmestolérantles
fautesounon,etc.

Nouspouvonsaffirmer quedanstouscestypesdesystèmeset applicationsl’ordonnance-
mentdetâchesjoueunrôleprimordial.Il existedeuxtypesd’ordonnancementdetâchestemps
réel : l’ordonnancement« statique» et l’ordonnancement« dynamique». Le premierestré-
solu hors ligne et ne prendpasen compteles changementséventuelsqui peuvent avoir lieu.
Le deuxièmepar contreserésoutpendantle déroulementdesactivités au coursdu tempsen
fonctiondesprioritéset desduréesdesactivités suivant les algorithmesmis en œuvre.Notre
travail sesituedansuncontextedynamiqueavecanalysehorsligne.

Certesle respectdeséchéancestemporellesest importantmais il est aussiimportantde
respecterles contrainteslogiques.Ce sontellesqui vont apporterdesrésultatsconcernantles
relationsde précédenceet de synchronisationentreles événements.Que seraitune pizza si
nousmettionsdansun plat le fromagepuis le coulis de tomateet enfin la pâte? Certesnous
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CHAPITRE 1. LOGIQUE, ORDRE PARTIEL ET RAISONNEMENT TEMPOREL

respecterionslescontraintesdetemps,si nousenavions,maisnousneserionspascertainsdu
résultatobtenu ����� Est-cequ’un joueur de rugby arriverait à faire unepasseà un partenaire
si ce derniern’est pasprèsà recevoir le ballon ? Il nousparaîtévidentquedessystèmesim-
pliquantplusieursentitésdoiventrespecterdescontraintesd’ordreet desynchronisationentre
lesévénementsavantmêmederespecterleséchéancestemporellesqui leursontimposéesafin
d’atteindrecorrectementdesobjectifscommuns.

Il apparaîtessentield’avoir desméthodesqui permettentdemodéliseret analyserlesphé-
nomènestemporelsdanslessystèmesdistribuéspourpouvoir prouver le respectdescontraintes
de tempsavant le lancementeffectif d’une applicationdistribuéetempsréel. Les contraintes
n’étantpasseulementd’ordrequantitatifcommenousl’avonsdit précédemment,il faudraavoir
deuxapproches:

– qualitativepour prendreen comptetoutesles contraintesd’ordre et de synchronisation
entrelesévénements,

– quantitativepourrespecterleséchéancesfixées.

1.1.2 Parallélismeet entrelacement

Lessystèmesdistribuésimpliquentlacoordinationd’activitésexécutéesparplusieursentités
réparties,plus ou moinsdistantes.Une partiede cesactivités estexécutéelocalementpar les
entitésdefaçonautonome.La représentationglobaled’un tel systèmepartouteslesactivitésqui
le composentdonneun modèlecomportantunenchaînementdesynchronisationsetd’activités
parallèles.

Définition 1 (Parallélisme) Deuxactivitéssontenparallèlesi elless’exécutentsimultanément
defaçonindépendantel’une del’autre : aucunévénementdel’une nedoit précéderun événe-
mentdel’autre (pasdecontraintedeprécédence).

À partir de là nousdistinguonsdifférentstypesde parallélisme.En logiciel il faut distinguer
le parallélisme« vrai » (physique),où desprocessusau comportementséquentiel(tâches)se
déroulentous’exécutentsimultanémentet indépendammentlesunsdesautres,duparallélisme
« logique» où l’exécutiona lieu parentrelacement.

Cettedifférenceentreparallélismevrai et logiqueprovient de l’éventuelpartagedesres-
sources.Si deux processussont exécutéssimultanémentchacunsur une machinedifférente
(deuxprocesseursdifférents),nousparlonsdeparallélismevrai carrien nerelie lesdeuxpro-
cessusmêmepasles ressourcesnécessairesà leur exécution.Si deuxprocessussontexécu-
téssur la mêmemachine(mêmeprocesseur),nousparleronsdeparallélismelogique(pseudo-
parallélisme)traitéparentrelacementcarmêmesi lesdeuxprocessussontindépendantsils ne
pourrontpasêtreexécutéssimultanémentdumoinsdemanièrephysique.

Suivant le parallélismequenoustraitons,deuxaspectstemporelss’imposentà l’évidence.
Dansle parallélismevrai, les processussont indépendantset s’exécutentsansaucunenotion
desunset desautres: chaqueprocessuss’exécuteavec sapropreéchelledu temps.Dansle
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parallélismelogique,lesprocessuss’exécutentens’entrelaçant,c’est-à-direquechaquepasde
l’évolutiondusystèmeproduitunnouvel état: il n’existequ’uneseuleéchelletemporelle.

Nousendéduisonsqu’enparallélismevrai, noustravaillonsdansun environnementmulti-
horlogesalorsqu’enparallélismelogiquenoustravaillonsdansunenvironnementmono-horloge.

1.1.3 Raisonnementsur lesétatset sur lesévénements

Lesdifférentesméthodesd’analysedessystèmesdistribués(et plusgénéralementdessys-
tèmesàévénementsdiscrets)existantessontdedeuxtypes:

– orientés« états»,

– orientés« événements».

Les méthodesorientésétatspermettentde construirele graphed’étatsqui représentetousles
étatsaccessiblesdu systèmemodéliséaveclesévénementspermettantdechangerd’état.Dans
cesméthodes,il faut observer les étatsdu systèmeet analysercommentils changent.Un des
problèmesde cesméthodesestque,en général,le traitementdu parallélismeesteffectuépar
l’entrelacement.En effet, nousconsidéronsqu’il y a un seul changementd’état élémentaire
à la fois. Mêmesi l’ordre danslequel les actionsdoivent êtreexécutéesest respecté,les vé-
ritablescontraintesde précédencesontcachéescar ellessontreprésentéesde la mêmefaçon
quel’entrelacementde changementsd’étatsparallèles.Ellesn’apparaissentpasexplicitement
dansle graphed’états,cequi nenouspermetplusd’extrairedesrelationsdecausalitéentreles
événements.De plus,cesméthodessontsouventconfrontéesauproblèmedel’explosioncom-
binatoire,c’est-à-direquela constructiondu graphed’étatspeutdevenir d’autantplusgrande
que le systèmeestgrandet complexe. La croissanceestmêmesouvent exponentielle.L’uti-
lisation de ce graphen’est doncpasadaptépour vérifier certainespropriétésattenduesd’un
système.Un désavantagecertainspour l’analysetemporelledessystèmesestqueles activités
nesontprisesencomptequepardesétatsglobaux,cequi nesimplifie pasl’évaluationexacte
dela duréed’unesuited’activitéscarlesduréesdecesdernièresnepeuventêtreassociéesni à
cesétatsglobauxni auxévénements.

Lesméthodesorientésévénementsneconstruisentpasle graphed’états.Ellesobserventles
événementset analysentcomment,quandet dansquel ordre ils apparaissent.Cesméthodes-
là construisentgénéralementdesgraphesde précédencemettanten évidencedesrelationsde
causalité.Chaquegraphedeprécédencedécritun typedecomportementdonnédusystème.Ce
graphenepermetparcontrederetrouverqu’unepartiedesétatsaccessibles.Seulsceuxpouvant
apparaîtrelorsducomportementreprésentépourrontêtreobtenus.Si nousvoulonsretrouver le
graphed’étatscomplet,il faudraconsidérertouslescomportementspossibles.

Étantdonnéquenousneconsidéronspaslesétatsglobauxdusystèmemaischaqueactivité
indépendammentlesunesdesautres,nousavonslapossibilitéd’exprimerle parallélismevraidu
système(qui estperdulorsdela constructiondugraphed’états).Nouspouvonsplusfacilement
travailler avecplusieurshorloges.
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Analyserles événementspermetde connaîtreles relationsd’ordre et de synchronisation
existantentreeux.Il estainsipossibledefairedel’analysequalitative du tempsà partir deces
premiersrésultats.À partirdelà il devientnatureld’évaluerdesduréesquenousassocionsaux
activitésdontnouspouvonsaisémentdistinguerle début et la fin.

1.1.4 Pourquoi un réseaudePetri ?

Lorsquenousmodélisonsdessystèmes,nousnecherchonspasseulementà lesreprésenter
maisaussià enobtenirunevision assezabstraitepourpouvoir endéduirecertainespropriétés.
Dansle domainedessystèmesinformatiques,nousnousplaçonsdansle cadredessystèmes
à événementsdiscrets,c’est-à-direque tout passaged’un état discretà un autrese fait par
l’intermédiaired’un événement.

Il y a trois notionsimportantesdansles systèmesà événementsdiscrets: les activités,les
événementset les entités(ou objets)impliqués.Suivant l’aspectquenoussouhaitonsprivilé-
gier, nousavonsde nombreusesfaçonsde représenterun systèmeà événementsdiscrets.Par
exemple:

– lesautomatesfinis [26],

– lesgraphesd’activités,

– lesréseauxdePetri[42, 28, 41,43].

Si nouspartonsd’un réseaude Petri, l’automatefini estconstruità partir d’un marquage
initial donnéet correspondau graphedesmarquagesaccessibles.Tousles étatsglobauxsont
doncénumérésavec, sur les arcsreliant deuxétatssuccessifs,l’événementreliant le passage
d’un étatversun autre.C’estun modèleorienté« état» où lesactivitéssontprisesencompte
par les étatsglobauxet les événementssontvus commedeschangementsde cesétats; les
entitéschargéesd’exécuterlesactivitésn’étantpasprisesencompte.Lesnoeudsreprésentent
lesétatset lesarcslesévénements.

Définition 2 (Automatefini) Un automateestdéfinipar un ensembled’étatsS,un ensemble
fini d’événementsE, unerelationdetransitionqui estun sous-ensembleF deS � E � Set un
état initial s0

� S.L’évolutiondel’automateestunesuitedetransitions � si � ej � sk � � F à partir
des0.

Commeexemplede graphed’activités, nousallons considérerun graphede précédence
entreévénements.Lesnœudssontlesévénementset lesarcslesactivités.Un graphedeprécé-
denceestdoncun outil centrésur lesévénementset lesactivités. Il estconstruità partir d’un
système,d’un ensembleinitial d’activitéset d’un ensemblefini d’événements.Chaqueactivité
impliquantunerelationde précédenceentrele nœudsourcede l’activité (début d’activité) et
le nœuddestination(fin d’activité), un graphed’activité décrit unerelationd’ordre entreles
événementsdugraphe.Contrairementàunautomate,lesétatsglobauxnesontpasreprésentés.
Uneactivité nepeutseproduirequelorsquetouteslesactivitésqui la précèdentsontterminées.
De plus,nousconsidéronslesactivitésindépendammentlesunesdesautres.
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Définition 3 (Graphe de précédence)Un graphede précédenceest un grapheorienté acy-
clique dont les sommetssontdesévénementsE et les arcs desactivités(ou desrelationsde
précédence)A. E estun ensemblefini d’événementset le sous-ensembleA deE � E unerela-
tion deprécédence. Lesélémentsak deA sontdoncdespaires � ei � ej � tellesqueei � ej , ei

� E
etej

� E.

Lesétats(ensembled’activitéspouvantêtreactivessimultanément)sontles coupesmaxi-
malesdugraphedeprécédence.

Notrechoix

Suivantquenoussouhaitonsprivilégier lesétatsglobauxou lesévénements,les représen-
tationsquenousdevonsutilisersontdifférentes.La représentationparautomatedonnetousles
étatsaccessiblesd’un systèmeenconfondanttouslescomportements.Quantàla représentation
pargraphedeprécédence,elle permetdebiencaractériserchaquecomportementindividuelle-
ment.Parcontrelesétatsnesontpasexplicitésetpourpouvoir lesobtenirtous,il fautconstruire
touslesgraphesdeprécédencequi sontpotentiellementennombreinfini.

Les réseauxde Petri permettentd’obtenir l’une ou l’autre desreprésentationsen fonction
du besoin.Ils permettentde prendreen compteexplicitementles trois notionsdessystèmes
à événementsdiscrets.Pour cela, les réseauxde Petri possèdentdeux typesde noeuds: les
placeset lestransitions. Lesplacessontassociéesauxactivitéset lestransitionssontassociées
auxévénements.Lesjetonssedéplaçantdeplacesenplacesmarquentla (ou les)activité(s)en
courset représententlesentités.

L’approchefondéesur les réseauxde Petri essaiede contourneraumieux le problèmede
l’explosioncombinatoiredesétatset desévénementsenévitantuneénumérationsystématique
a priori de cesderniers.L’ensembledesétatsaccessibleset l’ensembledescomportements
possiblessontdéfinisdefaçonimplicite (parintention) etnondefaçonexplicite (parextension),
enlesénuméranttousexplicitementcommedansle casd’un automatefini.

De façonsimilaire,alorsqu’unereprésentationd’un systèmeà événementsdiscretsparun
graphedeprécédenceentreactivitésnécessiteuneénumérationdetouslesévénements(débuts
etfinsd’activités),unréseaudePetridécritlesenchaînementsentrelesfranchissementsdetran-
sitions(les événements)de façonimplicite. Dif férentsscénariospeuvent êtregénérésà partir
d’un seulréseaudePetrietunetransitionpeutêtrefranchieplusieursfois (etdonccorrespondre
à plusieursévénements)aucoursd’un seulscénario.

Enplusdecettepuissanced’expressionparintention,lesréseauxdePetriprésententl’avan-
taged’avoir un aspectmulti-horloge.En effet, chaquejeton d’un réseaudePetri peutêtrevu
commeunehorlogelogiqueinduisantunerelationdeprécédenceentrel’événement(un fran-
chissementdetransition)qui le produitet l’événementqui le consomme.

Or, si nousvoulonsavoir la possibilitéde représenterle parallélismevrai, il faut avoir un
aspectmulti-horlogesoù chacuned’elles représenteuneséquenceindépendanted’actionsdu
systèmeanalysé.
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Un automatefini nepeutpasreprésenterle parallélismevrai car il représenteun entrelace-
mentd’étatssuccessifs.Il présenteunaspectmono-horlogedupointdevuelogique.Un produit
d’automatesfinis peutapportercetaspectmulti-horlogescarchaqueautomatepossèdesapropre
horlogelogique.Parcontre,dansle casd’un produitd’automatesle nombred’horlogesestfixe
etconstant.Leschangementsd’étatsauseind’un automatesefont enayantl’horlogedel’auto-
matepourréférencealorsquelescommunicationsentreautomatesimpliquentla synchronisa-
tion deshorlogesdesdiversautomatesà traversle mécanismedu « rendez-vous». L’avantage
présentépar les réseauxde Petri estqu’unetransitionest toujoursunetransition.Qu’elle ait
uneseuleplaceenentréeet ensortie(événementinterneà unautomate)ou plusieursplacesen
entréeet/ouensortie(communication),le mécanismeesttoujoursle même.

1.1.5 Pourquoi lesréseauxdePetri avecdu temps ?

Commenousl’avonsdit au début de cettesection,l’analysedessystèmesdistribuésim-
pliquedevérifier le respectdescontrainteslogiquesdesynchronisationmaisaussid’échéances
temporellesquantitatives.

Il existe plusieursextensionsdesréseauxde Petri qui prennenten compteles contraintes
quantitatives: le tempsassociéauxplaces,le tempsassociéauxtransitionset le tempsassocié
aux arcs.Cescontraintestemporellesquantitativessontdescontraintessupplémentairesque
doiventvérifier lesscénariosdefranchissementsdetransitions.Ellesn’ont pasd’influencesur
la spécificationdescontraintesqualitatives.

Pourpouvoir expliciter lescontraintestemporellesquantitativesentrelesévénementspos-
sibles,nousdevonsd’abordgénérerlesscénariosdefranchissementsdetransitions.L’approche
fondéesur les réseauxde Petri permetcettegénérationcar les transitionssontassociéesaux
événements.Nousobtenonsunereprésentationexplicite de la relationde causalitéentreles
événementset lescontraintesquantitativesviennentsegreffer surcettestructure.

Notrechoix d’aborderle tempsdansles réseauxdePetriendeuxétapespeutparaîtreres-
trictif dansle sensoù nousnousdonnonsla possibilitéde manipulerdesduréesuniquement
si les contraintesde relationd’ordre sontvérifiées.Mais d’un autrecôtécelanouspermetde
maîtriserplusfacilementla résolutiondescontraintes.Cequi motive notrechoix vis-à-visdes
réseauxdePetriestla possibilitéqu’ils offrent depouvoir traiterdesdomainesoù lesnotions
d’événementsetd’évolutionssimultanéessontimportantes.L’apportdu tempsn’estqu’unplus
permettantdecaractériserdemanièrequantitativecesévolutions.

Unedémarcheanaloguepourrait-elleêtredéveloppéeà partirdesautomates?
Un automatetemporisé[1, 2] estuneextensiondel’automateordinaireauquelsontassociés

un ensemblefini d’horloges,desconditionset desactionstemporellesconcernantleshorloges
sur les arcs.Si nousconstruisonsun automatetemporisénousavonsun ensemblefini d’hor-
logesqui sontdéclenchéesà l’état initial del’automateet qui peuventêtreréinitialisées.Nous
n’avonspasdeparallélismevrai explicite. Ceshorloges,quantitatives,nesontpasvuescomme
descomposantesde la représentationde l’état, alorsquedansle casd’un réseaude Petri p-
temporel[30, 29], lesjetonscorrespondentà deshorlogeslogiquespourl’approchequalitative
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puisà deshorlogesphysiquespourl’approchequantitative.
La compositiondesautomatesintroduitunedifficultésupplémentaire.La notionderendez-

vousratén’est pasgéréedansles automatestemporisésclassiques(time-lock) maiselle l’est
parévitementdanslesautomatestemporisésà échéance.La complexité dueà l’explosiondela
constructiondesétatsaccessiblessecombineici avecla complexité deraisonneràla fois surles
étatsetsurlescontraintestemporelles.L’automateobtenunepermetpasd’extrairesimplement
lescontraintestemporellesquantitativesentrelesévénementspossibles.

1.1.6 Application du modèle

Si un systèmedistribué estmodélisépar un réseaude Petri ou un ensembled’automates,
c’est pour pouvoir vérifier par desméthodesmathématiquesle comportementdu systèmere-
présenté.Cela permetde déduirecertainespropriétés.La propriétéqui nous intéressedans
notre travail est l’accessibilitéd’un état cible à partir d’un état source.C’est la vérification
decetteaccessibilitéqui nouspermettrad’affirmerqu’unétatcibleestaccessibledepuisunétat
sourcetoutenrespectantl’ordre imposéparlescontrainteslogiquesentrelesévénementsdela
séquence.Celanouspermetd’assurerqu’unensemblededocumentsmultimédiasa étécorrec-
tementprésenté,ou bienqu’un ensemblede tâchesa étécorrectementexécutédansun temps
imparti.

1.2 Vérification temporelleorientée« états»

1.2.1 Deuxméthodesdebaseenvérification

Il existedeuxméthodesdebaseenvérificationdesystèmesinformatiques:

– la preuve dethéorème(theoremproving),

– la vérificationparmodèle(modelchecking).

Le principede la preuve dethéorèmeestquela propriétéà montrerpeutêtreprouvéefor-
mellement(parun mécanismedéductifouparun systèmederéécriture)àpartir d’un ensemble
d’axiomesou d’un ensembled’hypothèsesdécrivantle systèmeétudié.La preuve dethéorème
permetderaisonnersurlessystèmesà étatsinfinis (réseauxdePetrinonbornés)carlorsquele
théorèmeestprouvé,il estvrai pourtoutsystèmeincluantle systèmepourlequelil aétéprouvé
quelquesoitsataille (monotoniedela logique).

La vérificationparmodèleimposequantà elle l’énumérationde tousles étatsdu système
étudié.La vérificationfaite,elle n’estvalablequepourun modèledonné.Si unemodification
estapportéeaumodèle,il faut reconstruiretouslesétatspourpouvoir denouveauaffirmerque
la propriétévérifiéeestvraie. La questionquenousnousposonsest « Est-cequ’un modèle
satisfaituneformule ?»
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Notre approche,fondéesur la preuve de théorèmeà l’aide du calcul desséquents,sera
détailléedansleschapitressuivants.Nousallons,ici, donnerlesgrandeslignesdela vérification
parmodèle.

1.2.2 La vérification par modèle

Enpartantdel’hypothèsequ’unsystèmepossèdeunespaced’étatsfini, la vérificationd’une
propriétéconsisteà vérifier qu’aucunedesexécutionspossiblesdanscetespaced’étatsn’inva-
lide la propriétéà prouver. Les diversestechniquesqui ont été développéessont baséessur
unereprésentationdiscrètedu tempscar l’exécutiondesréseauxdePetriestréaliséeentemps
discretou bien par un recouvrementde l’ensembledesétatsaccessiblespar un ensemblede
classes,derégionsoudezones.Lesdifférentesétapesd’exécutiond’un réseaudePetrisontles
étatsaccessiblesd’un système.Quandil n’y a pasdecontraintestemporellesquantitatives,le
travail esteffectuédirectementsurle graphedesmarquagesaccessibles.

La propriétéàvérifieresttraduitesousla formed’uneformulelogiqueet il fautvérifierque
l’ensembledesétatsaccessiblesestbienun modèle(ausenslogiquedu terme)dela formule.

Le systèmeàétatsfinis estdoncreprésentéparungraphedetransitionsétiquetéoùleslabels
d’un étatsontdespropositionslogiquesatomiques.Lespropriétésdu systèmesontexprimées
sousla forme de formulesen logique temporelle.La vérification consistealors à parcourir
le systèmede transitionset à vérifier qu’il satisfaitla formule représentantunepropriété: le
systèmeestun modèledela propriété.La questionest: « Est-cequ’unmodèleM satisfaitune
formulelogiqueϕ pour touslesétatsaccessibles? »

Effectuerduraisonnementtemporeln’estpassimpleenlogique.Eneffet, il fautêtrecapable
de prendreen compteles variationsdesvaleurs(vérités)despropositionsdansle temps.La
logiquemodalecontourneceproblèmeenconsidérantun ensembledemondeslogiques: une
véritévraienepeutdevenir faussedansunmêmemonde(monotonie), maisellepeutl’être dans
unautremonde.Leslogiquestemporellessontdesextensionsdela logiquemodaleetsontdonc
capablesdeprendreencompteceschangementsdevaleursdespropositionsà un instantdonné
ou pendantunecertainedurée.Parmi les différenteslogiquesqui correspondentà différentes
vuesdu temps,nousneconsidéronsqueles logiquesbaséessurunereprésentationdiscrèteet
nonquantitativedu temps:

– la logiquetemporellearborescenteCTL [13],

– la logiquetemporellelinéaireLTL [44].

CTL estunelogiqueoù le tempsestarborescent,c’est-à-direqu’elle permetde travailler
sur la représentationarborescentedesprocessus.En effet, il peutexisterplusieurssuccesseurs
à un état.En CTL il y a deuxtypesde formules: les formulesd’étatsqui sontévaluéespour
un instantdonnéet lesformulesdecheminqui sontévaluéesle long d’un chemin.Nousavons
la possibilitédanscettelogiquedevérifierpourchaquetypesi lesformulessontvraiespourun
cheminoupourtousleschemins.
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En LTL, chaqueétatne possèdequ’un seulsuccesseur, noustravaillonssuruneséquence
d’exécutiondonnée.Le tempscroît demanièrelinéaireà partir d’un instantinitial. Il n’y a que
desformulesdechemins.

CTL etLTL sontincomparablesdansle sensoùcertainesformulesd’unelogiquenepeuvent
s’exprimer dansl’autre et inversement.Cependant,il n’est paspossibled’exprimer le non-
déterminismedessystèmesparallèlesavecunelogiqueà tempslinéaire.C’estpourcelaqueles
logiquesàtempsarborescenttellesqueCTL sontsouventmeilleurespouranalyserlessystèmes
réactifs.Par contre,unelogiqueà tempsarborescentn’estpasadaptéepourexprimerdespro-
priétésd’équitébienqu’uneextensionappeléeFair-CTL [14] ait étédéveloppéepourprendre
en comptecescontraintes.Les logiquesà tempslinéaire tellesqueLTL sontpréféréespour
analyserdespropriétéssurdeschemins.

1.2.3 Extensionde la vérification par modèle: prise encomptedu temps

La priseen comptedu tempsquantitatifdansles réseauxde Petri sefait en associantdes
contraintestemporellesauxélémentsdu réseau: soit auxplaces,soit aux transitions,soit aux
arcs.Desoutilsontétédéveloppésafindepouvoir traitercetempset vérifierdespropriétés.

Commenousl’avonsdit plushaut,il faut recouvrirl’ensembleinfini (si le tempsestdense)
enun ensemblefini declasses[36, 3]. Cetteapprochepermetensuiteuneanalysesemblableà
la méthodedu graphedesmarquagesutiliséepourl’analysedesréseauxdePetriordinaires.

L’ensembledesétatsd’un réseautemporelestinfini étantdonnéquelestransitionspeuvent
être tiréesà tout instantdansleur intervalle de tir qui appartientà l’ensembledesréels.Le
principede la méthodeconsisteà regrouperles étatsayantmêmemarquageet desdomaines
detir sensiblementégauxc’est-à-direnevariantqueparundécalagedecertainescomposantes
et une troncature.Le nombrede classesd’étatsdevient alorsfini si le réseauestborné.Les
contraintestemporellessont représentéessousla forme d’inéquations.Le graphedesclasses
estla représentationgraphiquedecesclassesd’étatsoù lesnœudssontlesclasses(paireétat-
systèmesd’inéquations)etlesarcsreliantdeuxclassesdisctinctesportentle nomdela transition
permettantdechangerdeclasse.

Cegraphedesclassespeutensuiteêtreexploitécommele graphedesmarquagesaccessibles
pourvérifierdespropriétésexpriméesdansdeslogiquestemporellescommeCTL ouLTL. Cela
permetainsiunepriseencomptedecontraintestemporellesquantitativeslorsdela vérification
depropriétés.Toutefoispourpouvoir faire intervenir desconsidérationstemporellesquantita-
tivesdansl’expressiondespropriétés,il faut faire appelà d’autreslogiquesqueCTL ou LTL.
De plus,dansle graphedesclasses,la duréede la séquencede franchissementpermettantde
passerd’un marquageàunautrenepeutêtrecaractériséedemanièreprécise.Eneffet,àchaque
franchissementdetransitionuneimprécisionestintroduite.

Commenousl’avonsvu précédemment,il estégalementpossibled’associerun ensemble
d’horlogesàunautomatepourobtenirunautomatetemporisé.Toutcommeprécédemmentdans
le casdesréseauxdePetritemporels,l’ensembledesétatsestinfini, maisil peutêtrerecouvert
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par un ensemblede régionsou de zones.Il est alors possiblede vérifier despropriétéspar
modèle.

Nousvenonsde voir, bien rapidement,un ensembled’approchespermettantla modélisa-
tion et la vérificationdepropriétésdesystèmesdistribués.Nousavonsdit quenotrepréférence
allait aux réseauxde Petri à caused’une priseen comptedu parallélismevrai plus simpleet
plus systématique(unetransitiondécrit aussibienun changementd’état internequ’unecom-
municationentreentitésséquentielles).De plus, les contraintestemporellesquantitativessont
spécifiéesdefaçoncohérenteavecle modèlecarleshorlogessontassociéessoitauxjetons,soit
auxtransitionssensibilisées.Toutefois,cesdiverspointsneseraientpasdesavantagessi nous
nepouvionspasanalyserlesordrespartielsexistantsentrelesfranchissementsdestransitionset
si touteslesméthodesd’analysedevaientêtrebaséessurle graphedesmarquagesaccessibles.

1.3 Ordr epartiel et techniquesdedépliage

Le traitementduparallélismed’un réseaudePetris’effectueeneffet souventparl’intermé-
diairede l’entrelacementmêmesi destransitionsdu réseausontstructurellementenparallèle.
Nousavonsvu quecetteméthodeengendreuneexplosioncombinatoiredunombred’étatslors
dela constructiondu graphed’accessibilité.Lesséquencescontenantcestransitions-làsedif-
férencientseulementpar l’ordre de franchissementdestransitions,ce qui fait apparaîtredes
redondancesqui pourraientêtreévitéesafindelimiter la taille dugraphe.

1.3.1 Méthodesbaséessur la représentationdel’ordr epartiel d’un réseau
dePetri

Lesméthodesbaséessur la limitation de la taille du graphed’accessibilitéparélimination
desredondancesdanslesséquencessontappeléesméthodesd’ordre partiel carlesrelationsde
dépendanceet d’indépendancecaractérisentl’ordre partiel desfranchissementsde transitions.
Deuxvoiesdistinctess’ouvrent:

– la réductiondu graphed’accessibilitéparéliminationdesséquencesredondantespourla
représentationdetraces,

– la représentationdirectedel’ordre partieldestirs detransitions.

C’estA. Mazurkiewicz qui adonnélesbasesd’unenouvelle théorieendéfinissantla notion
detraces[34].

Définition 4 (Trace) Unetracereprésenteun ensembledeséquencesde tirs tel quedeuxsé-
quencesd’une classepeuventêtre obtenuesl’une de l’autre en permutantsucessivementles
occurrencesdetir adjacenteset indépendantes.

Lesséquencespartentdu mêmeétatinitial et arriventaumêmeétatfinal. Ellesdéfinissent
unordrepartielentrelesfranchissementsdetransition.
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Cetteapprochepermetde réduiresignificativementla taille du graphed’accessibilité,ce
qui estunebonnechosepourvérifier despropriétés.Elle estefficacedansla préservationde
certainespropriétéset enparticulierdesblocages.Il existediversestechniquesbaséessurcette
approchequenousnedétailleronspasici carlesordrespartielsnesontpasreprésentésexplici-
tement:

– la recherched’ensemblespersistants[62],

– la recherched’ensemblesdormants[22],

– lesgraphesdepascouvrants[58],

– lesgraphesdepaspersistants,combinaisondela premièreetdela troisième[49].

Destravauxbaséssurcestechniquesont étémenésafin dediminuerl’explosioncombinatoire
toutenprenantencomptele parallélismevrai.

1.3.2 Une deuxièmeapproche : la représentationde l’ordr e partiel des
franchissementsde transition

Lareprésentationdirectedestirsdetransitionssebasesurlesnotionsdeparallélisme/concurrence
etdeconflitsdanslesréseauxplaces-transitions.Uneopérationdetraductionesteffectuéeàpar-
tir d’un réseaudePetri versun grapheétiquetéoù chaquetransitionet chaqueplacepeutêtre
repésentéeplusieursfois : l’opérationestun dépliageet le grapheestun processusdebranche-
ment[4, 16, 35].

Plutôtquedereprésenterdesentrelacementsdetirs detransitions,l’idée estdereprésenter
les tirs de transitionsindépendantespardestransitionsindépendantes.Commepour le graphe
d’accessibilité,le but estdecaractérisertouslesmarquagesaccessiblesà partir d’un marquage
initial. Il est ausside mettreen évidencedesrelationsde causalitéet d’indépendanceentre
certainsfranchissementsde transition.Par contre,les dépliagesne représententpastous les
ordrespartielspossibles.

Parmilesreprésentationsbaséessurlesdépliages,citonslesréseauxcausauxétiquetéscom-
munémentappelésprocessusderéseaudePetri[38]. Un processusestun réseauoù lesconflits
sontrésoluscarchaqueplacepossèdeauplusunetransitionenentréeetunetransitionensortie:
chaquepairedetransitionsd’un processusestsoitendépendancecausalesoit indépendante.

Un processusderéseaudePetridécritdoncunordrepartielentreunensembled’événements
(les franchissementsde transition)qui sont tous nécessaires, c.-à-d.qu’ils peuvent tous se
produireaucoursd’unmêmescénario.Deuxévénementsnonreliésparunerelationdecausalité
sontdoncparallèles(parallélismevrai).

CommenousavonsunestructuredumêmetypequelesréseauxdePetriaveclesévénements
qui sontassociésauxtransitionset lesactivitésauxplaces,l’approcheestorientéeévénements.
Lesétatssontdescoupesmaximalesdugraphereprésentantle processus.Nousdétailleronsces
diverspointsau chapitre3 et nousmontreronsla relationexistanteentrecestravauxet notre
approche.
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LesprocessusderéseaudePetriont étéétenduspourprendreencomptele tempsdefaçon
qualitative[61]. Toutefoiscestravauxnefont pasle lien aveclesapprochespermettantl’analyse
d’un ensemblede contraintestemporellesquantitatives.Ils ne répondentpasà la questiondu
calculeffectif desdatesdefranchissementdestransitionspermettantle respectdescontraintes.

1.4 Systèmesdecontraintestemporelles

1.4.1 Les représentationsde type TCSPet STP

Pourrépondreauproblèmementionnéci-dessus,uncertainnombred’outils pourla résolu-
tion decontraintestemporellesdanslessystèmesàévénementsdiscretsontétédéveloppésdans
uncadreformel: lesproblèmesàsatisfactiondecontraintestemporelles,communémentappelés
par leur abréviationanglaiseTCSP(temporalconstraintsatisfactionproblems)[8]. Un TCSP
estunereprésentationd’un ensemblede contraintestemporellesdérivéedesCSP(constraint
satisfactionproblems)[39].

Définition 5 (Problèmeà satisfactiondecontraintestemporelles) Unproblèmeà satisfaction
decontraintestemporellesestun couple � X � C � où l’ensembleX desvariablesprennentleurs
valeursdansun ensemblede domainestemporels (intervalle de temps)et l’ensembleC des
contraintesreprésentedesrelationstemporelles logiquesou numériquesentre les variables.
Toutesles contraintesdesTCSPsontbinaires[55], c’est-à-dire qu’ellesimpliquentdeuxva-
riables.

Lesvariableset lescontraintesd’un TCSPpeuventêtrereprésentéessousformegraphique.
Les nœudsdu graphesontles variableset les arcssontles contraintes.Lesdomainesdesva-
riableset descontraintessontdesintervallesde � . Celacorrespondbienànotreattentedansle
sensoù lesréseauxdePetritemporelsmanipulentdesdomainesdevaleurscontinueseux-aussi
etoù lesdatesdefranchissementsontdesréels.

Lesproblèmestemporelssimples(STP, simpletemporalproblem)[8] sontuncasparticulier
intéressantdeTCSP. Lesdomainesdesvariablessontdesintervalles(etnondesunionsd’inter-
valles)et lescontraintessontbinaireset de la forme(Xi et Xj sontdesvariables,l’événement
associéà Xi précèdeceluiassociéàXj et la duréeentrecesévénementsappartientà l’intervalle	
ai j � bi j 
 ) : ai j � Xj � Xi � bi j . La contraintes’exprimeaussisousla formededeuxinéquations

linéaires:

Xj � Xi � bi j

Xi � Xj �
� ai j

Nousauronsdoncdeuxarcsorientés,l’un reliantXi à Xj etdelongueurbi j et l’autrereliant
Xj àXi et delongueur� ai j .

Un réseaudecontraintesreprésentantun STPs’exprimedoncsousla formed’un système
d’inéquationslinéaires.Cesystèmepeutserésoudrepardesméthodesconnuesdumondedela
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rechercheopérationnelleenun tempspolynômial.De puissantsmécanismesdepropagationde
contraintes[55] ontégalementétédéfinis.Ils permettentunedélimitationprécisedesdomaines
desvariables.

1.4.2 Principalesutilisations

Lesdomainesd’utilisationdecesméthodesderésolutiondecontraintestemporellessontla
rechercheopérationnelle,la plannificationenrobotiqueet l’ordonnancement.Danstouscesdo-
maines,il estnécessairedepouvoir calculerlesduréesdesdifférentesactivitésafindeconnaître
la duréed’exécutiond’un scénariodonnépourunrobotautonomeoula duréed’un cycled’exé-
cutiond’unechaînedefabrication.Il nes’agitpasseulementdemontrerquenouspouvons,ou
quenousne pouvonspas,vérifier simultanémenttoutesles contraintes,ce qui correspondrait
à la vérificationd’une propriététemporellepour un systèmedistribué. Il s’agit égalementde
trouver unebonnesolutionc’est-à-dired’affecterunevaleurà chaquevariablede telle sorte
quelescontraintessoientvérifiéeset quela valeurd’un critèresoit satisfaisante.L’objectif ul-
time,engénéralnonaccessibledansle casdessystèmescomplexes,étantdetrouver la solution
optimale.

Toutefois,cesdiversescommunautésn’exprimentpaslescontraintesdela mêmemanière.
La communautédel’intelligenceartificielleexprimelescontraintessousla formeprésentéeci-
dessus.La communautédel’ordonnancementinversele pointdevueet exprimeunecontrainte
sousla formesuivante:

Xj � Xi � bi j

Xj � Xi � ai j

Ce qui va donnerun arc reliant Xi à Xj de longueurai j et un arc reliant Xj à Xi de lon-
gueur � bi j . Dansle cadrede l’approcheprécédente,la non satisfaisabilitéde l’ensembledes
contraintessetraduit par l’existenced’un circuit (orienté)de longueurnégative alorsqu’avec
cettenouvelle représentationceseracelled’un circuit delongueurpositive.

Revenonsà l’approcheprécédente(processusderéseaudePetri).Supposonsquelestransi-
tions ti et t j soientfranchiesunefois dansun processuset queti soit reliéeparunerelationde
causalitéà t j . Nousendéduisonsqueti précèdet j dansl’ordre partielet doncque0 � Xj � Xi.
Nous voyonsque la relation de précédencese traduit par une contraintetemporellesur les
datesdefranchissement.Danscecadre,la relationproposéeparla communautétravaillantsur
l’ordonnancementestplus naturellecar l’arc du graphede contrainteestorientéde la même
manièrequele cheminexprimantla causalitédansle processus.

Une faiblessede l’approchefondéesur les processusestquela notionde causalitésur la-
quelleestfondéela constructiondesordrespartielsne correspondpasà celle communément
admiseenlogiqueclassique.Le fait quela propositionA soit la causedeB ou deC n’implique
pasqueB et C ne puissentpasêtresimultanémentvrais.Or la vérification(ou la preuve) de
propriétéstoutcommelesmécanismesdepropagationdecontraintessontfondéssurla logique.

17



CHAPITRE 1. LOGIQUE, ORDRE PARTIEL ET RAISONNEMENT TEMPOREL

C’est pourquoiil estimportantd’étudierles travauxassociantles réseauxde Petri, la logique
formelleet la notiond’ordrepartielendehorsdel’approchefondéesurlesconceptsdedépliage
etdeprocessus.Lespremierstravauxqui ontassociéla logique,lesordrespartielset lesréseaux
dePetriont étéréalisésparV. Gehlotaudébut desannées1990.Ils sontfondéssur la logique
linéaireetnousallonslesdétaillermaintenant.

1.5 La logique linéaireet lesréseauxdePetri

1.5.1 Origine de la logique linéaire

La logiquelinéaireaétéintroduitepourla premièrefois parJ.Y. Girarden1987[20] comme
unevariantedela logiquepropositionnelle.Girarda choisi le calculdesséquentsintroduit par
Gentzenen1934pourdéfinir la logiquelinéaireet conduirelespreuves.Cettelogiqueestnon
monotone, elle estcapabledereprésenterle changementd’étatd’un systèmecequi estun gros
changementparrapportà la logiqueclassiqueseulementcapabledetraiterdevéritéséternelles.
La caractéristiqueimportantedecettelogiqueestdepouvoir distinguerdeuxexemplairesd’une
ressourced’un seulexemplaire: pourcela,il a fallu abandonnerlesrèglesd’affaiblissementet
decontractiondu calculdesséquentsdela logiqueclassique.Celaa aboutià uneréécriturede
la conjonction,dela disjonctionet del’implication.

Les propositionsde la logique linéairesontvuescommedesressources: unedéduction
linéaireconsommelespropositionsqui sontleshypothèsesetproduit lespropositionsqui sontla
conclusion.Unepropositiondoit êtreautantdefois disponibledansleshypothèsesqu’elledoit
êtreconsomméeetelledoitapparaîtreautantdefois dansla conclusionqu’elleauraétéproduite.
La preuved’un séquentenlogiquelinéairepeutêtrevuecommeunensembled’actionssurdes
ressources.L’observationdecesactionsdonneuneimpressiondedynamismeetsous-tenddonc
unedimensiontemporelle: desrelationsdecausalitéet deprécédenceapparaissent.

1.5.2 Analogieentre réseaudePetri et logique linéaire

Depuis1987,datedespremièrespublicationssurla logiquelinéaire,diversespersonnesont
effectuéesdestravauxmontrantunlien entrelesréseauxdePetriet la logiquelinéaire.Eneffet,
la capacitédela logiquelinéaireàraisonnersurdesressources(dénombrement,consommation,
production,dynamisme)nousamèneàfaireun rapprochementcertainavecl’étudedesréseaux
dePetri.

À partir desdifférentstravauxsur lesliensentreles réseauxdePetriet la logiquelinéaire,
nouspouvonsdirequ’il y aeutroisapprochesdistinctes:

– uneapproche« réseaudePetricommemodèlepourla logiquelinéaire»,

– uneapproche« structurelle»,

– uneapproche« réseau».
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Approcheréseaude Petri commemodèlepour la logique linéaire

Une premièreapprochesur les relationsentrela logique linéaire et les réseauxde Petri
totalementdifférentedesdeuxautresa étédéfinieparU. Engberg etG. Winskel[15]. Lesdeux
autresapprochessontsyntaxiquesalorsquecelle-ci estsémantique.Ils interprètentle réseau
de Petri commeun modèlepour la logiquelinéaire.Leur but s’apparenteà de la vérification
sémantiquedemodèles.

Ils donnentdesrésultatssur l’accessibilitéen logiqueintuitionnisteet souhaitentapporter
desrésultatsdenon-accessibilitédanslesréseaux.L’un deleursobjectifsestla caractérisation
de la vivacitéd’un réseaudePetrià l’aide dela logiquelinéaire.Toutefoisil y a un problème
dansleur approchecar leur interprétationde la négationlinéairen’estpassatisfaisante.Leurs
résultatssurla non-accessibilitésontprouvablessémantiquementmaispassyntaxiquement.

Approchestructur elle

CesontC.A. Gunteret V. Gehlot[24, 19] qui ont effectuélestravauxlesplussignificatifs
danscetteapproche.La non-monotoniede la logique linéairene doit paspour autantnous
empêcherde considérerdesvéritéséternellesqui serontvuescommedesaxiomes.Si nous
nousfocalisonssur la structured’un réseau,nousremarquonsque,effectivement,desvérités
éternellespeuventêtreétablies.Parexemple,l’existenced’unetransitionn’estjamaisremiseen
causeparl’évolutiondumarquage.C’estcequi justifie le choixdeC.A. GunteretV. Gehlotde
représenterlestransitionspardesaxiomesécritssousla formedeséquents.

L’ensembledecesséquentsconstitueun ensembled’axiomespropresqui sontrajoutésà la
logique.D’unemanièregénérale,pourunréseaudePetridonnénousassocions:

– un jetondansuneplacep à unatomepropositionnelP,

– unetransitionà un séquentaxiomepropreM1 � M2 où M1 et M2 sontles formulesdes
marquagesd’entréeetdesortiedela transition.

Tout séquentdela formeM1 � M2 correspondà uneaccessibilitédel’état M2 depuisl’état
M1. Nousobtenonsuneréécritureduréseausousformelogique.

Le but de leur travail a étéensuitede trouver desstratégiesde preuve, par la construction
d’arbres,afin de caractériserle parallélismedu réseauconsidéré.Pourconstruireunepreuve
d’accessibilitédansle cadrede l’approchestructurelle,il est inévitabled’utiliser la règlede
coupureCut. En effet, l’ajout d’axiomesfait sortir du cadrestrict de la logiquelinéaireet la
règledecoupurecessed’êtreredondantepourle calculdesséquents.Seulecetterèglepermet
demettreenséquencedeuxtransitions.Par exemple,elle permetdeprouver l’accessibilitéde
M2 à partir de M1 s’il existe une transitionM1 � M � et une transitionM � � M2. Ceci nous
donneunordredefranchissementdestransitions.Toutefois,l’arbredepreuve générén’estpas
unique.Lesauteursont travaillé surdesrèglesderéécrituredesarbresdepreuveafindegénérer
unnouvel arbrequi caractériseraitun parallélisme« maximal».

Un défautdecetteapprocheestl’introductiondesaxiomesproprescorrespondantauxtran-
sitions du réseau.Un autredéfautest que malheureusementil n’est possiblede caractériser
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quele parallélismestructurelcar le marquagen’est paspris en compteexplicitementdansla
traductiondu séquentd’accessibilité.Si desjetonssontajoutésen plusdesjetonsstrictement
nécessairesauxfranchissements,lesrésultatsquantà l’accessibilitéresterontvrais.Cependant,
lesrésultatssur lesordrespartielsnesontplusforcémentjustescar lesjetonssupplémentaires
peuvent introduiredenouvellesrelationsdeparallélisme.Si unetransitionestsensibiliséedès
l’état initial, ellepeutêtrefranchieindépendammentdesautres.

Pourfairedeuneanalysetemporelleprécise,il estindispensabledecaractériserle parallé-
lisme« dynamique» (avec marquage)enplusdu parallélismestructurel.C’est le seulmoyen
d’avoir desordrespartielscorrects.

Approcheréseau

Parallèlementauxtravauxmenéssur l’approchestructurelle,C. Brown initia uneapproche
différentequi consisteà traduiretout un réseaude Petri par uneformule [7]. Pourcela,elle
représentechaquetransitionparuneformuleimplicativequi prendla significationdefranchis-
sementdetransition.Unetransitionesteneffet représentéeparuneformulepouvantêtreutili-
séeunnombredefois nonspécifiédansla preuve.C. Brown a introduit la notiondemarquage
en le représentantparuneconjonctionmultiplicative d’atomespropositionnels.Saformulede
logique linéairecomposéd’un marquageM et d’une conjonctionmultiplicative de formules
implicativesestla traductiond’un réseaudePetrimarqué.

F. Girault [21] et L.A. Künzle [32] reprirent la notion de marquagereprésentépar une
conjonctiond’atomeset la représentationd’un franchissementde transitionpar une formule
implicativedelogiquelinéaire.Par contre,aulieu dereprésenterle réseaudePetrimarquépar
un séquent,ils choisirentd’utiliser lesséquentspourdéfinirdesproblèmesd’accessibilitéspé-
cifiquesentredeuxmarquages,commeC.A. Gunteret V. Gehlotl’avaientfait dansle cadrede
l’approchestructurelle.Simplement,ce séquentdoit comprendrela liste desfranchissements
nécessaires.Le fait deneplusavoir d’axiomespropresrajoutéspermetderesterdansle cadre
strictdela logiquelinéaireetdeneplusavoir nécessairementàutiliser la règledecoupurelors
dela constructiondepreuves.

Unepreuved’accessibilitéestalorsdéfiniepar:

– unmarquageinitial,

– uneliste defranchissementsdetransitions,

– unmarquagefinal.

En prenanten comptele marquaged’un réseau,il alorspossiblede mieux caractériserle
parallélismequ’il soit structureloudynamique.

1.5.3 Discussion

Le travail développéparV. Gehlotn’a permisquedecaractériserle parallélismestructurel
caril manquaitla notiondemarquagecourant.Danscetteapproche,lesséquentsnetraduisaient
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qu’unerelationd’accessibilitéentredeuxmarquagessansdonnerd’indicationsurlesfranchis-
sementsdetransitionamenantaumarquagefinal.

L.A. KünzleareprislestravauxdeV. Gehlotet,à l’aide del’approcheavecmarquagedéve-
loppéeconjointementavecF. Girault,a caractérisécequ’il appellele parallélismedynamique.
Il a dû pourcelaintroduiredeuxrèglesdecalculdesséquentsSEQ et SYNC (voir [32]) expri-
mantrespectivementl’exécutionen séquenceet l’exécutionenparallèlededeuxscénariosde
franchissementsdetransitions.

La constructiond’unepreuvecaractériseunscénarioendonnantl’ordre partieldesfranchis-
sementsde transition.Cependant,les relationsSEQ et SYNC nepermettentd’extrairequedes
ordrespartielsdetype« série-parallèle». Cetteméthodea permisd’évaluerle tempsd’exécu-
tion desscénariosgénérés.Toutefoiscetteévaluationn’estcorrectequesi l’ordre partielentre
lesfranchissementspeutsemettresousuneforme« série-parallèle». Dansle cascontraire,des
relationsdeprécédenceparasitessontintroduitesetellespeuventfausserle calcul.

Un autrepoint importantà soulignerest le fait que l’approcheest compositionnelle.La
compositionde deuxsous-scénariospar les deuxrelationsestpossibleet unepreuve valable
pourun scénariorestevalableaprèscomposition.Cerésultatestvalabledansle casstructurel
maisaussidansle casdynamique.

Par la suite,B. Pradin-Chezalvielet R. Valettese sontattachésà rechercherles liens de
causalitéentreles différentsfranchissementsde transitionsansutiliser les deux règlesintro-
duitesparL.A. Künzleet enutilisantdespreuvessansla règledecoupure[46]. De cettefaçon
lesrelationsdeprécédenceparasitesn’apparaissentpluset il estposssibled’appuyerun calcul
symboliquesur l’arbre depreuvespourcalculeruneduréedesscénariossousuneformealgé-
briquequi estcettefois exacte.L’inconvénientestquel’ordre partielentrelesfranchissements
detransitionn’estplusexplicité.

1.6 Conclusion

Nous avons vu tout au long de ce chapitreen examinantdifférentsmodèles,différentes
approcheset différentsoutils que l’utilisation desréseauxde Petri avec du tempsprésentait
le meilleur compromissi le but était l’analysequalitative et quantitative de scénariosdansun
systèmedistribué.

Pourquoi? Un réseaude Petri est le modèleabstraitle mieux appropriépour représenter
dessystèmesdynamiquessansfaire dedifférenceentreun acteuret les ressourcesnécessaires
auxactions.Il estpossibled’avoir uneapprocheorientéeactivité commeuneapprocheorientée
événementsuivantlespropriétésquenoussouhaitonsmettreenévidenceetceindépendamment
del’information temporellequantitativeapportéeparlesextensionstemporellesdesréseauxde
Petri.

Nousavonsvu qu’il étaitpossiblededévelopperuneapprochefondéesur les événements
avecunepriseencomptecorrectedu parallélismevrai par l’intermédiairedela notiondepro-
cessusde réseaude Petri baséesur un dépliagedu graphe.Nousavonsvu, par contre,quesi
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le but étaitnonpasla vérificationd’unepropriétémaisplutôt le choix desdatesdefranchisse-
mentdestransitionspourobteniruncertaincomportement,alorsquelesgraphesdecontraintes
temporelles(STP)étaientl’outil le plusadapté.Enfinnousavonsvu quela logiquelinéaireper-
mettaitégalementl’analysequalitative (ordrepartiel)et quantitative de sénariosmenantd’un
marquageàun autre.

Le but de notretravail a étéde développerce dernierpoint et de le relier aux autres.En
effet il noussemblequela notiondecausalitéen logiquelinéaireestau cœurde la notionde
relationde précédenceet qu’elle peutpermettrede passerd’un tempsqualitatif fondésur le
parallélismevrai à un tempsquantitatifavec unegrandecohérence.C’est ce quenousallons
présentermaintenant.
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Chapitre2

Accessibilitéet logique linéaire

2.1 Intr oduction à la logique linéaire

Une façonclassiquede traiter un problèmed’accessibilitédansun réseaude Petri passe
parla constructiondugraphed’accessibilité.Maiscetteapprochen’estpasintéressantelorsque
noussouhaitonsconserver le parallélismevrai car le grapheestconstruitpar entrelacement.
Nous nousretrouvonsavec unereprésentationgraphiquepurementorientéeétatsénumérant
touslesmarquagesaccessiblesentreun étatinitial etfinal.

Si l’on ne souhaitepasénumérertous les étatsmaisnoussouhaitonsavoir uneapproche
orientéeévénementspour pouvoir conserver le parallélismedu réseaudoncsanstraiter l’en-
trelacement.Nous avonsvu au chapitreprécédentqu’il existait une méthodelogique initiée
par F. Girault et L.A. Künzle et amélioréepar B. Pradin-Chezalvielet R. Valettequi répond
justementà cetteattente.

Cetteméthodepermetde traduireun problèmed’accessibilitédansun réseaude Petri en
unepreuve de logiquelinéaire,logiqueenphaseavec le dynamismedesréseauxcarelle ma-
nipule les propositionscommedesressources: nousparlonsdeproduction/consommationde
ressources.Pourcela,J.YGirardadûabandonnerlesrèglesd’affaiblissementetdecontraction
du calculdesséquentsde la logiqueclassiquequi entrainaientl’apparitionet la disparitionde
formules,cequi a imposéuneredéfinitiondesconnecteurslogiques.

La logiquelinéaireestcomposéedetrois famillesdeconnecteursqui sont:

– lesconnecteursbinairesmultiplicatifs,

– lesconnecteursbinairesadditifs,

– lesconnecteursunairesexponentiels.

Le passagedesconnecteursclassiquesauxconnecteursmultiplicatifslinéairess’effectuepar
le rejetdela propriétéd’idempotencedela conjonctionetdela disjonctionclassiques,propriété
fondamentalementliée auxdeuxrèglesclassiquesénoncéesplushaut.

Lesconnecteurslinéairesontétédéfinisdirectementdansle cadreducalculdesséquents.De
manièreformelle,un séquentestuneexpressionlogiqueconstituéededeuxmembres,chacun
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étantunesuitedeformulespropositionnelles,acceptantimplicitementtoutesubstitutionet ce,
quenoussoyonsdansuncasdelogiqueclassiqueou linéaire.Un séquents’écritsousla forme:

A � B � ����� � E � F � �����
oùle méta-connecteur� séparele membregauchedumembredroit. La virgulequi estunméta-
connecteurn’a pasle mêmesenssuivant qu’elle estutiliséeà droite ou à gauche: à gauche
elle représentela conjonctiondesformulesqu’elle séparealorsqu’à droite elle représentela
disjonctiondesconclusions.Nouspouvonsl’interpréterde la manièresuivante: à partir d’un
ensembled’hypothèses,nouspouvonsdéduireplusieursconclusions.Soit, le membregauche
contientlesprémissesqui vontpermettrededéduirelesconclusionscontenuesdansle membre
droit.

Pourexprimerle sensd’un séquentenlogiquelinéaireausensdesressources,je neferaique
citerunephrasedela thèsedeF. Girault [21] : « En logiquelinéaire,lesséquentsexprimentdes
déductionssurdespropositions,qui nerépondentpasauprincipedetransmissiondela vérité,
carlesprémissessontconsomméespourproduirelesconclusions.»

Les règlesdu calcul desséquentsen logiquelinéairesontdonnéesdansl’annexe A. Elles
définissentd’un point devuesyntaxiquelesconnecteurs.Voici uneprésentationsuccintedela
négationlinéaireetdestrois famillesdeconnecteurset decertainesdeleurspropriétés.

La négationlinéaire

La négationlinéaireestnomméenil etsenote � � ��� . Elle vérifie la propriétéd’involution:

� A� � ��� � A oùA estuneformule

Nous interprétonsla négationnil commeun inverseurinvolutif de l’orientation consom-
mable/productible(respectivementA� A� ) desexemplairesderessourcesvis-à-visdela dimen-
siontemporelleimplicite àuneaction.

Lesmultiplicatifs

l’implication linéaire Elle permetdereprésenteruneactioncarelleexprimela possibilitéde
produire uneressource(ouuneformule)enenconsommantuneautre(ouuneautreformule) ;
nousl’appelleronsaussiressource d’action pour son utilisation dansle calcul desséquents.
Elle senommeentraîneet senote � . Par exemple,la formuleA � B exprimela possibilitéde
produireB en consommantA. Mais pour quecelasoit effectivementpossible,il faut qu’une
ressourceA soitdisponible(consommable).

la conjonction multiplicative Elle permetdereprésenterla notionde cumul« conjonctif »
d’exemplairesde ressources.Elle se nommefois et se note � . Par exemple,la proposition
A� A indiquequela ressourceA estdisponibledeuxfois et peutaussisenoterA� 2. Elle est
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associative, commutative et possèdeun élémentneutrenomméun qui se note 1. À gauche
du tourniquet,elle est équivalenteà la virgule. Nousavonsdonc la propriétécaractéristique
suivante:

A � B � A � B

la disjonction multiplicative Ellepermetdereprésenterlecumul«disjonctif» d’exemplaires
deressources.Elle senommepar et senote � . Par exemple,la propositionA� A indiqueéga-
lementqueles deuxexemplairesde A sontdisponibles.Tout commela conjonction,elle est
associative,commutativeet possèdeun élémentneutrenomméfauxqui senote � . À droitedu
tourniquet,elleestéquivalenteà la virgule.

Elle vérifiedoncla propriétécaractéristiquesuivante:

A � B � A � B
La différenceentreles cumulsconjonctifset disjonctifsestdonc la suivante.La formule

A� A représentedeuxressourcesA pouvantêtreconsomméesindépendammentpuisqu’àgauche
duméta-connecteur� cetteformuleestéquivalenteàA � A. Parcontrela formuleA� A représente
deuxressourcesA pouvantêtreproduitesindépendammentpuisqu’àdroiteduméta-connecteur� cetteformuleestéquivalenteàA � A. Il estimportantdesoulignerquele séquentA� B � A� B
n’estpasprouvableenlogiquelinéairealorsqu’enlogiqueclassiqueA � B � A � B l’est.

Le connecteur� permetde faire la correspondanceavec l’implication linéairepar l’inter-
médiairedel’équivalencesuivante:

A � B � A� � B

qui indiquequenousnepouvonspasavoir A et B à la fois, eneffet c’estla consommationdeA
qui vapermettredeproduireB.

La combinaisondesconnecteursmultiplicatifs permetd’exprimercertainsaspectsliés à la
gestiondesressources:

– le partaged’exemplairesderessources,

– la concurrencepour la consommationd’exemplairescommunsà desactionsindépen-
dantes.

Exemple: Soit le systèmedeséquentssuivant.

A ��� A � B��� B

A ��� A � C ��� C

CetexemplemontrebienqueA estunexemplairederessourceindépendantenconflit pourdeux
ressourcesd’action � A � B� ou � A � C � . Le séquentA� � A � B� �!� A � C �#" B� C estfauxalors
qu’il seraitvrai aveclesconnecteurs� et � dela logiqueclassique.
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Lesadditifs

Contrairementauxmultiplicatifs, cesconnecteurssontidempotents.Le dédoublementdes
connecteurs� et � de la logiqueclassiqueenquatreconnecteurs(deuxmultiplicatifs et deux
additifs)estuneconséquencedirectedela suppressiondesrèglesdecontractionet d’affaiblis-
sement.

la conjonction additive Elle se nommeavecet se note : $ . Elle est idempotentetout en
restantdansun contexte généraldelinéarité: A � � A$ A. Elle nouspermetdegérerun conflit
entredeuxressourcesdemanièreexterne,c’est-à-direquepournous,entantqu’observateur, il
nousestpossibledefaireunchoix.Parexemple,nouspouvonsavoir :

– soitA $ B %� � A,

– soitA $ B %� � B.

Nouspouvonsaussiavoir : A � 	 � A � B� $�� A � C � 
 � B $ C.
La conjonctionadditiveestassociative,commutativeetpossèdeelleaussiunélémentneutre

nommévrai etnoté & qui estabsorbantpourle connecteurpar.

la disjonction additive Elle senommeplusetsenote: ' . Elle estidempotentetoutenrestant
dansun contexte généralde linéarité: A � � A' A. Elle nenouspermetpasdegérerun conflit
entredeuxressourcescontrairementauconnecteurprécédent.Nousn’avonspasla maîtrisedu
choixici, noussubissons.Lanotiondechoixinternepeutreprésentercephénomène.La formule
A' B indiquequ’il n’y a qu’uneseuleressourcededisponiblemaisnousnepouvonspassavoir
laquelle.Cequi donne:

A %� � A ' B ou B %� � A ' B

Onretrouvebienici le principedela disjonction.
La disjonctionadditiveestassociative,commutativeetpossèdeelleaussiunélémentneutre

nommézéro etnoté0 qui estabsorbantpourle connecteurfois.
En termesd’informatique,la distinction $(�)' correspondà la distinctionentreles indéter-

minismesexterneet interne.

Lesexponentiels

Cesconnecteurspermettentderéintroduirela propriétéd’idempotencepourlesmultiplica-
tifs defaçon« controlée» parl’intermédiairedesdeuxconnecteursunairessuivants:

La conjonction exponentielle: Elle senommebiensûr et senote: ! � � � . Elle permetderéta-
blir l’idempotenceduconnecteur« fois » dansle membregauched’un séquent.

La disjonction exponentielle: Elle senommepourquoi paset senote: ? � � � . Elle permetde
rétablirl’idempotenceduconnecteur« par» dansle membredroit d’un séquent.
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La conjonctionexponentielleestle connecteurqu’autilisé C. Brown danssonapprochesurles
liens entrela logiquelinéaireet les réseauxde Petri pour représenterl’utilisation en quantité
indéfinied’uneressourcedefranchissementdetransition.

Nousmontreronspar la suitequele fragmentmultiplicatif de la logiquelinéaireintuition-
niste(MILL) estsuffisantpourl’approchequenousavonsretenue.C’est-à-direquenousn’uti-
liseronsquelesconnecteurs« fois » et« implicationlinéaire».

2.2 Les réseauxdePetri

2.2.1 Rappelset notations

Commenousl’avonssoulignéauparavant,nousavonsretenulesréseauxdePetripourleur
capacitéà modéliserdessystèmesdynamiquesavecparallélismeet à prendreencompteaussi
bienlesétats(représentéspardesplaces)quelesévénements(représentéspardestransitions).

Définition 6 (Réseaude Petri) Un réseaudePetri Restun triplet* P� T � W + où P estun ensemblefini deplaces,T estun ensemblefini detransitionsetW est
la matricedepondération desarcstelleque:
W ,-� P � T �/. � T � P� .

Il y a deuxtypesdenœudsdanslesréseaux: lesplaceset lestransitions.
SoitX 0 P . T l’ensembledesélémentsdeR :

1. L’ensembledesélémentsd’entréed’unnœudx � X, noté1 x, estl’ensemble2 y � X � W � y� x� %0
0 3 .

2. L’ensembledesélementsdesortied’unnœudx � X, notéx1 , estl’ensemble2 y � X � W � x � y� %0
0 3 .

L’ensemble1 x . x1 s’écrit 1 x1 .
Pre� t � p � et Post � t � p � sont les multi-ensemblesappelésrespectivementincidenceavant et

incidencearrièretelsque:

4
p � P� t � T :

5
Pre� t � p � 0 W � p � t �
Post � t � p � 0 W � t � p �

L’état dusystèmereprésentéestassociéà unmarquageduréseaudePetri.Un marquageM
d’un réseaudePetriRestunmulti-ensembleM : P �7698 .

Définition 7 (Réseaude Petri marqué) Un réseaumarquéN estun couple * R� M0 + où R
estunréseaudePetri etM0 estle marquageinitial.

Soit deuxmulti-ensemblesdeplacesM1 etM2 : M1 : M2 si
4

p � P, M1 � p � � M2 � p � .
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2.2.2 Accessibilitéentremarquagesdansun réseaudePetri

L’accessibilitéd’un marquagedansun réseaude Petri traduit le fait qu’un certainétatdu
réseauseraatteintàpartird’un étatdonnéaprèsuneséquencedefranchissementsdetransitions.
C’estla propriétéquenousnousefforceronsd’étudierparla suite.

Pourqu’unetransitionsoit franchissable,il fautqu’ellesoitsensibiliséeparun marquage.

Définition 8 (Franchissementde transition) Unetransitiont estfranchissablepour un mar-
quageM si etseulementsi : 4

p � P� M � p � � Pre� t � p �
La notationM

	
t + estutilisée.

Le franchissementd’unetransitiont fait évoluerle marquageM versunnouveaumarquage
M � tel queM � � p � 0 M � p � � Pre� t � p�#; Post � t � p � pourtout p.

Soit σ uneséquencedefranchissementsdetransitionsfaisantévoluerun marquageM vers
unmarquageM � .
Définition 9 (Accessibilitéd’un marquage) M � estaccessibleà partir de M si et seulement
si : <

σ � T = � M 	 σ + M �
2.3 Traduction en logique linéaire

La traductionenlogiquelinéairedesréseauxdePetriutiliséeici aétéproposéeparF. Girault
danssathèse[21]. Danscettepartie,nousneferonsquereprendresesformulations.

2.3.1 Traductions dansle fragment MILL

Pourtraduireun réseaudePetrien logiquelinéairenousn’avonspasbesoind’utiliser tous
lesconnecteurs.Dansl’approchesuivie,seulslesconnecteursdufragmentmultiplicatif (MILL,
multiplicativeintuitionnistlinearlogic) sontutilisés:

– l’implication linéaireassimiléeà uneressourced’action,

– la conjonctionmultiplicativequi représenteun cumulderessources.

La disjonctionmultiplicative n’est pasutiliséecar il est difficile de travailler simultanément
avec deuxconnecteursexprimantle cumuldesressources.Lorsqu’unetransitionestfranchie,
un certainnombrede ressourcessontconsommées« simultanément» et produitesaussi« si-
multanément». C’est ce quenousavonschoisi d’exprimer par la conjonctionmultiplicative� .
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p1 t1 p2 t3

p4 t2 p5 t4

p3

p6

t5

2

2

p7

>
>

>

FIG. 2.1:ExemplederéseaudePetri

Traduction desmarquages Un marquagetraduit un étatdu système,c’est-à-direunepré-
sencesimultanéederessourcesqui esttraduiteenlogiquelinéairecommeuncumulconjointde
ressources.

La traductionlogiqued’un marquageestdoncuneconjonctiond’atomespropositionnelspi,
oùchaqueatomereprésenteunjetondelaplacecorrespondante,quiala forme: pi � p j � pk � �����

Considéronsle fragmentderéseaudela figure2.1.C’estun réseaudontle marquageinitial
M0 est tel que les placesp1 � p4 � p7 contiennentun jeton. Il est traduit par le monômeen �
suivant: p1 � p4 � p7.

Traduction destransitions Le franchissementd’unetransitionestassimiléà uneactionqui
produit desressourcesen en consommant.Pourtraduirecetteactionen logiquelinéairenous
utilisonsl’implication linéaire � . Elle estl’implication causaledeproductionetconsommation
deressources.

La traductionlogiquedu franchissementd’une transitiont commeressourced’action est
donc:

t : Pre� t � � Post � t � (2.1)

oùPre� t � etPost � t � sontdesmonômesen � commedesmarquages.
Considéronsla transitiont5 du fragmentde réseaude la figure2.1.Elle esttraduitepar la

formule: p3 � p6 � p1 � p1 � p4 � p4.
Sinoussouhaitonsreprésenteruneséquencedefranchissementsdetransitions,noussommes

obligésd’énumérerautantdeformulesimplicativesquedetransitionsà franchir. Cetteénumé-
rationdefranchissementsdetransitionsestreprésentéeparuneliste nonordonnéedeformules
dela forme2.1séparéesparle méta-connecteur« , ». La virguleétantcommutative,c’estpour
celaquenousn’avonspasd’ordre.

Considéronsle fragmentdelafigure2.1.Laséquencedefranchissementsσ 0?2 t1 ;t2 ;t3 ;t4 ;t5 3
seratraduiteenlogiquelinéaireparla liste l suivante: p1 � p7 � p2 � p7, p4 � p7 � p5 � p7,
p2 � p3 � p5 � p6, p3 � p6 � p1 � p1 � p4 � p4.
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Mêmesi unetransitiond’un réseaudePetriestuneressourceutilisableindéfiniment,nous
devonsénumérerunetransitionautantdefois quenoussouhaitonsl’utiliser dansnotrepreuve
en logiquelinéaire.En effet, chaqueformulecorrespondà un franchissementde transitionet
nonpasà unedescriptionstatiqued’unetransition.

2.3.2 Traduction de l’accessibilité

L’étudede l’accessibilitéresteuneraisonessentielledu choix de la logiquelinéaire.Pour
pouvoir traduireunproblèmed’accessibilitéd’un réseauenlogiquelinéaire,nousavonsbesoin
de traduirele marquageinitial M0, le marquagefinal Mn et la liste l0 destransitionsquenous
allonsfranchirpouraller d’un marquageà l’autre.Ceproblèmeesttraduitsousla formed’un
séquent.

À partir d’un réseau,un tel problèmes’écrit M0
	
σ0 + Mn où σ0 estun suiteordonnéedes

élémentsde l0. En logiquelinéairela vérificationdel’accessibilitésetraduitparla prouvabilité
duséquentassocié:

M0 � l0 � Mn (2.2)

Nousnousramenonsdoncàunepreuvedethéorème: le théorèmereprésentenotreproblème
d’accessibilitéet nousle posonssousla forme d’un séquent.Le fait que la preuve d’un tel
séquentprouve l’accessibilitéde Mn depuisM0 est une conséquencede l’équivalenceentre
prouvabilitéetaccessibilitéqui aétédémontréeparF. Girault [21] dansle cadredela traduction
décriteci-dessus.

Soit le fragmentdela figure2.1.Lesfranchissementsdetransitionssontnotéscommesuit :

t1 : p1 � p7 � p2 � p7 t3 : p2 � p3

t2 : p4 � p7 � p5 � p7 t4 : p5 � p6
t5 : p3 � p6 � p1 � p1 � p4 � p4

(2.3)

Le problèmedel’accessibilitédu marquageMn 0@2 p1 � p1 � p4 � p4 � p7 3 à partir du marquage
M0 0
2 p1 � p4 � p7 3 via lesfranchissementsdela liste l0 0
2 t1 � t2 � t3 � t4 3 esttraduitparle séquent:

p1 � p4 � p7A BDC E
M0

� t1 � t2 � t3 � t4 � t5A BDC E
l0

� p1 � p1 � p4 � p4 � p7A BDC E
Mn

(2.4)

Remarque: Uneséquenceσ esttotalementordonnéealorsqu’uneliste l0 ne l’est pas.Les
élémentsdecetteliste étantvuescommedesressources,ils peuventêtreutilisésindépendam-
ment.Le séquentci-dessusexprimedoncunproblèmedifférentdeceluidel’accessibilitédeMn

à partirdeM0 parle franchissementdela séquenceσ 0 t1; t2; t3; t4; t5 expriméparM0
	
σ + Mn.
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2.4 Preuved’un séquent

Le résultatfondamentalsurlequelnousnousappuyonsestl’équivalenceentreprouvabilité
d’un séquentet accessibilitédansun réseaude Petri.Le cadrede la preuve est le calcul des
séquents(approchesyntaxique).Elle consisteà montrerquelesséquentssontsyntaxiquement
corrects.

2.4.1 Intr oduction desrèglesdu fragment MILL

Chaqueconnecteurdela logiquelinéairepossèdeunerègled’éliminationdifférentesuivant
quele connecteursesituedanslesprémisses(àgauche)oudanslesconclusions(àdroite)dusé-
quent.L’éliminationd’un connecteurparunerèglemontrequele connecteuraétécorrectement
introduit.

Une règleestunearborescencede séquentsde profondeurun ou deux.Commepour un
séquent,il y a une partie prémisseet une partie conclusion.La racines’appellele séquent
conclusionet lesfeuilles(si ellesexistent)lesséquentsprémissesdela règle.

Lors de la constructiond’une preuve, nouscherchonsà prouver le séquentconclusionen
prouvant chaqueséquentprémisse.Suivant le nombrede séquentprémisse,nousparlonsde
règlebinaire,unaireouaxiome.Unerègles’écrit dela manièresuivante:

SéquentPrémisse1 SéquentPrémisse2
SéquentConclusion

NomRègleattr ibut

L’attribut associéaunomdela règleestL ouRpourindiquerquel’on appliquela règleàgauche
(L) ou à droite(R) du tourniquet( � ) du séquentconclusionconcerné.S’il n’y a pasd’attribut,
celasignifiequela règles’appliqueà l’ensembledu séquentcommec’estle caspourlesrègles
decoupureet d’identité.

Il existetroisgroupesderèglesenlogiquelinéaire: lesrèglesd’identité, lesrèglesstructu-
relleset lesrègleslogiques. Dansle cadredenotretravail, nousnoussituonsdansun fragment
réduitMILL decettelogique.Chaquemembredu séquentestcomposédeséquencesfiniesde
formules,cesséquencespouvant êtreéventuellementvides.Soit A un atome,F, G et H des
formules,Γ et ∆ desblocsde formules(connectéspar« , »). Uneformuledela forme F F G est
définiepar:

F F G :: 0 A HIF F G�� F F GJHIF F G��KF F G
Voici lesrèglesdu fragmentMILL :

Identité Elle senoteId dansunepreuve.C’estla règleaxiomedugroupeidentité.

A � A
id

(2.5)
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Coupure Elle senoteCut dansunepreuve. C’est une règlebinaire.Elle indiquequ’il est
possibledeprouver un séquenten le décomposantendeuxséquentsreliéspar l’intermédiaire
d’un lemme(la formuleF ici).

Γ � F F � ∆ � H
Γ � ∆ � H

cut
(2.6)

Échange Elle senoteXL ou XR suivant sonapplicationà gaucheou à droite d’un séquent.
Dansle fragmentMILL, seulela règled’échangeà gaucheXL subsisteétantdonnéqueles
conclusionsdesséquentssontdesmonômesen � (marquages).C’estunerègleunairedugroupe
structurel.Elle permetde permuterdeuxformulessuccessivesd’un mêmecôtéd’un séquent.
Celaexprimela commutativité dela virguleenlogiquelinéaire.

Γ � F � G � ∆ � H
Γ � G � F � ∆ � H

XL (2.7)

Par la suite,l’utilisation decetterègleétantimplicite, elleneseraplusmentionnée.

Implication linéaire Elle senote � L ou � R suivantsonintroductionà gaucheou à droite
d’un séquent.Dansle fragmentMILL, seule � L subsisteétantdonnéquelesconclusionsdes
séquentssontdesmonômesen � (marquages).Ce sontdoncdesformulessansle connecteur� .

Γ � F ∆ � G � H
Γ � ∆ � F � G � H

� L (2.8)

Conjonction multiplicative Elle senote � L ou � R suivant sonintroductionà gaucheou à
droited’un séquent.Cesontdeuxrèglesdugroupelogiquedontl’une ( � L) estunaireet l’autre
binaire( � R).

Γ � F � G � H
Γ � F � G � H

� L
Γ � F ∆ � G
Γ � ∆ � F � G

� R (2.9)

Introductionà gauchede ��� a � Introductionàdroitede �L� b �
À gauche,la règle � L est utilisée pour transformerun marquageen une liste d’atomes

séparéspardesvirgules.À droite,la règles� R estutiliséepourtransformerun séquenttel que
A � B � A� B endeuxséquentidentitésA � A etB � B. Elle estsouventutiliséepourterminerune
preuve.

L’ensembledesrèglesdu fragmentMILL dela logiquelinéaireestdonnédansl’annexeA.
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2.4.2 Calcul desséquents

La syntaxe de la logiquelinéairea étédéfinieà l’aide du calcul desséquentsintroduit par
G. Gentzenen 1934.Nousl’utilisons pourconstruirenospreuvesdansle fragmentMILL en
appliquantsuccessivementlesrèglesintroduitesprécédemment: Id, XL, � L, � L, � R.

Commenoustravaillonsuniquementavecdesmarquagesdansle membredroit denossé-
quents,nousn’avonspasd’implicationlinéairedanscemembre.Cemembreseradoncréduità
unseulmonômeen � dansnotreapproche(fragmentMILL).

La constructiond’unepreuveàl’aide ducalculdesséquentsconsisteàéliminersuccessive-
menttouslesconnecteursjusqu’àn’obtenirquedesséquentsidentitédutypeA � A parunesuite
d’applicationsderègles.Cetteconstructionconduità un arbrequi estunepreuve syntaxique.
Unepreuveestconduitedebasenhautenposantcommeracinedel’arbredepreuve le séquent
quenoussouhaitonsdémontrer. Un séquentestprouvési chaquefeuille del’arbrecorrespondà
unséquentaxiome.

L’un despointsimportantsducalculdesséquentsestl’usagedela règledecoupure2.6qui
permetde prouver un séquenten introduisantdesformulesexogènesqui sontdesdéductions
intermédiaires.

Toutefois,il a étédémontréquesi un séquentestprouvablealorsil existeunepreuvedece
séquent,plusdirecte,sansutilisercetterègle.

2.4.3 Arbr edepreuvecanonique

Un séquentpeutêtreprouvéparplusieursarbresdepreuvesavecou sansrègledecoupure.
Dansle fragmentMILL, lespreuvessontdécidables.Uneméthodedepreuvesystématiquepeut
doncêtredéfinie.De plus,lesséquentsd’accessibilitéont uneformespécifique.La définition
d’uneméthodecanoniquepourconstruirelesarbresdepreuvesestdoncsimplifiée.

Commetoutepreuve canonique,elle ne fait pasintervenir la règlede coupure.Par souci
desimplification,l’utilisation dela règleXL exprimantla commutativité neserapasexplicitée.
La preuve canoniquetravaille directementsur les relationsdecausalité,c’estpourquoielle ne
manipulequedesformulesdetype« franchissementsdetransition» etdesatomesreprésentant
desjetons.Pourcela,nousdevonstransformernotremarquageinital M0 du membregauchede
notreséquentà prouverenunelisted’atomesindépendantsM 0.

Soit M 0 P1 � P2 � ����� � Pk unelisted’atomes(jetonsportantdesnomsdeplaces).Nousdéfinis-
sonsη �NM � commele multi-ensembled’atomesM 0 η �OM � avecM � p � 0LHP2 i � 	 1 � n
 : Pi 0 p 3QH .
Le nombrede placesdu réseauest n. Le degré de la placeP dansη �OM � est le nombrede
fois quele nomde p apparaîtdansla liste M et le nombrede jetonscontenusdansp pour le
marquageM.

Nousdécomposonsnotreconstructiond’arbreentroisétapes.
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Étape initiale

Principe Démarrantavecun séquentde la formeM0 � l0 � Mn, l’introduction à gauchedu �
(règle2.9(a))estappliquéedemanièreitérative jusqu’àcequele marquageM0 soit transformé
en une liste d’atomesséparéspar desvirgules.D’un point de vue logique,celasignifie que
les atomespeuventêtreutilisésindépendammentdanslesrègles.Soit M 0 cetteliste qui n’est
plus une formule maisun bloc d’atomes.NousavonsM0 0 η �NM 0 � et le séquentobtenuestM 0 � l0 � Mn.

Exemple Prenonsle casduséquent2.4:M 0 0 p1 � p4 � p7, l0 0 t1 � t2 � t3 � t4 � t5 et Mn 0 p1 � p1 � p4 � p4 � p7 .
Nousavons:

p1 � p4 � p7 � t1 � t2 � t3 � t4 � t5 � p1 � p1 � p4 � p4 � p7

p1 � p4 � p7 � t1 � t2 � t3 � t4 � t5 � p1 � p1 � p4 � p4 � p7
� L

p1 � p4 � p7 � t1 � t2 � t3 � t4 � t5 � p1 � p1 � p4 � p4 � p7
� L (2.10)

Étape itérative

Principe Cetteétapedoit êtreexécutéeuneetuneseulefois parélémentdela liste l . Elle est
exécutéepourlesséquentsdela forme: M i � l i � Mn (2.11)

où M i estunelisted’atomesséparéspardesvirgules,l i estunelistedetirs detransitionset Mn

le marquagefinal. Elle estdécomposéeentroissous-étapes(oupasitératifs).

Premier pas Lepremierpasestl’applicationdel’introductionàgauchede � (règle2.8(a))
pour le tir detransitionchoisi t. Le séquentcourantdela preuve estainsiréécritsousla forme
de deuxséquents.NousavonsF 0 Pre� t � et G 0 Post � t � dansla règle2.8(a).Nousnousre-
streignonsaucasoùΓ estunesous-listede M i . Étantdonnéqu’unséquentqui estmaléquilibré
du point devuedesatomesnepeutpasêtreprouvé,unepreuve nepeutêtrecontinuéequesi
Γ contientexactementlesatomesdePre� t � avec la mêmemultiplicité : ceciestunecondition
nécessaireet suffisante.Enconséquence,Pre� t �R: η �OM i � etη � Γ � 0 Pre� t � . Le bloc ∆ estcom-
posédurestede M i concaténéavecle restede l i aprèsavoir éliminéla formulecorrespondantà
t.

Considéronsle franchissementdela transitiont etposonsM i 0 Γ � MS� i etl i 0 Pre� t � � Post � t � � l i T 1,
nousobtenonsla constructionsuivante:

Γ � Pre� t � MU� i � Post � t � � l i T 1 � Mn

Γ � MV� i � Pre� t � � Post � t � � l i T 1 � Mn
� L (2.12)

Notonsque M i , M � i, Γ et l i T 1 sontdesblocset Pre� t � , Post � t � et Mn sontdesmonômesen �
qui sontvuscommedesmulti-ensembles.
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Secondpas Ce secondpasconsisteà appliquerla règle2.9(a)( � L) itérativementsur la
formuleG 0 Post � t � afin de la transformerenuneliste d’atomesM i T 1. Le séquentobtenuest
alorsde la formede 2.11. M i T 1 estobtenuà partir de M i en y enlevant les atomesde Pre� t �
et en y ajoutantles atomesde Post � t � . l i T 1 est obtenuà partir de l i en enlevant la formule
correspondantà t. La partiedroiteduséquent(Mn) resteinchangée.

Troisièmepas Le troisièmepasconsisteàappliquerla règle2.9(b)( � R) itérativementsur
la formule F 0 Pre� t � afin d’obtenir autantde séquentsidentitésqu’il y a d’atomesdansF.
Nousappliquonsalorsla règle2.5 identitépourproduirelesfeuillesdel’arbre depreuve.

Exemple Prenonsla preuveduséquent2.4.Si nousconsidéronsle franchissementdela tran-
sition t1, nousavonsle fragmentd’arbredepreuvesuivant:

p1 � p1
id

p7 � p7
id

p1 � p7 � p1 � p7
� R

p2 � p4 � p7 � t2 � t3 � t4 � t5 � Mn

p4 � p2 � p7 � t2 � t3 � t4 � t5 � Mn
� L

p1 � p4 � p7 � p1 � p7 � p2 � p7A BDC E
t1

� t2 � t3 � t4 � t5 � Mn
� L (2.13)

Étapefinale

Principe L’étapefinalequidébutelorsquela liste l i estvide,consisteàappliqueritérativement
la règle � R dansle but de séparerle séquenten deuxensemblesd’identitésafin de pouvoir
appliquerla règleidentité.Cetteétapen’est possiblequesi la dernièreliste de jetons M i est
composéedesmêmesjetonsqueceuxqui composentle marquagefinal Mn. Si cen’estpasle
cas,la preuve échoue; unepreuve qui échouene signifie pasforcémentquele séquentn’est
pasprouvablecar l’ ordred’éliminationdesfranchissementsde transition(étapeitrative) peut
avoir del’importance.

Exemple Prenonsde nouveaula preuve du séquent2.4, on obtient le fragmentde preuve
suivantlorsdel’étapefinaleaprèsavoir appliqué,parexemple,l’étapeitérativeauxfranchisse-
mentsdet1 puist2 � t3 � t4 et t5 :

p1 � p1
id

p1 � p1
id

����� �����
p4 � p4 � p7 � p4 � p4 � p7

� R

p1 � p4 � p4 � p7 � p1 � p4 � p4 � p7
� R

p1 � p1 � p4 � p4 � p7 � p1 � p1 � p4 � p4 � p7
� R (2.14)

L’arbredepreuvecanoniqueglobalestdonnéenannexe B.
Lors de la constuctionde l’arbre de preuve, nousvérifionspasà pasqueles atomessont

disponibleset peuventêtreassociésauxressourcesd’action(lesfranchissements).Du point de
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vuedu réseaudePetri celaveutdire queles jetonssontdisponiblespour les franchissements
destransitions.Dansl’exempleci-dessus,l’étapeitérativea étéappliquéeauxfranchissements
det1 puist2, t3, t4 et t5. Celaveutdoncdirequela séquence
σ 0 t1; t2; t3; t4; t5 estfranchissableàpartir dumarquageM0 et produitle marquageMn.

En fait, l’information produitepar l’arbre depreuve estplusprécisequel’ordre total de la
séquence.Eneffet lorsdel’étapeitérative,la vérificationquelesatomesdePre� t � sontprésents
dans M i estindépendantedu contexte (la linéaritéde la logiquelinéairefait quetoutepreuve
restevalablesi nousajoutonsdesjetonsdansle marquageinitial à conditionde les ajouter
égalementdansle marquagefinal). Lesseulesrelationsdeprécédencestrictementnécessaires
sontdonccellesqui relientlesrèglesd’éliminationdel’implication linéairedanslesformulesde
franchissementquiproduisentdesjetonsetcellesqui lesconsomment.Parexemple,dansl’arbre
depreuveconstruitci-dessuscorrespondantà la séquenced’éliminationσ 0 t1; t2; t3; t4; t5, il est
nécessairequet1 précèdet3 carle franchissementde t3 consommeun jetonproduitpart1 alors
quel’ordre entret3 et t4 estindifférent.

Pourmettrecesrelationsdeprécédenceenévidence,il suffit desavoir quellerèglea intro-
duit unatomeP dansla liste ł i etquellerègleva l’éliminer. Unerelationdeprécédenceexistera
entrecesdeuxrègles.

2.5 Annotation deséquentet graphedeprécédence

L’arbre depreuve canoniqued’un séquentpeutdoncpermettrededéduireun ordrepartiel
pour l’application desrègleslors de sa construction.Sansmodifier les règlesdu calcul des
séquents,nousallons associerdesannotationsaux atomeslogiqueset aux applicationsdes
règlespourmettreenévidencecetordrepartiel.Cetordrepartielestcomplètementdéfini par
un seularbrecanoniqueannoté.Cet ordrepartiel définit les relationsde précédenceentreles
événementsquesontlesfranchissementsdestransitions.

2.5.1 Étiquetagede l’arbr edepreuve canonique

Chaquefois que nousappliquonsla règle � L, nouséliminonsune instancede formule
décrivant une transitionde la liste l i. Cetteélimination intervient au premierpasde l’étape
itérative de la constructionde l’arbre depreuve canonique.Il estpossibled’associerà chaque
applicationdela règleuneétiquetteaveclenomdela transitionassociéeàla formuleimplicative
éliminéepar la règle : � t � . Lorsqu’unetransitionest franchieplusieursfois, nousrajoutons
enexposantà l’annotationprécédenteun indiceégalaunombredefranchissementseffectués.
Nousnoterons� t j � l’étiquettesignifiantquec’estla je éliminationd’uneformuleassociéeà la
transitiont.

Si nousconsidéronsle fragmentdepreuve2.12,l’annotationproduirale nouveaufragment
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suivant:

Γ � Pre� t � M � i � Post � t � � l i T 1 � Mn

Γ � MV� i � Pre� t � � Post � t � � l i T 1 � Mn
� L � t j � (2.15)

Les relationsde précédencesont liéesaux jetons(il n’est paspossiblede consommerun
jetons’il n’a pasétépréalablementproduit). Il faut doncétiqueterles atomesdansl’arbre de
preuve. Chaqueatome(c’est-à-direchaquejetonproduitou consommé)peutêtreétiquetépar
l’étiquetted’unerègle.

Lorsquecetatomeestàgauchedu tourniquet(symbole� ), cetteétiquetteestcelledela règle
qui l’a produit. Celasignifiequesi nousappliquonsla règle � L à la formulePre� t � � Post � t �
pourla je fois, touslesatomesdePost � t � serontétiquetéspart j dansleséquentMS� i � Post � t � � l i T 1 �
Mn. Cesatomessontdansla partiegaucheduséquentprémissededroitedu fragment2.15.

Quandl’atomeestà droitedu tourniquet,l’étiquetteestcelle de la règlequi a consommé
l’atome.Celasignifiequesinousappliquonsla règle � L àla formuleimplicativePre� t � � Post � t �
pourla je fois, touslesatomesdePre� t � serontétiquetéspart j dansle séquentΓ � Pre� t � . Ces
atomessontdansla partiedroiteduséquentprémissedegauchedu fragment2.15.

Nousavonschoisi de mettredesétiquettesinitiales et finalespour représenterdesévéne-
mentsvirtuelsdeproductiondesjetonsinitiaux et deconsommationdesjetonsfinaux.Lorsque
cet atomefait partiede la liste initiale M 0, nousl’étiquetonsavec I pour indiquerqu’il a été
produità un instantinitial inconnu.S’il y a n atomesinitiaux dansM 0, ils serontétiquetéspar
I k pourk variantde1 à n. Par soucid’homogénéitéavec le marquagefinal, lesatomesde Mn

serontétiquetésparF pourindiquerqu’ils serontconsommésàun instantfinal indéfini.S’il y a
matomesdansMn, ils serontétiquetésparFk pourk variantde1 à m.

Tousnosarbresdepreuve seterminentpardesfeuillesdetypeséquentidentitéA � A. Les
feuillesdenosarbresdepreuveserontdorénavantdela forme:

A � événementdeproduction�W� A � événementdeconsommation� .
Lesétiquetagespossiblesserontlessuivants:

– A � I j �X� A � tk
i � si l’atomeA faisaitpartiedumarquageinitial et aétéconsomméàl’instant

tk
i ,

– A � I j �Y� A � Fk � si l’atomeA faisaitpartiedu marquageinitial et fait partiedu marquage
final (enfait celacorrespondàuneressourcenonutilisée),

– A � t j
i �X� A � t l

k � si l’atomeA a étéproduità l’instant t j
i et consomméà l’instant t l

k,

– A � t j
i �Z� A � Fk � si l’atomeA aétéproduità l’instantt j

i etqu’il fait partiedumarquagefinal,

Exemple Reprenonsl’exempledu fragmentd’arbre2.13.M 0 0 p1 � p4 � p7 devient p1 � I 1 � � p4 � I 2 � � p7 � I 3 � . Nouschoisissonsdemettreun indice différent
pourchaqueinstantinitial deproductionI carlesatomesinitiaux n’ont pasforcémentétépro-
duitsaumêmeinstant.Eneffet lesjetonscontenusdanslesplacesduréseaudePetrià l’instant
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initial peuventprovenirdeplacesd’autresfragmentsderéseaudePetri(approchecomposition-
nelle).Dèsle début de la preuve, dansle séquentconclusionnousauronsle marquageinitial
annotéM0 0 p1 � I 1 � � p4 � I 2 � � p7 � I 3 � . Lesatomesqui composentlesformulesimplicativestelles
quePre� t � � Post � t � del i nesontpasannotéscarils font partiedeformulescorrespondantàdes
ressourcesd’actions.

Dansle fragment2.16 nousavons représentéle premierfranchissementde la transition
t1 par l’utilisation de la règle � L. Suiteà l’application de � L, les atomesde Pre� t1 � et de
Post � t1 � sontétiquetéspar la mêmeétiquettet1

1, ce qui signifie qu’ils ont étérespectivement
consommés/produitspar le premierfranchissementde t1. Ce pasde l’étapeitérative de notre
méthodede constructionde l’arbre canoniquesepoursuitpar uneapplicationde la règle � L

surPost � t1 � et uneapplicationdela règle � R surPre� t1 � . L’applicationdecettedernièrerègle
permetdeterminerunebranchedenotrearbredepreuvepardesséquentsidentitéqui montrent
quelssontles instantsde productionet deconsommationpourchaqueatome.Ici, nousavons
unepremièrecaractérisationtemporellequalitativedesatomes:

– p1 aétéproduità l’instant I 1 etconsomméàl’instant t1
1,

– p7 aétéproduità l’instant I 3 etconsomméàl’instant t1
1,

– p2 et p7 (le deuxièmeexemplairede p7 carc’estuneressourcepartagéedansle réseaude
Petri)ontétéproduitsà l’instant t1

1.

p1 [ I1 \�] p1 [ t1
1
\ id

p7 [ I3 \^] p7 [ t1
1
\ id

p1 [ I1 \`_ p7 [ I3 \a] p1 [ t1
1
\cb p7 [ t1

1
\ b

R
p2 [ t1

1
\`_ p4 [ I2 \`_ p7 [ t1

1
\c_ t2 _ t3 _ t4 _ t5 ] Mn

p4 [ I2 \`_ p2 [ t1
1
\cb p7 [ t1

1
\`_ t2 _ t3 _ t4 _ t5 ] Mn

b
L

p1 [ I1 \`_ p4 [ I2 \`_ p7 [ I3 \`_ p1
b p7 d p2

b p7e fhg i
t1

_ t2 _ t3 _ t4 _ t5 ] Mn
d L [ t1

1
\

(2.16)

De la mêmefaçonquepour le premierfranchissementde la transitiont1, pour le premier
franchissementdela transitiont2, nousobtenonsle fragment2.17avec la caractérisationtem-
porellesuivante:

– p4 aétéproduità l’instant I 2 etconsomméàl’instant t1
2,

– p7 aétéproduità l’instant t1
1 etconsomméà l’instant t1

2,

– p5 et p7 (le troisièmeexemplaire)ontétéproduitsà l’instant t1
2.

p4 [ I2 \�] p4 [ t1
2
\ id

p7 [ t1
1
\�] p7 [ t1

2
\ id

p4 [ I2 \`_ p7 [ t1
1
\^] p4 [ t1

2
\`b p7 [ t1

2
\ b

R
p2 [ t1

1
\`_ p5 [ t1

2
\`_ p7 [ t1

2
\`_ t3 _ t4 _ t5 ] Mn

p2 [ t1
1
\`_ p5 [ t1

2
\`b p7 [ t1

2
\`_ t3 _ t4 _ t5 ] Mn

b
L

p2 [ t1
1
\`_ p4 [ I2 \`_ p7 [ t1

1
\`_ p4
b p7 d p5

b p7e fhg i
t2

_ t3 _ t4 _ t5 ] Mn
d L [ t1

2
\

(2.17)

À la suitedecesdeuxpremièresétapesitérativesdeconstructionde l’arbre depreuve ca-
nonique,nousremarquonsplusieurschoses.La premièreestl’apparitiond’un ordrepartieldes
franchissementsdestransitionscarsi nousregrouponslesfragments2.16et 2.17(le fragment
2.17étantla continuitéde la branchedroite du fragment2.16),nousremarquonsquele pre-
mier franchissementdet1 doit précéderle premierfranchissementdet2 carpourla stratégiede
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preuveretenue,le jetondela placep7 consommépart1
2 estceluiproduitpart1

1. Ceciestmisen
évidenceparla feuille identitép7 � t1

1 �Q� p7 � t1
2 � dufragment2.17del’arbredepreuve.Nousobte-

nonsla relationdeprécédencet1
1 � t1

2. La deuxièmeestla caractérisationtemporelleprécisedes
atomesparlestirs detransitioncorrespondantauxinstantsdeproductionet deconsommation.

Enfin pour le dernierfranchissementde transitiont5 de la liste l i, nousavonsle fragment
suivant:

p3 [ t1
3
\a] p3 [ t1

5
\ id

p6 [ t1
4
\�] p6 [ t1

5
\ id

p3 [ t1
3
\`_ p6 [ t1

4
\�] p3 [ t1

5
\`b p6 [ t1

5
\ b

R
p1 [ t1

5
\`_ p1 [ t1

5
\`_ p4 [ t1

5
\`_ p4 [ t1

5
\`_ p7 [ t1

2
\�] Mn

p7 [ t1
2
\`_ p1 [ t1

5
\`b p1 [ t1

5
\`b p4 [ t1

5
\`b p4 [ t1

5
\�] Mn

b
L

p3 [ t1
3
\`_ p6 [ t1

4
\`_ p7 [ t1

2
\`_ p3
b p6 d p1

b p1
b p4
b p4e fhg i

t5

] Mn
d L [ t1

5
\

(2.18)

Pourl’étapefinaledela constructiondel’arbredepreuvecanonique,nousterminonsavecle
fragmentsuivantoù lesfeuillesterminalesdel’arbresontdesséquentsidentitéaveclesatomes
desmembresdroitsétiquetésparFk aveck variantde1 à5 :

p1 [ t1
5
\�] p1 [ F1 \ id

p1 [ t1
5
\�] p1 [ F2 \ id

p4 [ t1
5
\�] p4 [ F3 \ id

p4 [ t1
5
\^] p4 [ F4 \ id

p7 [ t1
2
\^] p7 [ F5 \ id

p1 [ t1
5
\c_ p1 [ t1

5
\`_ p4 [ t1

5
\c_ p4 [ t1

5
\`_ p7 [ t1

2
\�] p1 [ F1 \`b p1 [ F2 \`b p4 [ F3 \`b p4 [ F4 \cb p7 [ F5 \e fhg i

Mn

b
R

(2.19)

2.5.2 Graphe deprécédence

La règleprincipalepour la constructionde l’arbre de preuve canoniqueest l’élimination
de l’implication linéaireà gauchecar elle est au cœurde de l’étape itérative. C’est elle qui
correspondà l’utilisation du principededéductionpermettantà partir de jetonssituésdansles
placesd’entréed’unetransitiondedéduirequ’il estpossiblede lesconsommerpourproduire
desjetonsdanslesplacesdesortie.Cetterèglenepeutpass’appliquern’importequandpour
n’importe quelletransition.Pourpouvoir l’appliquer il faut queles jetonssoientdisponibles,
c’est-à-direqu’ils soientprésentsdansla liste M i. Celaveutdire qu’ils ont étépréalablement
produitsparle franchissementd’unetransitionetdoncparl’applicationdela règled’élimination
à gauchedel’implication linéairepourcetteautretransition.Pourle fragment2.18,t5 nesera
franchissablequesi lesatomesdePre� t5 � sontcontenusdansla liste M i 0 p3 � t1

3 � � p6 � t1
4 � � p7 � t1

2 � .
Aveclesannotationsnousnotonsprécisémentquellerèglea produitun jetonet quellerèglele
consomme.Lesapplicationsdela règleidentité, quantà elles,associentlesjetonsproduitsaux
jetonsconsommés.

À partir desfeuillesterminalesdel’arbre depreuve,nouspouvonsconstruireun graphede
précédenceentrelesapplicationsdesrèglesducalculdesséquents.À unpasdonnédela preuve,
deuxrèglesapplicableset non reliéespar unerelationde précédencecommutent.L’arbre de
preuve obtenupar la commutationde cesrèglesestéquivalentau précédentdansle sensoù
les deuxarbresaurontles mêmesfeuilles aprèsétiquetage.Commeles règlescorrespondent
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FIG. 2.2:Lesrelationsdeprécédencepourlesdeuxpremierspas

à la preuve queles formulesimplicativessontsyntaxiquementcorrecteset queles formules
correspondentàdesfranchissementsdetransition,nousinterprétonscesrelationsdeprécédence
commedesrelationsde précédenceentreles franchissementsde transition(définition3). Les
graphesdeprécédenceobtenussontdoncdesgraphesacycliquescomposésdenœudsqui sont
desévénementset d’arcsreliantdeuxévénementssuccessifs.Nosévénementssontlesinstants
defranchissementsdetransition.Lesarcsportentle nomdesjetonsproduitset consomméspar
cesévénements.

Chaquearcestdéfini paruneapplicationde la règleidentité(nœudterminalde l’arbre de
preuve).Chacunedecesrèglesassocieunatomelogiqueproduitàunatomelogiqueconsommé.
Pourconnaîtreles relationsde précédenceentreles règlesd’élimination à gauchede l’impli-
cationlinéaire,il noussuffit de noterpar quellerèglechaqueatomeestproduit et par quelle
règlechaqueatomeestconsommé.Lesatomesinitiaux etfinauxjouentunrôleunpeudifférent
puisquelespremiersnesontpasproduitsparuneéliminationàgauchedel’implication linéaire
et lessecondsnesontpasconsommésparunetelle règle.

La figure 2.2 montreles relationsde précédencedéduitesdesdeux fragmentsd’arbrede
preuve 2.16et 2.17.Dansle premierfragment,nousvoyonsdansles feuilles terminalesque
l’événementt1

1 estsuccesseurdesévénementsI 1 et I 3 doncle nœudt1
1 doit succéderauxnœuds

I 1 et I 3. Dansle deuxièmefragment,les feuilles terminalesnousindiquentquele nœudt1
2 est

successeurdesnœudst1
1 et I 2. Le fragmentde graphede la figure2.2 montreles relationsde

précédenceentreles instantsde franchissementdestransitionsdéduitesde l’arbre de preuve
canoniqueaprèsétiquetage.Le graphecompletde la figure2.3 montrele scénariomenantdu
marquageinitial M0 aumarquagefinal Mn pourl’arbredepreuvecorrespondantà l’élimination
enséquencedet1, t2, t3, t4 ett5. LesévénementsI 1, I 2 et I 3 correspondentàla miseàdisposition
initiale desressourcesp1, p4 et p7. Il n’y a pasderelationdeprécédenceentret1

3 et t1
2, ni entre

t1
3 et t1

4. C’est-à-direque,parexemple,l’arbre depreuve obtenupar l’élimination enséquence
desfranchissementsde t1, t3, t2, t4 et t5 estéquivalentauprécédent(t1, t2, t3, t4 et t5). Leurs
feuillesserontidentiquesmêmeaprèsétiquetage.

CommelesatomesdePre� t1 � et dePre� t2 � sontcontenusdansla liste M 0, cesdeuxtransi-
tionssontdoncfranchissablespourle marquageinitial. Le problèmeestquel’atome p7 appar-
tientàPre� t1 � etPre� t2 � etqu’il n’existequ’enunseulexemplairedansla liste.Il existedoncun
conflit transitionsauniveaudecetteressourcecarnousavonseffectivementla possibilitéd’uti-
liser cetteressourcepourle franchissementde t1 et de t2 aumêmemoment.Le fait defranchir
la transitiont1 d’abordgénèreunarbredepreuvequi nousdonnele graphedeprécédencecom-
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FIG. 2.3:Premiergraphedeprécédencepourl’arbrecanoniquecomplet
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4
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FIG. 2.4:Deuxièmegraphedeprécédencepourl’arbre canoniquecomplet

plet dela figure2.3.Le choix defranchirt2 avantt1 (qui restearbitraire)génèreun autrearbre
depreuve qui nousdonnele graphedeprécédencede la figure2.4.Nousobtenonsdoncdeux
ordrespartielsdifférentspourle mêmeproblèmed’accessibilitéavecle mêmemarquageinitial,
le mêmemarquagefinal et lesmêmestransitions.Cequi différenciecesdeuxordres,cesontles
relationsdeprécédenceentrelesapplicationsdesrègles.Lesarbresdepreuve obtenuspar les
séquencesd’applicationsde règle t1; t2; t3; t4; t5 et t2; t1; t3; t4; t5 ne sontpaséquivalents.Avant
étiquetageleursfeuillessontidentiques,maisaprèsétiquetagecen’estplusle cas.Parexemple,
dansle premiercasnousavonsla feuille p7 � I 3 �X� p7 � t1

1 � etdansle secondp7 � I 3 �X� p7 � t1
2 � . Ces

deuxfeuilless’écrivent p7 � p7 avantétiquetage.
Nouspouvonsremarquerquelesdeuxordrespartielsobtenusparfermeturetransitiveàpar-

tir desgraphesde précédencedesfigures2.3 et 2.4 peuvent s’exprimer en utilisant les deux
opérateurs" ;" (miseenséquence)et" j " (miseenparallèle).Le premiergraphedonnel’expres-
siont1

1; � t1
3 jk� t1

2; t1
4 ��� ; t1

5 et le secondl’expressiont1
2; � t1

4 jl� t1
1; t1

3 ��� ; t1
5. Nouspouvonsobtenirdes

ordrespartielsqui ne sontpasdu type « série/parallèle», c’est-à-direqui ne peuvent passe
mettresouscetteforme.

La notiondeconflit detransitionscorrespondàcelleexistantdansla théoriedesréseauxde
Petri.Pournotrecadreelles’exprimedela façonsuivante.

Définition 10(Conflit de transitions) Soitle séquentd’accessibilité
µi � l i � Mn. Il y a conflit de transitionss’il existedeuxformulesde franchissementstk1

j1
et tk2

j2
appartenantà l i et tellesque:
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A
t1

B
t2

C
t3

D

t4
E

FIG. 2.5:RéseaudePetriavecconflit

1. j1 %0 j2

2. Pre� tk1
j1 �m: η � µi � et Pre� tk2

j2 �m: η � µi �
3. il existeaumoinsunatomep tel quep � Pre� tk1

j1 � et p � Pre� tk2
j2 �

D’aprèsle mécanismed’étiquetageet le principedel’étapeitérativepourla constructionde
l’arbre depreuve, il estclair quel’arbre obtenuparle franchissementde tk1

j1
avanttk2

j2
et l’arbre

obtenuparle franchissementdetk2
j2

avanttk1
j1

nesontpaséquivalents.
Nousallonsmaintenantillustrer par l’exemplesuivant commentil estpossiblegrâceà la

méthoded’étiquetagedesrègleset desatomesdemettreenévidencedesdécisionscachéesen
liaisonavecl’apparitiond’unautretypedeconflitquenousappelons«conflit jetons».Lorsqu’il
y a plusieursjetonsdansla mêmeplace,l’arbre depreuve nedifférenciepaslesdiversatomes
qui leursontassociéspuisqu’ilssonttousnommésparle nomdela placeduréseaudePetriqui
lescontient.Eneffet, l’arbre depreuve travaille enlogiquepropositionnelle.Aprèsétiquetage,
lesatomesserontdifférentss’ils ont étéproduitspardesfranchissementsdifférentset le choix
del’un oudel’autredonneradesgraphesdeprécéencedifférents.

Exemple avecconflit jetons Considéronsle réseaude Petri de la figure2.5. Imaginons
qu’il modéliseparla placeC uneopérationsurdesdonnées,qui peuventêtredetypesdifférents
suivantqu’ellesproviennentde la placeA ou de la placeB, dont le résultatproduiteststocké
danslesplacesD ouE.

Considéronsle problèmed’accessibilitéposéparle séquent:

a � b � t1 � t2 � t3 � t4 � d � e (2.20)

Un arbredepreuve canoniquedece séquentsansétiquetageestle suivant (aprèsunepre-
mièreapplicationdela règled’introdutionà gauchedel’opérateur� L) :

a ] a
id

b ] b
id

c ] c
id

c ] c
id

d ] d
id

e ] e
id

d _ e ] d b e
b

R

c _ d _ t4 ] d b e d L

c _ c_ t3 _ t4 ] d b e d L

b _ c_ t2 _ t3 _ t4 ] d b e d L

a _ b _ t1 _ t2 _ t3 _ t4 ] d b e d L (2.21)

Lesannotationscorrespondantà l’élimination desfranchissementsde t1 et de t2 neposent
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I 1 a t1
1

c t1
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FIG. 2.6:Premierensemblederelationsdeprécédence

pasdeproblème.Nousobtenonsle fragmentsuivant:

a [ I1 \a] a [ t1
1
\ id

b [ I2 \�] b [ t1
2
\ id

c [ t1
1
\`_ c [ t1

2
\c_ t3 _ t4 ] d [ F1 \`b e[ F2 \

b [ I2 \`_ c [ t1
1
\c_ t2 _ t3 _ t4 ] d [ F1 \cb e[ F2 \ d L [ t1

2
\

a [ I1 \`_ b [ I2 \c_ t1 _ t2 _ t3 _ t4 ] d [ F1 \cb e[ F2 \ d L [ t1
1
\

(2.22)

Il fautmaintenantéliminerle franchissementdet3 pourprouver le séquent:

c � t1
1 � � c � t1

2 � � c � dA BnC E
t3

� t4 � d � F1 � � e� F2 � (2.23)

Eneffetnousdevonsassocierl’atomec 0 Pre� t3 � soitavecc � t1
1 � soitavecc � t1

2 � . Du pointdevue
strictementlogique,il n’y a pasdedifférencepuisquelesdeuxatomessontidentiques(logique
propositionelle),alorsquelorsquenousvoulonsmettreenévidencelesrelationsdeprécédence,
lesatomessontdifférents.

Nouspouvonsdoncpoursuivre les arbresde deuxfaçonssuivant le choix de l’atome.La
premièreconsisteà choisirc � t1

1 � pourt3 etdoncc � t1
2 � pourt4. Nousobtenonsle fragment:

c [ t1
1
\�] c [ t1

3
\ id

c [ t1
2
\^] c [ t1

4
\ id

d [ t1
3
\a] d [ F1 \ id

e[ t1
4
\�] e[ F2 \ id

d [ t1
3
\`_ e[ t1

4
\�] d [ F1 \cb e[ F2 \ b

R

c [ t1
2
\`_ d [ t1

3
\`_ t4 ] d [ F1 \cb e[ F2 \ d L [ t1

4
\

c [ t1
1
\`_ c [ t1

2
\`_ t3 _ t4 ] d [ F1 \cb e[ F2 \ d L [ t1

3
\

(2.24)

Cechoixdonnele graphedeprécédencedela figure2.6.
La deuxièmefaçonde poursuivre consisteà choisir c � t1

2 � pour le franchissementde t3 et
c � t1

1 � pourceluidet4. Nousobtenonsainsi:

c [ t1
2
\�] c [ t1

3
\ id

c [ t1
1
\^] c [ t1

4
\ id

d [ t1
3
\a] d [ F1 \ id

e[ t1
4
\�] e[ F2 \ id

d [ t1
3
\`_ e[ t1

4
\�] d [ F1 \cb e[ F2 \ b

R

c [ t1
1
\`_ d [ t1

3
\`_ t4 ] d [ F1 \cb e[ F2 \ d L [ t1

4
\

c [ t1
1
\`_ c [ t1

2
\`_ t3 _ t4 ] d [ F1 \cb e[ F2 \ d L [ t1

3
\

(2.25)

Celadonnele graphedeprécédencedela figure2.7.
Quel atomechoisir parmi deuxsachantqu’ils paraissentidentiques(ils portentle même

nom)maisqu’ils neproviennentpasdela mêmesource?Nousremarquonsgrâceàcetexemple
quel’étiquetagequenousavonsmis enplacedurantla constructiond’unepreuve a permisde
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FIG. 2.7:Deuxièmeensemblederelationsdeprécédence

résoudrece problèmeendifférenciantcesatomes.En effet nousavonsla possibilitéd’utiliser
deuxressourcesidentiquesdansla formemaisdifférentesparleurorigineet leurâge.Seuleune
étiquettenouspermetdefaire cettedifférence.Elle permetdemettreenévidencele choix fait
dansl’utilisation deressourcespourle franchissementdetransitions.Choix qui n’apparaîtpas
explicitemmentdansle cadrelogiquepropositionnellecar il n’y a pasde différenceentreles
ressourcesd’unemêmeplace.

Définition 11(Conflit de jetons) Soitle séquentd’accessibilitéétiqueté
µi � l i � Mn. Il ya conflitdejetonss’il existeaumoinsuneformuledefranchissementdetransition
tk
j dansla liste l i etuneplacep telsque:

1. Pre� tk
j �m: η � µi �

2. le degréde p dansPre� tk
j � estinférieuraudegréde p dansη � µi �

3. il existedeuxsous-listesdeµi , soientΓ1 etΓ2, uniquementforméesd’atomesp tellesque:

(a) le degréde p dansη � Γ1 � etη � Γ2 � estégalaudegréde p dansPre� tk
j �

(b)

<
p � ty1

x1 � � Γ1 tel quep � ty1
x1 � �� Γ2 et o p � ty1

x2 � � Γ2 et �� Γ1 avecx1 %0 x2.

La dernièreconditionvientdu fait quenousnesouhaitonspasdifférencierdeuxgraphesde
précédencequi seraientidentiquesà unenumérotationdesfranchissementsde transitionprès.
Noussupposonsimplicitementquet j

i précèdetoujourstk
i si j * k.

2.6 Conclusion

Nousavonsprésentédanscechapitrela méthodequenousutilisonspour traduireun pro-
blèmed’accessibilitédansun réseaudePetrienlogiquelinéaire.Cetteméthodeestfondéesur
l’équivalenceentrele problèmede l’accessibilitédansun réseaudePetriet la prouvabilité du
séquentde logiquelinéaireassocié.L’originalité decetteméthodeestdene pasraisonnersur
un graphed’étatsmaissur desévénements.Nousavonsdoncunemeilleurerepésentationdu
parallélismecaril n’estpastraitéparl’entrelacement.

La méthodedeconstructiondesarbresdepreuve estcanoniqueparapplicationdemanière
itérative de la règle d’introduction à gauchede l’implication linéaire � L. Cetterègle étant
assimiléeàun franchissementdetransition,elleexprimela relationdecausalitéentrelesjetons
consomméset produits.Chaquejeton produit puis consommépendantla preuve correspond
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à unerelation de précédenceentredeuxapplicationsde la règle � L (celle qui a produit le
jetonet cellequi l’a consommé).L’ensembledesrelationsdeprécédencedéduitde l’arbre de
preuve canoniquedéfinit un ordrepartielparmi l’ensembledesfranchissementsde transitions
qui correspondàun ordrepartieldesapplicationsdela règle � L.

Pourdifférencierlesapplicationsdecetterègle,nousavonsétiquetéchaqueapplicationdans
l’arbre depreuve parle nomdela transitionfranchieet le nombredefois quecettetransitiona
étéfranchie.Lesatomesproduitset consomméspar l’applicationdecetterèglesontétiquetés
par l’étiquettede la règleet les feuillesde l’arbre de preuve définissentalorsun ensemblede
relationsdeprécedencedevantêtrevérifiées.

Étiqueterlesatomesde l’arbre depreuve estutile et nouspermetd’introduireun nouveau
typedeconflit : lesconflitsjetons.Celapermetdedifférencierlesatomesafin defaire le choix
adéquatdel’atomeà utiliser pourle franchissementd’unecertainetransition.Celametenva-
leurdesdécisionsprisesqui n’apparaissentpasexplicitementsansannotation.Cen’estplusun
atomequelconquequi estproduitou consommédorénavantmaisun atomebienspécifiquequi
possèdeune« histoire» liée auxrelationsdeprécédenceentrelestransitions.

À partir de cesrésultats,noussommescapablesde décrireprécisémentles ordrespartiels
associésauxarbresdepreuve.Commechaquejetonpossèdeuneétiquettequi estunecaractéri-
sationtemporellecomposéed’un instantdeproductionet d’un instantdeconsommation,nous
pouvonsraisonnerqualitativementsurle temps.

Auparavant,il nousfautrésoudreunautreproblème,celuidela complétude.La questionest
la suivante: lesordrespartielsentreles franchissementsquenousobtenonsà partir desarbres
depreuve sont-ilstouslesordrespartielspossibles? Rappelonseneffet quelesordrespartiels
obtenusparL.A. Künzledanssathèseétaientlesseulsordrespartiels« série-parallèle» etqu’il
avait donnéunexempled’un ensemblederelationsdeprécédencenes’exprimantpassouscette
forme.
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Chapitre3

Uneéquivalenceentrepreuvecanoniqueet
processusde réseaudePetri

3.1 Processusdebranchementet autresdépliages

Nous avons vu dansle chapitreprécédentque nouspouvionsobtenirune représentation
del’ordre partieldesévénementsd’un système(franchissementsdetransitionsd’un réseaude
Petri) sousla forme d’un graphede précédence.Ce grapheestobtenupar constructiond’un
arbredepreuveenlogiquelinéaire.

Cependantil existed’autrestechniquesqui permettentdemettreenévidencele parallélisme
et d’obtenirunereprésentationde cetordrepartiel : les techniquesdesprocessusde branche-
ment.Cestechniquessontbaséessurle dépliaged’un réseaudePetri.La méthodedu dépliage
a étéintroduitepar K.L. McMillan [35]. Inversementà notreméthodeprésentéedansle cha-
pitre précédent,dansles techniquesbaséessur le dépliagela vérificationde l’accessibilitéest
effectuéeaprèsavoir obtenul’ordre partiel.

Commepourungraphed’accessibilité,le but initial étaitdecaractérisertouslesmarquages
accessiblesainsiquelesévénementssensibilisésà partir dechacund’eux. Mais plutôt quede
représenterlesentrelacementsdetirs detransitions,l’idée debaseestdereprésenterlestirs de
transitionsindépendantspardestransitionsindépendantes.

Les dépliageset les processusde réseauxde Petri constituentunedesprincipalesséman-
tiquesréellementparallèlesdesréseauxde Petri [40, 23, 4, 38, 25, 17]. Les processuset les
dépliagesd’un réseaudePetripourunmarquageinitial donnésontdesgraphesacycliques,finis
ouinfinis,composésdeplacesetdetransitions.Enfait, dansdetelsréseauxdénommésréseaux
d’occurrence, les placessymbolisentles jetonset les transitionssymbolisentles franchisse-
mentsde transitions.L’unique transitiond’entréed’une placecorrespondau tir qui a produit
le jetoncorrespondant.La différenceavec un dépliageestqu’un processusne contientpasde
conflit. Chaqueplacepossèdeuneseuletransitiondesortiereprésentantle tir qui a consommé
le jetoncorrespondant.
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PROCESSUS DE RÉSEAU DE PETRI

Commeprécédemment,noustravaillonsavecun marquageinitial et un marquagefinal. Le
dépliageeffectuéà partir du réseaude Petri initial seradonc fini. Étant donnéque nousne
représentonsqu’un comportementdonnéparmi les dépliages,nousne considéreronsqueles
processusderéseauxdePetri.Ensommenousreprésenteronslesordrespartielsdefranchisse-
mentsdetransitionspardesprocessusderéseauxdePetrifinis.

Le but decechapitreestdemontrerquelesordrespartielssurlesfranchissementsdetransi-
tion obtenusparannotationd’un arbredepreuveenlogiquelinéairesontexactementlesordres
partielsassociésauxprocessusfinis duréseaudePetri(voir [18]. Celadémontred’unecertaine
manièrela cohérenceet la complétudedela démarcheexposéeauchapitreprécédent.

3.2 Processusde réseauxdePetri

3.2.1 Processuset réseauxcausaux

Un réseaucausal[48] ou réseaud’occurrencesdéterministe[40, 4] estun réseaude Petri
(étendu,caréventuellementdetaille infinie) acycliquesauf (1-borné)où chaqueplacepossède
auplusunetransitionenentréeetensortie.

Un processusderéseaudePetriRestunréseaucausalO associéàunmorphismedegraphes
bipartiesde O versR, c’est-à-direuneapplicationdesplacesde O vers les placesde R, des
transitionsdeO verslestransitionsdeR, et préservantlesrelationsexpriméesparlesarcs.

Dansnotretravail, nousneconsidèreronsquelesprocessusfinis. Formellement,lesréseaux
causauxet lesprocessussontdéfiniscommesuit.

Définition 12(Réseaucausal) Un réseaucausalestun réseaudePetri O 0p� B � E � F � tel que:

1. F : B � E . E � B �76 2 0 � 1 3 : lestransitionsnepeuventproduire(respectivementconsom-
mer)quedesjetonsuniques.

2.
4

e � E � 1 e %0 /0 %0 e1 , c’est-à-dire toutetransitionpossèdeau moinsuneplaced’entréeet
uneplacedesortie.

3.
4

b � B � H 1 b H � 1 et
4

b � B � Hb1 H � 1 : lesplacessontdesentréeset dessortiesd’au plus
uneseuletransition.

4. F T estacycliqueoù F T , B . E � B . E estla fermeture transitivedeF.

Définition 13(ProcessusderéseaudePetri) Un processusde réseaude Petri R 0�� P� T � W �
estunepaire � O � λ � où le triplet O 0�� B � E � F � estun réseaucausalet λ estuneapplication
λ : B . E �76 P . T telleque:

1. λ � B� , P, λ � E � , T : λ associeles transitions(respectivementles places)de O aux
transitions(respectivementauxplaces)deR.

2.
4

e � E : λ � 1 e� 0 1 λ � e� , λ � e1 � 0 λ � e� 1 : λ préservel’ensembledesplacesd’entréeet
l’ensembledesplacesdesortiedestransitions.
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3.
4

e � E,
4

p � P : W � p � λ � e�q� 0�Hλ r 1 � p �#s 1 eHut W � λ � e� � p � 0�Hλ r 1 � p�#s e1/H : λ préserve
lesaritésd’entréeet desortiedestransitions.

4. Soit Min un marquagede R, alors � O � λ � est un processusdu réseaumarqué � R� Min �
seulementsi

4
p � P, Min � p � 0�HP2 b � B : 1 b 0 /0 t λ � b � 0 p 3QH . Celasignifiequelesplaces

initialesdeO correspondentdemanière bijectiveauxjetonsdumarquageinitial Min.

Par la suite, � O � λ � estun processusde réseaumarqué� R� Min � avec R 0�� P� T � W � et O 0� B � E � F � . Unetransitione � E estappeléunévénementetpeutêtrevu comme(uneoccurrence
de)un tir dela transitionλ � e� � T. Uneplaceb � B modéliseun jetondansla placeλ � b � � P.

Remarque1 Un processus�q� B � E � F � � λ � estdéfini « à isomorphismeprès» : les ensembles
B et E desplaceset destransitionspeuventêtresubstituésparn’importequelsensemblesB� et
E � d’intersectionvide au moyende bijectionsB �76 B� et E �76 E � . Cesbijectionsinduisent
defaçonuniqueunerelationF � imagedeF etun morphismeλ � compatibleavecle morphisme
λ. Le processus��� B� � E � � F � � � λ � � obtenuest le mêmeque celui de départ« à isomorphisme
près». En particulierdansunereprésentationcanoniqued’un processus,B pourraitêtredéfini
pare1W0 . p v t w 2/� e� p� 3 � 	W � t � p� 
 , pourtoute � E avecλ � e� 0 t. Pourtoutentierk, nousnotons	
k
 l’ensemble

	
k
 0x2 1 � 2 � ����� � k 3 .

3.2.2 B-coupe,ordr epartiel étiquetéet marquageassocié

SoitF = la fermeturetransitive-réflexivedeF . CommeF T estacyclique,F = (respectivement
F T ) estun ordrepartiel (respectivementun ordrepartielstrict) quenousnotons � F (respecti-
vement* F ).

Définition 14(B-coupe) UneB-coupeestunensembledeplacesC , B tel quedeuxplacesde
C sontincomparablespour � F (propriétéCut1ci-dessous)etestunsous-ensemblemaximalde
B pourcettepropriété(propriétéCut2).

NousnotonsparCut � O � l’ensembledesB-coupesdeO et ainsisi C , B :

C � Cut � O�Wy{z 5
Cut1 : b � b� � C 0 z9| � b * F b�N} b� * F b �
Cut2 : b �� C 0 z

<
b� � C : � b * F b� } b� * F b �

Un ensembledeplacesqui nesatisfaitquela conditionCut1estappeléuneantichaîne.
Une placesanstransitiond’entrée(respectivementtransitionde sortie)est appeléemini-

male(respectivementmaximale).Lesensemblesdesplacesminimalesetmaximalessontnotés
Min � O � et Max� O� :

Min � O� 0-2 b � 1 b 0 /0 3 � Max� O� 0-2 b � b1 0 /0 3
Min � O � et Max� O� sontdesexemplesdeB-coupes: Min � O � � Cut � O � et Max� O� � Cut � O � .

Le passéd’une B-coupeC estle réseaud’occurrences~ C 0�� BC � EC � FC � avec BC 0L2 b �
B H
<
b� � C � b � F b� 3 , EC 0�2 e � E H

<
b � C � e � F b 3 et FC 0 F � BC � EC. Avec l’applicationλC 0

λ � BC � EC, la paire ��~ C � λC � estunprocessusdeR.
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Ordr epartiel étiquetéassociéà un processus

À chaqueprocessus� O � λ � nousassocionsl’ordrepartielétiquetéparlestransitionsOp � O � λ � 0� E ��� F � E � E � λ � E � induit par les restrictionsde � F et de λ à l’ensembledesévénements.
Nousnotonsaussicet ordrepartiel par Op � O � lorsqu’il n’y a aucuneambiguïté.L’ensemble
desextensionslinéaires(ou linéarisations)deOp � O � λ � estnotéLin � Op � O � λ ��� , formellement
Lin � Op � O � λ ��� estl’ensembledesmotsdeT définipar:

Lin � Op � O � λ �q� 0
2 λ � e1 � ����� λ � ei � ����� λ � ej � ����� λ � en � � T = � E 0-2 e1 � ����� � en 3���� ei
*

F ej 0 z i * j � 3
Marquagesassociésaux B-coupes

SoitC � Cut � O� , nousassocionsàC unmarquagedeR (unmulti-ensembledeplacesdeR)
notéµ� C � , avecµ� C � : P 698 , définipar:

µ� C � � p� 0�H λ r 1 � p �/s C H
Celasignifiequelesplacesdeλ r 1 � p �/s C correspondentdemanièrebijectiveauxjetonsde

µ� C � dansla placep.
La condition4 de la définition 13 d’un processus,qui dit queMin � p � 0�HP2 b � Min � O � :

λ � b� 0 p 3QH , peutêtrereformuléeparµ� Min � O �q� 0 Min. Ce qui signifiequele marquagecor-
respondantà la coupeminimaledu réseaucausalO estle marquageinitial du réseaumarqué� R� Min � . Notonsquele multi-ensembleµ � D � peutêtredéfini pour tout sous-ensembleD � B
mêmesi D n’estpasunecoupe,enparticuliersi D estuneantichaînedeO.

UnepropriétéimportantedesB-coupesestquelesmarquagesassociéssontaccessiblesdans
le réseaudePetri [4] : si � O � λ � estun processusde � R� Min � et queC estuneB-coupealorsle
marquageµ � C � estaccessibledans� R� Min � . De plus,µ� C � estaccessibledepuisMin pourtoute
séquenceσ dela linéarisationdel’ordre partielétiquetéduréseaud’occurrencesLin � Op ��~ C �q� .
Cequi setraduitpar: 4

C � Cut � O� � 4 σ � Lin � Op ��~ C �q� : Min
	
σ + µ � C �

Tout marquageaccessibled’un réseaude Petri et touteséquencede tir y menantpeuvent
ainsiêtreextraitsd’un processus.Nousutilisonsla propriétégénéraleassociantdesséquences
detirs àdesprocessus[4] :4

σ � T = : M
	
σ + M � y{z

<
� O � λ � : µ� Min � O��� 0 M � µ� Max� O �q� 0 M � � σ � Lin � Op � O � λ ���

Ce qui signifie queles séquencesde tirs correspondentà deslinéarisationsde processus.
D’autrespropriétésimportantesdesprocessusleslient auxséquencesdepaset auxfranchisse-
mentsd’ordrespartiels(voir [4]).
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3.3 Construction d’un processusfini

3.3.1 Ajout d’occurr encedetransition

La constructiondesarbresdepreuve sefait defaçonitérative.Pourmontrerl’équivalence,
nousallonsnousappuyersuruneconstructionitérative équivalentedesprocessusderéseaude
Petri.

À chaquepasde la constructionde la preuve canoniqued’un séquentde logiquelinéaire
(règled’introductionà gauchedel’implication linéaire),nousrajoutonsunetransitionà l’ordre
partiel courant.De la mêmemanière,la constructiond’un processusfini estbaséesur l’ajout
itératif d’uneoccurrencedetransitionauprocessuscourant.

Définition 15(Ajout d’occurr encede transition) Soitt � T etD , Max� O � unsous-ensemble
de placesmaximalestel que µ� D � 0 Pre� t � , ou de manière équivalenteλ � D � 0�1 t t � 4 p �1 t � Hλ r 1 � p �/s D Hu0 W � p � t ��� . Danscecas,nouspouvons« ajouteruneoccurrencedet à � O � λ �
aprèsD », ce qui donneun nouveauprocessusde R noté � O� � λ � � 0�� O � λ � � � D � t � où O�X0� B� � E � � F � � etλ � sontdéfinispar :

1. E ��0 E � 2 e3 , oùe estunnouvelévénement( � représentel’union disjointe).

2. B�/0 B � Be avecunebijectionr : Be 6 . p v t w 2 p3 � 	W � t � p� 

3. F � 0 F . 2/� b � e� � b � D 3 . 2/� e� b � � b � Be 3
4. λ �h� B . E 0 λ, λ ��� e� 0 t, λ ��� b � 0 p si b � Be et r � b � 0-� p � i � .
L’introductiondeBe etder estunartificequiassurequeB s Be 0 /0 etquipermetdedéfinirλ �

surBe dansle point4 ci-dessus.Le lemmesuivantestuneconséquencedirectedesdéfinitions:

Lemme1 Le couple � O� � λ � � 0@� O � λ � � � D � t � définici-dessusestunprocessusdeRqui satisfait
lespointssuivants:

1. Be estuneantichaînetellequeµ� Be � 0 Post � t � .
2. Max� O� � 0-� Max� O � � D � � Be.

3. µ � Max� O� �q� 0 µ � Max� O��� � Pre� t �/; Post � t � .
NotonsqueMin � O� � 0 Min � O� .
3.3.2 Algorithme deconstruction

Un processusderéseaudePetripeutêtreconstruitenajoutantitérativementlestransitions
commenousl’avonsdéfiniprécédemment.

Soit � O � λ � un processusdeR oùO 0@� B � E � F � , soit n 0�HE H et soit e1 ����� en uneénumération
d’élémentsdeE tellequeei

*
F ej 0 z i * j. Clairementσ 0 λ � e1 � ��� λ � en � estunelinéarisation

del’ordre partielOp � O � λ � : σ � Lin � Op � O � λ ��� .
SoitOi 0�� Bi � Ei � Fi � (i 0 1 ��� n) la séquencederéseauxcausauxdéfinieparEi 0I2 e1 � ����� ei r 1 � ei 3 ,

Bi 0 1 Ei 1 , Fi 0 F � Bi � Ei , etsoitλi 0 λ � Bi � Ei , alorsle lemmesuivantestuneconséquencedirecte
desdéfinitions:
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FIG. 3.1:ExempledeprocessderéseaudePetri

Lemme2 Pout tout i 0 1 ����� n, � Oi � λi � estun processusde R qui peutêtre défini par ajout de
la transitionλ � ei � à � Oi r 1 � λi r 1 � après 1 ei : � Oi � λi � 0�� Oi r 1 � λi r 1 � � � 1 ei � λ � ei �q� . Qui plus est,� O � λ � 0@� On � λn � .

Le processusfini � O � λ � de la figure 3.1 a été construit à partir du réseaude Petri de
la figure 2.1 avec commemarquageinitial µ � Min � O��� 0 p1 � p4 � p7, commemarquagefinal
µ� Max� O �q� 0 p1 � p1 � p4 � p4 � p7 et commeséquencede franchissementsde transitionsσ � τ � �
Lin � Op � O � λ ��� 0 t1; t2; t3; t4; t5.

3.4 Desarbr esdepreuvescanoniquesaux processusfinis

Nousavonsvu précédemmentque les algorithmesde constructiondesarbresde preuves
canoniqueset desprocessusfinis de réseauxde Petri étaientbaséssur uneétapeitérative de
franchissementde transition.Nous allons montrercommentnousobtenonsun processusde
réseaudePetrifini à partir d’un arbredepreuvecanonique.Nouspartonsd’un arbredepreuve
canoniqueetallonsconstruireunprocessusensuivantpasàpasla méthodeitérativedepreuve.

Dansun arbredepreuve canoniqueτ prouvantun séquentM0 � l0 � Mn, lesétapesinitiales
et finalessontuniqueset entièrementdéfiniesparM0 et Mn (respectivementmarquagesinitial
et final). L’arbre depreuve estalorscaractérisépar l’ordre danslequelles franchissementsde
transitionsde la liste l0 sontéliminésde manièreitérative. La séquencede transitionscorres-
pondanteà la séquenced’éliminationsdansl’arbredepreuvecanoniqueτ senoteσ � τ � .

Nousassocionsun processusà chaquearbredepreuve canoniqueτ d’un séquentdécrivant
unproblèmed’accessibilitétel quele séquentet le processusont lesmêmesmarquagesinital et
final, et tel queσ � τ � estunelinéarisationdel’ordre partielétiquetéassociéauprocessus.

La constructionsedéroulecommesuit : soit τ l’arbre de preuve du séquentM0 � l0 � Mn,
à chaquepasi (1 � i � n) de la constructionde l’arbre depreuve, caractérisépar un séquent
courantM i � l i � Mn et un fragmentcourantdel’arbre τi , nousdéfinissonsun processus� Oi � λi �
tel queµ� Min � Oi ��� 0 M0, µ� Max� Oi �q� 0 η �NM i � et tel quela séquencede transitionsσ � τi � est
unelinéarisationdel’ordre partielOp � Oi � λi � .
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Processusinitial : Démarronsavec le séquentM 0 � l0 � Mn. Le processus� O0 � λ0 � estdéfini
par: O0 0@� B0 � /0 � /0 � avecB0 et λ0 telsqueµ� B0 � 0 M0.

Pas itératif i ; 1 : Nous avons construitun processus� Oi � λi � tel que µ� Min � Oi �q� 0 M0,
µ� Max� Oi ��� 0 η �NM i � et σ � τi � estunelinéarisationde l’ordre partiel étiquetéOp � Oi � λi � . Soit
ti T 1 la transitionéliminéeaupasi ; 1dela preuve.CelasignifiequePre� ti T 1 �Z: η �NM i � . Puisque
µ� Max� Oi ��� 0 η �OM i � , nouspouvons trouver (au moins,voir remarque3 ci-après)uneanti-
chaîneCi T 1 , Max� Oi � , telle queµ� Ci T 1 � 0 Pre� ti T 1 � . Les hypothèsesde la constructiondu
paragraphe3.3.1sontsatisfaiteset nouspouvonsdoncajouteruneoccurrencedeti T 1 à � Oi � λi �
aprèsCi T 1. Le processusobtenuest le processusconstruitau pascourant: � Oi T 1 � λi T 1 � 0� Oi � λi � � � Ci T 1 � ti T 1 � .

Suite au lemme1 nousobtenonsµ� Max� Oi T 1 ��� 0 µ� Max� Oi ��� � Pre� ti T 1 �X; Post � ti T 1 � .
Soit M i T 1 � l i T 1 � Mn le séquentaprèsavoir éliminé ti T 1, suiteà la règle2.12,noussavonsque
η �NM i T 1 � 0 η �NM i � � Pre� ti T 1 �/; Post � ti T 1 � . Nousavonsprouvéqueµ � Max� Oi T 1 �q� 0 η �NM i T 1 � .
Deplusl i T 1 estdéduitdel i enenlevantunfranchissementdeti T 1. Soitτi T 1 le nouveaufragment
de l’arbre de preuve canonique,commeσ � τi � estunelinéarisationde l’ordre partiel étiqueté
Op � Oi � λi � , σ � τi T 1 � , par constructionσ � τi T 1 � estune linéarisationde l’ordre partiel étiqueté
Op � Oi � λi T 1 � .
Processusfinal : Aprèslepasn, nousavonsconstruitunprocessus� On � λn � tel que: µ � Max� On ��� 0
Mn etσ � τ � � Lin � Op � On � λn ��� .

Nousavonsdoncprouvéle théorèmesuivant:

Théorème1 Soit M0 � l0 � Mn un séquentexprimantl’accessibilitéd’un marquageMn depuis
un marquageM0 dansun réseaudePetri R. Soitτ unepreuvecanoniquedeceséquentet soit
σ � τ ��� la séquenced’étiquettesdetransitionscaractérisantla séquenced’éliminationdetir dans
l’arbredepreuve. Il estalorspossibledeconstruireaumoinsunprocessus� O � λ � deRtel que:
µ� Min � O��� 0 M0, µ� Max� O �q� 0 Mn etσ � τ � � Lin � Op � O � λ ��� .
Remarque2 Quandil y aplusd’un jetondansuneplace,il peuty avoir unconflit jetonssi la
placepossèdeensortieplusieurstransitions.Le processuspeutdoncêtreprolongédedifférentes
façonsqui nesontpastoujourséquivalentessuivant le jetonutilisé. C’estpourquoià un arbre
depreuve, il estparfoispossibled’associerplusd’un processus.

Exemple Pourle réseaudePetridela figure2.1, l’arbre depreuve canoniquedu séquent2.4
peutêtreprouvéenéliminantsuccessivement(aprèsle pasinitial) lestirs det1,t2, t3, t4 et t5. La
preuve setermineparle pasfinal. Pourun desarbresdepreuve possibles,τ � , et la séquencede
tir associéeσ � τ � � 0 t1; t3; t2; t4; t5, nousobtenonsle processusqui estreprésentésurla figure3.1.

Ce processusest uniquecar c’est seulementpour le marquagefinal quecertainesplaces
contiennentplusd’un jeton.Pourchaquepasdela preuve,il n’y adoncaucuneambiguïtédans
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la constructiondu processus: il n’y a qu’uneseulefaçond’ajouteruneoccurrencedetir dela
transitionconsidérée.

Pourle marquageinitial lesdeuxtransitionst1 et t2 sontenconflit. Ensélectionnantdansla
preuvel’éliminationdutir det1 avantcelledet2, ou le contraire,nousaboutissonsàdeuxarbres
depreuve canoniquescaractériséspardeuxséquencesdifférentesσ. C’estla mêmechosepour
lesprocessus.Enconstruisantle processusdemanièreitérativeguidéeparσ, nousconstruisons
eneffet lesprocessuscorrespondantà la mêmerésolutiondu conflit entrelestransitions.

3.5 Desprocessusfinis aux arbr esdepreuvescanoniques

Dansle paragrapheprécédent(3.4),nousavonsmontréqu’à partir den’importequelarbre
depreuvecanoniquenouspouvionsconstruireunprocessus.Dansceparagraphe,nousdémon-
tronsl’in verse: à partir den’importequelprocessusfini, nouspouvonsconstruireun arbrede
preuvecanonique.

Soit � O � λ � unprocessusdeRoùO 0�� B � E � F � , soientM0 0 µ � Min � O ��� etMn 0 µ� Max� O �q� .
Soiente1 ����� en uneénumérationd’élémentsde E telle queei

*
F ej 0 z i * j, et soit � Oi � λi �

avec i 0 1 � n la séquenceassociéedesprocessusdéfiniedansle paragraphe3.3.2.Soit σ 0
λ � e1 � ��� λ � en � (σ � Lin � Op � O � λ �q� ). Soit l0 la listenonordonnéedesélémentsdeσ. Nousconstrui-
sonsitérativementun arbredepreuveτ du séquentM0 � l0 � Mn tel queσ � τ � 0 σ.

Fragment initial de l’arbr edepreuve: Il estforméparl’étapeinitiale (paragraphe2.4.3)et
il estcomplètementdéterminéparMin � O � .
Pas itératif i ; 1 : Nous avons construit les i premierspasitératifs de l’arbre de preuve.
Soit τi ce fragment.Le séquentdedroiteenhautde l’arbre τi est M i � l i � Mn. Leshypothèses
d’inductionsontη �NM i � 0 µ � Max� Oi �q� , σ � τi � 0 λ � e1 � ��� λ � ei � et l i estla liste nonordonnéedes
élémentsdeλ � ei T 1 � ��� λ � en � .

Suiteaulemme2,nousobtenons� Oi T 1 � λi T 1 � 0�� Oi � λi � � ��1 ei T 1 � λ � ei T 1 �q� . Soitti T 1 0 λ � ei T 1 � ,
parconstructionnousobtenons1 ei T 1 , Max� Oi � etµ��1 ei T 1 � 0 Pre� ti T 1 � . ParconséquentPre� ti T 1 �Q:
µ� Max� Oi ��� etPre� ti T 1 �m: η �NM i � . Nouspouvonsajouteraufragmentdel’arbredepreuveτi la
règle2.12pour la transitionti T 1. Le nouveauséquentM i T 1 � l i T 1 � Mn au sommetde l’arbre
est tel que les hypothèsesd’induction sont vérifiéespour i ; 1 (les calculs de η �OM i T 1 � et
µ� Max� Oi T 1 ��� sontidentiquesà ceuxdu paragraphe3.4).

Arbr e final : Quandla séquencee1 ����� en a été complètementexplorée,nousprocédonsà
l’étapefinale(paragraphe2.4.3)pourobtenirun arbredepreuve canoniqueτ tel queσ � τ � 0 σ.
PourchaquelinéarisationdeOp � O � λ � , unarbredepreuvecanoniquedifférentpeutêtreobtenu.
Pourunelinéarisationdonnée,l’arbre depreuve canoniqueestuniquecarlespasitératifssont
complètementdéfinisparlesnomsdestransitions.
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Théorème2 Pour chaqueprocessusfini � O � λ � tel queµ� Min � O��� 0 M0, µ� Max� O �q� 0 Mn et
pourchaqueσ � Lin � Op � O � λ �q� , il existeexactementunarbredepreuvecanoniqueτ duséquent
M0 � l0 � Mn.

Exemple Pourle réseaude Petri de la figure2.1,un processusfini démarrantavec un mar-
quageinitial composéd’un jeton dansles placess1, s4 et s7 et terminantavec un marquage
final composédedeuxjetonsdanschacunedesplacess1 et s4 et deun jetondansla places7
estreprésentéfigure 3.1. C’est un processuspour lequel la transitiont1 est franchieavant t2.
Dif férentsarbresde preuve canoniquepeuvent lui êtreassociés: par exemplel’arbre τ � avec
σ � τ � � 0 t1; t3; t2; t4; t5 ou l’arbreτ” avecσ � τ” � 0 t1; t2; t3; t4; t5. Ils sonttouséquivalentsquantau
processuset à l’ordre partielgénéré.

3.6 Desrelationsdeprécédenceentrelesrèglesauxprocessus
de réseaudePetri

Nousvenonsdemontrerqu’àpartird’unprocessus,nouspouvionsobteniraumoinsunarbre
depreuve parlinéarisationdel’ordre partielassociéauprocessus.Au chapitreprécédent,nous
avionsmontréqueparunprocessusd’étiquetage,nouspouvions,à partird’un arbredepreuve,
obtenirun ensemblede relationsde précédenceentreles applicationsde la règled’élimina-
tion de l’implication linéaireà gauche.La questionqu’il estpossiblede seposermaintenant
est la suivante: les relationsd’ordre obtenuesà partir desrelationsde précédencesont-elles
exactementlesmêmesquecellesqui sontobtenuesà partirdesprocessus?

La réponseest« oui ». Celadécouledu fait quela démarchedeconstructionitérative des
processusà partird’un arbredepreuveestenfait identiqueà celledel’arbre depreuve annoté.
Au préalable,il nousfaut remarquerquedansla représentationd’un processusO, chaqueplace
(b � B) ayantauplusunetransition(ei

� E) enentréeet unetransition(ej
� E) ensortie,elles

peuventêtreremplacéespardesarcsreliantdirectementla transitionei à la transitionej . Les
placesdeMin � O � peuventêtresupposéesreliéesà desnœudsinitiaux et lesplacesdeMax� O �
àdesnœudsfinauxcommenousl’avonsfait lorsdela constructiondesrelationsdeprécédence
entrelesapplicationsdesrègles.

Pour identifier un processusà un graphede précédence,il suffit alorsde nommerchaque
élémente deE parλ � e� enajoutantenexposantle nombrede fois quela transitionλ � e� a été
franchieauparavantdansla séquenceσ, linéarisationdel’ordre partielutiliséepourla construc-
tionduprocessus.Nousajoutonsalorslesévénementsinitiaux (productiondeMin � O� ) etfinaux
(consommationdeMax� O� ) pourcompléterle grapheet lesdeuxreprésentationsserontiden-
tiques.Il estalorspossibledeconsidérerquelesélémentsdeB sontnommésparlesévénements
qui lesproduisent.Nousutiliseronsd’ailleurscetteidéeaupragraphesuivant.

Nousvenonsdemontrerqu’il estpossiblededonnerauxprocessusderéseauxde Petri la
mêmeforme queles graphesde précédenceentreles applicationsdesrègles.Mais il subsiste
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unedifficulté.En effet, à partir d’un arbredepreuve, il estpossibled’obtenirplusieursarbres
de preuve étiquetéslorsquedesconfitsjetonsapparaissent.Nousenavonsdonnéun exemple
auchapitreprécédent.Lorsqu’il s’agitdeconstruireungraphedeprécédenceentrelesapplica-
tionsdesrègles,unconflit jetonsapparaîtlorsqu’il y aplusieursfaçonsd’extrairelesatomesde
Pre� ti T 1 � dela listeµi pourunfranchissementd’unetransitionti T 1 donnée.Pourla construction
du processus,il y a plusieurspossibilitésdeprolongerun processusdonnéavecun franchisse-
mentd’unetransitionti T 1 donnéelorsqu’il y aplusieursfaçonsd’extrairePre� ti T 1 � deMax� Oi � .
Commeµ � Max� Oi ��� 0 η � µi � , il estclair qu’il s’agit de deuxvisionsdu mêmemécanisme.Il
y a doncbienidentitéentrel’ensembledesgraphesdeprécédenceet l’ensembledesprocessus
finis. Et si nousprenonslesprocessusderéseauxdePetricommel’outil deréférencedécrivant
lesordrespartielsentrelesfranchissementsdetransition,cerésultatmontrela cohérenceet la
complétudede la démarcheprésentéeauchapitreprécédent.Nousrappelonsquepour les tra-
vaux de Gunteret Gehlotétenduspar L.A. Künzle, il n’y avait cohérenceet complétudeque
pourla classedesprocessusfactorisablessousla forme« série-parallèle».

3.7 Synthèsesur l’équivalence

Nousvenonsde montrerdansles sections3.4, 3.5 et 3.6 précédentesque les ensembles
derelationsdeprécédenceobtenuspar lespreuvescanoniquesdeséquentssontdesprocessus
finis deréseaudePetriet queréciproquement,à partir d’un processusfini, un arbredepreuve
canoniquepeutêtreconstruit.Ceci justifie bienla correspondanceentredesapplicationsde la
règle � L danslesarbresdepreuveet lestirs detransitionsd’un réseaudePetri.C’estaussiune
preuvequelespreuvescanoniquessontcomplètes,c’est-à-direqu’ellesgénèrenttouslesordres
partielspossiblesparmilestirs detransitions.

Les résultatsdonnentdoncuneautreapprochepourconstruireles processusde réseaude
Petriqui estsimilaireà cellebaséesur lesdépliagesderéseaudePetri.Quellessontdoncles
différences? La plus importanteestquel’approchebaséesur la logique linéaireproduit des
processusfinis entredeuxmarquagesprédéfinis.Commenousne travaillonsqu’avecdespro-
cessusfinis, cetteapprocheesttrèsutile pourprouver despropriétésd’accessibilitéplutôt que
desûreté.Par exemple,elle n’estpasadaptéepourprouverqu’unétatestinacessiblecarle fait
quenousne prouvionspasun séquentne signifie pasqu’il ne soit pasprouvable.Par contre,
il estpossiblede prouver qu’un systèmepeutêtrecontrôléafin d’avoir un certaincomporte-
mentprédéfini.Le fait queseulslesprocessusfinis soientconcernésestla raisonpourlaquelle
l’approcheestexactementla même,quele réseaudePetrisoit saufounon,ou mêmequ’il soit
nonborné.L’accessibilitén’estétudiéequedansle casd’une liste finie et prédéfiniede fran-
chissementsdetransitions.Avoir destransitionssources, c’est-à-diredestransitionssansplace
d’entrée,dansla liste n’estpasun problèmecar le nombredefois qu’ellesserontfranchiesest
défini par le séquentd’accessibilité.Nousdevonssimplementutiliser l’élémentneutre« 1 »
associéauconnecteur� .

Touscespointssontdesconséquencesdirectesdela décidabilitédu fragmentmultiplicatif
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de la logiquelinéaireparcequenousavonschoisiunetraductiondesréseauxdePetridansce
fragmentsansavoir ajoutéd’axiomes.L’éliminationdescoupuresestainsipréservée.

3.8 Séquentcaractéristiqued’un ordr epartiel

Nousvenonsde voir qu’à un arbrede preuve pouvaientêtreassociésplusieursprocessus.
Cela signifie que plusieursensemblesde relationsde précédenceentreles applicationsdes
règlesde la logique linéairepeuvent êtreassociésà un arbrede preuve. Le processusd’éti-
quetagedel’arbredepreuven’estdoncpasuniquecommecelaaétémontréavecl’exemplesur
le conflit jetonsdansle paragraphe2.5.2.

Est-il possibleen modifiant l’écriture du séquentde n’avoir qu’un ensemblede relations
deprécédence? Celapermettraitd’avoir unenotation,sousla formed’un séquenten logique
linéaire,pourunordrepartieldonné.La procédureestla suivante.

Unefois un arbredepreuvecanoniqueétiquetéconstruit,nousconservonslesétiquettesde
l’arbre de façonà lever touteambiguïtéconcernantle choix desjetons.Lesambiguïtésseront
effectivementlevéesenconsidérantensuitequelesétiquettesfontpartiedunom.Pourcela,nous
remplaçonslesparenthèsespardescrochets.Ainsi l’atomec

	
t j
i 
 produitparle je franchissement

deti seradifférentdel’atomec
	
t l
k 
 produitdansla mêmeplacec, maisparle le franchissement

detk. La règleidentiténes’appliquerapasentredeuxatomesproduitspardeuxfranchissements
différents.

Pourpouvoir travailler decettefaçon,touslesatomesserontétiquetésparle franchissement
de transitionqui les a produits.Il n’est bien évidemmentpossibled’inscrire cesannotations
qu’aprèsla constructiond’un arbredepreuvecompletannoté.Nousannoteronsdirectementles
marquagesinitiaux M0 ainsiquelesatomesdesformulesPost � t � . LesatomesfinauxMn etceux
desformulesPre� t � serontannotésparlesétiquettesdesatomesaveclesquelsils ontétéunifiés
dansl’arbredepreuve aumomentdel’applicationdela règleidentité.

Considéronsl’exempledu conflit jetonssur la figure2.5exposéauparagraphe2.5.2.Nous
obtenons,pour les deuxensemblesderelationsdeprécédencedesfigures2.6 et 2.7, les deux
séquentsannotéssuivants:

a
	
I 1
 � b

	
I 2
�� a 	 I 1
 � c

	
t1
1 
A BDC E

t1
1

� b 	 I 2
 � c
	
t1
2 
A BDC E

t1
2

� c 	 t1
1 
 � d

	
t1
3 
A BnC E

t1
3

� c 	 t1
2 
 � e

	
t1
4 
A BDC E

t1
4

� d
	
t1
3 
 � e

	
t1
4 
 (3.1)
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I 1
 � b

	
I 2
�� a 	 I 1
 � c

	
t1
1 
A BDC E

t1
1

� b 	 I 2
 � c
	
t1
2 
A BDC E

t1
2

� c 	 t1
2 
 � d

	
t1
3 
A BnC E

t1
3

� c 	 t1
1 
 � e

	
t1
4 
A BDC E

t1
4

� d
	
t1
3 
 � e

	
t1
4 
 (3.2)

Nouspouvonsremarquerquelesrelationsdeprécédencepeuventêtredéduitesdirectement
duséquent.Ellessontdonnéesparla listedesfranchissements.Eneffet, l’étiquettedu franchis-
sementestportéepar lesatomesproduits(ceuxdePost � t � ) et chaqueatomeconsommé(ceux
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dePre� t � ) portel’étiquettede l’événementqui l’a produit.Nousavonsdonctousles arcsen-
trantsdansle nœudévénement.Lesarcsaboutissantauxnœudsterminauxsontdonnésparles
étiquettesdumarquagefinal. Il suffit derajouterunnœudterminalparatomedumarquagefinal.

À partirdel’étiquetage(vu auchapitreprécedent)etdugraphedeprécédence,nouspouvons
ainsidéfinirunséquentcaractéristiqued’unordrepartielc’est-à-dired’unensemblederelations
deprécédence.Lesséquents3.1et3.2sontlesséquentscaractéristiquesdesdeuxordrespartiels
pourun scénariodonné.Commenousl’avonsvu précédemment,lesdeuxcorrespondentà un
arbredepreuvenonannotéunique.

Définition 16(Séquentcaractéristique) Le séquentcaractéristiqued’un ensemblede rela-
tionsdeprécédenceestobtenuenconcaténantauxnomsdesplacesles nomsdesévénements
ayantproduit le jetondansla place.

Lors dela preuve d’un séquentcaractéristiqueet dela constructiondesrelationsdeprécé-
denceassociées,nousauronsdeuxannotations.L’annotationentrecrochetsestuneextension
du nom de l’atomeet doit êtrepriseen comptelors de l’applicationdesrèglesdu calcul des
séquents.L’annotationentreparenthèsesestcellequi a étédéfinieauchapitre1 et qui permet
degénérerlesrelationsdeprécédence.

Ainsi, parexemple,la preuveduséquent3.1vadonnerla feuille

c
	
t1
1 
 � t1

1 �X� c
	
t1
1 
 � t1

3 � id

qui induit unerelationdeprécédenceentret1
1 et t1

3 car l’atomec
	
t1
1 
 doit êtreproduitpar t1

1 et
consommépart1

3.
Parcontrele séquentc

	
t1
1 
 � t1

1 �7� c
	
t1
2 
 � t1

4 � nepeutêtreprouvécarc
	
t1
2 
 estdifférentiédec

	
t1
1 
 .

Nousvoyonsdoncquepourun séquentcaractéristique,touteslesrelationsdeprécédencesont
bienfigées.

3.9 Compositiondeprocessus

Nousvenons,dansla sectionprécédente,d’introduireunenotationsousla formed’un sé-
quentde logiquelinéairepourun processusfini de réseaude Petri.Les règlesbinaires(ayant
deuxséquentscommeprémisses)du calcul desséquentspermettentla compositionde deux
séquentspour prouver un séquentcomplexe (ou la décompositiond’un séquentcomplexe en
deuxsous-séquents).Il estdoncnatureld’utiliser cetteapprochepour composer(ou décom-
poser)desprocessusfinis deréseaudePetri.C’estce quenousallonsfaire danscettesection
en introduisanttrois règlesde composition.Auparavant nousallons revenir sur le travail de
L.A. Künzle car, mêmesi nosrèglesde compositionparallèleet de compositionséquentielle
sonttrèsprochesdessiennes,grâceauxannotationsdesséquentscaractéristiques,nousévitons
d’introduiredesrelationsdeprécédenceparasiteset nousnenousrestreignonspasauxordres
« série-parallèle».
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3.9.1 Retour sur lestravaux deL.A. Künzle

Danssestravaux,L.A. Künzle[32] aentreprisunecaractérisationdu parallélismemaximal
à l’aide d’opérateursséquenceet parallèle.Il a étendule travail de V. Gehlotqui s’appliquait
à transformerdesdéductionsen logique linéaireen réduisantl’utilisation descoupuresdans
le calcul desséquents.Mais il ne considéraitque la structuredu réseaupour caractériserle
parallélismemaximalpour les franchissementsde transitions.L’extensiondeKünzleconsista
doncà prendreencomptele parallélismerésultantdesmarquages.Il caractérisaainsicequ’il
appelale parallélismedynamique.

Il a dû construirepourceladeuxrèglesdecalculdesséquentsSEQ et SYNC (pour la com-
positionde règlesde base)exprimant respectivementl’exécutionen séquenceet l’exécution
enparallèlededeuxsous-scénariosdefranchissementsdetransitions.Cependant,lesrelations
SEQ et SYNC ne permettentd’extraire quedesordrespartielsde type « série-parallèle». En
effet, la règleSEQ entredeuxscénariosintroduit globalementunerelationdeprécédenceentre
touslesfranchissementsdupremierscénarioet touslesfranchissementsdudeuxième.

Un point importantà soulignerestle fait quecetteapprocheestcompositionnelle.La com-
positiondedeuxsous-scénariospar les deuxrelationsestpossibleet unepreuve valablepour
un scénariorestevalableaprèscomposition.Cerésultatestvalabledansle casstructurelmais
aussidansle casdynamique.La règleSEQ permetdecomposerdeuxscénariosenséquenceet
la règleSYNC permetde composerdeuxscénariosen parallèle.Au cœurde la règleSEQ se
trouvela règledecoupure(Cut) etaucœurdela règleSYNC lesrèglesd’éliminationàdroiteet
à gaucheduconnecteurfois ( � L et � R).

Lescompositionssefont toujoursdansle cadredufragmentMILL. Nousn’avonspasutilisé
la règledecoupurejusqu’àprésentet lesdeuxautresrèglesd’éliminationde � L et � R ont été
utiliséesdansdescasparticulierspour la constructiondesarbresde preuve canoniques.Ici,
nousallonsnousappuyersur cestrois règlespour introduiredeuxdestrois compositionsde
processusquenousenvisageons.La premièrecompositionestunecompositionen sérieavec
un franchissementde transitionréunissantles deuxfragmentset ne nécessitepasde nouvelle
introductionde connecteur. La deuxièmeestunecompositionpar miseen parallèlede deux
processus.La troisièmeestunecompositionparmiseensériededeuxprocessus.

3.9.2 Compositionpar franchissementde transition

Le principedecettecompositionestdemontrerquedeuxpreuvescanoniquespeuventêtre
composéesparl’intermédiairedu franchissementd’unetransition.Ceciestpossiblesi la partie
droite(conclusion)du séquentinitial del’une despreuvesestexactementle marquagesensibi-
lisantla transitionvoulue(Pre� t � ) et si le marquageproduitparle franchissement(Post � t � ) est
contenudansla liste desatomesinitiaux du séquentinitial del’autrepreuve.Nousappellerons
séquentamont le séquentcontenantPre� t � et séquentaval celui contenantPost � t � . En effet,
pour quela transitiont soit franchie,il estnécessairequ’elle soit sensibilisée.La preuve du
séquentamontprouvequet peutêtresensibilisée.Si nousvoulonscomposerlesdeuxséquents
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M1 n 0 Pre� t � etquePost � t � , η �NM 2 0 � .

Cettecompositionestfondéesurl’utilisation dela règled’éliminationà gauchedel’impli-
cationlinéairedansun casplus généralquecelui quenousutilisonspour la constructiondes
arbresdepreuvecanoniques.Eneffet,dansunarbredepreuvecanoniquecommeceuxquenous
avonsprésentésauchapitreprécédent,le séquentprémissegaucheproduitestunséquentqui ne
comprendaucuneformuleimplicative. Il necomportequelesjetonsconsomméspourfranchir
la transition.Ceséquentcomporteàgaucheunelisted’atomesetà droiteunmonômeen � des
mêmesatomes(A � B � A� B).

Nousnousproposonsdoncici del’utiliser dansuneautreforme,oùchaqueséquentprémisse
estunséquentdécrivantunproblèmed’accesssibilité,qui estla suivante:

M 1 � l1 � Pre� t � M 2 � Post � t � � l2 � M3M 1 � M 2 � l1 � l2 � Pre� t � � Post � t �A BnC E
t

� M3
� L (3.3)

Supposonsquenousayonsconstruitaupréalableun arbredepreuve étiquetépourchacun
desséquentsprémisses:

M 1 � l1 � Pre� t � (séquentamont) (3.4)

et

M 2 � Post � t � � l2 � M3 (séquentaval) (3.5)

Nousallonsdéfinircommentunensemblederelationsdeprécédencepeutêtreobtenuparcom-
positionpourle séquentsuivant:

M 1 � M 2A BnC E�
0

� l1 � l2 � Pre� t � � Post � t �A BDC E
l0

� M3ADBDCDE
Mn

(3.6)

Pour cela nouscommençonspar écrire les séquentscaractéristiquescorrespondantsaux
arbresdepreuvesétiquetésconstruitspourlesséquents3.4et 3.5.

L’étapesuivanteestunprocessusderéécrituredesétiquettesassociéesauxatomes.

– Soit n le nombred’atomesde M 1, pour touslesatomesde M 2, remplacerl’étiquetteI j

parI j T n. Celapermetdedistinguertouteslesétiquettesinitiales.

– Soit m le nombrede franchissementsd’une transitiont donnéedansla liste l1. Le fran-
chissementde t exprimépar la formulePre� t � � Post � t � dans3.6seraétiquetépar tmT 1.
On remplacedonctouteslesétiquettesdePost � t � partmT 1. Chaquefranchissementt j de
t dans3.5seraréétiquetét j T mT 1.

– Soit k le nombredefranchissementsde ti (ti %0 t) dansl1, chaquefranchissementt j
i de ti

dans3.5seraré-étiquetét j T k
i .
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A
t1 B

t3

t4
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D
t2

E
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t5
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FIG. 3.2:Un réseaudePetri

La réécritureci-dessusnechangepaslesrelationsdeprécédenceentreles franchissementsde
transition.Elle confondles événementsinitaux de créationdesjetonsde Post � t � en un seul
événementet évitequedesétiquettessoientidentiquesdanslesdeuxséquents3.4et3.5.

Une fois ceréétiquetageeffectué,on appliquela règle3.3 pourobtenirun séquent3.6éti-
quetéqui estunséquentcaractéristiquedel’ordre partielcomposé.Commenousl’avonsremar-
quéauparagraphe3.9,le graphedeprécédenceestobtenudirectement.

Si nousavonsparexempledeuxséquentscaractéristiquespour le séquent3.4et trois pour
le séquent3.5,nousobtiendronssix séquentscaractéristiquesetdoncsix ordrespartielspourle
séquentglobal.La décompositionestdoncunefaçondelutter contrel’explosioncombinatoire
dunombredeprocessussolutionsd’un problèmed’accessibilité.

Exempledecompositionpar franchissementde transition

Considéronsle réseaude Petri de la figure 3.2. Un premierproblèmed’accessibilitépeut
êtredécritparle séquentcaractéristiquesuivant:

a
	
I 1
�� d 	 I 2
�� a 	 I 1
 � b

	
t1
1 
A BDC E

t1

� d 	 I 2
 � e
	
t1
2 
A BDC E

t2

� b 	 t1
1 
 � e

	
t1
2 
 � b

	
t1
3 
 � e

	
t1
3 
A BDC E

t3

� b
	
t1
3 
 � e

	
t1
3 
A BDC E
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Un deuxièmeproblèmed’accessibilitépeutêtrereprésentépar le séquentcaractéristiquesui-
vant:

g
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 (3.8)

Nousvoyonsquecesdeuxséquentsont la structureadéquatepourlescomposerautourd’un
franchissementde la transitiont3. Il faut d’abordréécrirelesétiquettesdu séquent3.8. Il faut
renommerl’étiquetteassociéeàl’atomeg pourqu’ellesoitdifférentedecelledea dans3.7ainsi
quecellesdesatomesdePre� t3 � et répercuterceschangementsdanslesformulesassociéesà t4
et t5. Celadonne:
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 (3.9)
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Nouspouvonsremarquerquenousavonsparticularisélesrelationsdeprécédencedudeuxième
problèmepuisquemaintenantlesjetonsb et esontproduitsparle mêmeévénement(t2

3).
Nousobtenonsalorsle séquentglobalsuivant:
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3.9.3 Compositionséquentielle

UneautrerèglebinairedufragmentMILL estla règledecoupure.Nousn’utilisonspascette
règledansla constructiondel’arbre canoniquecarelle introduit uneformuledanslesséquents
supérieursqui n’existait pasdansle séquentinférieur, cequi peutentraînerdesdifficultéslors
de la constructiondesarbresdepreuve (quelleformule introduirepourêtreefficace?) et cela
donneraituneinfinité defaçonsdeconstruireunarbredepreuve.

Par contre,la règledecoupure(2.6),utile pourpermettrel’enchaînementdedeuxséquents
linéaires,aétéutiliséeparL. A. Künzleafindecaractériserunscénariooùdeuxtransitionssont
franchiesen séquence: celaa donnéla règleSEQ. La règleSEQ peutaussiêtreutiliséepour
composerséquentiellementdeuxscénariosreprésentéspardeuxséquents.

Nousnousbasonssurle mêmeprincipepourcomposerséquentiellementdeuxséquents.Ici
la formuleintroduiteparla règledecoupurevareprésenterunmarquagepartielparlequelnous
souhaitonspasser. Cemarquageestle membreconclusionduséquentprémissegauche.SoitM4

cemarquagenousavons:

M 1 � l1 � M4 M4 � M 2 � l2 � M3M 1 � M 2 � l1 � l2 � M3
cut

(3.11)

Nousprocédonsdela mêmemanièrequeprécédemmentenconstruisantdesséquentscarac-
téristiquespour les deuxséquentssupérieurs,puisen effectuantun renommagedesétiquettes
pour le séquentsupérieurde droite. Le séquentde droite n’a pasla forme habituellede nos
séquentspuisqueles jetonsinitialementdisponiblesn’apparaissentpassousla forme d’une
liste,maissontstructuréssousla formed’uneformule(monômeen � M4) et d’uneliste ( M 2).
Commela transformationduconnecteur� enméta-connecteur« , » estréversible,celanepose
pasdeproblème.

– Soit n le nombred’atomesde M 1 et soit m le nombred’atomesde M4. Pour tous les
atomesde M 2, il fautremplacerl’étiquetteI j parI j r mT n. Celapermetdedistinguertoutes
lesétiquettesinitialessansavoir detroudansla numération.
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– Soit k le nombrede franchissementsde ti dansl1, chaquefranchissementt j
i dansl2 sera

re-étiquetét j T k
i .

– On reporteenfindansle monômeM4 du séquentdedroite,et biensûrdanslesformules
implicativesde l2 oùapparaissentdesatomesdeM4, lesétiquettesdesatomescorrespon-
dantdumonômeM4 duséquentdegauche.

Enappliquantla règle3.11,nousobtenonsunséquentcaractéristiqueglobal.
La troisièmeétapede renommageconsistesimplementà dire queles atomesconsommés

dansle deuxièmeséquent(ceuxdeM4) sontlesatomesproduitsdansle premier. Cettedernière
approcheestsimilaireàla première(compositionparunfranchissementdetransition),maiselle
estplusgénéralepuisquele marquageM4 necorrespondpasnécessairementà la précondition
defranchissementd’unetransition.

3.9.4 Compositionparallèle

Le principedecettecompositionestdemontrerquedeuxpreuvescanoniques,dontlespar-
tieshypothèseetconclusiondesséquentsprouvéssontindépendantes,peuventêtrecomposées
afindedonnerunepreuvecanonique.

Cettecompositionestbaséesurla règled’éliminationàdroiteduconnecteurfois ( � ). Cette
règleestutiliséedansun cassimpledansl’arbre depreuve canonique.En effet, nousnel’uti-
lisonsquepour décomposerun séquentformé à gauched’une liste d’atomeset à droited’un
monômecomposédesmêmesatomesenunesuitedeséquentsidentité.Ici nousallonsl’utiliser
pourfaireéclaterunséquentd’accessibilitéendeuxséquentsd’accessiblité:M 1 � l1 � M3 M 2 � l2 � M4M 1 � M 2 � l1 � l2 � M3 � M4

� R (3.12)

Celarevient à dire quedefaçonindépendante,nouspouvonsproduirele marquagepartiel
M3 àpartirdela listedejetonsM 1 etdela listedefranchissementsl1 et le marquageM4 àpartir
dela listedesjetons M 2 etdela liste defranchissementsl2.

Commedansle casprécédent,unefois quenousavonsobtenuun séquentcaractéristique
d’un ensemblede relationsde précédence(c’est-à-dired’un processusfini) pour M 1 � l1 � M3

et pour M 2 � l2 � M4, il faut réécrireles étiquettesdu deuxièmeséquentpour qu’ellessoient
différentesdupremier.

– Soit n le nombred’atomesde M 1, pour touslesatomesde M 2, remplacerl’étiquetteI j

parI j T n. Celapermetdedistinguertouteslesétiquettesinitiales.

– Soit k le nombrede franchissementsde ti dansl1, chaquefranchissementt j
i dansl2 sera

re-étiquetét j T k
i .

Ensuiteon composelesdeuxpourobtenirun séquentcaractéristiqued’un ordrepartieldéduit
du séquentM 1 � M 2 � l1 � l2 � M3 � M4 par la règle 3.12. On peut remarquerqu’il s’agit d’une
juxtapositiondedeuxprocessuscaril n’y auraaucunnœudencommun.
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A
t1

B t2

G t5

C t3

E

H t6

D

J

t4
K

FIG. 3.3:Un réseaudePetrienZ inversé

3.9.5 Un exempledecompositionsérie/parallèle

Commenousl’avonsdéjàmentionnéauparavant,lesdémarchesdecaractérisationdesordres
partielsfondéessurlesordres« série-parallèle» (ou despasdefranchissement)nesontni co-
hérentesni complètes.En effet, si ellessontcohérenteset complètesvis-à-visde l’ensemble
deslinéarisationsdesordrespartiels(ellespréserventainsi l’accessibilité),ellespeuventintro-
duiredesrelationsd’ordeparasites.Le réseaudePetride la figure3.3 (tiré de[32]) donneun
exempledeprocessusnonfactorisableaveclesopérateurssérie(«; ») et parallèle(« j ») entre
les marquagesA et K. Nousallonsle prendrepourexempleillustratif afin demontrerqueles
compositionssérieetparallèlequenousvenonsd’introduirenepossèdentpascetinconvénient.
Celavient du fait quenotrecompositionséquentielledeµ1 � l1 � M4 avecM4 � µ2 � l2 � M3 n’en-
traînepasle fait quedansl’ordre partiel générétousles élémentsde l1 vont précédertousles
élémentsde l2. Si nousconsidéronsuneplacep particulièredeM4, lesseulssuccesseursde p
dansl2 deviendrontdessuccesseursdesseulsprédécesseursde p dansl1.

Soit le séquent(dansla figure3.3) :

a � t1 � t2 � t3 � t4 � t5 � t6 � k (3.13)

Il génèreunprocessusqui estmoinscontraintque,parexemple,la factorisation

t1 ; ��� t2 ; t3 � j t5 � ; t6 ; t4 (3.14)

Nousallonsmaintenantremplacerlesopérateurssérieetparallèleparnosrèglesdecompo-
sition.Considéronsle séquentcorrespondantaufranchissementdet1 (commechaquetransition
n’est franchiequ’unefois, nousomettonsles indicescorrespondantaunombrede franchisse-
ments):

a
	
I 1 
�� a 	 I 1
 � b

	
t1
 � g

	
t1 
A BDC E

t1

� b
	
t1
 � g

	
t1 
 (3.15)

Celui correspondantaufranchissementenséquencedet2 et t3 (t2; t3) est:

b
	
I 1 
�� b 	 I 1
 � c

	
t2 
 � e

	
t2 
A BDC E

t2

� c 	 t2
 � d
	
t3
A BnC E

t3

� d
	
t3
 � e

	
t2 
 (3.16)
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Celui correspondantaufranchissementdet5 est:

g
	
I 1 
�� g 	 I 1
 � h

	
t5 
A BDC E

t5

� h
	
t5
 (3.17)

Enfin celuidela séquencet6 ; t4 est:

d
	
I 1
�� e	 I 2
�� h 	 I 3
�� e	 I 2
 � h

	
I 3
 � j

	
t6 
A BnC E

t6

� d 	 I 1
 � j
	
t6 
 � k

	
t4
A BDC E

t4

� k
	
t4 
 (3.18)

Aprèsréécriture,le séquentdu franchissementdet5 (3.17)devient :

g
	
I 2 
�� g 	 I 2
 � h

	
t5 
A BDC E

t5

� h
	
t5
 (3.19)

La composition� t2 ; t3 � j t5 s’exprimepar:

b
	
I 1
�� t2C EDA B

b
	
I 1
 � c

	
t2 
 � e

	
t2
�� t3C EDA B

c
	
t2 
 � d

	
t3
 � d

	
t3
 � e

	
t2
 g

	
I 2
�� t5C EDA B

g
	
I 2
 � h

	
t5
 � h

	
t5


b
	
I 1 
�� g 	 I 2
�� b 	 I 1
 � c

	
t2 
 � e

	
t2 
A BDC E

t2

� c 	 t2
 � d
	
t3 
A BDC E

t3

� g 	 I 2
 � h
	
t5
A BDC E

t5

� d
	
t3
 � e

	
t2 
 � h

	
t5 
 � R (3.20)

Aprèsréécriture,le séquentdu franchissementdet6 ; t4 (3.18)devient (nousavonsdéjàfait
apparaîtrele monômeM4) :

d
	
t3
 � e

	
t2
 � h

	
t5
 e	 t2
 � h

	
t5
 � j

	
t6 
A BDC E

t6

� d 	 t3
 � j
	
t6 
 � k

	
t4
A BDC E

t4

� k
	
t4 
 (3.21)

La compositionensérienousdonne(nousne détaillonspasle contenudestransitionsqui
estbienentenduceluidesséquents3.20et3.21):

b
	
I 1
�� g 	 I 2
�� t2 � t3 � t5 � d

	
t3 
 � e

	
t2 
 � h

	
t5
 d

	
t3
 � e

	
t2 
 � h

	
t5 
�� t6 � t4 � k

	
t4


b
	
I 1
�� g 	 I 2
�� t2 � t3 � t5 � t6 � t4 � k

	
t4 
 cut

(3.22)

Il ne resteplus qu’à mettrele franchissementde t1 avant. Dansla réécrituredu séquent
conclusiondu fragmentd’arbre3.22,il faut remplacerl’atomeb

	
I 1 
 par b

	
t1
 et l’atomeg

	
I 2


parg
	
t1 
 , cequi modifielesexpressionsdesfranchissementsdestransitionst2 et t5 commesuit :

t2 : b
	
t1
 � c

	
t2
 � e

	
t2
 (3.23)

t5 : g
	
t1
 � h

	
t5
 (3.24)

Nousobtenons:

a
	
I 1
�� t1 � b

	
t1
 � g

	
t1
 b

	
t1
 � g

	
t1 
�� t2 � t3 � t4 � t5 � t6 � k

	
t4 


a
	
I 1
�� t1 � t2 � t3 � t4 � t5 � t6 � k

	
t4
 coupure

(3.25)
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L’examende la forme destransitionst1 dans3.15, t2 dans3.23, t3 dans3.20, t4 dans3.21,
t5 dans3.24 et t6 dans3.21,nousmontreque les relationsde précédencesontcorrectement
définies.Il n’ya pasderaltion deprécédenceparasitecomme,parexemple,dansl’expression
t1 ; �q� t2 ; t3 � j t5 � ; t6 ; t4. En effet, cetteexpressioninclut une relation de précédenceentrele
franchissementdet3 etceluidet6 alorsqu’il n’enestrien lorsquenousregardonsle réseau.Ces
deuxtransitionssontstructurellementindépendanteset peuventêtrefranchiesenparallèle.

3.10 Conclusion

Danscechapitre,nousavonsmontréquelesrelationsdeprécédenceentrelesapplications
desrèglespourla constructiond’un arbrecanoniqueétaientéquivalentesauxprocessusfinis de
réseauxdePetrientrelesmêmesmarquageset pour lesmêmesfranchissementsde transition.
Cetteéquivalencejustifie notreapproche: l’élimination d’uneformuleimplicative dansun sé-
quentd’accessibilitépeutbienêtreassociéà l’événementcorrespondantau franchissementde
cettetransition.

Nous avions toutefoisun problème: à un arbrede preuve canoniquepeut correspondre
plusieursprocessuslorsqu’il y a desconflitsjetons.

À partir de l’annotationdesjetonsd’un arbredepreuve,nousavonsvu quenouspouvions
réécrirele séquentinitial en un séquentcaractéristiquequi caractérisaitun seulordrepartiel
entrelesfranchissementsdetransitions.

Le séquentcaractéristiquepourun scénariodonnédécrit:

– l’état partielinitial à partirduquelle scénariopeuts’exécuter,

– l’état partielfinal résultantdel’exécution,

– l’ensembledesévénementscomposantle scénario,

– le nombredefois quechaqueévénementaeulieu,

– lesrelationsdeprécédencequi relientcesévénements.

Le séquentcaractéristisqueestl’élémentde basepour faire de l’analysetemporellecar il
permetdeconstruirel’ordre partielentrelesévénements.Un séquentcaractéristiqueestéqui-
valentàunprocessusfini deréseaudePetrientredeuxmarquages.Il présentel’avantaged’avoir
unenotationlogique,sousla formed’un séquent,aulieu d’unereprésentationgraphique.Nous
avonsvu à la fin decechapitrequecettenotationlogiquepermettaitl’élaborationderèglesde
compositionsimplessousla formededéductions.
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Chapitre4

Analysetemporellequalitati veet
quantitati ve

4.1 Intr oduction

L’analysedessystèmesdistribuésimplique de vérifier le respectdescontrainteslogiques
desynchronisationmaisaussicelui deséchéancestemporellesquantitatives.Pourpouvoir ex-
pliciter les contraintestemporellesquantitativesentreles événementspossibles,nousdevons
d’abordgénérerlesscénariosdefranchissementsdetransitions.

Nousavonsvu précédemmentqu’à un arbredepreuve canoniquedelogiquelinéairepou-
vaientêtreassociésplusieursprocessus.Cela signifie quenouspouvonsassocierà un arbre
depreuve plusieursensemblesderelationsdeprécédenceentrelesapplicationsdesrègles.Un
ensemblederelationsdeprécédenceestéquivalentà un graphedeprécédence.S’il existeplu-
sieursgraphesde précédencealorsplusieursordonnancementssontpossibles.Il a étémontré
d’autrepartqu’un séquentcaractéristiquereprésentaitun seulordrepartiel.Il correspondà un
scénariodefranchissementsdetransitionscontenantun marquageinitial et un marquagefinal
donnés,uneliste d’événementset un ensemblederelationsdeprécédence.Nousn’avonsainsi
qu’unseulordonnancementpossiblepourun séquentcaractéristiquedonné.

Dansle cadredessystèmesà tempscontraint,ordonnancerdefaçonoptimaleun ensemble
de tâchesc’est trouver le meilleur ordrepartiel parmi les tirs de transitioncorrespondantaux
tâchesà exécutermaisaussileur dateoptimaledetir. Le modèleréseaudePetridoit êtrecom-
plété afin de prendreen compteles contraintestemporelles(duréesdestâches,datesde fin
d’exécutionetc).Cescontraintestemporellessontassociéesauxplaces,auxtransitionsou aux
arcsd’un réseaudePetri(suivantle modèleutilisé)sousla formed’intervallestemporelsoude
duréesprécises.

Lesrelationsdeprécédencequenousobtenonsà partir d’un arbredepreuve enlogiqueli-
néairecorrespondentàdesrelationsdecausalitéentrelesévénements.Cesrelationsdecausalité
sonten fait desrelationsde causeà effet immédiates.Si « ei précèdeej » celaveut dire que
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l’un desjetonsproduitsparei estconsomméparej . Nousallonssupposerdanscechapitreque
les contraintestemporellesquantitativessontuniquementliéesaux relationsde causeà effet
immédiatesexpriméespar le réseaudePetri.Le problèmede l’ordonnancementdestâchesse
ramènedoncà celuidel’ordonnancementdesdatesdefranchissementdestransitionssoumises
à unensembledecontraintestemporelles.La meilleurefaçondereprésentercescontraintesest
d’ utiliserungraphedecontraintestemporelles.

Pourraisonnersurungraphedecontraintestemporelles,nousallonsdoncréécrirelescontraintes
temporellessousla formed’un TCSP[8] (temporalconstraintsatisfactionproblem),représenté
parun systèmed’inéquationslinéaires,quenousrésoudronspardesméthodesclassiquesutili-
séesdanslesapprochesparcontraintes.

Nousillustreronsle principedecetteméthodeparunexempleportantsurla présentationde
documentsmultimedia.

4.2 Du tempsqualitatif au tempsquantitatif

4.2.1 Contraintes sur les relations de précédencedéfiniespar réseaude
Petri

Unerelationdeprécédenceexprimeunecausalitéentredeuxévénementssuccessifsqui doit
êtreobligatoirementvérifiéepourqu’un systèmemodéliséait le comportementsouhaité.Pour
trouver cesrelations,nousavonsréécrit les problèmesd’accessibilitédansun réseaude Petri
sousla formedepreuvesdeséquentsdelogiquelinéaire.La preuve decesséquentssefait par
la constructiond’un arbredepreuve canonique.Lesrelationsdeprécédencesontobtenuespar
un processusd’annotationdel’arbre depreuve qui lie lesressourcesproduiteset consommées
auxévénementsassociésauxtirs detransitions.

À partir de cetteannotation,nousavonsréécrit le séquentinitial prouvéen ajoutantaux
atomesleur instantdeproduction(correspondantautir detransition)à la fois dansle marquage
initial, dansle final etdansla liste destirs detransitions(voir chapitreprécédent).Cetteréécri-
tureduséquentfigelesrelationsdeprécédence.Nousobtenonsainsiunséquentcaractéristique
d’un seulordrepartiel.De plus, la liste destirs de transitiondu séquentcaractéristiqueinitial
définitunordonnancementstrict desfranchissementsdetransition.

Les relationsdeprécédenceentrelesévénementsdoiventêtrevérifiéespar tout comporte-
mentcorrect.Ellessontdoncassimiléesà descontraintesqualitativescarellesnecontiennent
aucuneinformationquantitative.Chacuned’entreellesexprimeuneprécédenceentredeuxévé-
nementssuccessifscequi signifiequela contrainteestbinaire [33] : soit la relationdeprécé-
denceentrelesdeuxévénementsestvraiesoit elleestfausse.

Pouranalysercescontraintesbinairesdanslessystèmesà événementsdiscrets,il existedes
outilsqui ontétédéveloppésdansuncadreformel: lesproblèmesdesatisfactiondecontraintes
(CSP, voir [39]). où lesvariablessontbooléennes(domainesdevaleurségauxà 2 0 � 1 3 ).

En résumé,un séquentcaractéristiquedéfinit un ensemblede relationsde précédencequi
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peuventêtrereprésentéessousuneformegraphiqueappeléegraphedecontraintes. Lesnœuds
decegraphesontlesdatesdesfranchissements.Cesontlesvariablesdu problèmedesatisfac-
tion decontraintes.

4.2.2 Modélisation descontraintes temporelles

La priseen comptesimultanéedescontraintesde précédenceet de duréesentreles évé-
nements(franchissementsde transition)sefait tout naturellementen seplaçantdansle cadre
d’un typedeCSPparticulier: lesproblèmesdesatisfactiondecontraintestemporelles(TCSP).
DanslesTCSP, lescontraintesentrelesvariablessontbinairesetlesparamètresutilisésdansles
contraintesprennentdesvaleurssurdesdomainesquipeuventêtredesduréesoudesintervalles.
Cesvaleursseretrouventassociéesauxarcsdesgraphes.

Dansla définitionoriginelledesTCSP, lesvariablespeuventavoir pourdomainedevaleurs,
uneunion d’intervalles.Cependant,il existe uneclasseparticulièreplus simplede cesTCSP
qui neconsidèrequ’un seulintervallepardomainedevaleurspossiblespourlesvariables: les
problèmestemporelssimples(STP).

Mathématiquement,lesTCSPet lesSTPsontdéfinisdela manièresuivante.

Définition 17(TCSP) Un problèmeà satisfactionde contraintes temporelles est un triplet� X � D � C � . X 0-2 x1 � ����� � xn 3 estun ensembleden variables(dates)ayantdesdomainescontinus
devaleurs.D 0-2 d1 � ����� � dn 3 estl’ensembledesdomaines(intervallestemporels)desvariables.
C 0L2 c1 � ����� � cm3 estun ensemblede m contraintes.Chaquecontrainte estreprésentéepar un

ensembled’intervallesC
def0L2 i1 � ����� � in 3�0�2 	 i1min � i1max
�� ����� � 	 inmin� inmax
 3 . Unecontraintebinaire

ci j entre xi et x j restreint les valeurspossiblespour la distancex j � xi et estreprésentéepar

ci j
def0V� i1min � x j � xi � i1max�#. ����� . � inmin � x j � xi � inmax� .
Un n-upletX 0�� x1 � ����� � xn � estappelésolutionsi 2 X1 0 x1 � ����� � Xn 0 xn 3 satisfaittoutesles

contraintes.Notreproblèmeestcohérentsi et seulements’il existeaumoinsunesolution.
LesproblèmestemporelssimplescommunémentappelésparleurabréviationanglaiseSTP(simple

temporalproblems)sontdéfinisdela façonsuivante.

Définition 18(Problèmetemporel simple) Un problèmetemporel simpleestun TCSPoù les
domainesdesvariablesde X et les contraintesci j deC ne comportentqu’un seul intervalle
temporel

	
ai j � bi j 
 tel queai j � x j � xi � bi j .

Un réseaudecontraintesbinairestemporellesassociéà un TCSPou à un STPestconstitué
del’ensembledesvariablesX et d’un ensembledeconstraintes.Il peutêtrereprésentésousla
formed’un graphetel quelesnœudsreprésententlesvariableset qu’un arc i 6 j, étiquetépar
l’ensembledesintervalles,indiquequ’unecontrainteci j estspécifiée(elle existe).Les TCSP
et lesSTPsontsouventutiliséspour l’analysedecontraintestemporellesliéesà desactivités.
Dansla communautéscientifiquede l’ordonnancementexploitant lesTCSP, il a étépris pour
habituded’utiliser desgraphesoù les activités sont liées aux arcs(activity-on-arc graph en
anglais,grapheAOA pourl’abréviation).
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FIG. 4.1:ExempledeSTP

Définition 19(Graphe AOA) Un grapheAOA [12] est un graphetel que les nœudsrepré-
sententdesévénementsde début ou de fin d’un ensembled’activitéset tel que la longueur
d’un arc représentela duréedel’activité associée(c’estunecontrainte temporelle entre deux
événements).

Un grapheAOA peutêtrevu commeunereprésentationgraphiqued’un STP. La borneminimale
ai j de la contrainteci j estassociéeà l’ activité reliant l’événementxi à l’événementx j . Si la
bornemaximalebi j estdifférentedel’infini, uneactivité virtuelle estrajoutéeentrex j et xi de
longueur� bi j .

Exemple: Considéronsquenousvoulonsnousdéplacerd’un pointAàunpointC enpassant
parunpointB. Sachantquela duréedu déplacemententrelespointsA etB varieentre20et30
minuteset quela duréeentreB etC varieentre40 et 50 minutes,voici unereprésentationgra-
phiquedu problème(figure4.1).XA représentel’instantdedépartdeA, XB représentel’instant
d’arrivéedepuisA maisaussil’instantdedépartdeB etXC représentel’instantd’arrivéedepuis
B.

Ainsi lesdeuxcontraintes

CA B 20 � xB � xA � 30

CB C 40 � xC � xB � 50

sontreprésentéessousla formedequatreactivités

CA B 20 � xB � xA

CB A � 30 � xA � xB

CB C 40 � xC � xB

CC B � 50 � xB � xC

4.2.3 Extensionstemporellesde réseauxdePetri

Pourprendreencomptelescontraintesquantitatives,nousavonsvu qu’il existaitdesexten-
sionstemporellesaumodèleréseaudePetri: le tempsestassociéauxtransitions,ouauxplaces
ou auxarcs.Le tempsestassociédedeuxmanières: soit c’estuneduréeassociéeà un typede
nœudet nousparlonsderéseau« temporisé», soit c’estun intervalle temporelet nousparlons
alorsderéseau« temporel».
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Nousallonsprésenterlesdifférentesextensionstemporelles1 lesplusrépanduesavec leur
graphed’activité associé.

LesréseauxdePetri p-temporisés[57]

Définition 20(Réseaude Petri p-temporisé) Un réseaudePetri p-temporiséestunepaire *
N � Θ f p + oùN estunréseaudePetri marquéetΘ f p unefonctionΘ f p : P 6�� T associantune
duréedi à chaqueplacepi duréseau.

Chaquejetondoit resteraumoinsdi unitésdetempsdansunétatnondisponiblequandil arrive
dansla placepi avantd’êtreconsomméparun franchissementdetransition.

Nous allons voir commentles contraintestemporellesquantitatives introduitespar cette
approchepeuventêtreprisesencomptedansle cadredel’analysedesrelationsdecausalitéque
nousavonsprésentéeauchapitreprécédent.

Le séquentcaractéristiquedéterminéà partir d’un étiquetaged’un arbredepreuve caracté-
riseunseulordrepartielentrelesévénementsassociésauxfranchissementsdestransitions.Cet
ordrepartielpeutêtrereprésentéparun graphedeprécédenceoù lesnœudssontles franchis-
sementsde transitionet lesarcssontles correpondentaux relationsdeprécédenceentredeux
franchissements.

Si nousconsidéronsqueles placesd’un réseaudePetri p-temporisésontdesactivités,de
façonévidentele graphede précédencepeutêtre transforméen un grapheAOA. Les nœuds
annotéspar les franchissementsde transitiont j

i sontremplacéspar desvariablesxi associées
auxdatesdesfranchissementset lesarcsannotésparlesnomsdesplacespi sontremplacéspar
les duréesdi associéesauxactivités correspondantes.Nouspouvonsainsi traduirel’ensemble
descontraintesgénéréespar le réseaude Petri p-temporiséen un ensemblede graphesAOA,
chaquegrapheétantassociéà unséquentcaractéristique.

La structurede cesgraphesest typiquementcelle d’un ordre partiel. Ils sont acycliques
car nousallonsd’un marquagedonnéà un autre.Il estdonctoujourspossiblede trouver une
solutionà un problèmede satisfactionde contraintestemporellesbasésur un réseaude Petri
p-temporisé.Eneffet, un résultatfondamentalsurlesgraphesAOA [33] nousindiquequ’il est
cohérentsi et seulementsi il ne comprendaucuncycle de longueurpositive. Cependant,ce
modèlenepermetde travailler quesurcontraintes« auplus tôt » sanspossibilitéd’introduire
descontraintes« auplustard». Il n’y aaucunenotiond’urgence.

L’exempledela figure4.3montrele grapheAOA associéauréseaudePetridela figure4.2
pourl’ordre partieloùle franchissementdetransitiont1

1 a lieu avantle franchissementt1
2. Nous

associonsrespectivementauxplacespi lesduréesdi pourobtenirunréseaudePetrip-temporisé.
Lesvaraiblesxi correspondentauxdatesdesfranchissementst1

i . Cegrapheeststructurellement
identiqueaugraphedesrelationsdeprécédencedela figure3.1.LesvariablesIk correspondent
auxdatesdedébut desactivitésinitialeset lesvariablesFk àcellesdefin desactivitésfinales.

1Nousneferonspasun comparatifdesdifférentesextensionstemporelles.Nouspréféronspourcelarenvoyer
le lecteurà la thèsedeM. Boyer[6]
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FIG. 4.3:GrapheAOA associéauréseaudePetrip-temporisé

LesréseauxdePetri p-temporels[30, 31,29]

Définition 21(Réseaude Petri p-temporel) Un réseaude Petri p-temporel est unepaire *
N � ISp + oùN estunréseaudePetri marquéet ISp unefonctiond’intervallestatiqueISp : P 6� T � � � T . ∞ � associantuneduréeminimaledimin etuneduréemaximaledimaxà chaqueplace
pi duréseau.

LesréseauxdePetrip-temporelsontétécréésàpartirdesréseauxdePetrit-temporels.Chaque
jetondoit resteraumoinsdimin unitésdetempsdansla placepi et doit êtreconsomméparun
franchissementdetransitionavantdimax auplustard.

La duréependantlaquellele jetonresteradansla placepeutprendren’importequellevaleur
dudomainetemporel

	
dimin � dimax
 . Avantdimin, le jetonestindisponible.Unetransitiondesortie

dela palcepi peutêtrefranchieenconsommantcejetonàpartirdumomentoùla duréeécoulée
estsupérieureou égaleà dimin. Elle neseraplusfranchissableenconsommantcejetonlorsque
la duréeécouléeestsupérieureà dimax : le jetonestdit mort. La notiondemort d’un jetonest
liée à la notion de violation de contraintetemporelle.Il y a en fait unehorlogepar jeton du
marquagecourant.

Commedansle casprécédent,voyonscommentcescontraintesquantitativesvont se tra-
duire sur le graphedesrelationsde précédenceassociéà un séquentcaractéristique.Comme
précédemmentles placespeuvent êtrevuescommedesactivités.En fait, c’est un jeton dans
uneplacequi correspondà l’instanciationd’uneactivité d’un certaintype.Mais, commedans
cetteapprocheil y a simultanémentunecontrainte« au plus tôt » et unecontrainte« au plus
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FIG. 4.4:GrapheAOA associéauréseaudePetrip-temporel

tard » associéesà chaqueactivité, ce sontdeuxcontraintesqui sontassociéesà chaquerela-
tion deprécédence.Unecontraintereprésentela duréeminimaleet l’autre la duréemaximale.
La figure4.4 montrele grapheAOA associéau réseaude Petride la figure4.2 où nousasso-
cionsà chaqueplacepi un intervalle

	
dimin � dimax
 pourobtenirun réseaudePetri p-temporel.

Ce grapheestvalablepour l’ordre partiel où le franchissementde transitiont1
1 a lieu avant le

franchissementt1
2.

Chaquearcdu graphedeprécédenceétantremplacépardeuxarcs(un danschaquesens),
le grapheAOA obtenun’est plus acyclique. Il est donc tout à fait possiblequ’un ensemble
de contraintestemporellesexpriméessousla forme p-temporellesoit contradictoireavec les
contrainteslogiquesdesrelationsdeprécédenceexpriméessousla formed’un séquentcaracté-
ristique.

Par exemple,le grapheAOA dela figure4.4comportedeuxcyclesqui donnentlesinéqua-
tionssuivantes(la longueurdu cyclenepeutêtrepositive) :

d7min ; d5min ; d6min � d3max � d2max � 0 (4.1)

d2min ; d3min � d6max � d5max � d7max � 0 (4.2)

Nousneconsidéronsquecesdeuxcyclescarnoussupposonsquepourtout i, dimax � dimin.
La différencefondamentaledecetteapprocheavec,parexemple,celledugraphedesclasses

estquelescontraintestemporellessontexpriméessousla formedeparamètres(lesdimin et les
dimax) et nondevaleurs.Au lieu devérifier pourun jeu devaleursdonnéqu’uneséquencede
franchissementsde transitionsestpossibleou non,nousobtenonsun ensembledecontraintes
surlesparamètres(leséquations(4.1)et (4.2)ci-dessus)pourqu’uncertaincomportementsoit
possible.Nousreviendronssurcepointà la fin decechapitre.

Les réseauxde Petri p-temporelssontcapablesde prendreen compteles échéancesdes
activités.Deplus,ils sontplusgénérauxquelesréseauxdePetrip-temporiséscarils permettent
dedécrirecertainsmécanismes(chiensdegardeparexemple)nonmodélisablesaveclesréseaux
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FIG. 4.5:GrapheassociéauréseaudePetrit-temporisé

p-temporisés.De plus il existe déjàdesméthodesde programmationlinéairequi permettent
d’effectuerunerecherchedesolution(voir thèsedeP. Bonhomme[5]).

La différenceentrel’approchedéveloppéedansla thèsede P. Bonhommeet la notreest
quenousnenousappuyonspassuruneséquencedefranchissementsobtenuepar la construc-
tion initiale d’un graphedesclassespour obtenirun systèmed’inéquations.Nousl’obtenons
directementà partir d’un graphedeprécédenceexprimantlesrelationsdecausalitéstrictement
nécessaires,sansrisqued’introduiredesrelationsdeprécédenceparasites,conséquencesd’une
linéarisationparticulièrede l’ordre partiel induitepar le graphedesclasses(sémantiqued’en-
trelacement).

LesréseauxdePetri t-temporisés[47]

Définition 22(Réseaude Petri t-temporisé) Un réseaude Petri t-temporiséestunepaire *
N � Θ f t + où N estun réseaudePetri marquéet Θ f t unefonctionΘ f t : T 6�� T associantune
duréedi à chaquetransitionti duréseau.

Quandunetransitionti estfranchie,un tempsdi s’écouleentrela consommationdesjetonsen
entréedela transition(Pre� ti � ) et la productiondesjetonsensortie(Post � ti � ).

Avantderenommerlesnœudset lesarcs,il estimpératifdetransformerle graphedeprécé-
dencecarlestransitionsnesontplusassimiléesàdesévénements.Eneffet, le fait d’associerle
tempsauxtransitionslie implicitementcesdernièresauxactivitésquinesontdoncplusliéesaux
arcsdu graphedesrelationsdeprécédence.Chaquenœuddu grapheestainsitransforméenun
arcassociéà la duréedefranchissementdela transitioncorrespondante.Désormais,lesnœuds
denotregraphesontdesarcsdont lesoriginesreprésententles datesdedébutsde franchisse-
mentsde transitionet les fins représententles datesde fins de franchissementsde transition
alorsqueprécédemmentles nœudsétaientdirectementinterprétéscommeétantdesdatesde
franchissement.

Cettemodificationestreprésentéeparle graphedela figure4.5avecpourexemplele même
ordrepartielqueprécédemmentoù le franchissementdetransitiont1

1 a lieu avantle franchisse-
mentdetransitiont1

2.
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Chaqueplacepi estensuiteremplacéepar la valeur0 étantdonnéquele tempsn’estplus
associéaux placeset qu’ellesne représententplus qu’unerelationde précédence.Et chaque
franchissementde transitiont j

i estremplacépar deuxnœudsx j
i et y j

i associésà la transition
ti dansle réseaude Petri. Par contre,nousne remplaçonspasles instantsinitiaux (I 1 � I 2 � I 3)
et finaux (F1 � F2 � F3 � F4 � F5), car ils restentassociésauxévénementsdeproductioninitiale et
de consommationfinale desjetons.Nousobtenonsalors le grapheAOA de la figure 4.6. Le
grapheesttoujoursacycliqueet parconséquentil existe toujoursunesolutionà l’ensemblede
contraintes.

LesréseauxdePetri t-temporels[37]

Définition 23(Réseaude Petri t-temporel) Un réseaude Petri t-temporel est une paire �
N   ISt ¡ où N est un réseaude Petri marqué et ISt une fonction d’intervalle statiqueISt :
T ¢�£(¤¦¥¨§�£(¤ª© ∞ « associantuneduréeminimaledimin etuneduréemaximaledimax à chaque
transitionti duréseau.

La transitionti doit restersensibiliséedurantau moinsdimin unitésde tempset au plus dimax

unitésdetempsavantd’êtrefranchie.
Nousnousplaçonsdansla sémantiqueopérationnellemultiserveur, c’est-à-direquenous

avons une horlogeassociéeà chaquen-uplet de jetonssensibilisantune transition.Il n’y a
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pasd’effet mémoirec’est-à-direque l’horloge est remiseà zéro dèsqu’un jeton du n-uplet
estconsomméparun franchissement,qu’il s’agisseou nondu franchissementde la transition
concernée,et quele jeton retourneou nondanssaplaceaprèsle franchissement.Enfin, nous
nousplaçonségalementdansle cadredela sémantique« faible», c’est-à-direquelorsqueplu-
sieurstransitionssontenconflit, c’estunedécisionexternequi choisit la transitionà franchir
indépendammentdescontraintestemporelles.Les contraintestemporellesassociéesau fran-
chissementd’unetransitiondansle cadred’un scénarionesontjamaismodifiéesparlescondi-
tions de franchissementd’une autretransition,mêmesi cettedernièreest en conflit avec la
transitionconsidérée.En effet, dansle cascontraireil y auraitunecontradictionavecla linéa-
rité de la logiquelinéairequi supposequesi un comportementestpossible,il le restelorsque
desjetonssontrajoutés.

Commepour les réseauxdePetri t-temporisés,les activitéssontliéesaux transitions.Les
nœudsdu graphedeprécédence(franchissementsdetransition)sontdonctransformésenarcs
correspondantauxduréesdefranchissementdestransitions,cequi aupremierabordnousdonne
ungrapheidentiqueà celuidela figure4.5.

Étant donnéque c’est un intervalle temporelqui est associéaux transitions,nousavons
besoinde prendreen compteles deux contraintesdansle graphe.Néanmoins,cettefois la
premièredateestcelledela sensibilisationdela transitionetla secondecelledufranchissement,
supposéinstantané.Soit xi la premièreet yi la seconde.La contrainteminimalecorrespondant
à uneduréedesensibilisations’exprimedirectementenmettantun arcdelongueurdimin entre
xi etyi .

Par contrela contrainted’attentemaximaleposeun problèmecarla variablexi correspond
en fait à la borneminimalede la datede sensibilisation.Si nousconsidéronspar exemplele
franchissementde t5, l’instant de sensibilisationcoïncideavec l’arrivéedu dernierjetondans
l’une desesdeuxplacesd’entréep3 ou p6. Supposonsqu’il s’agit de p3. La datedesensibili-
sationde t5 coïncidealorsavec la datedu franchissementde t3 (y3, nœudfinal del’arc d3min).
Doncl’arc delongueur¬ d5max reliealorsle nœudfinal del’arc d5min aunœudfinal ded3min.

Le grapheAOA correspondantau scénarioétudiéensupposantquet1 estsensibiliséelors
de l’arrivéedu jeton dansp7, t2 estsensibiliséelors de la deuxièmearrivéed’un jeton en p7

et t5 lors de l’arrivéed’un jetonen p3 estreprésentéfigure4.7 ; pouraugmenterla visibilité,
lesvariablesxi et yi ont étéomiseset lesnomsdesplacesassociésauxarcsmaintenusaulieu
del’information deleur longueurnulle.Maispourunautreséquencementnousobtiendronsun
autregraphe.CommelesgraphesAOA nenouspermettentpasdereprésenterun ensemblede
contraintesdisjonctives(reliéespar un « ou »), nousn’avonspasdoncpasde représentation
simpledescontraintesquantitativesassociéesà un réseaudePetri t-temporel.Uneexpression
simplen’estpossiblequesi nousnousramenonsàuneséquenceimpliquantunordretotalentre
lesfranchissementsdestransitions.

Toutefoisnouspouvonsénoncerla propositionsuivante.

Proposition1 Sile marquage­M0 ®°¯ Pre ¬ Post ±�² σ ³ estaccessibledansR,alorsl’ensembledes
contraintesassociéesà chaqueréseaudePetri t-temporel construità partir deR esttoujours
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cohérentpour le marquageinitial M0 et la liste defranchissementsdetransitionσ.

Cettepropositionestdéduitedufait qu’il n’existepasdecircuitpositif danslesgraphesAOA
correspondants.Eneffet,quandla traductiond’un réseaudePetrit-temporelenungrapheAOA
estfaite,lescircuitsgénérésparlestransitionsqui ontuneuniqueplaced’entréenepeuventpas
êtrepositifssinoncelaveutdirequelesbornesdonnéessontincohérentes.

Exemple L’aspectle plus intéressantapparaîtlorsquedescircuits sont générésà partir de
réseauxdePetricontenantdeuxbranchesparallèles.Considéronspourcelanotreexempledela
figure4.2 dansle cadred’uneextensiont-temporelle.Un grapheAOA correspondantestcelui
dela figure4.7.

DanscegrapheAOA, il existele circuit [d2min, d4min, d5min, ¬ d5max, ¬ d3max]. L’arc attaché
à la longueurnégative ¬ d5max relie le nœudcorrespondantà la fin du franchissementde la
transitiont5 aunœudcorrespondantàla fin dufranchissementdet3. Cecin’estvalablequedans
le casoù la transitiont3 a produit un jeton aprèsla transitiont4. Dansle casoù la transition
t4 auraitproduit un jeton aprèsla transitiont3, nousaurionseu l’arc ¬ d5max reliant la fin du
franchissementdet5 à la fin du franchissementdet4.

Soit θ3 la datedeproductiondu jetondansla placep3 et θ6 la datedeproductiondu jeton
dansla placep6. Étantdonnéquep6 estproduitavant p3, nousavonsla relation: θ6 ´ θ3.

Soit θ1 la datedefranchissementdela transitiont1. Noussavonsqueθ3 µ ­ θ1 ® d3min;θ1 ®
d3min³ et que θ6 µ ­ θ1 ® d2min ® d4min;θ1 ® d2max ® d4max³ . Nous pouvons en déduireque la
conditionnécessaireest: d3max ¶ d2min ® d4min. Nousavonsvu précédemmentqu’étantdonné
que le tempsétait associéaux transitions,les arcsassociésaux placesdansle grapheAOA
représentaientuneduréenulle. La longueurdu circuit qui nousintéressedansle grapheAOA
estdonc: 0 ® d2min ® 0 ® d4min ® 0 ® d5min ¬ d5max ¬ d3max. Sachantqued5min ´ d5max et que
d2min ® d4min ´ d3maxalorsla longueurdececircuit estinférieureou égaleàzéro.

Aprèsavoir montréqu’il étaitimpossibledetrouverdescontraintesquantitativescontradic-
toiresavec les contraintesde précédencesi t4 estfranchieavant t3, il estpossiblede faire un
raisonnementanaloguedansle cascontraire.

Cerésultatprovient du fait quepourun réseaut-temporelensémantiquefaible, il esttou-
jourspossibledefranchir les transitionsdansl’intervalle spécifiépuisqueleshorlogesnesont
activéesquelorsquelestransitionssontsensibilisées,et doncfranchissables.

4.2.4 Raisonnementsur lesvariables : contrôlabilité et non contrôlabilité

Les graphesAOA permettentde représenterdescontraintesde précédenceet de durées
entreévénements.Un grandnombrederésultatsontétéobtenusdanscettecommunautéetplus
généralementdanscelledesTCSP[54, 55]. Lestravauxlesplusrécentsdistinguent,de façon
réalistedeuxtypesdecontraintes: les contraintescontingenteset lescontraintescontrôlables
[59, 27].
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FIG. 4.8:RéseaudePetrip-temporel

Définition 24(Contrainte contingente) Une contrainte est contingentesi la duréeeffective
entre les instantsde début et de fin d’activité liée à la contrainte est incertaineet ne sera
connuequ’encoursd’exécution.

Dansle domainedel’ordonnancementetdela plannification,le termedecontraintenoncontrô-
lableestaussiutilisécommesynonymedecontraintecontingente.

Définition 25(Contrainte contrôlable) Une contrainte est contrôlablesi la duréeeffective
entre lesinstantsdedébut et defin d’activité liée à la contraintepeutêtre restreinteou instan-
ciée.

La « contrôlabilité» descontraintestemporellesdépendfortementdu typed’applicationà
ordonnancer. En effet, suivant la criticité de l’application, le concepteurestamenéà prendre
plus ou moinsen compteles contraintesliéesaux exécutionssituéesdansle futur afin d’agir
en tempsréel.Pouruneapplicationqui requiertun respecttotal deséchéancestemporelles,il
seraimpératif de prendreen comptetoutesles exécutionspossiblesfutures.Par contre,pour
uneapplicationqui peutsepermettrede ne pastoujoursrespecterles échéancestemporelles,
prendreen comptetoutesles possibilitésd’exécutionsfuturesn’est pasforcémenttoujoursle
bonchoixà faire.Le toutestdesavoir cequele concepteursouhaiteprivilégier: l’exécutionde
l’applicationentempsbornéoul’exécutioncomplètedel’application.Il estévidentquevouloir
exécuteruneapplicationentempsbornéetconnuà l’avanceamèneassezsouventle concepteur
à fairedessacrificessurle tempsimpartià l’exécutiondestâchesqui composentl’application.

Thierry Vidal a caractérisédansunarticle([59]) plusieursdegrésdecontrôlabilitéenfonc-
tion dela priseencompteounond’observationssituéesdansle futur pourcertainesdécisions.
Nousallonsillustrerparunexemple,composédedeuxbranchesentreunetransitionfork etune
transitionjoin, quedansnotrecascechoix a uneinfluencesur le modèletemporelchoisipour
le réseaudePetri.

Exemple Considéronsle réseaudePetrip-temporeldela figure4.8et songrapheAOA cor-
respondant(figure 4.9). Dansun réseaude Petri p-temporel,tout jeton doit quitter la placeà
laquelleil appartientunefois la bornemaximaledel’intervalletemporelassociéatteinte,sinon
le jeton estdit mort (inutilisable).Ce modèleest très intéressantpour vérifier si la synchro-
nisationdebranchesparallèless’effectuebienen tempsvoulu. Dansl’exemple,nousvoulons
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FIG. 4.9:GrapheAOA associéauréseaudePetrip-temporel

vérifiersi lesspécificationstemporelles,donnéesparle concepteur, destâchesreprésentéespar
lesplacesB, C, D et E sontcohérentes.

Pourcela,nousconstruisonsunsystèmed’inéquationslinéairesàl’aide desvariablesX1, X2,
X3 etX4 qui représentent,respectivement,lesdatesdefranchissementdestransitionst1

1, t1
2, t1

3 et
t1
4 aveccommeparamètreX1 ¸ 0. Voici touteslesinéquationsobtenuesàpartirdugrapheAOA
(ellesreprésententtouteslescontraintesentredeuxvariablesqu’il estpossiblededéduire):

X2 ¬ X1 ¶ 1 X3 ¬ X1 ¶ 1 X4 ¬ X1 ¶ 2 X3 ¬ X2 ¶ ¬ 1
X1 ¬ X2 ¶ ¬ 2 X1 ¬ X3 ¶ ¬ 2 X1 ¬ X4 ¶ ¬ 3 X2 ¬ X3 ¶ ¬ 1
X4 ¬ X2 ¶ 1 X4 ¬ X3 ¶ 2 X4 ¬ X1 ¶ 3 X3 ¬ X2 ¶ ¬ 1
X2 ¬ X4 ¶ ¬ 1 X3 ¬ X4 ¶ ¬ 2 X1 ¬ X4 ¶ ¬ 4 X2 ¬ X3 ¶ 1

Considéronslesinéquationsdesdeuxcolonnesdedroiteennegardantquelesinéquations
où lescontraintessontlesplusfortes:

¯ a ± X3 ¬ X2 ¶ ¬ 1 ¯ b ± X2 ¬ X3 ¶ 1 ¯ c± X4 ¬ X1 ¶ 3 ¯ d ± X1 ¬ X4 ¶ ¬ 3

RaisonnonsaveclesvaleursdesbornesdesintervallesdesplacesB et D. CommeX1 ¸ 0, nous
avons: X3min ¸ 1, X3max ¸ 2, X2min ¸ 1 et X2max ¸ 2. Pourlesquatrecombinaisonsdesvaleurs
du couple ¯ X2 · X3 ± , uneseulesolutionvérifie les inéquations(a) et (b) ci-dessus: X2 ¸ 2 et
X3 ¸ 1. De plus,d’aprèsles inéquations(c) et (d), nousavonsX4 ¶ 3 et X4 ´ 3. Il estdonc
impossiblequela transitiont2 puisseêtrefranchieàla dateX2 ¸ 1 carçanousdonneraitX4 ¸ 2,
cequi estincohérent.Demême,il estimpossiblequela transitiont3 puisseêtrefranchieàla date
X3 ¸ 2 carnousaurionsX4 ¸ 4, cequi estaussiincohérent.Il nousfautmodifierlesvaleursdes
intervallestemporelsdesplacesB etD si nousvoulonsavoir unmodèlecohérent.Lesnouveaux
intervallestemporelssont ­ 2 · 2³ pourla placeB et ­ 1 · 1³ pourla placeD.

Danscet exemple,nousavonspu montrerqueles intervallestemporelsdesplacesC et E
avaienteuuneinfluencesurlesintervallestemporelsdesplacesB etD parle biaisduSTPetde
sonsystèmed’inéquationslinéaires.Certainescontraintesapparaissentainsipluscontrôlables
qued’autres.Ici, X1 et X4 ont étéprisescommecontraintescontingenteset X2 et X3 comme
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contraintescontrôlables.Nousaurionspumodifiercesvaleursenprocédantàuncalculdedates
basésurlescombinaisonsdetouteslesvaleurspossibles.Celadit, nousaurionspeutêtremodifié
d’autresintervallesqueles intervallesdesplacesB et D. Pluslesmodificationsdesintervalles
interviennenttard dansle réseau(prochede la fin), plus les répercussionssur les intervalles
antérieurspeuvent être importantes.L’utilisation desméthodesde résolutiondesréseauxde
contraintes(propagationde contraintes)nouspermetde trouver unesolutioncohérentesans
avoir à modifier beaucoupde valeurs.L’intérêt estquandmêmed’apporterun minimum de
modificationssinonceladevient tropcontraignantpourle système.

4.3 Exemple: uneapplication multimedia

Danscettepartie,nousallonsprésenterun exemplede présentationde documentsmulti-
médiagrâceauquelnousallonsmettreenœuvretouteslesétapesdenotreméthodeenpartant
du modèleréseaudePetri jusqu’àl’obtentionsoit d’un ordonnancementtemporelvérifiantles
contraintestemporellessoit de la délimitationdesdomainesdesdatesde franchissementdes
transitions.

Nous avons repris un exempleprésentédansles travaux effectuésau LAAS-CNRS par
P.N.M. Sampaio[53, 52] qui utilisait uneautreapprocheformelledécritedanssathèse[51].

Pour illustrer notreméthode,nousallonsconsidérerle scénariomultimediaqui décrit la
présentationde deuxmédiassuccessifs(M1 et M2) avec en parallèleun médiainteractif M3.
La présentationdu médiaM1 a uneduréede présentationindéterminée­ 0 · ® ∞ ­ , en unitésde
temps.Le médiaM2, qui démarrelorsquele médiaM1 setermine,possèdeuneduréeapparte-
nantàl’intervalle ­ 10· 20³ . M3 estunmédiainteractifqui dureaumaximum40unitésdetemps.
L’aspectinteractifvientdu fait quel’utilisateura la possibilitéd’interromprecemédiaentre30
et 40 unitésdetempsaprèssondébut sansquoi saprésentationsetermineraautomatiquement
lorsquesonéchéancemaximale(40)seraatteinte.Il y adeuxsynchronisationsdanscescénario
multimedia: uneaulancementdesprésentationsdesmédiasM1 et M3 et uneà l’arrêt despré-
sentationsdesmédiasM2 etM3. D’aprèscesspécificationsnousdevonsdonctrouverunedurée
maximalede présentationdu médiaM1, initialementindéterminée,afin de pouvoir satisfaire
touteslescontraintesdesynchronisationdenotrescénariomultimedia.

À partir de cesspécifications,nousdéterminonsun modèleréseaude Petri p-temporelen
portantlescontraintestemporellessurlesplaces(figure4.10).La branchecomposéedesplaces
Sync1, M1 et M2 traduitlesprésentationssuccessivesdesdeuxmédiasprécédéesparuneplace
montrantle démarragesynchronisédesdeuxbranchesparallèlesdu réseau.La branchecom-
poséedesplacesSync3, M3, Useret Sync_Fin traduit la présentationdu médiaM3 avec l’in-
teractionpossiblede l’utilisateur modéliséepar la placeSync_Fin. En effet, si la transitiont6
estfranchieavantquela duréeliée à la placeUsern’atteignesavaleurmaximale(10unitésde
temps),il faut immédiatementsensibiliserla transitiont7 pour pouvoir arrêterla présentation
multimedia.Celaexplique pourquoinousavonsassociéun intervalle ­ 0 · 0³ car nousne sou-
haitonspasqu’il y ait d’attentedanscetteplace-là(Sync_Fin). Cettebranchedébute comme
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Debut ¹ 0 º 0»
t1

Sync1 ¹ 0 º 0»
t2

M1 ¹ 0 ºh¼ ∞ »
t4

M2 ¹ 10º 20»

Sync3 ¹ 0 º 0»
t3

M3 ¹ 30º 30»
t5

User¹ 0 º 10»
t6

Sync_Fin ¹ 0 º 0»
t7

Fin ¹ 0 º 0»½ ¾

FIG. 4.10:RéseaudePetrip-temporeldel’applicationmultimédia

l’autre paruneplace(Sync3) qui montrele démarragesynchroniséet instantanédu médiaM3

avecl’autre.
À partir du réseaude la figure 4.10,nousallonsd’abordobtenir les ordrespartiels.Pour

celanousallonsconstruireun arbredepreuve en logiquelinéairecorrespondantau problème
d’accessibilitéentrele marquageinitial M0 ¸
¿ Debut À et le marquagefinal Mn ¸x¿ Fin À pourle
réseaudePetricomposédesfranchissementsde transitions¿ t1 · t2 · t3 · t4 · t5 · t6 · t7 À . Ceproblème
d’accessibilitésetraduitparle séquent: Á 0 · l0 Â Mn avec l0 ¸-¿ t1 · t2 · t3 · t4 · t5 · t6 · t7 À .

Laconstructiondela preuvedeceséquentnouspermetdevérifierqueMn estbienaccessible
àpartirdeM0 pouruneséquencedefranchissementsdonnéel0. Toutaulongdela construction
dela preuve,nousétiquetonslesfranchissementsdetransitionainsiquelesatomesconsommés
etproduitsparla méthodeproposéeauchapitre2.

Plusieursensemblesderelationsdeprécédencepeuventêtreassociésà un arbredepreuve
construit.Dansnotreexemple,commeil n’y a ni conflit de transitionsni conflit de jetons,il
existe un seulensemblederelationsdeprécédencequi peutsetraduireparun séquentcarac-
téristiquedont les atomesdesmarquageset les franchissementsde transitionsont étiquetés
commesuit :

Debut ­ I 1³�· t1
1 · t1

2 · t1
3 · t1

4 · t1
5 · t1

6 · t1
7 Â Fin ­ t1

7 ³
avec:

t1
1 : Debut ­ I 1³�Ã Sync1 ­ t1

1 ³�Ä Sync3 ­ t1
1 ³ t1

2 : Sync1 ­ t1
1 ³�Ã M1 ­ t1

2 ³
t1
3 : Sync3 ­ t1

1 ³�Ã M3 ­ t1
3 ³ t1

4 : M1 ­ t1
2 ³�Ã M2 ­ t1

4 ³
t1
5 : M3 ­ t1

3 ³�Ã User­ t1
5 ³ t1

6 : User­ t1
5 ³�Ã SyncFin ­ t1

6 ³
t1
7 : M2 ­ t1

4 ³�Ä SyncFin ­ t1
6 ³�Ã Fin ­ t1

7 ³
Nouspouvonsdésormaisconstruirele graphedeprécédenceà partir deceséquentcaracté-

ristique.Un grapheAOA représenteun STPdecontraintesbinaireset temporelles.Nouspou-
vonsdoncconstruiredirectementle grapheAOA de la figure 4.11associéà notremodèlep-
temporelenrespectantlesrelationsdeprécédenceduséquentcaractéristique.

Une particularitéde ce grapheAOA estla présencede l’arc étiquetépar ¬ ∞ représentant
la contrainteentreX4 et X2. Cet arcpeutêtreéliminé.En effet, unecontraintedece typesera
toujourssatisfaite.C’estpourquoinousl’avonsindiquéentraitspointillés.
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X1

X2

X3

X4

X5 X6

X7

0

0

0Å ∞ 10

-20

0

0 30

-30

0

-10

0

0

FIG. 4.11:GrapheAOA duscénariomultimedia

Danscetexemple,nousavonsunecontraintecontrôlableentreX4 etX2 qui correspondà la
duréedumédiaM1 qui peutêtrerestreinteouinstanciéepourrespecterla cohérenceduSTP. En
effet, la duréedecemédiavadépendredela duréedesautresmédiaset surtoutdel’interaction
del’utilisateurqui peutarrivern’importequandentrela dateX5 ¸ 30etla dateX6 ¸ 40.Ici, nous
pouvonsparlerdedatecarl’origine temporelledel’application(dateX1 ¸ 0) estsonlancement.
La datedefin d’exécutiondu médiaM3 étantégaleà X1 ® 30 unitésdetemps.Lesvaleursdes
variablesX denotreSTPsontd’ailleursdesdatesetnondesduréescarlesvariablesreprésentent
lesinstantsdefranchissementdetransition.La différenceentredeuxvariablescorrespondà la
duréed’exécutiondestâchesséparantlesvariablesconsidérées.X6 ¸ 40 estla datemaximale
possiblepourla fin dumédiaM3 maisellepeutvarierenfonctiondel’interactiondel’utilisateur.
NousavonsdoncunecontraintecontingenteentreX6 et X5 dûeà l’incertitudesurl’interaction
del’utilisateur, incertitudequi neseralevéequ’aucoursdel’exécutiondel’application.

Il resteunedernièrecontrainteentreX7 et X4 qui correspondà la duréedu médiaM2 et qui
elle aussine seraconnuequ’en coursd’exécutionde l’application.C’est doncunecontrainte
contingente.Cependant,elle n’est pas libre de choisir sa valeur sur son intervalle, c’est la
contrainteentreX6 et X5 qui fixerasa valeursanstoutefoisrestreindrel’intervalle associéà
M2. C’est l’in versedela contrainteentreX4 et X2 pour laquellenouspouvonsdéfinir un inter-
valle de manièrestatique,c’est-à-direavant l’exécution.Au coursde l’exécution,elle pourra
prendren’importequellevaleursurl’intervalledéfinistatiquement.

Pourrésoudreceproblèmetemporel,nouscommençonsparénumérertouteslesinéquations
dusystèmelinéairecorrespondantaugrapheAOA dela figure4.11.

Le systèmeinitial suivantcomportetoutesles inéquationsentredeuxvariablessuccessives
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pourtouslescircuitspossibles:

X2 ¬ X1 ¶ 0 X3 ¬ X1 ¶ 0 X6 ¬ X5 ¶ 0
X1 ¬ X2 ¶ 0 X1 ¬ X3 ¶ 0 X5 ¬ X6 ¶ ¬ 10
X2 ¬ X1 ¶ ¬ ∞ X3 ¬ X1 ¶ ¬ 30 X6 ¬ X5 ¶ ¬ 20
X1 ¬ X2 ¶ ¬ 30 X1 ¬ X3 ¶ ¬ ∞ X5 ¬ X6 ¶ ¬ ∞
X4 ¬ X2 ¶ 0 X5 ¬ X3 ¶ 30 X7 ¬ X6 ¶ 0
X2 ¬ X4 ¶ ¬ ∞ X3 ¬ X5 ¶ ¬ 30 X6 ¬ X7 ¶ 0
X4 ¬ X2 ¶ 10 X5 ¬ X3 ¶ 0 X7 ¬ X6 ¶ ¬ 30
X2 ¬ X4 ¶ ¬ 30 X3 ¬ X5 ¶ ¬ ∞ X6 ¬ X7 ¶ ¬ ∞
X7 ¬ X4 ¶ 10
X4 ¬ X7 ¶ ¬ 20
X7 ¬ X4 ¶ ¬ ∞
X4 ¬ X7 ¶ ¬ 40

À partirdecesytème,nouspouvonséliminercertainesinéquationsafindeneconserverque
lescellesexprimantlescontrainteslesplusfortesentredeuxvariables.Ainsi, parexemple,nous
éliminonslesinéquationsX2 ¬ X1 ¶ ¬ ∞ et X1 ¬ X2 ¶ ¬ 30carellessontmoinscontraignantes
(plus facilesà satisfaire)queles inéquationsX2 ¬ X1 ¶ 0 et X1 ¬ X2 ¶ 0. Le premiersystème
réduitsera:

X2 ¬ X1 ¶ 0 X3 ¬ X1 ¶ 0 X6 ¬ X5 ¶ 0
X1 ¬ X2 ¶ 0 X1 ¬ X3 ¶ 0 X5 ¬ X6 ¶ ¬ 10
X4 ¬ X2 ¶ 10 X5 ¬ X3 ¶ 30 X7 ¬ X6 ¶ 0
X2 ¬ X4 ¶ ¬ 30 X3 ¬ X5 ¶ ¬ 30 X6 ¬ X7 ¶ 0
X7 ¬ X4 ¶ 10
X4 ¬ X7 ¶ ¬ 20

D’aprèscesinéquations,dessimplificationspeuventêtreeffectuées.Eneffet, la variableX1

correspondantaufranchissementdet1 (premièretransitionfranchiedansle réseau)estnullecar
l’intervalletemporelassociéà la placequi la sensibiliseest ­ 0 · 0³ . Nousendéduisonsque:

X2 ¸ X1 ¸ 0
X3 ¸ X1 ¸ 0

NousposonsX123 commela variablequi représenteindifféremmentle nœudX1 ou X2 ou
X3 doncX123 ¸ 0. De mêmenousposonsX67 commela variableuniquepourX6 et X7. Nous
obtenonsle nouveausystèmeréduitsuivant:

X123 ¸ 0 X5 ¬ X123 ¶ 30
X4 ¬ X123 ¶ 10 X123 ¬ X5 ¶ ¬ 30
X123 ¬ X4 ¶ ¬ 30 X67 ¬ X5 ¶ 0
X67 ¬ X4 ¶ 10 X5 ¬ X67 ¶ ¬ 10
X4 ¬ X67 ¶ ¬ 20
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¬ 20 10

X4

­ 10· 30³

X67

­ 30· 40³
FIG. 4.12:GrapheAOA réduit

NousremplaçonsX123 parsavaleuret simplifionsainsile systèmeprécédent:

X4 ¶ 10 X5 ¸ 30
X4 ´ 30 X67 ¬ X5 ¶ 0

X67 ¬ X4 ¶ 10 X5 ¬ X67 ¶ ¬ 10
X4 ¬ X67 ¶ ¬ 20

Celanousamèneausystèmeminimal suivantenremplaçantX5 parsavaleurnumérique:

X67 ¬ X4 ¶ 10 (4.3)

X4 ¬ X67 ¶ ¬ 20 (4.4)

avec 30 ´ X67 ´ 40 (4.5)

et 10 ´ X4 ´ 30 (4.6)

D’aprèscederniersystèmenousobtenonsle nouveaugrapheAOA dela figure4.12.
À partirdesinéquations(4.1)et (4.2),nouspouvonsvérifiersi lesencadrementsobtenusen

(4.3)et (4.4)sontcohérents.Pourcela,nousallonsremplacerlesvariablesdanslesinéquations
parlesvaleursauxbornesdel’encadrement.Nousavonsdoncquatrecombinaisonsdevaleurs
possibles:

– X67 ¸ 30 etX4 ¸ 10,

– X67 ¸ 40 etX4 ¸ 10,

– X67 ¸ 30 etX4 ¸ 30,

– X67 ¸ 40 etX4 ¸ 30.

En remplaçantles variablesdansles inéquations,nousremarquonsquepourchacundesdeux
couples̄ X67 ¸ 40· X4 ¸ 10± et ¯ X67 ¸ 30· X4 ¸ 30± , uneseuledesdeuxinéquationsestvérifiée.
Cela indiqueque les bornesdesencadrementsdesvariablesX67 et X4 ne sont pastoujours
adéquates.Pourquelesbornessoientadéquates,il fautmodifierla valeurdecertaines.

SachantqueX67 estunevariableliée à la contraintecontingenteentreX67 et X5, et queX4

estunevariableliéeà la contraintecontrôlableentreX4 etX2, nousdevonsraisonnerdemanière
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àsatisfaireprioritairementla contraintecontingenteetdoncàsatisfairetoutd’abordlesvaleurs
deX67.

A partir desinéquations(4.1), (4.2) et du domaineincertainde X67, nousavonsdeuxcas
possiblesdevaleurspourX4 :

– 1er cas: nouspouvonstrouver un domainede valeurspour X4 pour lequel il existe au
moinsunesolutionpossiblepourX67.

– 2è cas: nouspouvonstrouveraumoinsunevaleurpourX4 pourlaquelletouteslesvaleurs
deX67 sontpossibles.

Pourraisonner, nousallonstravailler aveclesbornesdeX67.
En utilisant l’inéquation(4.1) et enposantX67 ¸ 30,nousnousplaçonsdansle casle plus

contraintpour lesvaleurspossiblesdeX4. Nouscherchonsainsià trouver la pluspetiteborne
maximalede X4 : nousobtenonsX4 ´ 20. En utilisant l’inéquation(4.1) et en posantX67 ¸
40, nousnousplaçonsdansle casle moinscontraintpour les valeurspossiblesde X4. Nous
cherchonsainsià trouver la plusgrandebornemaximaledeX4 : nousobtenonsX4 ´ 30.

Maintenant,enutilisantl’inéquation(4.2)et enposantX67 ¸ 30,nousnousplaçonsdansle
casle moinscontraintpour lesvaleurspossiblesdeX4. Nouscherchonsainsià trouver la plus
petiteborneminimaledeX4 : nousobtenonsX4 ¶ 10.Enutilisantl’inéquation(4.2)etenposant
X67 ¸ 40,nousnousplaçonsdansle casle pluscontraintpourlesvaleurspossiblesdeX4. Nous
cherchonsainsià trouver la plusgrandeborneminimaledeX4 : nousobtenonsX4 ´ 20.

Dansle casle pluscontraint,noustrouvonsl’encadrement20 ´ X4 ´ 20 et dansle casle
moinscontraint,noustrouvons10 ´ X4 ´ 30.Le casle pluscontraintcaractérisel’ensembledes
valeursde la variableX4 pour lequeltouteslesvaleursdeX67 satisfontlescontraintesdesyn-
chronisation.Parcontre,l’encadrement10 ´ X4 ´ 30,qui correspondaucasle moinscontraint,
caractérisel’ensembledesvaleursdeX4 pourlequelil existeaumoinsunevaleurdeX67 qui sa-
tisfasselescontraintesdesynchronisationduscénario.Eneffet, si nousfaisonsunevérification
parle calcul,nousvoyonsbienqu’enprenantX4 égaleà 10etX67 égaleà 40,nousnevérifions
paslesdeuxinéquations(4.1)et (4.2).

L’intervalletemporeldela placeM1 duréseaup-temporeldela figure4.10nedoit doncplus
être ­ 0 · ∞ ³ maisl’intervalledel’un desdeuxcascaractérisésci-dessussuivantla flexibilité que
le concepteurveut laisserà l’utilisateur pour interagir. Pourquel’utilisateur puisseinteragir
n’importe quandentrela date30 et 40, il choisira ­ 20· 20³ sinonil choisira ­ 10· 30³ . Dansce
derniercas,l’utilisateurseracontraintànepouvoir éventuellementinteragirdansla présentation
multimediaqu’enun instantdonné.

4.4 Conclusion

Danscechapitre,nousavonsmontréquele graphedeprécédenceobtenupar le biaisd’un
arbredepreuve en logiquelinéairepouvait setraduiresousla formed’un STP. Pourcela,il a
fallu effectuerdeuxtransformations:
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– les franchissementsde transition,représentéspar les nœudsde notregraphede précé-
dence,envariablestemporelles,

– lesplacesdenotreréseaudePetri représentésparlesarcsdenotregraphedeprécédence,
encontraintestemporelles.

Suivant le type de modèleutilisé, nousavonsun ou deuxarcspour la contraintetemporelle.
Pourunmodèletype« temporisé», il y a unseularcpourla duréeassociéeà la transitionou à
la place.Pourunmodèletype« temporel», il y a deuxarcs: unpourla contrainteminimaleet
unpourla contraintemaximale.

Il estplus naturel de faire unetraductionà partir desréseauxde Petri p-temporiséset p-
temporelscar les activités sontassociéesaux placeset les événementsaux transitions.Cela
paraîtmoinsnaturelaveclesmodèlest-temporiséset t-temporelscarlescontraintestemporelles
sontreprésentéesparlesfranchissementsdetransitionhabituellementutiliséespourreprésenter
desévénements,deschangementsd’état.Le grapheAOA généréparunmodèleoù le tempsest
associéauxplacesparaîtainsiplussimple.

Nousavonsdeplus rencontréunedifficulté sérieuseavec les réseauxdePetri t-temporels
car la déterminationdu grapheAOA nécessitede connaîtrequel est le dernier jeton arrivé
pour chaquetransitionayantplus d’une placeen entrée.Cetteinformationn’est clairement
accessiblequesi nousconsidéronsdesséquencesde franchissementet nondesordrespartiels
entrelesfranchissements.Cecivient du fait quelesgraphesAOA nepeuventpasexprimerdes
contraintesdisjonctives.

Nousavonsainsimontrerquel’utilisation conjointedesréseauxde Petrip-temporels,des
graphesAOA etdesSTPnouspermettaitdetrouveraumoinsunesolutionsatisfaisante,s’il en
existeune,à unproblèmed’ordonnancemententempscontraintpourchaqueordrepartielsans
avoir àconstruirele graphedetouslesétatspossiblesdenotremodèle.La solutionobtenuen’est
bien sûr valablequepour l’ordre partiel générépar l’utilisation de la logiquelinéaireet dans
lequelnousavonspropagélescontraintestemporelles.Dansle casoùunconflit apparaît,autant
d’ordrespartielsquede cheminsdifférentsdevront êtregénéréspour lesquelsnouspouvons
trouver unesolutionqui seradifférentepourchaqueordrepartiel.La figure4.13montrebien
commentil estpossiblede générerà partir den’importequel réseaude Petri un ensemblede
graphesAOA pourunproblèmed’accessibilitédonné.
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RéseaudePetri

® Minitial ® M f inal ® t j
i

OP1 OP2 ... OPn

+ Temps

AOA

FIG. 4.13:Méthodeglobale
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Chapitre5

Analysetemporellesymboliqueet
quantitati ve

5.1 Intr oduction

Dansun réseaude Petri t-temporel[37], les intervallestemporelsassociésaux transitions
nesontpris encomptequ’à partir de leur sensibilisation,c’est-à-direquele compteurlié à la
transitionnecommenceà compterle tempsquelorsquetouslesjetonsdePrē t ± sontprésents.

L’intervalle detempsassociéauxtransitionscorrespondà uneduréedesensibilisationim-
précise.Ainsi, unetransitionti dontl’intervalle temporelest ­ dimin · dimax³ signifiequela transi-
tion serafranchieauplustôt dimin unitésdetempsaprèssasensibilisationet auplustarddimax

unitésdetempsaprèscelle-ci.La transitionestfranchieinstantanémententrecesdeuxbornes.
Formellement,uneduréedesensibilisationdi estassociéeà chaquetransitionti du réseau.Le
domainedevaleurspossiblespourla duréedi est∆i ¸ ­ dimin · dimax³ .

Nousavonsvu auchapitreprécédentquecelaposaitunproblèmepourexprimerlescontraintes
detype« dateauplustard» carellesnes’exprimentpascommeuneconjonctiondecontraintes
linéaires,c’est-à-direentredeuxévénementsdetypefranchissementdetransition.

Eneffet, considéronsla figure5.1.Supposonsquela datedefranchissementdet1 soit déli-
mitéepar ­D1min · D1max³ etcelledet2 par ­D2min · D2max³ . La datedesensibilisationdet3 auplus
tôt estmax̄ D1min · D2min ± et la dateD3 defranchissementdet3 doit vérifier lesdeuxcontraintes

t1 P1

t2 P2

t3 ­ d3min · d3max³
FIG. 5.1:Exemplederéseaut-temporel
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binairessuivantesdefaçonconjonctive:

D3 ¶ D1min ® d3min

D3 ¶ D2min ® d3min

La datedesensibilisationde t3 auplustardestmax̄ D1max· D2max± et la contraintedefran-
chissementauplustardest: D3 ´ max̄ D1max· D2max± ® d3max. Cettecontrainten’estpaséqui-
valenteà la conjonctionde:

D3 ´ D1max ® d3max

D3 ´ D2max ® d3max

qui estéquivalenteà : D3 ´ min̄ D1max· D2max± ® d3max. C’estpourcetteraisonquel’ensemble
descontraintestemporellespourunscénariocorrespondantàunséquentcaractéristiquenepeut
passemettresousla formed’un TCSP(nousrappelonsquecedernierreprésenteun ensemble
de contraintesbinaires).Nousvoyonsquepar contre,à l’aide desopérateursmaxet + , nous
pouvonsécrirelescontraintessousuneformealgébrique.

D’autrepart,nousavonségalementvu auchapitreprécédentquel’ ensembledescontraintes
temporellesdéfiniesparun réseaudePetri t-temporelétait toujourscohérentà l’intérieur d’un
scénario.Celaveutdirequele choixd’unedatedefranchissementpourunetransitionti nepeut
pasrendrela contrainteconcernantunetransitiont j postérieureà ti impossibleàvérifier.

Étantdonnéquenousn’avonspasbesoinde prendreen compteles contraintesfinales,il
n’est pasnécessairede générera priori les scénariosde franchissementsde transitions.Les
datesdedébut et fin detâchepeuventainsiêtrecalculéesà la volée.

Un algorithmepermettantdecalculerdesdatesdefranchissementdetransitionsà la volée
basésur les réseauxde Petri t-temporisés[47] à partir de scénarioscomplètementscpécifiés,
obtenusaprèsla résolutiondeproblèmesd’accessibilitédemarquages,aétéprésentédans[46].
Cet algorithmeestbasésur la constructiond’un arbrede preuve en logique linéairedansle
fragmentMILL carcommele travail décrit dansle chapitreprécédent,il s’appuiesurunere-
cherchedesrelationsdecausalité.Étantdonnéquelesduréessontassociéesauxtransitions,les
datessontassociéesdurantla constructionauxatomesproduits.Desdates« symboliques» sont
utiliséesafin de conserver toutesles relationsde causalitéentreles atomesconsomméset les
atomesproduitsparlesfranchissementsdetransition.

DanscechapitrenousétendonscetteapprocheauxréseauxdePetrit-temporelscarils sont
plus générauxque les t-temporisés.De plus les résultatsobtenusavec les t-temporiséssont
conservésavec les t-temporelsà savoir la caractérisationdesduréesde scénario.Nousnous
plaçonsd’aborddansun cadredesémantique« faible» puisdesémantique« forte ». Eneffet,
une accessibilitéde marquagepeut être vraie en sémantiquefaible et fausseen sémantique
forte.CetteextensionaétéinitiéeparB. Pradin-ChézalvieletRobertValette[45] etdéveloppée
dans[50].
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5.2 Les réseauxde Petri t-temporels : une approchesymbo-
lique

5.2.1 Sémantiqueforte et faible

Dansles réseauxt-temporisés,la valeurassociéeà chaquetransitioncaractérisela durée
defranchissementdecettetransition.Pendantcettedurée,lesjetonsnesontni danslesplaces
d’entréedestransitions(ils sontréservés)ni danslesplacesdesortie.Lesconflitsnepeuvent
apparaîtrequ’avantle début du franchissementdel’une desdeuxtransitions.Lesconflitssont
résoluspar desdécisionsextérieureset ils ne remettentpasen causeles duréesquantitatives
associéesauxtransitions.

Par contre,il existe deuxsémantiquespour traiter les conflits dansles réseauxde Petri t-
temporels: la sémantiquefaibleet la sémantiqueforte.La sémantiqueforteestbaséesurle fait
qu’unetransitionsensibiliséeti doit nécessairementêtrefranchieau plus tard quandsadurée
desensibilisationatteintla bornemaximaledimax del’intervalle.Elle nepeutrestersensibilisée
au-delà,mêmesi elle esten conflit avec uneautre.Ainsi les conflits peuvent êtrerésoluspar
les contraintestemporellesliéesaux transitions.En sémantiquefaible,noussupposonsquela
duréedesensibilisationdi peutprendresavaleursurtout le domaine∆i lors du franchissement
de la transitionti. Il est toutefoispossiblequ’unetransitionrestesensibiliséeplus longtemps
quedimax si elle n’estpastirée,danscecaselleneresterapasfranchissable.

Pour qu’une séquencede franchissementsde transitionssoit valide, il est nécessairede
considérerqueles duréesde sensibilisationappartiennentaux intervalles ­ dimin · dimax³ quece
soit dansle casde la sémantiquefaible ou de la sémantiqueforte. Par contre,en présence
d’un conflit, le traitementest résolude manièresradicalementdifférentesen fonction de la
sémantiquechoisie.

Pourcela,considéronsl’exempledela figure5.2oùnousavonsunréseaudePetrit-temporel
avec les transitionst1 et t2 enconflit. Nouspouvonsavoir deuxsituationsdemarquagediffé-
rentes.

Soit la situationoù les datesde productiondesjetonssontégalesà 0 pour les placesPA

et PB, et celle dePC estégaleà 2. Si nousnousplaçonsdansle cadrede la sémantiqueforte,
noussommesobligésde franchir la transitiont1 et ce dansl’intervalle ­ 1 · 3³ car t2 ne pourra
êtrefranchiequedansl’intervalle ­ 4 · 7³ dont toutevaleurestsupérieureà la bornemaximale
de l’intervalle associéà t1. L’intervalle ­ 4 · 7³ estobtenuen additionnantla dateà laquellela
transitiont2 commenceà êtresensibilisée(la datede productionde PC) aux bornesde ­ 2 · 5³ .
Par contre,si noussommesdansle cadrede la sémantiquefaible, nousavons la possibilité
dechoisirdefranchirt2 dansl’intervalle ­ 4 · 7³ ensupposantqu’unedécisionexternebloquele
franchissementdet1 pourrésoudrele conflit.

Maintenant,considéronsla situationoù les jetonsdesplacesPA, PB et PC sont produits
simultanément.Leur datedeproductionestdonc0. Si nousnousplaçonsdansle cadrede la
sémantiqueforte,nousavonsla possibilitédefranchirt1 dansl’intervalle ­ 1 · 3³ . La transitiont2
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PA PB PC

t1 ­ 1 · 3³ t2 ­ 2 · 5³
FIG. 5.2:Exempledetransitionsenconflit

devra obligatoirementêtrefranchiedansl’intervalle ­ 2 · 3³ car t1 nepeutêtrefranchieaprèsla
date3. Danscecas-là,les intervallestemporelsn’ont paspu résoudrele conflit de transitions
mêmesi l’intervalledet1 aeuuneinfluencesurceluidet2. Nousendéduisonsquela sémantique
forte résoutles conflits de transitions,lorsqu’elle le peut,en tenantcompteuniquementdes
valeurstemporelles.De plus,lesintervallesréelsdefranchissementpeuventêtremodifiés.

Quantà la sémantiquefaible, lesconflitssonttoujoursrésolusparunedécisionexternecar
les transitionssontconsidéréesindépendammentet sontseulementcontraintespar leur propre
intervalle temporel.Cela signifie que mêmeen conflits, les transitionsn’ont pasleur inter-
valle temporelmodifiépar les intervallesdesautrestransitions.Commeindiquédansle para-
graphe4.2.3,la sémantiqueforteestdoncencontradictionavecla linéaritédela logiquelinéaire
qui supposequesi uneséquenceestfranchissabledepuisunmarquagealorselle le restemême
si desjetonssontajoutésaumarquagecourant.Ensereplaçantdansl’exempledela figure5.2,
la présenceoul’absenced’un jetondansla placePA n’a aucuneinfluencesurle franchissement
det2 dansle cadredela sémantiquefaible,maiscen’estpasle casdanscelui dela sémantique
forte.

Par la suite,commenousallons travailler avec desdatessymboliques,nousne pouvons
de toute façonpasutiliser la sémantiqueforte car elle est inévitablementliée à un raisonne-
mentbasésur l’utilisation desvaleursnumériquesdesintervallesde sensibilisationpour ré-
soudrelesconflitsentrelestransitions.Nousnoussituonsdoncdansle cadredela sémantique
faible pournotreapprochesymbolique.Les duréesde sensibilisationdi peuvent êtrechoisies
librementsur leur domaine∆i indépendammentdesconflits.Commenousl’avonsindiquéau
paragraphe4.2.3,nousnoussituonsdansunesémantiqueopérationnellemultiserveur.

5.2.2 Arbr esdepreuveset datessymboliques

La constructiondesarbresdepreuvesdansnotreapprochesymboliquesefait de la même
manièrequecellequenousavonsprésentéeauchapitre1.Elle sefait toujourspourdesséquents
dela formeM0 · l0 Â Mn. Unefois qu’un arbredepreuve canoniqued’un séquentestconstruit,
nousavonsvu qu’il étaitpossibledemettreenévidencel’ordre partielassociéenassociantune
annotationauxatomeslogiqueset auxapplicationsdela règled’éliminationà gauchedel’im-
plicationlinéaire.L’ordre partielestalorscomplètementdéfiniparunarbrecanoniqueannoté.

Nousavionschoisid’étiqueterchaqueatomeparle franchissementdetransitionqui l’avait
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produit. Étant donnéque les intervalles temporelssont associésaux transitions,dorénavant,
nousallonscalculernosdatesdirectementà partir de cet arbrecanoniqueannotéen rempla-
çantl’étiquettedu franchissementdetransitionassociéeà l’atomeparuneétiquettetemporelle
contenantla datedeproductionet la datedeconsommationdel’atome.

Pourle calculsymboliqueet l’étiquetageassocié,nousutilisonslesnotationssuivantes:

– Di pourlesdates(ensupposantqueDi estdélimitéepar ­Dimin · Dimax³ ),
– d j pourlesduréesdesensibilisation(d j estdélimitéepar­ d jmin · d jmax³ ).

Une paire ¯ Dp · Dc ± est doncassociéeà chaqueatomede l’arbre de preuve : elle représente
les datesde productionet de consommation.Commeles franchissementsde transitionssont
instantanésdanslesréseauxt-temporels,nouspouvonsdonnerla définitionsuivante:

Définition 26(Datesdeproduction et de consommation) La datedeproductionDp d’unatome
estégaleà la datedefranchissementdela transitionqui l’a produitet la datedeconsommation
Dc estégaleà la datedefranchissementdela transitionqui l’a consommé.

Quandla datede consomationn’est pasconnue(elle n’a pasencoreété calculée),nous
remplaçonscelle-ciparunpointpourl’indiquer : ¯ Dp ·�²c± . Cespairesapparaissentdansla partie
principaledu séquentcarcelasignifiequel’atomeassocién’a pasencoreétéconsommé.Les
séquentsidentitésgénérésdansla partiegauchede la preuve contiennentdesatomesdont la
paire ¯ Dp · Dc ± estcomplètementdéfinie : cesséquentscorrespondentaux feuilles desarbres
et comportentles informationstemporellesdesatomes.Cependant,pour garderunecertaine
cohérenceavec l’annotationqualitative du chapitre1, nousséparonscettepaire en deux en
mettantla datedeproductionà gauchedu séquentidentitéet la partieconsommationà droite
commele montrele séquentidentité: A ¯ Dp ·�²`± Â A ¯ ²�· Dc ± .

Le calculdesdatesdansl’arbredepreuvecanoniqueesteffectuédela façonsuivante:

– UnedatedeproductionDi estattribuéeà touslesatomesdu marquageinitial M0.

– Pourchaqueapplicationdela règled’éliminationàgauchedel’implication linéaire Ã L,
la datedefranchissementdecettetransitionestcalculée: elle estégaleaumaximumdes
datesde productiondesatomesconsommésaugmentéde la duréede sensibilisationdi

associéeà la transitionconsidérée.

– Une miseà jour desétiquettestemporellesesteffectuéepour les atomesconsomméset
produits.

À partir desdatesde productionet de consomationdesatomesde notrearbrede preuve
canonique,noussommescapablesde calculerla duréedu scénariocorrespondantà la preuve
et les duréesde séjourdesjetonsdansles placesdu réseaude Petri t-temporelassocié.Nous
pouvonsdonnerlesdeuxdéfinitionssuivantes:

Définition 27(Duréedescénario) La duréed’un scénarioestégaleà la différenceentre le
maximumdesdatesdeproductiondu marquagefinal Mn et la datedeproductiondu marquage
initial M0.
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A t1

B t2

C

t3

D

E

t4 F½ ¾

FIG. 5.3:RéseaudePetriexemple

Si lesjetonsdumarquageinitial ontdesdatesdeproductiondifférentes,nousprendronsla date
deproductiondudernierjetonproduit.

Définition 28(Duréedeséjour) Soitun atomeA dela preuveavecuneétiquettē Dp · Dc ± , sa
duréedeséjourdansla placeA estégaleà Dc ¬ Dp.

Exemple

Prenonsl’exemplede la figure5.3 dont l’arbre de preuve canonique,donnéen annexe C,
correspondau problèmed’accessibilitétraduit en logique linéairepar le séquentpour la sé-
quenceσ ¸ t1; t2; t3; t4 :

AÆDÇDÈDÉ
M0

· t1 · t2 · t3 · t4Æ ÇDÈ É
l0

Â FÆnÇDÈDÉ
Mn

(5.1)

Soit Dp X la datede productiond’un atomeX et Dc X sa datede consommation.Nous
reprenonsl’arbre canoniquedel’annexe C et nousréécrivonsla preuve eny ajoutantlesdates
symboliques.Nousne traiteronsl’exemplesur l’arbre de preuve quepour le début de l’arbre
depreuve.La suitesetrouve dansl’annexe C. Au début dela preuve, le datedeproductiondu
jetonA dumarquageinitial aunedateinitiale DA qui jouele rôled’un paramètre.

Nousavonsd’abordle franchissementde la transitiont1 représentépar l’utilisation de la
règle Ã L qui produit deux séquentsprémisses.Le séquentprémissegaucheest un séquent
identitéet le séquentprémissedroit qui estle séquentprincipaldela preuve.

A ¯ DA ·�²c± Â A ¯ ²�· DA ® d1 ± id
B ¯ DA ® d1 ·�²`±�Ä C ¯ DA ® d1 ·�²c±Ê· t2 · t3 · t4 Â F

A ¯ DA ·�²c±Ê· t1 · t2 · t3 · t4 Â F
Ã L

Laconstructiondela preuveaveclesétiquettesdedatessymboliquesseconstruitdelamême
façonetdonnela preuvecanoniqueglobaledel’annexe.Lesexpressionsdesdatessymboliques
correspondantàcettepreuvesetrouveenannexe C.
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À partir de cesexpressionssymboliques,noussommescapablesde calculerla duréedu
scénarioet la duréedeséjourdechaqueatomedansla placeassociée.

La duréedu scénarioest:

dscen ¸ d1 ® max̄ d2 · d3 ± ® d4

Dansle casdel’atomeD, la duréedeséjourdansla placeestégaleà d4 ® max̄ d2 · d3 ±Ë¬ d2

qui est toujourssupérieurou égalà d4. C’est cohérentcar celacorrespondbien à la duréede
sensibilisationdela transitionqui vaconsommerD.

Cescalculsdeduréesmontrentbienl’utilité desdatessymboliques.Eneffet, ellepermetde
comparerdesdatesmaisaussidetenir comptedesrelationsdecausalitéenprenantencompte
le passécommuninclusdansdeuxdatesdifférentes.Par exemplela duréedu scénarioestin-
dépendantede DA et son évaluationne seradoncpasentachéepar l’imprécision associéeà
DA.

5.2.3 Délimitation desdomainestemporels

Le raisonnementtemporelbasésurducalculsymboliqueestlié auxvaleursquelesvariables
symboliquespeuventprendre.Dansnotrecas,il estimportantdedélimiterlesdomainessurles-
quelslesdateset lesduréesprennentleursvaleurs.Dansle casdesréseauxdePetrit-temporels,
chaqueduréedesensibilisationdi prendsesvaleurssurundomainetemporel∆i ¸ ­ dimin · dimax³ .
Commelesdateset lesduréescalculéesdépendentdesdi, leursdomainesserontaussidesinter-
valles.Dire quele domainededi estl’intervalletemporel­ dimin · dimax³ etquechoisirunevaleur
dedi surcedomaineestlibre (eneffet, noussommesdansle cadredela sémantiquefaible)est
équivalentà dire quedi estunevaleurimprécisedélimitéepar un intervalle disjonctif. L’im-
précisionestun casparticulierdu domainedu flou et pour celanousutilisonsles opérations
développéesparD. Duboiset H. Pradedans[11] pourlesintervallesflousafindedélimiterles
domainesdesvaleurspossiblespourlesdateset lesdurées.

PlusieursopérationssontdéfiniespourdeuxintervallesA ¸ ­Amin · Amax³ etB ¸ ­Bmin · Bmax³ :
– max̄ A · B± ¸ ­max̄ Amin · Bmin±Ê· max̄ Amax· Bmax±�³ ,
– min̄ A · B± ¸ ­min̄ Amin · Bmin ±�· min̄ Amax· Bmax±�³ ,
– A ® B ¸ ­Amin ® Bmin · Amax ® Bmax³ ,
– A ¬ B ¸ ­Amin ¬ Bmax· Amax ¬ Bmin³ .
Considéronsl’expressionsymboliquedela datedeproductiondel’atomeF del’annexe C.

Sondomaineestl’intervalletemporel:­DA ® d1min ® max̄ d2min · d3min± ® d4min ·
DA ® d1 Ìmax ® max̄ d2max· d3max± ® d4 Ìmax³ (5.2)

Unepremièreremarqueestcommelesduréessontdesnombrespositifs,leur domainedoit
êtrerestreintauxvaleurspositives.Uneseconderemarqueestquetravailleravecdesexpressions

95



CHAPITRE 5. ANALYSE TEMPORELLE SYMBOLIQUE ET QUANTITATIVE

symboliquesréduit l’imprécision.Si desactivitéssontexécutéesensérie,l’imprécisionestac-
crueétantdonnéquel’imprécisiondechaqueduréedesensibilisationdetransitionestajoutéeà
chaquefranchissement.Le fait d’utiliser desexpressionssymboliquespourle calculdesdurées
permetd’éliminer les imprécisionspasséeslorsquenousnousintéressonsà desduréeset non
à desdates.Par exemple,la duréedeséjourde l’atomeC dansla placeestégaleà d3 et prend
sesvaleurssurle domaine­ d3min · d3max³ . Dansle calculdecettedurée,nousavonséliminél’im-
précisionde d1. Si nousavions calculéla duréeà partir desvaleursnumériquesdesdatesde
productionet deconcommation,nousaurionseu uneinfluenceprovenantde l’imprécisionde
d1 ¯ d1max ¬ d1min± . Le domaineauraitété:­ d3min ® d1min ¬ d1max· d3max ® d1max ¬ d1min³

La logiquelinéairenouspermetdoncd’avoir unemeilleurévaluationdesduréesdeséjours
danslesplacesdesréseauxdePetrit-temporelsenexploitantaumieuxlesrelationsdecausalité.

5.3 Raisonnementquantitatif ensémantiquefaible

5.3.1 Notionsdemarquagespotentiels

Nous venonsde voir que desdatessymboliquespouvaientêtre calculéesaisémentpour
chaqueatomeaucoursde la constructionde l’arbre depreuve canonique.Cependant,comme
nousn’utilisonspasdemarquagesaucoursdela preuve (à l’exceptiondu marquageinitial et
final), nousn’avonsaucuneinformationsurl’accessibilitédesmarquagesintermédiaires.Nous
allonsmaintenantmontrerqu’il estpossibled’obtenir desinformationssur l’accessibilitéde
cesmarquagesàpartirdesdatessymboliquesdesatomeslogiques.Deplus,si unmarquageest
accessible,desinformationssursesdatesdeproductionetdeconsommationpeuventêtreobte-
nues.Étantdonnéquenousnesavonspassi cesmarquagessontaccessibles,nouslesappelons
marquagespotentiels.

Définition 29(Mar quagepotentiel) Unmarquagepotentielestunensembled’atomes.Chaque
atomedoit apparaître aumoinsunefois dansunedesétapesdel’arbredepreuve.

Un marquagepotentielestunemanièrede considérerun ensembled’atomesafin de pou-
voir étudierson accessibilité.Cesatomesn’ont pasnécessairementbesoind’apparaîtreà la
mêmeétapede la preuve. Toutefois,commepour toutetraductiondemarquageen logiqueli-
néairenousle noteronscommeunmonômeen Ä . Un marquagepotentielestaccessiblesi c’est
un fragment(marquagepartiel) d’un marquagequi appartientà une trajectoirevérifiant les
contraintestemporellesentrele marquageinitial et final du scénarioreprésentépar le séquent
conclusion.Un exempledemarquagepotentielpournotrescénarioreprésentéparle séquent5.1
estle suivant:

B ¯ DA ® d1 · DA ® d1 ® d2 ±mÄ
E ¯ DA ® d1 ® d3 · DA ® d1 ® max̄ d2 · d3 ± ® d4 ± (5.3)
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5.3.2 Dateset duréesdeséjour desmarquagespotentiels

Laméthodeprésentéejusqu’icipermetd’attribuerdesdatessymboliquesdeproductionetde
consommationà chaqueatomeutilisédansle scénarioétudié.Cependantellen’apporteaucune
informationdecetypesurlesmarquagescarils nesontpasmanipulésexplicitement.Toutefois,
il estpossibled’obtenir une telle informationen utilisant les opérateurssimplesmin et max
avec lesétiquettesdesatomes.De plus,le fait q’un marquagepotentielsoit accessibleou non
pourraêtredéduità partirdel’intersectiondesintervallestemporelsdesatomesprésentdansle
marquage.

Définition 30(Datesd’un marquagepotentiel) La date de productionDpm d’un marquage
potentielestégaleau maximumdesdatesdeproductionde touslesatomesqui composentce
marquage. La datedeconsommationDcm d’un marquagepotentielestégaleau minimumdes
datesdeconsommationdetouslesatomesqui composentcemarquage.

Considéronsle marquagedela formule5.3.Sadatedeproductionest:

Dpm ¸ max̄ DA ® d1 · DA ® d1 ® d3 ±¸ DA ® d1 ® d3 (5.4)

etsadatedeconsommationest:

Dcm ¸ min̄ DA ® d1 ® d2 · DA ® d1 ® d4 ® max̄ d2 · d3 ±q±¸ DA ® d1 ® d2 (5.5)

À partir decesdates,il estpossibled’obtenir la duréedetelsmarquages.En effet, comme
pourlesatomes,nousavonsla définition:

Définition 31(Duréedeséjour d’un marquagepotentiel) Laduréedeséjourd’unmarquage
potentielestdéfiniepar Dcm ¬ Dpm.

La différencemajeurepar rapportà la duréede séjourd’un atomedansuneplaceestquela
duréedeséjourd’un marquagepotentieln’estpasnécessairementpositive.Étantdonnéquele
calculdesdatesdeproductionet deconsommationdesatomesestbasésurun arbredepreuve
canoniqueenlogiquelinéaire nousavonsla garantiequ’unatomenepeutêtreconsomméavant
d’êtreproduit.Cettegarantien’existe paspour les marquagespotentielscarnousnesommes
parsûrsqu’unmarquagesoiteffectivementaccessiblepourunjeudevaleursnumériquesdonné
étantdonnéqu’il reposeentièrementsurdesexpressionssymboliquesdesduréesassociéesaux
transitions.

Considéronsle marquagepotentiel5.3,à partir desexpressionsdeDpm et deDcm données
en5.4et en5.5,nousobtenonsuneduréedeséjourégaleàd2 ¬ d3.

5.3.3 Accessibilitéd’un marquagepotentiel

Á partir du calculdela duréedeséjourd’un marquagepotentiel,nouspouvonsénoncerla
propriétésuivante:
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Propriété 1 Soitun séquentdéfinissantun scénariocomplètementspécifié.Si la duréedesé-
jour d’un marquagepotentieleststrictementpositivealors il estaccessibledansle scénario.

Eneffet dansuntel castouslesjetonsdumarquagepotentielserontprésentssimultanément
pendantla duréedeséjourdu marquagepotentiel.

À partir de la définition 31, la duréede séjourd’un marquagepotentielest la différence
entredeuxdatesqui sont desexpressionsformellesdesduréesdi associéesaux transitions.
Nouspouvonsconsidérertroiscasdefigures:

– l’expressionsymboliquede la duréede séjourpeutêtreprouvéepositive, alorsle mar-
quagepotentieleststructurellementaccessible(pourtoutevaleurdedi pourtout i),

– l’expressionsymboliquede la duréede séjourpeutêtreprouvéenégative, alorsle mar-
quagepotentieleststructurellementnonaccessible(pourtoutevaleurdedi pourtout i),

– l’accessibilitédu marquagepotentieldépenddesvaleursdesduréesdesensibilisationdi.

Pour le marquagepotentiel5.3, noussommesdansle troisièmecas: si d2 estplus grand
qued3 alorsil estaccessible.L’expressiond2 ¬ d3 Í 0 estla conditionnécessaireet suffisante
d’accessibilitédu marquagecorrespondant.

La duréedu marquagepotentiel

B ¯ DA ® d1 · DA ® d1 ® d2 ±ÎÄ
D ¯ DA ® d1 ® d2 · DA ® d1 ® max̄ d2 · d3 ± ® d4 ± (5.6)

est ¯ DA ® d1 ® d2 ±Ï¬ ¯ DA ® d1 ® d2 ± ¸ 0. Il n’estpasaccessiblequellequesoit lesvaleursdes
di.

Soit le marquagepotentielsuivant:

D ¯ DA ® d1 ® d2 · DA ® d1 ® max̄ d2 · d3 ± ® d4 ±mÄ
E ¯ DA ® d1 ® d3 · DA ® d1 ® max̄ d2 · d3 ± ® d4 ± (5.7)

Saduréedeséjourestégaleà d4 et le marquagepotentielestaccessiblepourn’importequelle
valeurdesdi.

5.3.4 Étude paramétrique de l’accessibilitédesmarquagespotentiels

Commepourle casdesdatesdeproductionetdeconsommationdesatomesetdeleurdurée
deséjour, nouspouvonsutiliser la délimitationdesdomainesde valeursdesduréesdi afin de
délimiter les domainesdesdatesde productionet de consommationdesjetonset desdurées
deséjoursdesmarquagespotentielsen fonctiondecertainsparamètresconsidéréscommedes
variablescommandablesdu système.

Nousnoussommesattachéà délimiterlesduréesdeséjourcarnoussommesintéresséspar
la caractérisationdel’accessibilitédesmarquagespotentiels.Soit ­ dpm min · dpm max³ le domaine
de la duréede séjourd’un marquagepotentielMpm obtenuen utilisant les règlesintroduites
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pourla délimitationdu domainedeséjourdesatomesen5.2.3.Nousdevonsanalyserl’impact
d’uneconditiond’accessibilité(oud’inaccessibilité)surlesbornesdudomaine.Pourcelanous
considéronsquela borneinférieure(ou la bornesupérieure)estunparamètre.

Nousretrouvonslestroiscasdela sectionprécédente:

– si la bornedpm min estpositivealorsle marquagepotentielMpm estnécessairementacces-
sible,etcequellesquesoientlesvaleursdesduréesdi surleurdomaine∆i , etdoncquelle
quesoit la valeurduparamètre.

– si dpm max estnégative alors le marquagepotentielMpm estnécessairementnon acces-
sible,et cequellesquesoientlesvaleursdesduréesdi sur leur domaine∆i . En d’autres
termes,il n’estpaspossiblementaccessible.

– danslesautrescas,il estpossibled’atteindrele marquagepotentielMpm, c’est-à-direqu’il
estpossibledetrouverdesvaleursdedi dansl’intervalle∆i tellesqueMpm soitaccessible
et tellesqued’autresne le soientpas.Nouspouvonsalorsobteniruneconditionsur le
paramètre(ou lesparamètres).

Considéronsl’exempledumarquagepotentiel5.3avecdesvaleursspécifiques:

DA ¸ 0, d1 appartientà ­ 1 · 5³ , d2 appartientà ­ 1 · α ³ (α ¶ 1), d3 appartientà ­ 2 · β ³ (β ¶ 2) et
d4 appartientà ­ 2 · 5³ .

Commela duréedeséjourdumarquagepotentiel5.3estd2 ¬ d3, l’accessibilitédépenddes
valeursdesduréesdesensibilisationdi (pasd’accessibilitéstructurelleni d’inacessibilité).Les
bornesdu domainedela duréedeséjoursontdBE min ¸ 1 ¬ β (toujoursnégative)et dBE max ¸
α ¬ 2. Cemarquageestpossiblementaccessiblesi α ¶ 2 et inaccessiblesi α Ð 2.L’accessibilité
estdoncindépendantedeβ.

5.4 Invalidation descénarioset conflits ensémantiqueforte

Tout lescalculsetrésultatsprécédentsontétéeffectuésdansle cadredela sémantiquefaible
desréseauxdePetrit-temporelscarelleestcohérenteavecla monotoniedela logiquelinéaire:
l’ajout denouveauxjetonsn’invalidepasdesscénariospossibles.Toutefois,il estfréquemment
nécessaired’avoir recoursà la sémantiqueforte, pourvérifier parexemplesi le comportement
d’un ensemblede chiensde garde estcorrect.En effet, un chiende gardesertà imposerun
choixdansle casoù descontraintestemporellesquantitativesneseraientpasrespectées.

Pourcela,nousallonsutiliser lesdeuxsémantiquesdemanièrecomplémentaire.La séman-
tiquefaiblesertàconstruiredesscénariosetàcalculerlesdateset lesduréesdeséjourd’atomes
etdemarquagespotentiels.Lasémantiqueforteestutiliséepouressayerdemontrerquecertains
scénariossontinvalides.
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FIG. 5.4:Conflit detransitionsd’un réseaudePetri

5.4.1 Invalidation potentielledescénarios

Définition 32(Invalidation potentielle) SoientdeuxscénariosSci et Scj . Le scénarioScj in-
validepotentiellementSci si etseulementsi :

– Sci et Scj possèdentle mêmeétatcourant initial,

– Scj contientaumoinsunetransitiont j qui n’appartientpasà Sci ,

– tousles atomesconsomméspar le franchissementde la transitiont j (applicationde la
règle Ã L) apparaissentdansSci commedesatomesnonterminaux.

Prenonsl’exempledesdeuxscénariossuivantspourla figure5.4:

Sc1 : A ¯ DA ·�²`±�· t1 · t2 · t3 · t4 Â F (5.8)

Sc2 : A ¯ DA ·�²`±�· t1 · t3 · t5 Â G (5.9)

Le scénarioSc1 invalide potentiellementSc2 car la transition t5 n’appartientpas à Sc1
maiselle consommedesatomesde ce scénario.En effet, t5 consommedansSc2 les atomes
B ¯ DA ® d1 ·�²c± et E ¯ DA ® d1 ® d3 ·�²`± qui apparaissentaussidansSc1. Danscet exemple,nous
avonsdemanièresymétriquele scénarioSc2 qui invalidepotentiellementSc1 carla transitiont2
consommeB ¯ DA ® d1 ·�²c± qui apparaîtdansSc2. Remarquonsquela transitiont4, qui n’appartient
pasà Sc2, ne joueoasexactementle mêmerôle quela transitiont2 car t4 neconsommequ’un
seulatomedeSc2 : E ¯ DA ® d1 ® d3 ·�²`± . Le jetonD ¯ DA ® d1 ® d2 ·�²c± n’appartientpasàSc2.

Il estclair quequandunscénarioScj invalidepotentiellementunscénarioSci parl’intermé-
diaired’unetransitiont j , c’estparcequecettetransitionestenconflit avecunetransitiondeSci .
Pourqu’il y ait uneinvalidation,il nefautpasseulementquele conflit soit structurel.Eneffet,
si le marquagequi sensibilisesimultanémentdeuxtransitionsenconflit structurellementn’est
pasaccessible,il n’y auraaucunedécisionàprendreconcernantle choixdela transitionà fran-
chir. Dansle cadrederéseauxdePetri t-temporels,les intervallesliés aux transitionspeuvent
effectivementrendrecemarquageinaccessible.
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Surl’exempledu réseaudela figure5.4, lestransitionst5 et t2 sontenconflits.Nousavons
vu précédemmentquedansle cadredu scénarioSc1 le marquageBÄ E n’était accessiblequesi
nousavionsd2 ¬ d3 Í 0. Doncsi nousavonsd2max Ð d3min, le marquageneserajamaisatteint
et le conflit entret5 et t2 neserapaseffectif.

Dansnotreapproche,l’accessibilitéesttoujourscaractériséepourun scénario,c’est pour-
quoi nousdevonsconsidérerunenotiondescénariosenconflit. Le marquageinitial desdeux
scénariosestégalcar nousvoulonsétudierle casd’un comportementqui déviedu scénario
normalenraisondela violation d’unecontraintetemporelleà l’instar deschiensdegarde.Fi-
nallement,nousnousrestreignonsau casoù tousles atomesconsommésparunetransitiont j

sontdesatomesdeSci carnotreanalyseesttoujoursfaitepourun scénario.

5.4.2 Invalidation stricte descénarios

La sémantiqueforte imposequ’unetransitiont j sensibiliséene peutle resterunefois que
la bornemaximaledesaduréedesensibiliationa étéatteinte.Nouspouvonsposerla propriété
suivante.

Propriété 2 ConsidéronsdeuxscénariosSci et Scj tels queScj invalide potentiellementSci .
SoitM j le marquagepotentielqui sensibilisela transitiont j deScj . Si la valeurmaximaledela
duréedesensibilisationdet j estinférieureà la duréedeséjourminimaledeM j dansSci, alors
le scénarioScj invalidedemanière effectiveSci dansle cadre dela sémantiqueforte.

L’invalidationeffectivedeSci parScj signifiequepourtouteslesvaleursdesduréesdesen-
sibiliastiondk choisiessurleurdomaine∆k, pourtouteslestransitionstk tellesquela condition
soit satisfaite,il estimpossibledeconstruireuneséquencede franchissementcorrectecorres-
pondantàSci danslecadredelasémantiqueforte.Laséquenceseranécessairementinterrompue
parle franchissementdet j . La séquencedefranchissementcorrespondraéventuellementà Scj

maispasà Sci .
Prenonsl’exempledesscénarios5.8 et 5.9. Si le domainede la duréede sensibilisation

de la transitiont5 est ­ d5min · d5max³ , alorssavaleurmaximaleestd5max. La duréedeséjourdu
marquagepotentielBÄ E dansSc1 estégaleà d2 ¬ d3. Le domainedecetteduréeest ­ d2min ¬
d3max· d2max ¬ d3min³ etsavaleurminimaleestd2min ¬ d3max. Parconséquence,si la condition

d5max Ð d2min ¬ d3max (5.10)

estvérifiéealorsSc2 invalidedemanièreeffective Sc1 et dansle cadredela sémantiqueforte,
aucuneséquencede franchissementscomprenantSc1 ne peutavoir lieu. La transitiont5 sera
toujoursfranchieavantt2.

Inversement,le scénarioSc1 invalidede manièreeffective le scénarioSc2 quandla valeur
maximalede la duréede sensibiliationde t2 est inférieureà la duréede séjourminimaledu
marquagepotentielBdansSc2. CemarquagepotentielestproduitàladateDA ® d1 etconsommé
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FIG. 5.5:Un réseaudePetrimodélisantun chiendegarde

à la dateDA ® d1 ® d3 ® d5 dansle scénarioSc2 etsaduréedeséjourminimaleestd3min ® d5min.
Enconséquence,la conditionest:

d2max Ð d3min ® d5min (5.11)

Quandla condition5.10estvérifiée,le scénarioSc1 nepeutavoir lieu caril estinvalidéede
manièreeffectiveparSc2. Quandlesconditions5.10et5.11sontfausses,lesdeuxscénariosSc1
etSc2 peuventavoir lieu pourlestransitionsdeSc1 etdeSc2 enprenantdesduréesdk adéquates
surlesdomaines∆k. Quandla condition5.11estvraie,cequi impliquemathématiquementque
la condition5.10soit fausse,alorsle scénarioSc2 nepeutavoir lieu enraisondesoninvalidation
effectiveparSc1.

5.4.3 Caractérisation desscénariosconflictuels

Dansla définition32, nousavonsconsidéréun casrestreintde conflits entrescénarios.Il
setrouve qu’il estpossiblequele scénarioScj contienneunetransitiont j dont le franchisse-
mentconsommedesatomesqui n’appartiennentpasauscénarioSci enplusdesatomesqui lui
appartiennent.

Prenonsl’exempledu modèledela figure5.5et lesdeuxscénariossuivants:

Sc3 : A ¯ DA ·�²c±�Ä B ¯ DB ·�²c±Ê· t1 · t2 Â BÄ E (5.12)

Sc4 : A ¯ DA ·�²c±�Ä B ¯ DB ·�²c±Ê· t1 · t3 · t4 Â F (5.13)

Bien que les deux transitionst2 et t4 soienten conflit à causede leur placed’entréeC
partagée,le scénarioSc4 n’invalidepasdemanièrepotentielleSc3 carl’autreplaced’entréede
t4, D, n’appartientpasauscénarioSc3 (l’atomeD n’appartientpasàl’arbredepreuvecanonique
correspondantàSc3).

Il enestdemêmeavecle scénarioSc5 suivant:

Sc5 : A ¯ DA ·�²c±qÄ B ¯ DB ·�²`±�· t1 · t2 · t3 Â D Ä E (5.14)

Eneffet, la placed’entréeD det4 appartientseulementaumarquagefinal duséquentd’accessi-
bilité correspondantà Sc5. Elle apparaîtsousla formed’un atomedansunefeuille terminalde
l’arbredepreuvesansdatedeconsommation.Cescénarionepeutpasinvaliderle scénarioSc3.
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Dansles scénariosSc3 et Sc5, étantdonnéqu’il n’y a pasde datede consommationpour
D, il neserapaspossibled’obteniruneduréedeséjoursymboliquepourle marquagepotentiel
C Ä D et dela compareravec la duréedesensibilisationde t4 du scénarioSc4. Pourtant,il sera
toujourspossibledechoisirunevaleurdeDB telle quela transitiont2 soit franchieavantt4. La
résolutiondeconflit nepeutpasêtreeffectuéelocalemententreun scénarioSci et la duréede
sensibilisationdela transitiondontle franchissementinvalideSci . Celaimpliquedoncl’analyse
desdeuxscénariosSci etScj et uneénumérationdesétatsqui serapprocheplusdela construc-
tion d’un graphede classesqued’un arbrede preuve. Ceci estdû au fait quela sémantique
forte viole la monotonieclassiquede la théoriedesréseauxde Petri : uneséquencede fran-
chissementspossiblespeutêtreinvalidéepar l’introduction d’un nouvel atome.La linéaritéde
la logiquelinéairecorrespondà cettemonotoniedesréseauxdePetri.Celaexpliquepourquoi
la sémantiqueforte nepeutêtreréintroduitedansnotreapprochequesi la résolutiondu conflit
peutêtrefaitedansunscénario.

Cependantnouspouvonsremarquerquele scénarioSc3 invalidepotentiellementle scénario
Sc4 autraversdet2 carC appartientàSc4. La relationn’estpassymétriquecarSc4 n’invalidepas
Sc3 autraversdela transitiont4. Nouspouvonsajouterquele réseaudela figure5.5représente
uncastypiquedemécanismeà chiendegardeoùle scénarioSc4 représentel’évolutionnormale
avecle franchissementdet4, avecun jetonqui arrivedansla placeD dansundélairaisonnable,
et le scénarioSc3 représentele déclenchementdu chiende garde(unealarmeen général)en
franchissantla transitiont2 si le jeton n’était pasdansla placeD en tempsvoulu. L’analyse
typiquedecesmécanismesconsisteàvérifierquele chiendegardeinvalidedemanièreeffective
le fonctionnementnominaldu systèmemodélisé.Dansnotreexemple,nouscherchonsà savoir
quandSc3 invalideSc4 cequi correpondbienaucasquenousvoulonsétudier. D’une manière
générale,celasignifiequela possibilitéderéintroduire« ponctuellement» la sémantiqueforte
dansnotreapproches’avèreêtred’uneutilité pratique.

5.5 Conclusion

Dansce chapitre,nousavonsmontréqu’il était possiblede donnerdesinformationssur
l’accessibilitéet lesconflitsparle biaisd’uneméthodeutilisantlesréseauxdePetrit-temporels
et la logiquelinéaire.

Pourcela,nousnoussommesappuyéssurdeuxapprochesdifférentes: la sémantiquefaible
et la sémantiqueforte. La sémantiquefaible a étéutiliséeafin de respecterla linéaritéde la
logiquelinéaireet d’êtrecohérentavec la monotonicitédesréseauxdePetri pourpouvoir ré-
soudrele problèmede l’accessibilité.En effet, commetravailler avec desvaleursnumériques
augmentel’imprécisiondansle calculdesdateset desdurées,nousavonschoisideconstruire
desarbresdepreuve canoniquesavecdesexpressionssymboliques(attachéesauxatomes).De
pluscelanouspermetdeconserver lesinformationssurlesrelationsdecausalitéentrelesprod-
cutionset lesconsommationsdesatomes.L’approcheutilisantdirectementla sémantiqueforte
auraitimposél’utilisation desvaleursnumériquescequi auraitforcémentaccrul’imprécision
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surlesdateset lesdurées.Un point importantquenousretrouvonsetqui estundesavantagesde
l’utilisation dela logiquelinéaireestquenousn’avonspasbesoindetraiterle parallélismepar
entrelacementpourcaractériserl’accessibilitéd’un marquageenutilisantlesdatessymboliques
dansnosarbresdepreuves.

Unefois quenousavonsobtenul’expressiontemporellesymboliquedechaqueatome,nous
avonspu effectuerdesraisonnementsafin de délimiter les domainesdesvariablesde chaque
atomedel’arbredepreuve.À l’aide desintervallestemporelsimprécisdeduréedesensibilisa-
tion, nousavonscaractériséchaquevariabledemanièrepréciseparun domaine: un domaine
pour la datede productionDp et un domainepour la datede consommationDc. Un domaine
caractérisantla duréedeséjourdechaqueatomepeutainsiêtretrouvéà partir decesdeuxdo-
maines.Cesdomainesont ététrouvéspourdesatomeset nondesmarquagesdansun premier
temps.

Par la suite,nousavonsmontréqu’il était possiblede donnerunecaractérisationtempo-
relle sur l’accessibilitédesmarquagesencalculantunedatedeproductionDpm et unedatede
consommationDcm pourun marquagepotentielà partir desdatessymboliquesdesatomesqui
le compose.Commepourlesatomes,noustrouvonsuneduréedeséjourpourunmarquagepo-
tentiel.Lesmarquagespotentielsquenouscaractérisonssonteffectivementaccessiblessi leurs
duréesde séjourne sontpasnégatives.Ainsi, il estpossiblede caractériserdifférentsdegrés
d’accessibilitéqui peuventdépendreou pasdesvaleursnumériquesdesduréesdi desensibili-
sationdestransitions.L’accessibilitéstructurelleestla plus forte carelle estvraiequellesque
soientlesvaleursdesintervallestemporelsassociésauxtransitions.

Dansun secondtemps,nousavonsmontrécommentla sémantiqueforte pouvait entraîner
la résolutionde conflits temporelstout en utilisant les dateset les duréesobtenuesavec la
sémantiquefaible.Pourcelanousavonschoisideuxexemplesoù il y avait plusieursscénarios
d’exécutionpossiblesafin demontrerqu’un scénariopouvait en invaliderun autremaisaussi
quedesconflitsentreeuxpouvaientapparaître.Pourcelanousavonscomparéles duréesdes
marquagespotentielset lesduréesdesensibilisationdestransitionsenconflit pourcaractériser
cesproblèmes.Étantdonnéquele calcul de datessymboliquess’effectuedansle cadred’un
scénarioparticulier, nousdevonsd’abordcalculerlesétiquettestemporellesdechaquescénario
enconflit.

L’exempledumécanismeàchiendegardemontrebienquepourmettreenévidenceunevio-
lationdecontraintetemporellesurunetransitiondansunréseaudePetrit-temporel,l’existence
d’un scénarioconflictuelestnécessaire.
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Afin d’analyserlescontraintestemporellesd’applicationstempsréeldistribuées,nousavons
présentéune approchefondéesur les réseauxde Petri, la logique linéaire et les graphesde
contraintestemporelles.Cetteapprochen’a paspour objectif de simplementmontrerqu’une
propriétéestvraieounon,elledonneauconcepteurdesoutilsd’analysepermettantdepréciser
lesdomainesdecertainsparamètrestemporelspourquela propriétésoit vraie.

Aprèsun rapideétat de l’art desapprochesexistantes,nousavons montrécommentune
preuvedeséquentenlogiquelinéairepouvait permettred’obtenirlesrelationsdecausalitéentre
lesévénementsappartenantàunscénariodonné.Grâceauchapitresuivantqui reliecesrelations
decausalitéà cellesobtenuespardépliaged’un réseaudePetripourun marquageinitial, nous
pouvonsconclurequecesrelationspeuventêtrevuescommedesrelationsdeprécédenceentre
lesfranchissementsdestransitions.

Le cœurde l’algorithmedeconstructionde l’arbre depreuve est,enfait, identiqueà celui
del’algorithmededépliagelorsquenousrecherchonsdesprocessusderéseaudePetrifinis. La
premièredifférenceestquela preuve portesur un séquentspécifiantun marquageinitial, un
marquagefinal et uneliste defranchissementsdetransitionsalorsquele processusdedépliage
ne présupposequela connaissancedu marquageinitial. Ceci poseun certainnombrede pro-
blèmesenparticulierdansle casdesréseauxdePetrinonbornés: alorsquel’arbre depreuve
resteborné,le dépliageserapotentiellementinfini. La secondedifférenceestquela notionde
séquentcaractéristiquequi caractériseunseulensemblederelationsdeprécédence,nousdonne
unenotationsimplepourlesprocessusfinis etnouspermetdedéfinirdesrèglesdecomposition
de processusà partir desrèglesdu calcul desséquents.Une approchecompositionnellepeut
ainsiêtrefacilementmiseenœuvre.

Nousavonsensuitemontrécomment,pourun certainnombred’extensionstemporellesdes
réseauxde Petri, il estpossiblede passerdu graphedécrivant les relationsde précédenceà
desgraphesdecontraintestemporellesexprimantde façonlinéairel’ensembledescontraintes
temporellesquantitativesquedoiventvérifier lesdatesdesfranchissementsdestransitionsdans
un scénario(décritparun séquentcaractéristique).Un résultatimportantdecechapitreestque
cettedémarcheestcomplètementcohérenteaveclesréseauxdePetrip-temporelsmaisqu’elle
estdifficilementcompatibleaveclesréseauxdePetrit-temporels.Lesensemblesdecontraintes
engendréspar les réseauxde Petri t-temporelssont plus complexes queceux engendréspar
les réseauxp-temporelscar ils comprennentdesdisjonctionsentrecertainescontraintesalors
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quelessecondsnecomprennentquedesconjonctionsdecontraintesbinaires(n’impliquantque
deuxvariables).Cen’estdoncquedansle cadredesréseauxdePetrip-temporelsqu’il estpos-
sible d’exploiter tous les résultatsdestechniquesclassiquesd’ analyseet de propagationde
contraintespourl’étuded’un scénario.Cecia étéillustré parun problèmesimpled’ordonnan-
cementdedocumentsmultimédias.

Les réseauxde Petri t-temporelssontparadoxauxdansle sensoù les contraintestempo-
relles sont complexes mais que malgrétout, du moins dansle casde la sémantiquefaible,
uneséquencedefranchissementsdetransitionsfranchissabledansle réseaudePetriordinaire
sous-jacentrestefranchissabledansle réseaut-temporel.Il seratoujourspossiblede trouver
unensemblededatescohérentaveclescontraintesengendréesparlesduréesdesensibilisation
associéesaux transitionsalorsquecelaest faux de façonévidentepour les réseauxde Petri
p-temporels.C’est pourquoidansle chapitresuivant nousavonsrepris l’analysedesréseaux
t-temporels.L’utilisation de l’opérateurmax nouspermetd’exprimer algébriquementla dis-
jonctiond’un ensembledecontraintesbinaireset celanouspermetdecalculer, enrestantsous
uneforme symbolique,les datesdesfranchissementset les duréesde séjourdesjetonsdans
lesplaces.Nousavonspuégalementdonnerdesconditionsalgébriquespourl’accessibilitédes
marquagesà l’intérieur de scénariosspécifiéspar desséquentscaractéristiques.Toutefoisce
travail n’a étépossiblequ’enseplaçantdansle cadredela sémantiquefaiblecarla sémantique
forteestcontradictoireavecla linéaritédela logiquelinéaire.Malgrétout,nousavonsmontréà
la fin du chapitrequ’il étaitpossibledanscertainscasdemontrerquela sémantiqueforte allait
fairequ’unscénariodonnépouvait invaliderun autrescénario,lesdeuxscénariosayantétéau-
paravantcalculésdansle cadrede la sémantiquefaible.C’estunepistepourla vérificationdu
bonfonctionnementdecertainschiensdegardedanslessystèmestempsréeldistribués.

Touslesproblèmessontloin d’avoir étérésolus.Tout d’abordnousn’avonsconsidéréque
quatreextensionstemporellesdesréseauxde Petri. Il faudraitcompléterce tour d’horizon et
d’abordprendreenconsidérationlesréseauxdePetriàarcstemporels[60] qui associentunedu-
réedeséjourminimaleetmaximaleauxjetonsdanslesplaces,commelesréseauxp-temporels,
maisavecdescontraintesdifférentespourchaquetransitiondesortiedifférented’uneplacedon-
née.Celanedevrait a priori pasposerdeproblèmecarun ensembleconjonctifdecontraintes
binairesdevrait êtreobtenu.

Par contre,les réseauxde Petri à flux temporels(RdPFT[56]) risquentde poserdespro-
blèmescar lesneufrèglesdesynchronisationpourlesrendez-voustemporelsimpliquentl’en-
sembledescontraintesàl’entréed’unetransitionetellesvontdoncsortirducadredescontraintes
binairesn’impliquantquedeuxévénements.

Il estégalementclair qu’il nousfaudrarevenirsurlesréseauxdePetrit-temporels.Eneffet,
cesdernierspermettentunereprésentationintuitive deschiensdegardeet lesrésultatsprésen-
tésdansnotredernierchapitrepourrontdifficilementêtreutiliséstelsquelspourdessystèmes
complexes.Si le calcul desdatesestdansle cadrede l’algèbre« (max,+)» pour laquellede
nombreuxrésultatsmathématiquesexistent,le calculdesduréesdeséjourintroduit la négation
« - » etpourlesdatesdeconsommationdesmarquagespotentielsnousavonsutilisé l’opérateur
« min ». Fairedu calculsymboliqueaveclesopérateurs« max», « min », « + » et « - » simul-
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tanémentn’est passimple.De plus il seraitnécessaired’utiliser la sémantiqueforte et non la
sémantiquefaible.

Plusieurspistessontpossibles.Il y ad’abordcelleprésentéeparJ.Delatour[9] qui consiste
à s’appuyersurun chemindu graphedesclassespourconstruireun arbredepreuve et mettre
en évidenceles ensemblesde contraintestemporellesà vérifier pour ce chemin.Celapermet
d’analyserunscénarioquenoussavonscohérentavecla sémantiqueforte.D’autresassociations
entregraphesdeclassesetarbresdepreuvesontsansdoutepossibles.

Pouressayerde contournerla difficulté du calcul symbolique,il estpossibled’envisager
de combinerl’approcheutiliséepour les réseauxp-temporelsavec l’approcheprésentéedans
le chapitre5. En effet, si nousne considéronsquelesbornesminimales,nousrestonsdansle
cadredesensemblesconjonctifsdecontraintesbinaires.Le calculsymboliquen’interviendrait
alorsquepourspécifierla bornemaximaledesdomaines.

Uneautrevoie seraitde reposerle problèmesousla formed’un problèmedemodélisation
etdevoir s’il n’estpaspossiblededécrireleschiensdegardepardesréseauxà arcstemporels.
Nouspourrionsalorsreprendrela démarcheprésentéeàla fin duchapitre5 concernantl’analyse
desconditionspourqu’un scénarioinvalide un autrescénario.Si dansle cadredesréseauxà
arcstemporelsles ensemblesdecontraintessontbienconjonctifset binaires,l’analysepourra
à nouveaus’appuyersurlesoutils classiquesdela programmationlinéaireet dela propagation
decontraintes.

En cequi concernelesréseauxdePetrip-temporels,la situationnoussembleplusmûreet
le travail futur doit plutôtêtreuntravail demiseenœuvre.Il consistera,dansle cadredel’envi-
ronnementTINA, à programmerla constructiondesarbresdepreuvecanoniqueset l’obtention
desgraphesdecontraintestemporellesassociés.Un problèmerestenéanmoinsouvert,celui de
l’obtentiondetouslesensemblesderelationsdeprécédenceassociésàunscénariosansjamais
construiredeuxfois le mêmeensemble.Derrièreceproblèmesetrouve l’exploitationoptimale
desconflitsdetransitionsetdesconflitsjetons.La réalisationd’unpremieroutilssousTINA de-
vrait nousaideràmettreenévidencelessituationsproblématiquesentraitantuncertainnombre
d’exemples.
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AnnexeA

Règlesde la logique linéairedu fragment
MILL

SoitA unatome,F , G etH desformules,Γ et∆ desblocsdeformules(connectéspar« , »).

Ò
F Ó :: ¸ A1 Ô A2 Ô ²�²�² Ô AN Ô 1 Ô Ò F Ó�Ä Ò F Ó Ô Ò F Ó�Ã Ò F ÓÒ
Γ Ó :: ¸ ² Ô Ò Γ Ó�· Ò F ÓÒ�Õ Ó :: ¸ Ò

Γ Ó Â Ò Γ Ó
Groupeidentité

A Â A
id

Γ Â F F · ∆ Â H
Γ · ∆ Â H

cut

Groupestructur el

Γ · F · G · ∆ Â H
Γ · G · F · ∆ Â H

XL
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ANNEXE A. RÈGLES DE LA LOGIQUE LINÉAIRE DU FRAGMENT MILL

Groupelogique

Γ · F · G Â H
Γ · F Ä G Â H

Ä L
Γ Â F ∆ Â G
Γ · ∆ Â F Ä G

Ä R

Γ Â F ∆ · G Â H
Γ · ∆ · F Ã G Â H

Ã L
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AnnexeB

Exempled’arbr e canonique

B.1 Séquentinitial

p1 Ä p4 Ä p7Æ ÇDÈ É
M0

· t1 · t2 · t3 · t4 · t5Æ ÇDÈ É
l0

Â p1 Ä p1 Ä p4 Ä p4 Ä p7Æ ÇDÈ É
Mn

(B.1)

B.2 Arbr edepreuvedu séquent

Étantdonnéla taille del’arbre global,nousallonsdécomposercetarbreenplusieursfrag-
ments.NousutiliseronsMn pourremplacerlemarquagefinal jusqu’àl’étapefinaledelaconstruc-
tion del’arbre.

Fragment1

p1 Ö p1
id

p7 Ö p7
id

p1 º p7 Ö p1 × p7
× R

p2 º p7 º p4 º t2 º t3 º t4 º t5 Ö Mn

p2 × p7 º p4 º t2 º t3 º t4 º t5 Ö Mn
× L

p1 º p4 º p7 º t1 º t2 º t3 º t4 º t5 Ö Mn Ø L

p1 º p4 × p7 º t1 º t2 º t3 º t4 º t5 Ö Mn
× L

p1 × p4 × p7 º t1 º t2 º t3 º t4 º t5 Ö Mn
× L

Fragment2

p4 Ö p4
id

p7 Ö p7
id

p4 º p7 Ö p4 × p7
× R

p2 Ö p2
id

p3 º p5 º p7 º t4 º t5 Ö Mn

p5 º p7 º p2 º t3 º t4 º t5 Ö Mn Ø L

p5 × p7 º p2 º t3 º t4 º t5 Ö Mn
× L

p2 º p7 º p4 º t2 º t3 º t4 º t5 Ö Mn Ø L
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Fragment3

p5 Ö p5
id

p3 Ö p3
id

p6 Ö p6
id

p3 º p6 Ö p3 × p6
× R

p1 º p1 º p4 º p4 º p7 Ö Mn

p1 × p1 º p4 º p4 º p7 Ö Mn
× L

p1 × p1 × p4 º p4 º p7 Ö Mn
× L

p1 × p1 × p4 × p4 º p7 Ö Mn
× L

p6 º p3 º p7 º t5 Ö Mn Ø L

p3 º p5 º p7 º t4 º t5 Ö Mn Ø L

Fragment4

p1 Ö p1
id

p1 Ö p1
id

p4 Ö p4
id

p4 Ö p4
id

p7 Ö p7
id

p4 º p7 Ö p4 × p7
× R

p4 º p4 º p7 Ö p4 × p4 × p7
× R

p1 º p4 º p4 º p7 Ö p1 × p4 × p4 × p7
× R

p1 º p1 º p4 º p4 º p7 Ö p1 × p1 × p4 × p4 × p7Ù Ú�Û Ü
Mn

× R
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AnnexeC

Exempledu calcul desdatessymboliques

C.1 Arbr edepreuvecanonique

E Ö E
id

D Ö D
id

E º D Ö E × D × R F Ö F
id

E º D º t4 Ö F Ø L(t4)

A Ö A
id

B Ö B
id

C Ö C
id

E º D º t4 Ö F
D º C º t3 º t4 Ö F Ø L(t3)

B º C º t2 º t3 º t4 Ö F Ø L(t2)

B× C º t2 º t3 º t4 Ö F × L

A º t1 º t2 º t3 º t4 Ö F Ø L(t1)

C.2 Arbr edepreuvecanoniqueavecdatessymboliques

Nous décomposonsl’arbre de preuve en plusieursfragments: un fragmentpour chaque
franchissementdetransitiondela liste l0. Le séquentconclusiondedépartestA · t1 · t2 · t3 · t4 Â F.

Fragment1

A Ý DpA º�Þàß Ö A Ý�Þáº DcAß id
B Ý DpB º�Þàßâº C Ý DpC º�ÞàßNº t2 º t3 º t4 Ö F
B Ý DpB º�Þàß × C Ý DpC º�Þàßâº t2 º t3 º t4 Ö F × L

A Ý DpA º�ÞàßNº t1 º t2 º t3 º t4 Ö F Ø L(t1)
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Fragment2

B Ý DpB º�Þàß Ö B Ý�Þáº DcBß id
D Ý DpD º�ÞàßNº C Ý DpC º�ÞàßNº t3 º t4 Ö F

B Ý DpB º�Þ ßâº C Ý DpC º�Þàßâº t2 º t3 º t4 Ö F Ø L(t2)

Fragment3

C Ý DpC º�Þàß Ö C Ý�Þãº DcC ß id
E Ý DpE º�ÞàßNº D Ý DpD º�ÞàßNº t4 Ö F

D Ý DpD º�ÞàßNº C Ý DpC º�ÞàßNº t3 º t4 Ö F Ø L(t3)

Fragment4

E Ý DpE º�Þàß Ö E Ý�Þãº DcE ß id
D Ý DpD º�Þàß Ö D Ý�Þáº DcD ß id

E Ý DpE º�ÞàßNº D Ý DpD º�Þàß Ö E × D × R F Ý DpF º�Þàß Ö F Ý�Þãº DcF ß id

E Ý DpE º�ÞàßNº D Ý DpD º�ÞàßNº t4 Ö F Ø L(t4)

C.3 Dateset durées

Atomes Datesdeproduction
A DpA ¸ DA

B DpB ¸ DA ® d1

C DpC ¸ DA ® d1

D DpD ¸ DA ® d1 ® d2

E DpE ¸ DA ® d1 ® d3
F DpF ¸ DA ® d1 ® max̄ d2 · d3 ± ® d4

Atomes Datesdeconsommation
A DcA ¸ DA ® d1

B DcB ¸ DA ® d1 ® d2
C DcC ¸ DA ® d1 ® d3

D DcD ¸ DA ® d1 ® max̄ d2 · d3 ± ® d4

E DcE ¸ DA ® d1 ® max̄ d2 · d3 ± ® d4

F DcF ¸ inconnue
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C.3. DATES ET DURÉES

Atomes Duréesdeséjour
A d1

B d2

C d3
D max̄ d2 · d3 ± ® d4 ¬ d2
E max̄ d2 · d3 ± ® d4 ¬ d3

F inconnue
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Modélisation et analysetemporellepar réseauxde Petri et lo-
gique linéaire

L’objectif decettethèseestdecontribueràl’élaborationdeméthodesd’aideàla conception
de systèmescoopératifsen prenanten compteles contraintestemporellesde manièrequan-
titative. L’approchedéveloppéeest fondéesur les réseauxde Petri, la logique linéaireet les
graphesdecontraintestemporelles.C’estuneapprocheorientée« événements» et nonorien-
tée« états» commec’est souvent le casdansles approchesfondéessur les réseauxde Petri.
Elle estdécomposéeendeuxétapes: uneétaped’analyse« qualitative» etuneétaped’analyse
« quantitative».

La premièreconsisteà obtenirlesrelationsdecausalitéentrelesévénementsappartenantà
un scénariodonné.L’équivalenceentreun arbrede preuve en logiquelinéaireet le processus
fini obtenupardépliaged’un réseaudePetrià partir du mêmemarquageinitial montrequeces
relationssontdesrelationsdeprécédence.L’introductiondela notiondeséquentcaractéristique
permetdemettreenœuvreuneapprochecompositionnelledesprocessusà partirdesrèglesdu
calculdesséquents.

La deuxièmeétapeconsisteà passerdu graphedécrivant les relationsdeprécédenceà un
graphedecontraintestemporellesexprimantdefaçonlinéairel’ensembledescontraintestem-
porellesquantitativesquedoiventvérifier lesdatesdesfranchissementsdestransitionsdansun
scénario.Il devientainsipossibled’exploiter touslesrésultatsdestechniquesclassiquesd’ana-
lyseet depropagationdecontraintes.Cettedémarcheestcomplètementcohérenteaveclesré-
seauxdePetrip-temporelsmaisdifficilementcompatibleaveclest-temporelscarils engendrent
desensemblesdecontraintesqui sontpluscomplexes.Nousavonsillustré cettedémarchepar
unproblèmesimpled’ordonnancementdedocumentsmultimédias.

Nousavonspar la suitemontrécomment,pour lesréseauxdePetri t-temporels,nouspou-
vionscalculerlesdatesdefranchissementset lesduréesdeséjourdesjetonsdanslesplacesen
restantsousuneformesymboliquedansle cadredela sémantiquefaible.

Mots clefs : Réseauxde Petri, logique linéaire,ordrespartiels,processusde réseauxde
Petri,graphesdecontraintestemporelles.



Temporal modelling and analysisby Petri netsand linear logic

The aim of this thesisis to contribute to the elaborationof designassistancemethodsof
cooperative systemswhile taking into accounttemporalconstraintsin a quantitative way. The
developedapproachis basedonPetrinets,linearlogic andtemporalconstraintsnetworks.This
is an “event” orientedapproachand not a “state” orientedone as it is often the casein the
approachesbasedon Petri nets.It is split in two steps: a stepof “qualitative” analysisanda
stepof “quantitative” one.

Thefirst consistsin obtainingthecausalityrelationsbetweentheeventsbelongingto agiven
scenario.Theequivalencebetweenaprooftreein linearlogic andthefinite processobtainedby
theunfoldingof a Petrinet from thesameinitial markingshows thattheserelationsareprece-
dencerelations.The introductionof theconceptof characteristicsequentmakesit possibleto
implementacompositionalapproachof theprocessesfrom therulesof thelinearlogic sequent
calculus.

The secondstepconsistsin changingthe graphdescribingthe precedencerelationsinto
a temporalconstraintsgraphexpressingin a linear way the set of the quantitative temporal
constraintswhich have to beverifiedby thedatesof thefiring transitionsin a scenario.Thus,
it becomepossibleto exploit all theresultsof traditionaltechniquesof analysisandconstraints
propagation.Thisstepis completelyconsistentwith p-timePetrinetsbut noteasilycompatible
with the t-timedonesbecausethey generatesetsof constraintswhich aremorecomplex. This
approachis illustratedby asimpleschedulingproblemof multimediadocuments.

We showedthereafterhow, for thet-timedPetrinets,we couldprocessthefiring datesand
thesojourndurationsof the tokensin theplacesof a netwhile remainingin a symbolicform
within theframework of theweaksemantics.

Keywords: Petrinets,linearlogic, partialorders,Petrinetsprocesses,temporalconstraints
graphs.


