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RESUME.L'équivalenceentre accessibilitédansles réseauxde Petri et prouvabilité de certains
séquentsle logiquelinéaire a été montréede différentesmaniees.Notre travail présentéci
raffine cerésultat,d’'une part parcequ’il prendencomptelesspécificitéslela traductionpré-
sentéadans[PRA 99] etd’autre part parcequ’il étudielesrelationsentrel’or dred’application
desreglesdansla preuvedesséquentetles procesdinis associésau mémeproblémed’acces-
sibilité. Nousprouvonsqu’a partir d’'un arbre de preuvecanonique nouspouvonsconstruire
un procesdini équivalentet queréciproquementpour chaqueprocessini, un arbrede preuve
canoniquepeutétre construit.Une contribution de cetarticle estdemontrer quel’efficacitédu
calcul desséquentgnlogiquelinéaire dansle fragmenimultiplicatif misenceuveici peutétre
utiliséeafin de détermineles procesdinis d’un réseaude Petri quelconque

ABSTRAT. Equivalencebetweerreadability in Petri netsand provability of certainsequenof
Linear logic hasbeenprovenin variousways.Our contribution refineghis resultin two ways.
It considerghe specifictranslationintroducedn [PRA 99| andit studiestherelationshipse-
tweenthe order of therule applicationin the sequenproof andthefinite processeassociated
with the samereadability problem.\We provethat froma canonicalprooftree,an “équivalen-
t” finite processcan be derivedand reciprocally that for ead finite processan“equivalent”
canonicalprooftreecanbe constructedOneof the contributionsof this paperis thatthe effec-
tivenesof linear logic sequentalculusin the multiplicativefragmentusedhere can be used
for determininghefinite processesf any Petri net.
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1. Intr oduction

Différentestraductionsd’un réseaude Petri en logiquelinéaire[GIR 87] ont été
proposéesDans certainesd’entre elles ((MAR 89, GUN 89]), les transitionssont
considéréesommedesaxiomesa ajoutera la logique linéaire. D'importante pro-
priétésde la logiquelinéaire telles queI'élimination descoupureg“cut rule”) sont
ainsiperduesToutefois,c’est dansce contexte queles premieregelationsentredes
preues de logique linéaire et desordrespartiels(dansle casparticulierdesordres
“série/paralléle”ont étéexploréedGUN 89.

Dans[BRO 89], un réseaude Petriesttraduiten uneunigueformule de logique
linéaire.De cettemaniéreja structuredu réseaude Petriestcombinéeavec sonmar
qguagenitial [GIR 97] etlesdéductionpossible€nlogiquelinéairenecorrespondent
pasnécesairemericequi estpossible Dans[ENG 90], uneapprochesémantiquest
utilisée et lesréseauxde Petri sontconsidérézommedesmodelesde la logiqueli-
néaire Cetteapprochaes’estpasavéréetresfructueusearlespropriétésiesréseaux
de Petriclassiquesie pouvaientpasétretraduitesenlogiquelinéaire.

CepapierestbasésuruneautreapprochdGIR 97,PRA 99] dandaquellelesmar
guagessontreprésentépardesmondéme®n ® (lesatomedogiquessontdesjetons)
et lesfranchissementde transitionspar desformulesimplicatives(Pre(t) —o Post(t)
avec Pre(t) et Post(t) desmonbmesen ®). Un problémed’accessibilitéentreun
marquagenitial M, etun marquagéinal M,, apartird’'uneliste detransitond s’ex-
prime parun séquent prouver,

Danscettederniéreapprocheaucunaxiomen’est ajoutéa la logique linéaire et
I'élimination de la regle de coupureest préservéel’'équivalenceentreaccessibilité
et prouvabilité restevraie [GIR 97] et les arbresde preuwes peuent étre construits
de manierecanoniqueenappliquantde fagonitérative la regled’éliminationde I'im-
plication linéaire a gauche("régle —,") [PRA 99, AND 92] (une applicationde la
reglepourchaqueslémentdela liste!). Cetterégleestassimiléea un franchissement
de transition.L'implication linéaire exprime la relationde causalitéentreles jetons
consommeéet produits.Chaqugeton produit puisconsomméendanta preue cor
responch unerelationde précédencentredeuxapplicationsdela regle —;, dansla
preue (celle qui a produitle jeton et celle qui I'a consommé)Dans[PRA 99, ces
relationsde précédencesontinterprétéesommedesprécédencesntreles franchis-
sementsiestransitionscorrespondantesfin de calculerdesduréesde scénarioDans
[MAN 02] nousavons montréquel’ensembledesrelationsde précédenceéduitde
I'arbre de preuve canoniquedéfinit un ordrepartiel parmil’ensembledestirs detran-
sitionsetquel’on pouvait endéduireun graphede contraintesemporellesjuanddes
durée<ttaientassociéeauxplacesou auxtransitions.

D’un autrecoté,les dépliageset les procesgle réseauxde Petri constituentune
desprincipalessémantiqueséellementconcurrentesiesréseauxde Petri ([NIE 81,
GOL 83,BES87,MES 96, HOO 96, ESP96]). Lesprocesstlesdépliagesd’un ré-
seaude Petri pour un marquagenitial donné,sontdesgraphesagscliques,finis ou
infinis composésle placeset de transitions En fait, dansde tels réseauxdénommés
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réseawd’occurrence les placessymbolisentesjetonset lestransitionssymbolisent
les franchissementsle transitions.L'unique transitiond’entréed’une place corres-
pondautir qui a produitle jetoncorrespondantJn processie contientpasde conflit,
chaqueplacea une seuletransitionde sortie représentanie tir qui a consommde
jetoncorrespondant.

Danscet article nousprouvonsque, a partir d’'un arbrede preuve canoniqueen
logiquelinéaire on peutconstruireun procesdini d'un réseawude Petri. Réciproque-
ment,a partir de chaqueprocessini entreun marquagenitial et un marquagseinal,
un arbrede preue canoniqued’un séquentomposélesmarquagesorrespondargt
de la liste destransitionsfranchiespeutétre construit.Ainsi la décidabilitéet I'effi-
cacitédu calculdesséquent&nlogiquelinéairedansle fragmentmultiplicatif utilisé
ici ([GIR 87]) peuentétreutiliséspourdéterminefesprocesdinis den’importequel
réseaude Petri(bornéou nonparexample).

L'article possedéa structuresuivante La sectior2 détaillecommentesproblémes
d’'accessibilitédansles réseauxde Petrisonttraduitssousla forme de preuvesde sé-
quentdelogiquelinéaireet commentesarbresde preuvescanoniquesontconstruits.
Dansla section3 nousrappelonccommenties processontobtenusa partir d'un ré-
seaude Petri et de sonmarquagenitial, et nousprésentonsleux opérationssur les
procesgjui serontutiliséesdandessectionst et5. La sectiord montrecomment’en-
sembledesrelationsde précédencebtenues partir d'un arbrede preuve donneun
procesdini entrelesmarquagesnitial etfinal duséquentRéciproquementa section
5 démontrecommenibtenir, a partir detout processini, unarbredepreue prouvant
le séquentomposélu marquagenitial, du marquagdinal etd’uneliste defranchis-
sementsie transitionscorrespondardux transitionsdu processNousterminonspar
unediscussiordesrésultatsetendonnaniguelquegperspectiesderecherche.

2. Accessibilitéetlogique linéaire

Danscettesection,nousdonnondes notationsutiliséesavantde présentefa tra-
ductiond’un problémed’accessibilitésousformed’une preuwe de séquenenlogique
linéaire.Enfin, nousprésentongarbre de preuwe canonique.

2.1. Notations

UnréseawdePetri N ([REI 98]) estuntriplet (S, 7', W) ou S estun ensembléini
deplacesT" estunensembldini detransitionstelsqueSN7T = @, etW : {(S x
T)U (T x S)} — N estla matriced’'incidence.X = S U T estl'ensembledes
élémentde N. L'ensembledesélémentsd’entréed’un noeudz € X (noté*z) est
l'ensemble{y € X, W (y,z) # 0} etl'ensembledesélémentse sortiede z (noté
z*) estl’'ensemble{y € X,W(z,y) # 0}. L'ensemble*z U z* s’écrit *z*. Un
marquagel/ de N estunmulti-ensemblelf : S — N. Pre(t) et Post(t) sontdes
ensemblesleplacedelsqueVs,t : Pre(t)(s) = W(s,t) etPost(t)(s) = W(t,s).
Soit deuxmulti-ensemblesle placesM 1 et M2, nousnotonsM; C M, la propriété
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N

Vs € S, Mi(s) < Ms(s). NousnotonsM [ > M’ I'accessibilitéde M’ a partir de
M enexécutania séquence € 7™ (lesélémentgies étantordonnés).

2.2. Traductionenlogiquelinéaire

Le fragmentmultiplicatif de la logiquelinéaireintuitioniste(MILL) estsufisant
pour cetteapprochell ne contientquele connecteumultiplicatif "®" (conjonction
deshypothésesgt I'implication linéaire"—". Il n'y a pasde négationet le meta-
connecteuf' " estcommutatif.La spécificitéde la logiquelinéaire (par rapporta la
logique classique)est que les propositionslogiquessont consomméegpendantune
déduction Prouwer un séquentevient a vérifier queles hypothésesequisesontdis-
ponibleslorsqu’ellessontutiliséeslors d’une étaped’'une preue.

Lesatomessymbolisentesjetonsetleursnomssontlesplacesouellessetrouvent.
Lesmarquagesontreprésentépardesmondme®n®. Lesfranchissementdetran-
sitionssontreprésentépardesformulesde la formesuivante:

t . Pre(t)—oPost(t) [1]

ou Pre(t) et Post(t) sontdesmondémeen®, commelesmarquages.

Unepreue d’accessibilités’exprimeparle séquensuivant:
Mo, lo + M, [2]

ou M, estle marquagénitial, M,, le marquagéinal et/, estuneliste nonordonnéale
formulesreprésentardestirs detransitionssouda formel. Cesformulesreprésentent
destirs car si unetransitiont estfranchien fois pouratteindreun marquagealorsla
formule correspondantdoit étre présenten fois dansl,. Cetteliste estun bloc de
formulesreliéesparle meta-connecteur".

Le fait quela preuwe d'un séquen® prouwe I'accessibilitéde M,, depuisM, est
uneconséquencdel'équivalenceentreprouvabilité etaccessibilit§GIR 97]. Le tra-
vail présentélanscetarticle peutétrevu commeun raffinementde ce résultatparce
gu’il estprouvéqu’en plus de 'accessibilité,nous pouvons construireles process
existantentrelesdeuxmarquages.

2.3. Exemple

Soitle fragmentderéseawdePetridelafigurel. Lesfranchissemenetransitions
sontnotéscommesuit:

11 s1Qs7—059Rs7 t3 : s5—os3
ta : 54®s7—0S5®S7 ty : S5—o0Sg [3]
ts : 530856051 @51 ®54Q84
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Figure 1. Exemplede processleréseaude Petri

L'accessibilitéd’'un marquagevec deuxjetonsdanschacunedesplacess; et s,
etun jetondansla places; apartird’'un marquagevec unjetondanss, s, €ts; en
tirant uneseulefois chacunalestransitionsty, t», t3, t4 €tis s'écrit:

51@54@57,11,12,13, 14,15 F 51051 @54Q54@s7 (4]
N—_———
Mo lo M,

2.4. Preuwe d'un séquent

Un arbrede preue estune preuwe syntaxiqueet donc une suite d’applications
de régles.Chaqueapplicationprouwve qu’un connecteur correctemenétéintroduit.
L'arbre estlu de basen haut; le basétantle séquent prouwer. Les feuilles qui ter-
minentlesdifférentedorancheslel'arbre sontdesidentités.Dansle fragmentMILL,
commela régle de coupurepeut étre éliminée, il esttoujours possiblede réécrire
un arbresousla forme d'un autrearbrede preuwe qui n'utilise queles réglesd’éli-
mination (éliminer c’estmontrerquele connecteun été correctemenintroduit) des
connecteursp et —o avec,biensdrlarégleldentité.De plus,commela partiedroitede
nosséquentse comporteaucunamplication linéaire (car c’est un marquage)nous
n'utilisonsquela régled’introductiona gauchede cetteimplication.

Soit A unatome,F, GG et H desformules,I" et A desblocsdeformules(connectés
par","). Lesreglesnécessaireauxpreuvessont:

Identité Introductionagauchede —
id I'-F AGHFH -
AFA  [5] T,A, F<GFH " [6]
Introductiona droitede ® Introductionagauchede ®
THE ARG NLEGEA o

TAF FoG [7] T, FeGF A [8]



6 MSR'03.

SoitM = 51, Se, ..., Sn uneliste d'atomes(jetonsportantdesnomsde places).
Nousdéfinissons;(A1) commele multi-ensemblel’atomesiM = n(M) avec
M(s) =|{i €[l,n]:S; = s}|.

2.5. Arbre depreuwe canonique

Un séquenpeutétre prouvépar plusieursarbresde preuwes. Les séquentsl'ac-
cessibilitéayantuneformespécifiquenousavonsutilisé uneméthodecanoniquepour
construirdesarbresde preues.

2.5.1. Etapeinitiale
Principe

Démarrantvec un séquente la forme 2, l'introduction a gauchedu ® (regle8)
estappliquéede maniéreitérative jusqu’ace quele marquageV/, soittransforméen
uneliste d’atomesséparépar desvirgules.D’'un point de vue logique, celasignifie
gueles atomespeuent étre utilisésindépendammerdansles regles.Soit M, cette
liste qui n’estplus uneformule maisun bloc d’atomesNousavons My = n(M,) et
le séquenbbtenuest Mg, lo - M,,.

Exemple

Prenonde casdu séquent :
Mo = 51,584,857, lo=11,12,13,14,15 €L M, = 51051 ®54@5,R57 .

Nousavons:

51,84,57,t1,12,13,14,15 F 51®51 ®54Q54®s7
51,54@87,11,12,13,14,15 F 51051 ®54054@5s7
51Q54@s7,1t1,12,13, 14,15 - 51®51 ®54Q54®s7

®L [9]

2.5.2. Etapeitérative
Principe

Cetteétapeadoit étreexécutéaineetuneseulefois parfranchissemerdetransition
delaliste!. Elle estexécutéepourlesséquentsle la mémeforme que2 apred’étape
initiale qui est:

Ml = My [10]
ou M; estuneliste d’'atomesséparépar desvirgules,/; estuneliste detirs detran-

sitions et M,, le marquagdinal. Elle estdécomposéen trois sous-étapefou pas
itératifs).

Premier pas Le premierpasestl’application de l'introduction a gauchede —
(régle 6) pourle tir de transitionchoisit. Le séquentourantde la preue estainsi
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réécritsousla formededeuxséquentsNousavonsF = Pre(t) etG = Post(t) dans
la regle6. Pourl'arbre canoniquenpousnousrestreignonsu casou I' estunesous-
liste de M;. Etantdonnéqu’un séquentqui estmal équilibré du point de vue des
atomesne peutpasétre prouvé,une preue ne peutétrecontinuéequesi T' contient
exactementes atomesde Pre(t) avec la mémemultiplicité : ceciestunecondition
nécessairet sufisante.En conséquencelre(t) C M; etn(I') C Pre(t). Le bloc
A estcomposédu restede M, concaténéwvec le restede /; aprésavoir éliminé la
formulecorrespondari .

Considéronge franchissemerdela transitiont etposons\m; = T', M’; et
l; = Pre(t)— Post(t),l;+1, nousobtenonda constructiorsuivante:

T'F Pre(t) M';, Post(t),liz1 F My -
T, M’;, Pre(t)—Post(t),li11 + M, L [11]

Notonsque M;, M';, T etl;;1 sontdesblocset Pre(t), Post(t) et M, sontdes
formules.

Secondpas Ce secondpasconsistea appliquerla regle 8 (®r) itératvement
surlaformule G = Post(t) afin dela transformerenuneliste d’atomesLe séquent
obtenuestalorsde la forme de 10. M; 1 estobtenua partir de M; eny enlevant
lesatomesde Pre(t) eteny ajoutantiesatomesde Post(t). [;+1 estobtenua partir
del; enenlevantlaformule correspondard . La partiedroitedu séquenfM,,) reste
inchangée.

Troisiemepas Le troisiemepasconsistea appliquerla regle 7 (®r) itérative-
mentsurla formule F' = Pre(t) afin d’obtenirautantde séquentsdentitésqu’il y a
d’atomesdansF. Nousappliquonsalorsla regle5 identité pourproduirelesfeuilles
del'arbredepreu\e.

Exemple

Prenonda preuwe du séquent. Si nousconsidéronge franchissemerde la tran-
sitionty, nousavonsle fragmentd’arbrede preuwe suivant:

id id
51k 81 s7 b s7 - So,54,87,19,13,14, 15 - M,
51,57 F 51@s7 54,52@57,12,t3,t4,t5 - M,

S1, 54,57, 51®857—082®57,t2,13,14,15 = M,
—————

®r,

t1

[12]
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2.5.3. Etapefinale
Principe

L'étapefinalequi déhutelorsquela liste /; estvide, consistea appliqueritérative-
mentlaregle®r dansle but deséparefe séquenendeuxensembles!’identitésafin
depouwir appliquera regleidentité.Cetteétapen’estpossiblequesi la derniérdiste
dejetonsM; estcomposéalesmémegetonsque ceuxqui composente marquage
final M,,. Si cen’estpasle cas,la preuwe échoue unepreu\e qui éEchouene signifie
pasforcémenfjuele séquenh’estpasprouvable.

Exemple

Prenonsde nouweaula preuwe du séquent4, on obtientle fragrmentde preuwe
suivant:

o o o
id 51k s 54,54,57 F 54@54Qs7
i ®r

s1 s 51,54,54,57 F 51051054®s7 On

51,81,54,54,57 F 51051 ®54®5,@s7 [13]

3. Procesdderéseauxde Petri
3.1. Processtréseauxcausaux

Unrésealcausa[REI 98] ouréseaw’occurrencesléterminist¢NIE 81,BES87]
estunréseaude Petri (étenducaréventuellementle taille infinie) ag/clique sauf (1-
borné)ou chaqueplacepossedeau plusunetransitionenentréeet en sortie.Un pro-
cessderéseaude Petri N estun résealcausalO associéa un morphismede graphes
bipartiesde O vers N, i.e. uneapplicationdesplacesde O verslesplacesde N, des
transitionsgde O verslestransitionsde N, et satisfaisanguelquegpropriétésaddition-
nelles.Dansnotretravail, nousne considererongueles procesdinis. Formellement,
lesréseaucausawetlesprocessontdéfiniscommesuit ;

UnréseaucausalestunréseaudePetriO = (B, E, F') tel que:

1)F: Bx EUE x B — {0,1} : lestransitionsne peuwent produire(resp.
consommerjjuedesjetonsuniques.

2)Ve € E, *e # 0 # ¢*, i.e. toutetransitionpossed@aumoinsuneplaced’entrée
etuneplacedesortie.

3)Vbe B, |'b| < letVb € B, |b*] < 1:lesplacessontdesentréestdessorties
d’au plusuneseuletransition.

4) F+ estagcligueot F+ C BU E x B U E estla fermeturdransitvede F'.

UnprocessleréseawePetriN = (S, T, W) estunepaire(O, A) ouO = (B, E, F)
estunrésealcausakt A estuneapplication\ : BU F — S UT telleque:
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1) M(B) C S, A(E) C T : X assocides transitions(resp.les places)de O aux
transitiongresp.auxplaces)de N.

2)Ve € E : A(*e) = *A(e), A(e*) = A(e)* : A présere 'ensembledesplaces
d’entréeetl’ensembledesplacesdesortiedestransitions.

)Vee E,Vs € S: W(s,Ae)) = [A7L(s)N *e] AW (A(e),s) = |A"L(s)ne*]:
A présere lesaritésd’entréeetde sortiedestransitions.

4) Soit M;, un marquagede N, alors (O, A) estun processdu réseaumarqué
(N, M;,,) seulemensiVs € S, M;,(s) = |[{b € B: *b = 0 AA(b) = s}|. Cela
signifiequelesplacesnitialesde O corresponderde maniérebijective auxjetonsdu
marquagenitial A;,.

Parlasuite,(O, A) estunprocessleréseaumarqué N, M;, ) avecN = (S, T, W)
etO = (B, E, F). Unetransitione € E estappeléun événementet peutétrevu
comme(uneoccurrencele)untir delatransitioni(e) € 7'. Uneplaceb € B modélise
unjetondansla placeA(b) € S.

Remaguel

Un procesq (B, E, F'), ) estdéfini"a isomorphismepres": lesensembles3 et
E desplaceset destransitiongpeuwentétresubstituéparn’importe quelsensembles
B’ et E’ d'intersectionvide au moyende bijectionsB — B’ et E — E’. Ces
bijectionsinduisentde faconuniqueunerelation 7’ imagede F' et un morphisme\’
compatibleavec le morphisme\. Le process(B’, E', F'), \') obtenuestle méme
que celui de départ"a isomorphismepres". En particulier dansune représentation
canoniqued’'un process,B pourraitétredéfini pare® = U,ers{(e, 5)} x [W (2, s)],
pourtoute € FE avec A(e) = ¢. Pourtout entierk on note [k] 'ensemble[k] =
{1,2,... k}.

B-coupeset marquagesaccessibles

Soit F* lafermetureransitve-réfl«ivede F. CommeF* estagyclique, F'* (resp.
F*) estunordrepartiel (resp.un ordrepartiel strict) quenousnotons< r (resp.<r).
UneB-coupeestun ensemblele placesC C B tel quedeuxplacesde C sontincom-
parablegpour<r (propriétéCutl ci-dessousgt estun sous-ensemblmaximalde B
pour cettepropriété(propriétéCut2). On notepar Cut(O) I'ensembledesB-coupes
deO etainsisiC C B :

Cutl : 0,0 €eC = —(b<p V' ¥ <p b)
CEC“t(O)‘:’{ Cut2 :b¢C =W eC:(b<p b\ b <p b)
Un ensemblede placesqui ne satisfaitque la condition 1 estappeléune anti-
chaine

Une place sanstransition d’entrée (resp. transition de sortie) est appelémini-
male(resp.maximale) Lesensembleslesplacesminimaleset maximalessontnotés
Min(O) et Maz(0) : Min(0O) = {b,*b = 0}, Maz(0) = {b, b* = 0}. Min(O)
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et Maz(O) sontdesexemplesde B-coupes: Min(0O) € Cut(O) et Maz(0) €
Cut(0).

Le passé&’une B-coupeC estle réseawd’occurrencesC' = (B¢, FE¢, Fe) avec
Be = {b S B|3b/ e C,b <r b/},EC = {6 S E|E|b € Ce <r b} et Fe =
F/BcuEe - Aveclapplication \c = A/B.uE., la paire(JC, A¢) estun processde
N.

Ordr e partiel étiquetéassocié un process

A chaqueprocesqO, ) nousassocion$ordre partiel étiquetéparlestransitions
P(O,)) = (E,<r /ExE, A/ E) induitparlesrestrictiongdde<r etde A al'ensemble
desévénementdNousnotonsaussicetordrepartiel par P(O) lorsqu'il n’y aaucune
ambiguitéL'ensembledesextensiondinéaires(oulinéarisationsyle P(O, A) estnoté
Lin(P(0, X)), formellementZLin(P (O, A)) estl’'ensembledesmotsde T définipar:

Lin(P(O, X)) = {A(e1).. Alen) €T, E={e1,....;en} Al(ei <p 5 =1 < j)}

Mar quagesassociégux B-coupes

SoitC' € C'ut(0), nousassocions C' unmarquagele N (un multi-ensemblele
placesde N) notép(C), avecpu(C) : S — N, définipar:

p(C)(s) =AM (s) NC]|

Celasignifiequelesplacesde A\~ (s) N C corresponderte maniérebijective aux
jetonsde i (C') dansla places.

Lacondition4 dela définitiond’un processquidit queM;, (s) = |[{b € Min(O) :
A(b) = s}|, peutétrereformulépar p(Min(O)) = M;,. Notonsque le multi-
ensembleu(D) peutétre défini pour tout sous-ensembl® C B mémesi D n'est
pasunecoupe enparticuliersi D estuneantichainaeleO.

Une propriétéimportantedes B-coupesest que les marquagesssociésontac-
cessibleslansle réseaule Petri: si (O, ) estun procesdle (N, M;,,) etqueC' €
C'ut(0) alorsp(C) estaccessiblelans(N, M;, ) etpourtoute € Lin(P(}C)) nous
avonsM;, (o > u(C).

VC € Cut(0),Vo € Lin(P(} C)) : Mipo > pu(C)

Tout marquageaccessibla’un réseaude Petri et toute séquencele tir y menant
peuwentégalemenétreextraits d’un processNousutilisonsla propriétégénérales-
sociantdesséquencedetirs adesproces§BES 87] :

YoeT* : Mo > M <—
3(0,A) : p(Min(0O)) = M, p(Maz(0)) = M', o € Lin(P(0, \))
qui signifie que les séquencesle tirs correspondena deslinéarisationsde pro-

cessD’autrespropriétésmportantesiesprocesseslient auxséquencedepasetaux
franchissementd'ordrespartiels(voir [BES 87]).
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3.2. Ajouter une occurrencedetransition & un process

En associantn processa un arbrede preuve dansla section4, chaquepasdans
la constructiord’un arbrede preuve seramodéliséen ajoutantau processourantune
transitioncommesuit.

Définition

Soitt € T'et D C Maxz(O) un sous-ensemblde placesmaximalestel que
u(D) = Pre(t), ou de maniereéquivalenteA\(D) = *t A (Vs € *t,|A7!(s) N
D| = W(s,t)). Dansce cas,nouspouwns"ajouter une occurencedet a (O, A)

aprésD", cequi donneun nouveauprocessde N noté (0’, \') = (O, A).(D,t) ou
O' = (B, FE', F') et X sontdéfinispar:

1) E' = F W {e}, oue estunnouwel événemenfw représentéunion disjointe).
2) B’ = B W B, avecunebijectionr : B, — Useps{s} x [W (¢, 5)]

3)F' = FuU{(be),be D} U{(e,b),b € B.}
HN/BUE=XN(e)=1t,N(b) =ssibe B, etr(b) = (s,1).

L'introductionde B, etder estunartificequiassurgue BN B. = (} etqui permet
de définir )’ sur B, dansle point4 ci-dessusLe lemmesuivantestuneconséquence
directedesdéfinitions:

Lemme1l Le couple(O’, X) = (O, A).(D,t) définici-dessusestun processde N
qui satisfaitlespointssuivants:

1) B. estuneantichainetelle queu(B.) = Post(t).
2) Maz(0O') = (Maz(0) — D) ¥ B,.
) p(Maz(0") = p(Maz(0)) — Pre(t) + Post(t).

Notonsque M in(0O') = Min(O).

3.3. Constructionitérative d’'un process

Un processleréseaude Petripeutétreconstruitenajoutanttératvementestran-
sitionscommedéfiniprécédemmen€eciserautilisé danda sections pourconstruire
unarbrede preuwe a partird’un process.

Soit (O, A) unprocesgle N ou O = (B, E, F), soitn = |E| etsoite;..e,, une
énumératiorde E telle quee; <p ¢; = i < j. Clairementr = A(e1)..A(ey) est
unelinéarisationde P(O, A), o € Lin(P(O,\)). SoitO; = (B;, E;, F;) (i = 1..n)
la séquencele réseawcausawdéfiniépar £; = {e1,....e;_1,¢e;}, Bi = *E?, F; =
F/B,uE,, etsoit\; = \/p,ug,, alorsle lemmesuivantestuneconséquencdirecte
desdéfinitions:
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Lemme?2 Pouttouti: = 1..n, (O;, A;) estun processde N qui peutétre défini par
ajoutdela transitionA(e;) & (0;_1, A;_1) apres®e; :
(Oi, )\Z) = (Oi—la )\i—l)~(.6i, )\(62)) QUI [:J'USGSI:(O7 )\) = (On, /\n)

4. Desarbresde preuvescanoniguesaux process

Danscettesection,nouspartonsd’'un arbrede preuve canoniquest nousvoulons
construireun processuiantla méthodetérative de preuse.

Dansun arbre de preuwe canoniquer prouvantun séquentiMy,ly F M,, les
étapednitiales et finalessontuniqueset entierementéfiniespar M, et M,, (resp.
marquagednitial etfinal). L'arbre de preuwe estalorscaractériséar!’'ordre dansle-
quellesfranchissementdetransitionglelaliste [, sontéliminésde maniérdtérative.
Onnotes(7) la séquenceletransitionscorrespondanta la séquencel’éliminations
dansl’arbre de preuve canoniquer.

Nousassocionsin processa chaquearbrede preuwe canoniquer d’'un séquent
décrvantun problemed’accessibilitéel queséquenkttle procesontlesmémesnar
quagesnital etfinal, et tel queo(7) estunelinéarisationdel’ ordrepartiel étiqueté
associé.

Laconstructiorsedéroulecommesuit: soitr I'arbre depreuveduséqueniVfy, /o F
M, achaquepasi (1 < i < n) delaconstructiordel'arbredepreu\e, caractéris@ar
unséquentourantM;, [; - M, etunfragmentcourantdel’arbrer;, nousdéfinissons
unprocesg0;, A;) tel quep(Min(0;)) = Mo, p(Maz(0;)) = n(M;) ettel quela
séquenceletransitionss(7;) estunelinéarisatiordel'ordre partiel P(O;, A;).

Procesdnitial :

Démarronsvec le séquentM,, ly = M,. Le process(Og, Ag) estdéfini par:
O = (Bq, 0, 0) avec By et telsquepu(By) = M.

Pasitératif : 4+ 1 :

NousavonsconstruitunprocesgO;, A;) telqueu(Min(O;)) = Mg, u(Maz(0;))
= n(M,) eto(r;) estunelinéarisatiordel'ordre partiel étiquetéP (0;, A;). Soitt; 14
latransitionéliminéeaupasi + 1 dela preue.Celasignifieque Pre(t;+1) C n(M;).
Puisqueu(Maz(0;)) = n(M;), nouspouvonstrouver (au moins, voir remarque3
ci-aprés)une antichaineC;+1 C Maxz(0;), telle que u(Ciy1) = Pre(t;41). Les
hypothéeseslela constructiorde la section3.2 sontsatisfaite®et nouspouvonsdonc
ajouteruneoccurrencelet; 11 a(0;, A;) aprésC; ;1. Le proces®btenuestle process
construitaupascourant (O;4+1, Ait+1) = O, Ai).(Cig1,tig1)).

Suiteaulemmel nousobtenonsu(Maz(0;4+1) = u(Maz(0;) — Pre(tiz1) +
Post(t;41). Soit M;41,05,41 F M, le séquentaprésavoir éliminét; ., suitea la
réglell, noussavonsquen(M;y1) = n(M;)— Pre(ti41)+ Post(t;+1). Nousavons
prouvéquep(Maz(0;41)) = n(Miy41). Deplusl;;, estdéduitdel; enenlezantun
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franchissemerdet; ., . Soit7; 1 le nouveaufragmeniel’arbre depreuwe canonique,
commeo(7;) estunelinéarisationde'ordre partiel étiquetéP (O;, A;), o(7i41), par
constructions(7;+1) estunelinéarisatiordel’ordre partiel étiquetéP (O;, Aj41)..

Procesdinal :

Aprésle pasn, nousavonsconstruitun procesg0,,, A,) tel que:
u(Maz(0,)) = M, eto(r) € Lin(P(On, \pn)).

Nousavonsdoncprouvéle théorémesuivant:

Théoremel Soit My, Iy F M, unséquenexprimantl’accessibilitéd’'un mamquage
M,, depuisunmamuageM, dansunréseaudePetri N. SoitT unepreuvecanonique
de ce séquentet soit o(7)) la séquencel’étiquettesde transitionscaractérisantla

séquencd’éliminationdetir dansl’arbredepreuvell estalorspossibledeconstruie

aumoinsun procesqO, A) de N tel que:

u(Min(0O)) = My, u(Maz(0)) = M, eto(r) € Lin(P(O, \)).

Remague?2

Quandil y a plus d’'un jeton dansune place,le processpeut étre prolongéde
différentesaconsqui ne sontpastoujourséquialentesC’estpourquoia un arbrede
preuwe on peutparfoisassocieplusd’un process.

Exemple

Pourle réseaule Petride la figure 1, I'arbre de preuwe canoniquedu séquent
peutétreprouvéenéliminantsuccessiement(aprede pasinitial) lestirs det, -, ts,
t4 etts. La preuwe seterminepar le pasfinal. Pourcettearbrede preuse r, o (1) =
t1;t3;t0;14; 5, le processorrespondardgstreprésentséurla figure1.h

Ce processestuniquecar c’est seulemenpour le marquagdinal que certaines
placescontiennentplus d’'un jeton. Pour chaquepasde la preue, il n'y a aucune
ambiguitédansla constructiordu process il n'y a qu’uneseulefagond’ajouterune
occurrencealetir dela transitionconsidérée.

Pourle marquagenitial les deuxtransitionst; ett, sontenconflit. En sélection-
nantdansla preuw I'élimination du tir det¢; avantcelledet,, oule contraire,nous
aboutissonadeuxarbresdepreue canoniquesaractérisépardeuxséquencediffé-
rentess. C'estla mémechosepourlesprocessEn construisante processlemaniere
itérative guidéepar o, nousconstruisongneffet lesprocescorrespondari la méme
résolutionde conflit.

5. Desprocessaux arbresde preuvescanonigues

Dansla sectionprécédentdg4), nousavons montréqu’a partir de n'importe quel
arbrede preuwe canonigquenouspouvionsconstruireun processDanscettesection,
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nousdémontrond’inverse: a partir de n'importe quel processfini, nous pouwons
construireun arbrede preuve canonique.

Soit (O, A) un procesde N ou O = (B, E, F), soientMy = p(Min(0)) et
M, = p(Maz(0)). Soientn = |E| ete;..e, uneénumérationle E telle que
e; <p € => i < j e1..en, €180it (0;, A;) aveci = 1, n la séquencassociéales
procesgléfiniedansla section3.3.Soite = A(e1)..A(en) (0 € Lin(P(O, A))). Soit
ly la liste nonordonnéadesélémentsie o. Nousconstruisongtérativementun arbre
depreuwe T duséquentViy, iy - M, telques(r) = o.

Fragmentinitial del'arbr e de preuve:

Il estforméparl'étapeinitiale (section2.5.1)etil estcompléetemendéterminéar
Min(0).

Pasitératif : 4+ 1 :

Nousavons construitles : premierspasitératifs de I'arbre de preuw. Soit ; ce
fragment.Le séquenenhautdel’arbre r; estM;,l; + M, . Leshypothéses'induc-
tion sontn(M;) = pu(Maz(0;)), o(7;) = Aex)..A(e;) etl; estlaliste nonordonnée
desélémentsie A(e;41)..A(en).

Suiteaulemme?2, nousobtenong0; 41, Ai+1) = (0, As).(*€i41, Aleig1)). Soit
ti+1 = A(ei+1), parconstructiomousobtenons’e; 1 C Maz(0;) et pu(®eit1) =
Pre(t;y1). ParconséquenPre(tiy1) C pu(Maz(0;)) et Pre(tit1) C n(M;). Nous
pouwonsajouteraufragmentdel’arbre de preuve ; laréglell1pourlatransitiont; ;.
Le nouweauséqueni\t;1,l;+1 - M, ausommetel'arbreesttel queleshypothéses
d’inductionsontvérifiéespour: + 1 (lescalculsden(M;41) et u(Maz(0;41)) sont
identiguesa ceuxdela sectiord).

Arbr efinal :

Quandaséquence; . . . e, aétécomplétemengxplorée housprocédons|'étape
finale (section2.5.3)pour obtenirun arbrede preuve canoniquer tel ques(r) = o.
Pour chaquelinéarisationde P(O, A), un arbre de preuve canoniquedifférentpeut
étreobtenu Pourunelinéarisatiordonnée|'arbre de preuwe canoniquesstuniquecar
les pasitératifssontcompletemendéfinisparlesnomsdestransitions.

Théoréme2 Pour chaqueprocessini (O, A) tel queu(Min(0)) = My, p(Maz(0))
= M, etpourchaques € Lin(P (O, X)), il existeexactementinarbre depreuveca-
noniquer duséquentVy, lo - M,.

Exemple

Pourle réseaude Petridela figure 1, un procesdini démarrantvecun marquage
initial composé&’un jetondanslesplacess;, s4 et s; etterminantavec un marquage
final composéle deuxjetonsdanschacunelesplacess; etss etdeunjetondansla
places; estreprésentdigure 1.h C’estun processdontla transitiont; estfranchie
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avantt,. Différentsarbresdepreue canoniquegeuentlui étreassocier parexemple
larbre v’ aveco (') = t1;t3;t2;ta; ts OUlarbre r” aveco (77) = t1;ta;13;ta; t5. lls
sonttouséquialentsquantauprocesstal'ordre partielgénéré.

6. Conclusion

Danscetarticle,il a étéprouvéquelesensembleslerelationsde précédenceb-
tenuspar les preuves canoniquesle séquentsontdesprocesgle réseaue Petri et
queréciproquemeng partird’un processini, unarbredepreuwe canoniqueeutétre
construit.Cecijustifie bienla correspondancentredesaplicationsdela régle" —o,"
dansles arbresde preuwe et les tirs de transitiond’un réseaude Petri. C'est aussi
unepreue quelespreuvescanoniquesontcomplétesi.e. qu’ellesgénéerentousles
ordrespartielspossiblegparmilestirs detransitions De plus,si le marquagdinal est
accessiblelepuisun marquagenitial donné,l estpossiblede prouver le séquenpar
unepreue canonique.

Lesrésultatprésentédanscetarticledonnenuuneautreapprocheourconstruire
lesprocessleréseaude Petriqui estsimilaireacellebaséesurlesdépliagesieréseau
de Petri. Quellessontdonc les différence® La plus importanteestque I'approche
baséesur la logique linéaire produit desprocessinis entre deux marquageprédé-
finis. Commenousne travaillons qu’avec desprocessfinis, cetteapprocheesttres
utile pour prouver despropriétésde vivacité plutdt que de slreté.Par exemple,elle
n'est pasadaptéepour prouver qu’un étatestinaccessiblePar contre, il estpossible
de prouwver qu’un systemepeut étre contrbléafin d’avoir un certaincomportement
prédéfini.Le fait que seulementes procesdinis soientconcerné®stla raisonpour
laquellel’approcheestexactementa méme,quele réseaude Petri soit saufou non,
oumémegu'’il soitnonborné.L'accessibilitén’estétudiéequedansle casd’uneliste
finie prédéfiniede franchissementdetransitions Avoir destransitionssources(tran-
sitionssansplaced’entrée)dansla liste n’est pasun problémecarle nombrede fois
gu’ellesserontfranchiesestdéfini parle séquent’accessibilité On doit simplement
utiliser I'élémentneutreassociéauconnecteur.

Touscespointssontdesconséquenceadirectesdela décidabilitédufragmentmul-
tiplicatif delalogiquelinéaireparcequenousavonschoisiunetraductiondesréseaux
de Petridansce fragmentsansavoir ajoutéd’axiomes(I’élimination descoupuresest
préservée).

Notre travail futur concernde déweloppementi’approchesompositionnellegt
modulairegpourconstruiredesprocessinis deréseauxie Petricarl’approchdogique
linéairesemblebienindiquéepour cela.En effet, I'utilisation dela reglede coupure
(maisaussidansplusieurscasla régle"®pg") quenousavonséliminéejusque-laest
en fait une maniérede séparera preuwe d'un séquenten une preuwe de deux sé-
guentsde plus petitetaille. En gardantunetracedesfranchissementgui ont produit
et consommé&hacundesjetons,il seraalorspossibledefabriquerun processorres-
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pondantunecompositiorséquentielléreglede coupure)ou paralléle(regle® r) de
deuxsous-process.
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