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Réseauxde Petri

Documentsutories: courspolycopie, notesde cours,examensdes2 anreesangerieures

1) Modélisation (8 points)

On consicereun atelierdefabricationde yaourtsfonctionnantparlots. Pourchaqudot, apres
le lancemente la fabrication,on attend queles deuxréacteurfR1 et R2 soientdisponibles on com-
menceenparalkleetindependammengar preparete lait (chauffagedansle reacteuiR1) etle ferment
(brassagedansréacteuiR2). Quandlesdeuxoperationssontterminees)e lait etle fermentsontsimul-
tarementtranseresdansle reacteurde fermentationrR3. On supposda duréedu transfertnégligeable.
La fermentation aalorslieu, puisl’'op érationconsistanavider le reacteuR3toutenle refroidissanta
I'aide del’ @changeude chaleurR4 dureégalemenun certaintemps L'installation estalorspr te pour
traiterun nouweaulot.

Réseau 2

Réseau 1

FiGc. 1: Lesdeuxréeseaux etudier

a) Montrer quele réseaude Petri“R éseaul” peutcorrespondre la specificationci-dessus.
Donnerla significationdesplaceset destransitions.

b) Commentfaudrait-il modifier le réseau/ou son marquagenitial) pour que I'installation
puissetraiter 2 lots simultarement(avec un seulréacteude chacurdestypesR1,R2,R3 etR4)?

T.S.VP
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¢) Commentpourrait-onprendreencomptele fait qu'il y a2 réacteurslefermentatiorR3?

d) On souhaitglavecala fois lesmodificationseffectueesenb) et enc)) fabriquerdeslots de
yaourtsala vanille etdeslots deyaourtsaucitron. Chaque éacteuR3 estspeciali€,l'un pourla vanille
etl’autre pourle citron. Commentpourrait-orrepresentececiparunréseaule Petricolore? Donnerles
ensemblesle couleursdesplaceset destransitionsetle marquagenitial.

2) Analyse (12 points)
On consicered’abordle réseaude Petri“R éseall”.
a) Calculerunebasede composantesonserativespositives.

b) Calculerle marquagele la placeps enfonctiondu marquagelesplacesp, et p; pourtout
marquageccessiblé partirdu marquageénitial.

c) Calculerle marquagelela placeps enfonctiondu marquagelesplacesp, et p, pourtout
marquageccessiblé partirdu marquageénitial.

d) En déeduirequelesplacesps et ps sontimplicites dansle resead’R éseau2” pourle mar
quageinitial donre.

e) Analyserle reseaude Petri“R éseau2” pour le marquagenitial donre par réductionen
expliguantbienlesreglesutilisées.

f) Analyseralorsle reseaue Petri“R eéseaul” pourle marquagenitial donre (dansla figure
1 sansprendreen compteles modificationsfaitesultérieurementpar reductionen expliquantbien les
reglesutilisées.
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Correction

Correctionde la modelisation

a) Onpeutassocietesinterprétationssuivantesaux placesetauxtransitions
— Placep, : Syseémeprétpourun nouweaulot,
— Placep, : demandelechaufagedulait enattente,
— Placep, : demandeale préparatiordu fermentenattente,
— Placeps; : chaufagedu lait dansle réacteuR1,
— Placep, : brassagelu fermentdansle reacteuR2,
— Placeps : reacteuR1 disponible,
— Placeps : reacteuR2 disponible,
— Placep; : fermentatiordansle reacteuiR3,
— Placeps : vidangede R3 etrefroidissemenal'aide del’ @changeuR4,
— Placep, : reacteuR3disponible,
— Placep,, : échangeude chaleurR4 disponible,

— Transitiont, : lancementlela fabricationd’un lot (interconn&ion avecle logiciel d’'ordonnance-
mentet de pilotagede I'atelier, la transitionestfranchiesur demandedu logiciel de pilotagede
I'atelier),

— Transitiont, : dekut du chaufage(la transitionestfranchiedesqu’elle estsensibili€e,elle ervoie
unecommandeux contidleurslocauxdesvannesdespompeset du réacteuiR1 pourremplir le
réacteupuisactiver I’ elementdechaufage),

— Transitiont, : delhut du brassagéla transitionestfranchiedesqu’elle estsensibili€e,elle ervoie
descommandesux contdleurslocauxdesvannesgdespompeset du réacteuiR2 pourremplirle

z

réacteupuisactiver I’ elementdebrassage),

— Transitiont, : début de la fermentation(la transitionestfranchiesur la demandedu logiciel de
pilotage- apresveérificationqu’un tempsminimal de chaufageet de brassage été assue - elle
envoie descommandesux contdleurslocauxdesvannesdespompeset desréacteurfl, R2 et
R3 pourarréterle chaufageet le brassageassurete transfertdesdeuxproduitsdansle réacteur
R3 etcommandete dékut du processusle fermentation),

— Transitiont, : dékut du refroidissemen(la transitionestfranchiesurla demandedu logiciel de
pilotageapresverificationquela duréede fermentatiorestcorrecte ni trop courte ni trop longue
- elle ervoie descommandeauxcontdleurslocauxdesvannesdespompesduréacteuiR3 etde
I' echangeude chaleurR4 pourterminerla fermentatioret assureun debitcorrectdansR4),

— Transitiont; : fin defabrication(la transitionestfranchiedésquel’on détectequele réacteuiR3
estvide, elle envoie descommandeauxcontdleursiocauxdesvannesgdespompesiuréacteuR3

etdel’ @changeude chaleurR4 et elle communiqueaulogiciel de pilotageet d’ordonnancement
del'atelier quela fabricationdu lot estterminge).
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b) La placep, repesentde sysemeprét pour traiter un lot. Si on metdeuxjetonsdanscetteplace,
celapermetde franchir deuxfois la transitiont,. Le logiciel de pilotageet d’ordonnancemende la
productionpeutdonclancerla productionde deuxlots simultarement.Le marquagenitial desplaces
Ps, Ps» Po €tp1o N'€tantpasmodifie,lesressourceserontgéreesconvenablement.

Il n’y apasdemélangedelotscar
— Lestransitiong/, ett. nelaissenfpassequ’unlot ala fois (unicite desréacteurfkl etR2),
— la transitiont; ne peutétrefranchiequelorsquele réacteuR3 estdisponible(un jeton dansla

placep,) et ce n'estqu’apressonfranchissemenjuet, et . peuwentetrefranchiesuneseconde
fois.

Un marquagelutype:
(M(ps) = 1) A (M(pa) = 1) A (M(pr) = 1) A (M(p1o) = 1)

estaccessiblePendantjue pourun lot on préparele fermentet on chaufe le lait, un autrelots esten
train de fermenter En ayantun seulréacteurde chacundeslots, on estdonchbien capabled’avoir deux
lots simultarementen traitementdanslatelier (fonctionnemente type “pipe-line” ). L'efficacite est
augmentesansadditionde matriel.

c) Avoir deuxréacteursle fermentationR3 serepresentesimplementn mettantdeuxjetonsdansla
placepy. On pourraalorsavoir deuxjetonsdansla placep; (maisnondansla placeps caril n'y a
toujoursqu’un échangeude chaleurR4). Physiquementsdeuxlots represenésparlesdeuxjetonsen
pe NEvont passemelangerpuisqu’il sontdansdeuxréacteurslifferents Par contre,avec un réseaule
Petriordinaire le logiciel depilotagen’estpascapabledelesdifferentier

Le réseaudela figure 2 repreésentde résealwavecle marquagenitial correspondarduxques-
tionsb) etc).

Une autresolutionestpossible elle consistea dédoubleres placesps, pr €t pg ainsiqueles
transitions,, t. ett;. Onobtientle reseawde Petridela figure 3. Le logiciel de pilotagepeutalorsbien
identifieretdifferentiedesdeuxréacteursletype R3, maisc’estauprix d’uneforte augmentatiormlela
taille duréeseau.

d) On souhaitecumulerles avantagesiesrepresentationfourniesparlesréeseawdesfigures?2 et 3.
On supposauele logiciel de pilotageen tempsréelfait la distinctiondésla phasede préparationdu
fermentet dechaufagedu lait entreleslots de yaourtsala vanille et ceuxde yaourtsaucitron.

Prenoncommeensemblale couleurd’ensemblesuivant.
Cour = {v, ¢, R1, R2, R4} (1)
Nousavonsalorslessous-ensemblete couleurssuivants:

Csec(pO) = Csec(pl) = Csec(pQ) = Csec(pS) = Csec(p4) = Csec(p7) = Csec(pS) = Csec(pQ)
- Osec(ta) - Csec(tb) - Csec(tc) - Osec(td) - Csec(te
= {v,c} 2)

~—
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o
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FIG. 2: Réseawvecmarquagenitial modifie

Csee(ps) = {R1} (3)
Csee(ps) = { B2} (4)
Csec(pIO) = {34} )

Le marquagenitial (sousla formed’'unesommeformelle)est:

o te ]
0
0
0
0

My= | Rl (6)

R2

0

0

v+c

| R4

Nousavonslesfonctionssuivantesassocedesauxarcs:

v C

id= v[1 0 (7)
c| 0 1
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R1 R2 R4
rl= ov]|1 r2= wv|1 rd= ov| 1
c| 1 c| 1 cl| 1

Le réseaude Petri estdonre par la figure 4 ou la fonction:d estla fonction identite et les
fonctionsr: correspondersiunjeton R: pourlesdeuxfagonsdefranchirv ete. L'associatiorduréacteur
"vanille” (v) aun lot "vanille” (v) sefait parle fait quela fonction:d estassodeeauxarcs(ps,t,) et

(p47td)'

Une autresolutionconsistea associefla couleur/ (lot) aux lots et a ne choisir de faire des
lots "vanille” ou "citron” quelors du franchissemendela transitiont,;. On obtientalorsle réseawdela
figure5 etlesensemblesle couleurssuivants.

(8)

Cout ={v,¢,l, R1, R2, R4} (9)
Nousavonsalorslessous-ensemblete couleurssuivants:

Csec(Po) = Csee(p1) = Cisee(p2) = Csee(ps) = Coec(pa)
= Cseelta) = Csec(ty) = Coee(te) = {1} (10)

Coec(pr) = Ciec(ps) = Cisec(pa) = Coec(ta) = Cuec(te) = Coec(ty) = {v, ¢} (11)
Csec(ps) = {R1} (12)
Csec(ps) = { 2} (13)
Csec(p1o) = { R4} (14)

Sec
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FIG. 4: Réseaucolore, premieresolution

Le marquagenitial (sousla formed’'unesommeformelle)est:

Mo

I
=

(15)

v+c
| R4

La fonction [ot retournel pour les faconsde franchir v et c¢. Lors du franchissementle la
transitiont, c’estle logiciel depilotageentempsréelqui devrachoisirentrev etc. Dansle casprécedent
cechoixsefaisaitlors du franchissemendet, silaplacep, contenaitunjetonv etunjetone.

Il esta remarquerque de toute fagon, pour pouwir commandercorrectementes vanneset
lespompesle logiciel de pilotageentempsréeldoit pouwir différencietesréacteursle fermentation,
mémes'ils jouentunrdleidentique La representatiorsousla formed’'un réseauwlePetricoloré estdonc
detoutefaconnécessaireansla pratique.
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lot

FiG. 5: Resealwcoloré,deuximesolution

Correctiondel'analyse

a) Construisonsl’abordla matriced’incidenceC duréseaule Petrietcherchonsa basedessolutions
del équation(inconnuef, 7' estle symboledetranspositiordesmatrices).

cT.f=0 (16)
ty, tp . g
p [ -1 0 0 1]
¢= 3 0 1 0 —1 (17)
Pe L 0 0 —1 1 ]

Il n” a aucunecolonnene comprenantju’un elementdifferentde zéro, par contretoutesles
colonnessauft,, sontdansle casou, il n'y aqu’unseuléléementd’un signedonre. Prenongparexemple
la colonnet, . Elle seraéliminée,ainsiquela ligne py apresremplacemende la ligne p; parpo + p, et
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delaligne p; parpy + p2. Nousobtenonslorsla matriceC’.
ly, t. g4
po+p1 [ —1 0 1]
Po + P2 0 -1 1
01 = P3 1 0 —1 (18)
ps | -1 0 1
Ps L 0 —1 1 i

Nous sommesdansla mémesituation.Prenonda colonnet, et éliminonsla ligne p; apres

avoir rempla@ po + p1 parpo + p1 + ps etps parps + ps. Nousobtenonda matriceC,.

le

Po+p1+p3 0

Oy = Po + P2 -1
Pa 1

p3+ ps 0

Pe —1

(19)

Maintenantnouséliminonsla colonnet. etla ligne p, apresavoir remplaé la ligne pg + p2

parp, + p2 + p4 €tlaligne pe parp, + ps. Nousobtenonda matriceC’s qui estunematricenulle.

Po+ p1+p3
Cs= po+p2+pa

p3+ ps
Pa+ pe

lq

o O o O

(20)

Nousobtenongloncunebasede composantesonserativespositvesforméedesquatrevec-

teursf?, f2, 3 et f* suivants:

Jo
h
/2
f'= I
J1
J5
Je

OO O =D =
~
[\~
Il

OO = O =D

O = O = O OO

—_ = =

—_ 0 = O O O O

(21)

(22)
(23)
(24)
(25)
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z

Enretranchant equatior22 del’ équatior24, nousobtenons

M(P5) = M(Po) + M(Pl) (26)

c) Enretranchant équatior23 del’ équatior25,nousobtenons

M(PG) = M(Po) + M(Pz) (27)

d) Pourqu’uneplacesoitimplicite parrapportaunensemblele placesjl fautquel’'on puissecalculer
atoutinstantsonmarquagesn fonction de celui desautresplaceset quece calcul permettede montrer
guela placeimplicite nerestreinjamaisle franchissemende sestransitionsaval.

Consiceronsla placeps. L'expression26 donneson marquageen fonction desplacesp, et
p1. Elle n'a qu’unetransitionaval, la transitiont,. Pourquet, soitfranchissablei] faut necessairement
quela placep,; contienneau moinsun jeton. Or de I'expression26 on peutdéduireque M (p;) > 1
implique M (ps) > 1 (M (po) estunnombrepositif ounulle). Doncla placeps nepeutjamaisrestreindre
le franchissemende,. S’il y aassezle jetonsdansla placep; il y n aassezlansla placeps. Doncla
placeps estimplicite parrapportauxplacesp, etp;.

Consiceronsla placeps. L'expressior27 donnesonmarquagesnfonctiondesplacesp, etp;.
Elle n’a qu’unetransitionaval, la transitiont.. Pourquet. soitfranchissable) faut nécessairemeifue
la placep, contienneaumoinsun jeton.Or del’expressior27 on peutdéduireque M (p;) > 1 implique
M (ps) > 1. Doncla placeps estimplicite parrapportauxplacesp, etps.

e) Commergonsparéliminerlesplacesps etpe puisqu’ellessontimplicites.Nousobtenonde réseau
delafigure®6.

FiG. 6: Eliminationdesplacesps et pg

Maintenant(et seulemenmaintenant)les placesp; et p, sontsubstituablesEn effet, le fran-
chissementle la transition¢, entrdne nécessairemerdelui de ¢, (et de¢.). Il s’agit d’'une condition
necessairet suffisante.De plusle marquagenitial de cesdeuxplacesestégal a0 etlestransitionsde
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FiG. 7: Eliminationdesplacesy; etp,

sortiede cesdeuxplacespos®dentchacunaineplaceensortie(respectiementp; etp,. Doncnousau-

z

ronsl’ équivalencevis-a-visdestrois bonnesproprietesapreséliminationdesdeuxplacessubstituables
p1 etpy. Nousobtenonde réseawde Petridelafigure?.

t ‘/gk

abc T
P3 ?
tyw —//———

FiG. 8: Eliminationdela placep,

Maintenanta placep, estidentiqueala placeps. Ellespos®dentiesmémesplacesenentiee
etensortieetleursmarquageitiaux sontégaux(il estnul). Nouspouwonsdoncsupprimeta placep,
(c’estun casparticulierdeplaceimplicite) et nousobtenonge réseauela figure 8.

Remarque: Attention,la placeps; n’estpassubstituablevant!’ €liminationdela placep, parlaregle
“p, estidentiquea p3”. Eneffet, la transitiont,; n’a pasqu’uneseuleplaceenentieeavant!’ élimination

d e Pa-
Libea &

FiG. 9: Eliminationdela placep;

Maintenanta placep; estsubstituableElle nesertplusquederelaisentrelestransitions ;.
et ;. Sonmarquageinitial estnul et la transitiont,; pos®dela placep, en sortie. Donc nousavons
équivalencevis-a-visdestrois bonnegroprietes.Nousobtenonde réseawde Petridela figure 9.
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Maintenant)a placep, estimplicite degererée Elle n'estrelieeauresteduréseawdePetrique
paruneboucleelementaireet sonmarquagenitial estsuffisantpourfranchirsatransitiondesortie(t,s.).
On obtientalorsle réeseaude Petridela figure 10. Il s’agitdu réseaicompktementéduitqui estborng,
vivant et réinitialisable Commelors du processugle reductionnousavons toujourseu equialence
vis-a-visdestrois bonnespropriétes,le reseal’'RésealR” estborné, vivantet réinitialisablepour son
marquagenitial.

f) Onnepeutpasdirectemengliminerlesplacesps et ps du réseaule Petri“Réseaul’tarle reseau
estdifférentet rien ne nousprouwe quecesplacessontégalemenimplicite dansce réseauPar contre
nousallonscommencearéduirele réseadRéseal” jusquaobtenirle réseadRéseal?” pourpouvoir
alorsréecugererlesrésultatslesquestiongprecedentes.

La placeps estsubstituableElle ne sertquederelaisentrelestransitionst. ett;. Elle n'est
pasinitialementmarqueeetla transitiont ; posdela placep;, ensortie.Doncnousavonséquialence
vis-a-visdestrois bonnegroprietts.Nousobtenonde reseaule Petridela figure 11.

Maintenantla placep,, estimplicite degerérée.Elle n’estrelieeau restedu reseaude Petri
gueparuneboucleélémentaireet sonmarquagenitial estsuffisantpourfranchirsatransitionde sortie
(t.f). Nousobtenonde reseauwlePetridela figure12.

Maintenanta placep; estsubstituablele franchissemerdela transitiont,; estunecondition
suffisantepour franchir ¢.; et cette derniere seranécessairemerftanchie.Le marquagenitial de p;
estnul et satransitionde sortie (¢.;) pos®deune placeen sortie (p, par exemple).Donc nousavons
équivalencevis-a-visdestrois bonnegroprietes.Nousobtenonde reseawde Petridela figure 13.

Maintenantla placep, estimplicite degéneréecarelle n'estrelieeauréseaule Petriquepar
uneboucleélementaireet sonmarquagenitial estsuffisantpour franchir satransitionde sortie (4. ).
Nousobtenonslorsle réseawe Petridela figure 14.

CeréseaulePetriestidentiqueauréseadRéseal2”. il estdoncborné,vivantetreinitialisable
pour sonmarquagenitial. Donc le réesealwde Petri“Réseaul” estborne, vivant et réinitialisable pour
sonmarquagenitial.

Remarque |l estanoterquecettepreue estfondéesurl'utilisation deséquation26 et 27 qui de-
pendentu marquagenitial respectifdesplacesy,, ps etps. Si onrajoutedesjetonsinitialementdansla
placep,, parexemple,sansenajouterdanslesplacesys et pgs, la preuve estcaduquelesplacesps et pg
ne sontplusimplicites(cequi neveutpasdire quele reseawn’a pluslesbonnesroprietes...).

abed —2

FiG. 10: Eliminationdela placep,
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F
<N

ta
t
b Ps Ps
P3

FiG. 11: Eliminationdela placeps

t, 4/§€
N Apz
5 v
o

P3 \ P4

FiG. 12: Eliminationdela placepio
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FiG. 13: Eliminationdela placep;

t, 4/§€
b, Apz
t 9 t
b Ps Pe ¢
P3 \ P4

Caef

FiG. 14: Eliminationdela placeps



