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1) Modélisation(8 points)

On consid̀ereun atelierdefabricationdeyaourtsfonctionnantparlots.Pourchaquelot, apr̀es
le lancementde la fabrication,on attend quelesdeuxréacteursR1 et R2 soientdisponibles, on com-
menceenparall̀eleet indépendammentparpréparerle lait (chauffagedansle réacteurR1)et le ferment
(brassagedansréacteurR2).Quandlesdeuxopérationssonttermińees,le lait et le fermentsontsimul-
tańementtransf́erésdansle réacteurdefermentationR3. On supposela duréedu transfertnégligeable.
La fermentation aalorslieu, puisl’opérationconsistant̀avider le réacteurR3toutenle refroidissantà
l’aide del’ échangeurdechaleurR4 dureégalementuncertaintemps.L’installationestalorspr êtepour
traiterun nouveaulot.

FIG. 1: Lesdeuxréseaux̀a étudier

a) Montrerquele réseaudePetri “R éseau1” peutcorrespondrèa la sṕecificationci-dessus.
Donnerla significationdesplacesetdestransitions.

b) Commentfaudrait-il modifier le réseau(ou son marquageinitial) pour que l’installation
puissetraiter2 lotssimultańement(avecunseulréacteurdechacundestypesR1,R2,R3 etR4)?

T.S.V.P.
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c) Commentpourrait-onprendreencomptele fait qu’il y a2 réacteursdefermentationR3?

d) On souhaite(avecà la fois lesmodificationseffectúeesenb) et enc)) fabriquerdeslots de
yaourtsàla vanilleetdeslotsdeyaourtsaucitron.ChaqueréacteurR3estsṕecialiśe,l’un pourla vanille
et l’autrepourle citron.Commentpourrait-onrepŕesenterceciparunréseaudePetricoloré?Donnerles
ensemblesdecouleursdesplacesetdestransitionset le marquageinitial.

2) Analyse(12points)

On consid̀ered’abordle réseaudePetri“R éseau2” .

a)Calculerunebasedecomposantesconservativespositives.

b) Calculerle marquagedela place��� enfonctiondu marquagedesplaces��� et ��� pour tout
marquageaccessiblèapartirdu marquageinitial.

c) Calculerle marquagedela place��� enfonctiondu marquagedesplaces� � et �
	 pour tout
marquageaccessiblèapartirdu marquageinitial.

d) En déduirequelesplaces� � et ��� sontimplicitesdansle réseau“R éseau2” pour le mar-
quageinitial donńe.

e) Analyserle réseaude Petri “R éseau2” pour le marquageinitial donńe par réductionen
expliquantbienlesrèglesutilisées.

f) Analyseralorsle réseaudePetri“R éseau1” pourle marquageinitial donńe(dansla figure
1 sansprendreen compteles modificationsfaitesultérieurement)par réductionen expliquantbien les
règlesutilisées.
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Corr ection

Corr ectionde la modélisation

a) On peutassocierlesinterpŕetationssuivantesauxplacesetauxtransitions:

– Place� � : Syst̀emeprêtpourun nouveaulot,

– Place� � : demandedechauffagedu lait enattente,

– Place��	 : demandedepréparationdu fermentenattente,

– Place��� : chauffagedu lait dansle réacteurR1,

– Place��� : brassagedu fermentdansle réacteurR2,

– Place� � : réacteurR1 disponible,

– Place��� : réacteurR2 disponible,

– Place��
 : fermentationdansle réacteurR3,

– Place��� : vidangedeR3 et refroidissement̀a l’aide del’ échangeurR4,

– Place��� : réacteurR3 disponible,

– Place� ��� : échangeurdechaleurR4disponible,

– Transition ��� : lancementdela fabricationd’un lot (interconnexion avecle logiciel d’ordonnance-
mentet de pilotagede l’atelier, la transitionestfranchiesur demandedu logiciel de pilotagede
l’atelier),

– Transition��� : début duchauffage(la transitionestfranchiedèsqu’elleestsensibiliśee,elleenvoie
unecommandeauxcontr̂oleurslocauxdesvannes,despompeset du réacteurR1 pourremplir le
réacteurpuisactiver l’ élémentdechauffage),

– Transition ��� : début du brassage(la transitionestfranchiedèsqu’elle estsensibiliśee,elle envoie
descommandesauxcontr̂oleurslocauxdesvannes,despompeset du réacteurR2 pourremplir le
réacteurpuisactiver l’ élémentdebrassage),

– Transition ��� : début de la fermentation(la transitionest franchiesur la demandedu logiciel de
pilotage- apr̀esvérificationqu’un tempsminimal dechauffageet de brassagea ét́e assuŕe - elle
envoie descommandesauxcontr̂oleurslocauxdesvannes,despompeset desréacteursR1,R2 et
R3 pourarrêterle chauffageet le brassage,assurerle transfertdesdeuxproduitsdansle réacteur
R3 etcommanderle début duprocessusdefermentation),

– Transition ��� : début du refroidissement(la transitionestfranchiesur la demandedu logiciel de
pilotageapr̀esvérificationquela duréedefermentationestcorrecte- ni tropcourte,ni trop longue
- elleenvoiedescommandesauxcontr̂oleurslocauxdesvannes,despompes,duréacteurR3etde
l’ échangeurdechaleurR4 pourterminerla fermentationet assurerundébitcorrectdansR4),

– Transition ��� : fin defabrication(la transitionestfranchiedèsquel’on détectequele réacteurR3
estvide,elleenvoiedescommandesauxcontr̂oleurslocauxdesvannes,despompesduréacteurR3
et del’ échangeurdechaleurR4 et elle communiqueaulogiciel depilotageet d’ordonnancement
del’atelier quela fabricationdu lot esttermińee).
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b) La place ��� repŕesentele syst̀emeprêt pour traiter un lot. Si on met deuxjetonsdanscetteplace,
cela permetde franchir deux fois la transition ��� . Le logiciel de pilotageet d’ordonnancementde la
productionpeutdonclancerla productionde deuxlots simultańement.Le marquageinitial desplaces��� , � � , � � et ����� n’étantpasmodifié,lesressourcesserontgéréesconvenablement.

Il n’y a pasdemélangedelotscar

– Lestransitions� � et � � nelaissentpasserqu’un lot à la fois (unicitédesréacteursR1 etR2),

– la transition ��� ne peut êtrefranchiequelorsquele réacteurR3 estdisponible(un jeton dansla
place��� ) et cen’estqu’apr̀essonfranchissementque ��� et ��� peuvent êtrefranchiesuneseconde
fois.

Un marquagedu type:����� � ������ !�#" ����� ��� ���� $�#" ����� ��
 ���� $�#" ����� � �������� $�
estaccessible.Pendantquepourun lot on préparele fermentet on chauffe le lait, un autrelots esten
train defermenter. En ayantun seulréacteurdechacundeslots, on estdoncbiencapabled’avoir deux
lots simultańementen traitementdansl’atelier (fonctionnementde type “pipe-line” ). L’efficacit́e est
augment́eesansadditiondemat́eriel.

c) Avoir deuxréacteursde fermentationR3 serepŕesentesimplementenmettantdeuxjetonsdansla
place � � . On pourraalorsavoir deux jetonsdansla place � 
 (maisnon dansla place � � car il n’y a
toujoursqu’un échangeurdechaleurR4).Physiquementlesdeuxlots repŕesent́esparlesdeuxjetonsen� � nevont passemélangerpuisqu’il sontdansdeuxréacteursdifférents.Par contre,avecun réseaude
Petriordinaire,le logiciel depilotagen’estpascapabledelesdifférentier.

Le réseaudela figure2 repŕesentele réseauavecle marquageinitial correspondantauxques-
tionsb) et c).

Uneautresolutionestpossible,elle consistèa dédoublerlesplaces��� , �

 et ��� ainsi queles
transitions�%� , ��& et ��� . On obtientle réseaudePetridela figure3. Le logiciel depilotagepeutalorsbien
identifieretdifférentierlesdeuxréacteursdetypeR3,maisc’estauprix d’uneforteaugmentationdela
taille du réseau.

d) On souhaitecumulerles avantagesdesrepŕesentationsfourniespar les réseauxdesfigures2 et 3.
On supposequele logiciel de pilotageen tempsréel fait la distinctiondésla phasede préparationdu
fermentet dechauffagedu lait entreleslotsdeyaourtsà la vanilleet ceuxdeyaourtsaucitron.

Prenonscommeensembledecouleursl’ensemblesuivant.')(�*,+ �.-0/�132$1,45 617498�174;:�< (1)

Nousavonsalorslessous-ensemblesdecouleurssuivants:')= &�� � ��� �>� ')= &�� � �?� ��� ')= &�� � � 	 �@� ')= &�� � ��� ��� ')= &�� � � � ��� ')= &A� � � 
 �@� ')= &�� � � � ��� ')= &A� � � � �� ' = &A� � � � ��� ' = &A� � �%� ��� ' = &A� � ��� ��� ' = &�� � ��� ��� ' = &A� � ��& �@� ' = &�� � ��� ��B-0/�132C< (2)
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FIG. 2: Réseauavecmarquageinitial modifié' = &�� � � �7�>�D-E45 $< (3)' = &�� � ��� �>�D-E4F8G< (4)' = &�� � � �A�����.-E4;:�< (5)

Le marquageinitial (sousla formed’unesommeformelle)est:

� � �
HIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIJ

/LKM2NNNN 45 4F8NN/LKM24;:

OQPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPR
(6)

Nousavonslesfonctionssuivantesassocíeesauxarcs:SUT � / 2/ 2WV  NN  YX (7)
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FIG. 3: Réseaumodifié

Z  [� 45 / 2\V   ]X Z 8^� 4F8/ 2\V   ]X Z :]� 4;:/ 2WV   ]X (8)

Le réseaude Petri estdonńe par la figure 4 où la fonction
SUT

est la fonction identit́e et les
fonctionsZ S correspondent̀aunjeton 4 S pourlesdeuxfaçonsdefranchir / et 2 . L’associationduréacteur
”vanille” ( / ) à un lot ”vanille” ( / ) sefait par le fait quela fonction

SUT
estassocíeeaux arcs

� � �!1 ��� � et� ��� 1 �%� � .
Une autresolutionconsisteà associerla couleur _ (lot) aux lots et à ne choisir de faire des

lots ”vanille” ou ”citron” quelors du franchissementdela transition��� . On obtientalorsle réseaudela
figure5 et lesensemblesdecouleurssuivants.')(A*,+ �B-0/�132!1 _ 1,45 617498�174;:�< (9)

Nousavonsalorslessous-ensemblesdecouleurssuivants:' = &�� � � ���>� ' = &�� � � �3��� ' = &�� � ��	 �@� ' = &�� � � ����� ' = &�� � ��� �� ')= &A� � ��� ��� ')= &A� � � � ��� ')= &A� � � � ���.- _ < (10)')= &�� � � 
 �>� ')= &�� � � � ��� ')= &�� � � � �@� ')= &�� � � � ��� ')= &�� � � & �@� ')= &A� � � � �>�D-0/?132�< (11)')= &�� � �
� �>�D-E45 $< (12)')= &�� � � � �>�D-E4F8G< (13)' = &�� � � �A�����B-E4`:�< (14)



N7 3AII - 30/11/04 Page7

FIG. 4: Réseaucoloré,premìeresolution

Le marquageinitial (sousla formed’unesommeformelle)est:

� �;�
HIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIJ

8�a _NNNN 45 4F8NN/LKM24;:

OQPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPR
(15)

La fonction _�bC� retourne_ pour les façonsde franchir / et 2 . Lors du franchissementde la
transition��� c’estle logiciel depilotageentempsréelqui devrachoisirentre/ et 2 . Dansle caspréćedent
cechoixsefaisaitlorsdu franchissementde � � si la place� � contenaitun jeton / etun jeton 2 .

Il est à remarquer, quede toutefaçon,pour pouvoir commandercorrectementles vanneset
lespompes,le logiciel depilotageentempsréeldoit pouvoir différencierlesréacteursdefermentation,
mêmes’ils jouentunrôle identique.La repŕesentationsousla formed’un réseaudePetricoloréestdonc
detoutefaçonnécessairedansla pratique.
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FIG. 5: Réseaucoloré,deuxìemesolution

Corr ectionde l’analyse

a) Construisonsd’abordla matriced’incidence
'

duréseaudePetrietcherchonsla basedessolutions
del’ équation(inconnuec , d estle symboledetranspositiondesmatrices):'fe a c � N

(16)

' �
��� � � � � � �� �� ���	� ����� ����

HIIIIIIIIIIIJ
g  N N   g  N N N g  NN  N g  N N  g  N g  N  N N g   

OQPPPPPPPPPPPR
(17)

Il n’ a aucunecolonnene comprenantqu’un élémentdifférentde zéro,par contretoutesles
colonnes,sauf �%� , sontdansle casoù, il n’y aqu’unseulélémentd’un signedonńe.Prenonsparexemple
la colonne��� . Elle seraéliminée,ainsiquela ligne ��� apr̀esremplacementdela ligne �?� par ��� K ��� et
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dela ligne � 	 par ��� K � 	 . Nousobtenonsalorsla matrice
' � .

' ���
��� ��� �%�� �>K � �� �>K ��	� ����� ����

HIIIIIIIIJ
g  N  N g    N g  N  g  g  N  N g   

OQPPPPPPPPR (18)

Noussommesdansla mêmesituation.Prenonsla colonne ��� et éliminonsla ligne � � apr̀es
avoir remplaće � �>K � � par � ��K � �hK � � et � � par � �iK � � . Nousobtenonsla matrice

' 	 .
' 	 � ��� ���� �>K � �hK � �� ��K ��	���� ��K � ����

HIIIIIIJ
N Ng    g  N Ng   

OQPPPPPPR (19)

Maintenantnouséliminonsla colonne��� et la ligne ��� apr̀esavoir remplaće la ligne � ��K �
	
par � �>K ��	 K ��� et la ligne ��� par ��� K ��� . Nousobtenonsla matrice

' � qui estunematricenulle.

' �j� ���� �>K � �hK � �� �>K ��	 K ���� ��K � ���� K ���
HIIIJ
NNNN
OQPPPR (20)

Nousobtenonsdoncunebasedecomposantesconservativespositivesforméedesquatrevec-
teursc � , c 	 , c � et c � suivants:

c � �
c �c �c 	c �c �c �c �

HIIIIIIIIIIIJ
  N  NNN

OQPPPPPPPPPPPR c 	 �
HIIIIIIIIIIIJ
 N  N  NN

OQPPPPPPPPPPPR c � �
HIIIIIIIIIIIJ
NNN  N  N

OQPPPPPPPPPPPR c � �
HIIIIIIIIIIIJ
NNNN  N  

OQPPPPPPPPPPPR (21)

b) La baseobtenuedonneles4 invariantsdeplacesuivants:��� � �!�#K ��� � �3�#K �k� � �!�l�  (22)��� ��� �#K ��� � 	 �#K �k� � � �l�  (23)��� � ���#K �k� � ���l�  (24)��� ��� �#K �k� ��� �l�  (25)
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Enretranchantl’ équation22del’ équation24,nousobtenons:��� ��� ��� ��� ��� �#K ��� �?� � (26)

c) Enretranchantl’ équation23 del’ équation25,nousobtenons:��� � � ��� ��� ��� �#K ��� � 	 � (27)

d) Pourqu’uneplacesoit implicite parrapportàunensembledeplaces,il fautquel’on puissecalculer
à tout instantsonmarquageenfonctiondecelui desautresplaceset quececalculpermettedemontrer
quela placeimplicite nerestreintjamaisle franchissementdesestransitionsaval.

Consid́eronsla place � � . L’expression26 donnesonmarquageen fonction desplaces� � et� � . Elle n’a qu’unetransitionaval, la transition��� . Pourque ��� soit franchissable,il faut nécessairement
que la place � � contienneau moinsun jeton. Or de l’expression26 on peutdéduireque

��� � �3�)mn 
implique

��� � �7�)mB (
��� � ��� estunnombrepositif ounulle).Doncla place� � nepeutjamaisrestreindre

le franchissementde ��� . S’il y a assezdejetonsdansla place� � il y n a assezdansla place� � . Doncla
place� � estimplicite parrapportauxplaces� � et � � .

Consid́eronsla place��� . L’expression27donnesonmarquageenfonctiondesplaces� � et ��	 .
Elle n’a qu’unetransitionaval, la transition��� . Pourque ��� soit franchissable,il fautnécessairementque
la place��	 contienneaumoinsun jeton.Or del’expression27onpeutdéduireque

��� �
	 �)mB implique��� ��� ��m� . Doncla place��� estimplicite parrapportauxplaces� � et ��	 .
e) Commeņconspar éliminerlesplaces� � et ��� puisqu’ellessontimplicites.Nousobtenonsle réseau
dela figure6.

FIG. 6: Éliminationdesplaces� � et ���
Maintenant(et seulementmaintenant),lesplaces� � et ��	 sontsubstituables.En effet, le fran-

chissementde la transition � � entrâıne nécessairementcelui de ��� (et de ��� ). Il s’agit d’une condition
nécessaireet suffisante.De plus le marquageinitial decesdeuxplacesestégal à 0 et les transitionsde
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FIG. 7: Éliminationdesplaces� � et ��	
sortiedecesdeuxplacesposs̀edentchacuneuneplaceensortie(respectivement� � et ��� . Doncnousau-
ronsl’ équivalencevis-à-visdestrois bonnespropríet́esapr̀eséliminationdesdeuxplacessubstituables� � et ��	 . Nousobtenonsle réseaudePetridela figure7.

FIG. 8: Éliminationdela place���
Maintenantla place� � estidentiqueà la place��� . Ellesposs̀edentlesmêmesplacesenentŕee

etensortieet leursmarquagesinitiaux sontégaux(il estnul). Nouspouvonsdoncsupprimerla place� �
(c’estuncasparticulierdeplaceimplicite) etnousobtenonsle réseaudela figure8.

Remarque : Attention,la place��� n’estpassubstituableavantl’ éliminationdela place� � parla règle
“ ��� estidentiqueà � � ”. Eneffet, la transition��� n’a pasqu’uneseuleplaceenentŕeeavantl’ élimination
de ��� .

FIG. 9: Éliminationdela place� �
Maintenantla place� � estsubstituable.Elle nesertplusquederelaisentrelestransitions� � �o�

et ��� . Sonmarquageinitial est nul et la transition ��� poss̀edela place � � en sortie.Donc nousavons
équivalencevis-à-visdestroisbonnespropríet́es.Nousobtenonsle réseaudePetridela figure9.
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Maintenant,la place��� estimplicite dégéńerée.Elle n’estreliéeauresteduréseaudePetrique
paruneboucleélémentaireetsonmarquageinitial estsuffisantpourfranchirsatransitiondesortie( �%� �o� ).
On obtientalorsle réseaudePetridela figure10. Il s’agitdu réseaucompl̀etementréduitqui estborné,
vivant et réinitialisable. Commelors du processusde réductionnousavons toujourseu équivalence
vis-à-visdestrois bonnespropríet́es,le réseau“Réseau2” estborné, vivant et réinitialisablepourson
marquageinitial.

f) On nepeutpasdirectement́eliminer lesplaces� � et ��� du réseaudePetri “Réseau1”car le réseau
estdifférentet rien ne nousprouve quecesplacessontégalementimplicite dansce réseau.Par contre
nousallonscommencer̀aréduirele réseau“Réseau1” jusqu’̀aobtenirle réseau“Réseau2” pourpouvoir
alorsrécuṕererlesrésultatsdesquestionspréćedentes.

La place��� estsubstituable.Elle nesertquederelaisentreles transitions�%& et ��� . Elle n’est
pasinitialementmarqúeeet la transition��� poss̀edela place� ��� ensortie.Doncnousavonséquivalence
vis-à-visdestroisbonnespropríet́es.Nousobtenonsle réseaudePetridela figure11.

Maintenantla place � �A� est implicite dégéńeŕee.Elle n’est reliéeau restedu réseaude Petri
queparuneboucleélémentaireet sonmarquageinitial estsuffisantpourfranchirsatransitiondesortie
( ��&A� ). Nousobtenonsle réseaudePetridela figure12.

Maintenantla place� 
 estsubstituable.Le franchissementdela transition� � estunecondition
suffisantepour franchir � &�� et cettedernìereseranécessairementfranchie.Le marquageinitial de � 

estnul et satransitionde sortie( � &�� ) poss̀edeuneplaceen sortie(��� par exemple).Donc nousavons
équivalencevis-à-visdestroisbonnespropríet́es.Nousobtenonsle réseaudePetridela figure13.

Maintenantla place��� estimplicite dégéńeŕeecarelle n’est reliéeauréseaudePetriquepar
uneboucleélémentaireet sonmarquageinitial estsuffisantpour franchirsatransitiondesortie( ���p&A� ).
Nousobtenonsalorsle réseaudePetridela figure14.

CeréseaudePetriestidentiqueauréseau“Réseau2”. il estdoncborné,vivantetréinitialisable
poursonmarquageinitial. Donc le réseaudePetri “Réseau1” estborné, vivant et réinitialisablepour
sonmarquageinitial.

Remarque Il est à noterquecettepreuve est fondéesur l’utilisation deséquations26 et 27 qui dé-
pendentdumarquageinitial respectifdesplaces� � , � � et ��� . Si on rajoutedesjetonsinitialementdansla
place� � , parexemple,sansenajouterdanslesplaces� � et ��� , la preuveestcaduque.Lesplaces� � et ���
nesontplusimplicites(cequi neveutpasdirequele réseaun’a pluslesbonnespropríet́es...).

FIG. 10: Éliminationdela place���
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FIG. 11: Éliminationdela place���

FIG. 12: Éliminationdela place� ���
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FIG. 13: Éliminationdela place�



FIG. 14: Éliminationdela place���


