IENAC S 03 Novembre 2004

Réseaux de Petri

Documents autorés : cours polycogi et notes de cours
Durée 1 heure

Probleme 1: On consi@re le Eseau de Petri (partie gauche) de la figure 1.

Consicerons un sygime de gestion des ressources dans un g@tipart. On dispose de 4 salles d’embarque-
ment et de 3 passerelles. Pour les vols @padlt, il faut d’abord&server une salle d’embarquent libfe (ibre” )
pour excuter levenement'der” (“début d’enregistrement”) ce qui permet déexter I'activie “Er”  (“enre-
gistrement”). Ensuite, tout en maintenant la salle d’embarquenésengee, pour ealiser Ievenement‘deb”
(“début d’'embarquement”) il fauéserver une passerelle libfg (libre” ). Cela permet d’egcuter I'activie “Eb”
(“embarquement”). Enfin &venementfEb” (“fin d’'embarquement”) entifae la likration de la salle d’embar-
guement et de la passerelle. Pour les eolsrrivée, il faut Eserver une passerelle disponible poéawdnement
“dD” (“début de @barquement”) ce qui permet d&suter I'activié “D” (“débarquement”). [EvenementfD”
termine cette activid en likerant la ressource passerelle.

1) Montrer que ce sy8tne peuttre repeseng par le €seau de Petri de la figure 1 en associanélats et les
activitesa des places et l&s£nements des transitions.

2) Analyser les “bonnes pro@tes” par Eduction (bien justifier lesagles). Les&sultats seraient-ils modis
si I'on agrandissait I'aroport en rajoutant des salles d’'embarquement et des passerelles ?

3) Chercher une base de composantes conservatives positives. Que peutduien

4) Chercher une base de composanggstitives stationnaires positives. Que peut-on edudre ?

Exercice 2: On consi@re le Eseau de Petri de la partie droite de la figure 1 (attention au poids de I'arc (p5,td)).

1) Analyser les “bonnes progtes” par éduction (bien justifier lesgles).

Probleme 1 Exercice 2

Fic. 1 — Les deux@&seauxa étudier
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Correction du Probleme 1

1) On peut en effet faire les associations suivantes :

— la placep; repgésente letat “elibre”, My(p1) = 4 car il y a 4 salles d’'embarquement,

— la placep, repésente l'activié “Er”,

— la placeps repsente I'activié “Eb”,

— la placep, repsente ketat “plibre”, My(ps) = 3 car il y a 3 passerelles,

— la placep; repiesente I'activié “D”,

— la transitiont,, repesente evénement “dEr” comprenant I'action déservation d'une salle d’embarque-
ment

— la transitiont, repteésente evénement “dEb”,

— la transitiont. repiésente Evenement “fEb”,

— la transitiort,; represente Evenement “dD”,

— la transitiont, repésente Evenement “fD”.

2) Deux places sont substituables. Il s’agit des plagest p5. Leur transition de sortie (respectivemenett.)

n'ont pas d’autre place en eat, ce qui veut dire que le franchissement de leur transitions @&erspectivement

t, ett.) rend irévitable le franchissement de leurs transitions de sortie. De plus pour le marquage initial ces deux
places sont videsM(p3) = 0 et My(ps) = 0). Enfin ces deux places sont telles que leurs transitions de sortie
pos®dent elles iemes des places en sortie (la plag@ar exemple dans les deux cas). Donc on peut supprimer ces
places en conservangljuivalence vis-vis des trois bonnes proptés entre le@&seau &duit et le €seau initial.

Nous obtenons leéseau de Petri de la figure 2.
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FIG. 2 — Le ieseau agsélimination des places redondantes

Attention la placep, n’est pas substituable car la transitigrposdeégalement la placg, en entee. Il peut
y avoir des marquages accessitdgsartir du marquage initial tel que cette place soit vide.

Maintenant la place, est implicite degerérée. En effet elle n'est rdée au reste dieseau de Petri que par des
bouclestléementaires (son marquage est donc constant). La condition pour que cette placétpeidiseinée en
ayant l'équivalence visx-vis des trois bonnes proptés est

Mo(ps) > 1 @

Cette condition est bien entendérifiee puisque initialement la place compte 3 jetons. Nous obtenons alors le
réseau de Petri de la figure 3.

Ce n'est que dans cetitape que la plage est substituable (I'arc reliant la plapg a la transitiort;, devenue
tp. ayantété éliminé). Son marquage initi&@tant)M,(p2) = 0 et la placep; étant place de sortie dg. nous avons

I’ équivalence visx-vis des trois bonnes propté entre le @seau&duit et le €seau de&part. Nous obtenons alors
le réseau de la figure 4.
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tbC T —/ tde

Fic. 3 — Le ieseau agrsélimination de la place implicite
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FIG. 4 — Le ieseau agrsélimination de la place,

Maintenant la placey; est implicite &égererée car elle n’'est rade au reste dueseau de Petri que par des
bouclestlementaires. La condition pour qu’elle puigteséliminée est

Mo(p1) > 1 (2)

est remplie puisqué/y(p;) = 4. Nous obtenons alors |éseau de Petri de la figure 5.

Dans ce eseau de Petri il y a deux transitions identiques, et I'une peeatliminée ce qui produit leéseau
compktement eduit (ne comprenant qu’une unique transition) de la figure 6.&eau est bo& vivant et
réinitialisable pour son marquage initial. Comme nous avons chaque fois cer€uivalence vis-vis des
trois bonnes propeies lors de chaquéduction, le @seau de Petd gauche de la figure 1 dstborrg, vivant et

réinitialisablepour son marquage initial.

Pour pouvoir menea bien la éduction, il faut, en particulier, que le marquage initial @éseau de Petri
vérifie les irequations 1 et 2. Ok/y(p;) reptesente le nombre de salles d’embarquement g, ) repesente le
nombre de passerelles. Donc il suffit quéefaport comporte au moins une salle d’embarquement et au moins une
passerelle pour que le comportemericfié par le eseau de Petri soit logiquement éobnt, c’'esta-dire qu'il
soit k-borré, vivant et einitialisable. On peut donc agrandir&port tout en conservant ce comportement.

3) Construisons d'abord la matrice d'inciden€edu reseau de Petri et cherchons la base des solutions de
I’ équation (inconnug, T est le symbole de transposition des matrices) :

ct.f=0 3

ta tb tC td te
b1 -1 0 1 0 0
D2 1 -1 0 0 0
D3 0 1 -1 0 0 )
Pa 0 -1 1 -1 1
D5 o 0 0 1 -1

Il n” a aucune colonne ne comprenant quélament diferent de &ro, par contre toutes les colonnes sont dans
le cas @, il n'y a qu'un seulelément d’un signe dorn Prenons par exemple la colonne Elle seraéliminée,
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— = ty

FIG. 5 — Le leseau agrsélimination de la place;
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FiG. 6 — Le €seau compgitement eduit

ainsi que la ligne, apres remplacement de la ligme parp; + p2. Nous obtenons alors la matri¢g.

ty te tg te
pi+pe [ -1 1 0 0

C = s 1 -1 0 0 (5)
pe | -1 1 -1 1
D5 0 0 1 -1

On se retrouve dans la situatiorepgdente, c’esi-dire que toutes les colonnes sont dans le ¢asl o'y a
gu’un seulélement d'un signe dor@ Prenons par exemple la colonie Elle seragliminge, ainsi que la ligne

p3 apres remplacement de la ligpe + ps parp: + p2 + p3 et de la lignepy parps + ps. Nous obtenons alors la
matriceCs.

tc td te
p1 + D2 + D3 0O 0 0
Cy = 6
2 pstps |0 —1 1 ©
D5 0 1 -1

Nous continuons maintenant avec la colonpenéliminant la ligneps apes remplacement de la ligpd + py
parp3 + p4 + ps €t nous obtenons la matricg.

to t,
C3= pi+p2+ps |0 0 (7)
p3+pat+tps | 0 0O

La matriceC's ne comporte que de€ms, ce qui veut dire que nous avons ti@deux variables libres. La base
de composantes conservatives comporte donc les deux vegteeirg? suivants :

Ji |1 fi [0
fa | 1 f2 10
fl= f3 |1 = fi |1 (8)
f4 0 f4 1
I5 0 f5 1

Il s’agit d'une base de composante conservatives positives (il n'y a pas de compdsgatieas) qui est telle
gue chaque place appartientau moins un vecteur de la base. Il existe donc une couverture de composantes
conservatives positive. Ici par exemple le vectgtir = f1 + f? affecte une pongration positivea chaque place
(fij est le poids assogia la placep; pour la composantg’). Donc le réseau de Petri est k-bognpour tout
marquage initial Ce esultat est codrent avec lagponse trouge en 2).

Ecrivons pour chaque vecteur de la bgsest £2, I'invariant de place correspondait’)”. M = (). M.

M(p1) +M(p2) + M(p3) = 4 9
M(ps) + M(ps) + M(ps) = 3 (10)
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De 9 nous éduisonsM (p1) < 4, M(p2) < 4 et M(p3) < 4. De 10 nous @duisonsM (p3) < 3, M(ps) <3
et M (ps) < 3. La borne obtenue pour la plapg donrée par 10 est la meilleure.

4) |l faut maintenant chercher une base de composaéfésitives stationnaires, c’est-dire chercher une base
positives de solutions dedguation (inconnug) :

C3=0 (11)

On repart de la matric€ (formule 4) et on applique le éme algorithme, mais en interchangeant les lignes
et les colonnes. On remarque que la pemiligne ;) comprend un sewlément strictement positif et un seul
element strictementagatif. On peut donéliminer cette ligne (et la colonrg) apes avoir remplaela colonng,
part, + t.. Cela donne :

ty ta+te tg te
D2 -1 1 0 O
04 = D3 1 -1 0 0 (12)
P4 —1 1 -1 1
D5 0 0 1 -1

On voit que I'on peut encoreliminer la premére ligne et la prengre colonne ags avoir remplaela colonne
tq + te part, + t, + t.. On obtient :

tg+tp+1tc tqg te

om0 0 0
Cs = pa | O -1 1 (13)
ps | O 1 -1

On recommence la @me proédure avec la ligng, et la colonné; en remplacant la colonng party + t..
On obtient :
tg +1p +1c tg+te
Cs= p3 0 0 (14)
D5 0 0

La base de composantépetitives stationnaires est donc faemdes deux vecteurs positifs :

S1 1 S1 0
S9 1 S9 0
st= 5 |1 2= 353 |0 (15)
S4 0 Sy 1
S5 0 S5 1

Nous avons donc une couverture de composagfggitives stationnaires positives puisque toutes les transi-
tions ont une poneration non nulle dans au moins un vecteur. Cela veut dire qu’il est possible ceeeburde
Petri soita la fois k-bori@ et vivant pour le marquage initial doarCe esultat est codrent avec lagponse trouge
en 2).

A partir de ces composantes, on trouve deéguences cycliques qui sont effectivement franchissables depuis
le marquage initial/,. Il s’agit des g€quences :

st o= taytyte (16)

2 = tgite (17)

Elles correspondent bien aux deux prdares de baseédrites dans Enon&. La €quence 16 corresporidla
procedure d’embarquement des passagers, alors qéeleesce 17 correspond agldirquement.
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Correction de I'Exercice 2

1) Les transitiong,. ett; n'ont qu'un seul arc en erée. Les placeps er p4 n‘ont qu’une transition en erée

et une en sortie. Le franchissementigerend donc ikvitable celui de;, et celui det.. De plus le marquage
initial M, du réeseau de Petri est tel quéy(p3) = 0 et My(p4) = 0. Enfin les transitions de sortie de ces places
pos&dent au moins une place en sortie (la plagear exemple). Les places et p, sont donc substituables
avec uneéquivalence des trois bonnes pr@tis entre le &seau initial et le@seau &duit. Nous obtenons a§s

I’ élimination de ces deux places kseau de Petri de la figure 7.

Pz@

FiG. 7 — Le ieseau agrsélimination des places; etp,
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FIG. 8 — Le ieseau agrsélimination de la place,

FIG. 9 — Le leseau agrsélimination de la places

Attention a I'apparition du poids “2” sur I'arc reliant la transitiap,. a la placeps. Il résulte de la fusion
de I'arc reliantt; a ps avec l'arc reliant,. a ps. Deux jetons sont effectivement produits dans la placpar le
franchissement de l&guencet,;ty; t.".

Maintenant, la place- est implicite dgeréree car elle n’est rede au reste dueseau de Petri que par une
boucleélementaire. Son marquage initial @gfala un, ce qui est suffisant pour autoriser le franchissement de la
transitiont ;.. Elle peut don@&treéliminée, ce qui donne l&seau de Petri de la figure 8.

Maintenant la places; est substituable puisque le poids de son arc déenésteégal au poids de son arc de
sortie et que la transitioty n'a aucune autre place en dr De plsu initialement elle est vide et sa transition
de sortie {;) pos&de une place en sortig;( Elle peut don@treéliminée. Sorélimination donne le&@seau de la
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H tabcd

FiG. 10 — Le Eéseau comgitement eduit

figure 9. Dans ce nouvea@geau la placg; est implicite degerérée. Son marquage initial est suffisant et elle peut
étreéliminée. Nous obtenons alors keseau comgitement gduite de la figure 10.

Comme nous avons appligues egles de &duction dans des conditions qui assureeqliivalence vis-vis
des trois bonne propies, le Eseau de Petri de la partie droite de la figure kesbrrg, vivant et einitialisable
pour le marquage initial dori



