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Problème 1: On consid̀ere le ŕeseau de Petri (partie gauche) de la figure 1.

Consid́erons un système de gestion des ressources dans un petit aéroport. On dispose de 4 salles d’embarque-
ment et de 3 passerelles. Pour les vols au départ, il faut d’abord ŕeserver une salle d’embarquent libre (“e libre” )
pour ex́ecuter l’́evénement“dEr” (“début d’enregistrement”) ce qui permet d’exécuter l’activit́e “Er” (“enre-
gistrement”). Ensuite, tout en maintenant la salle d’embarquement réserv́ee, pour ŕealiser l’́evénement“dEb”
(“début d’embarquement”) il faut réserver une passerelle libre (“p libre” ). Cela permet d’ex́ecuter l’activit́e “Eb”
(“embarquement”). Enfin l’́evénement“fEb” (“fin d’embarquement”) entraı̂ne la lib́eration de la salle d’embar-
quement et de la passerelle. Pour les volsà l’arrivée, il faut ŕeserver une passerelle disponible pour l’événement
“dD” (“début de d́ebarquement”) ce qui permet d’exécuter l’activit́e “D” (“débarquement”). L’́evénement“fD”
termine cette activit́e en lib́erant la ressource passerelle.

1) Montrer que ce système peut̂etre repŕesent́e par le ŕeseau de Petri de la figure 1 en associant lesétats et les
activitésà des places et leśevénements̀a des transitions.

2) Analyser les “bonnes propriét́es” par ŕeduction (bien justifier les règles). Les ŕesultats seraient-ils modifiés
si l’on agrandissait l’áeroport en rajoutant des salles d’embarquement et des passerelles ?

3) Chercher une base de composantes conservatives positives. Que peut-on en déduire ?

4) Chercher une base de composantes réṕetitives stationnaires positives. Que peut-on en déduire ?

Exercice 2: On consid̀ere le ŕeseau de Petri de la partie droite de la figure 1 (attention au poids de l’arc (p5,td)).

1) Analyser les “bonnes propriét́es” par ŕeduction (bien justifier les règles).

FIG. 1 – Les deux ŕeseaux̀a étudier
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Correction du Probl ème 1

1) On peut en effet faire les associations suivantes :

– la placep1 repŕesente l’́etat “e libre”, M0(p1) = 4 car il y a 4 salles d’embarquement,
– la placep2 repŕesente l’activit́e “Er”,
– la placep3 repŕesente l’activit́e “Eb”,
– la placep4 repŕesente l’́etat “p libre”, M0(p4) = 3 car il y a 3 passerelles,
– la placep5 repŕesente l’activit́e “D”,
– la transitionta repŕesente l’́evénement “dEr” comprenant l’action de réservation d’une salle d’embarque-

ment
– la transitiontb repŕesente l’́evénement “dEb”,
– la transitiontc repŕesente l’́evénement “fEb”,
– la transitiontd repŕesente l’́evénement “dD”,
– la transitionte repŕesente l’́evénement “fD”.

2) Deux places sont substituables. Il s’agit des placesp3 etp5. Leur transition de sortie (respectivementtc et te)
n’ont pas d’autre place en entrée, ce qui veut dire que le franchissement de leur transitions d’entrée (respectivement
tb et tc) rend ińevitable le franchissement de leurs transitions de sortie. De plus pour le marquage initial ces deux
places sont vides (M0(p3) = 0 et M0(p5) = 0). Enfin ces deux places sont telles que leurs transitions de sortie
poss̀edent elles m̂emes des places en sortie (la placep4 par exemple dans les deux cas). Donc on peut supprimer ces
places en conservant l’équivalence vis-̀a-vis des trois bonnes propriét́es entre le ŕeseau ŕeduit et le ŕeseau initial.
Nous obtenons le réseau de Petri de la figure 2.

FIG. 2 – Le ŕeseau aprèsélimination des places redondantes

Attention la placep2 n’est pas substituable car la transitiontb poss̀edeégalement la placep4 en entŕee. Il peut
y avoir des marquages accessiblesà partir du marquage initial tel que cette place soit vide.

Maintenant la placep4 est implicite d́eǵeńeŕee. En effet elle n’est reliée au reste du réseau de Petri que par des
bouclesélémentaires (son marquage est donc constant). La condition pour que cette place puisseêtreéliminée en
ayant l’́equivalence vis-̀a-vis des trois bonnes propriét́es est

M0(p4) ≥ 1 (1)

Cette condition est bien entendu vérifiée puisque initialement la place compte 3 jetons. Nous obtenons alors le
réseau de Petri de la figure 3.

Ce n’est que dans cetteétape que la placep2 est substituable (l’arc reliant la placep4 à la transitiontb, devenue
tbc ayantét́e éliminé). Son marquage initialétantM0(p2) = 0 et la placep1 étant place de sortie detbc nous avons
l’ équivalence vis-̀a-vis des trois bonnes propriét́e entre le ŕeseau ŕeduit et le ŕeseau de d́epart. Nous obtenons alors
le réseau de la figure 4.
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FIG. 3 – Le ŕeseau aprèsélimination de la place implicite

FIG. 4 – Le ŕeseau aprèsélimination de la placep2

Maintenant la placep1 est implicite d́eǵeńeŕee car elle n’est reliée au reste du réseau de Petri que par des
boucleśelémentaires. La condition pour qu’elle puisseêtreéliminée est

M0(p1) ≥ 1 (2)

est remplie puisqueM0(p1) = 4. Nous obtenons alors le réseau de Petri de la figure 5.

Dans ce ŕeseau de Petri il y a deux transitions identiques, et l’une peutêtreéliminée ce qui produit le réseau
compl̀etement ŕeduit (ne comprenant qu’une unique transition) de la figure 6. Ce réseau est borné, vivant et
réinitialisable pour son marquage initial. Comme nous avons chaque fois conservé l’équivalence vis-̀a-vis des
trois bonnes propriét́es lors de chaque réduction, le ŕeseau de Petrìa gauche de la figure 1 estk-borńe, vivant et
réinitialisablepour son marquage initial.

Pour pouvoir mener̀a bien la ŕeduction, il faut, en particulier, que le marquage initial du réseau de Petri
vérifie les ińequations 1 et 2. OrM0(p1) repŕesente le nombre de salles d’embarquement etM0(p4) repŕesente le
nombre de passerelles. Donc il suffit que l’aéroport comporte au moins une salle d’embarquement et au moins une
passerelle pour que le comportement spécifié par le ŕeseau de Petri soit logiquement cohérent, c’est-̀a-dire qu’il
soit k-borńe, vivant et ŕeinitialisable. On peut donc agrandir l’aéroport tout en conservant ce comportement.

3) Construisons d’abord la matrice d’incidenceC du ŕeseau de Petri et cherchons la base des solutions de
l’ équation (inconnuef , T est le symbole de transposition des matrices) :

CT .f = 0 (3)

C =

ta tb tc td te
p1

p2

p3

p4

p5


−1 0 1 0 0

1 −1 0 0 0
0 1 −1 0 0
0 −1 1 −1 1
0 0 0 1 −1


(4)

Il n’ a aucune colonne ne comprenant qu’unélément diff́erent de źero, par contre toutes les colonnes sont dans
le cas òu, il n’y a qu’un seulélément d’un signe donné. Prenons par exemple la colonneta. Elle seraéliminée,
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FIG. 5 – Le ŕeseau aprèsélimination de la placep1

FIG. 6 – Le ŕeseau complètement ŕeduit

ainsi que la lignep1 apr̀es remplacement de la lignep2 parp1 + p2. Nous obtenons alors la matriceC1.

C1 =

tb tc td te
p1 + p2

p3

p4

p5


−1 1 0 0

1 −1 0 0
−1 1 −1 1

0 0 1 −1

 (5)

On se retrouve dans la situation préćedente, c’est-̀a-dire que toutes les colonnes sont dans le cas où, il n’y a
qu’un seulélément d’un signe donné. Prenons par exemple la colonnetb. Elle seraéliminée, ainsi que la ligne
p3 apr̀es remplacement de la lignep1 + p2 parp1 + p2 + p3 et de la lignep4 parp3 + p4. Nous obtenons alors la
matriceC2.

C2 =

tc td te
p1 + p2 + p3

p3 + p4

p5

 0 0 0
0 −1 1
0 1 −1

 (6)

Nous continuons maintenant avec la colonnetd enéliminant la lignep5 apr̀es remplacement de la lignep3 + p4

parp3 + p4 + p5 et nous obtenons la matriceC3.

C3 =
tc te

p1 + p2 + p3

p3 + p4 + p5

[
0 0
0 0

]
(7)

La matriceC3 ne comporte que des zéros, ce qui veut dire que nous avons trouvé deux variables libres. La base
de composantes conservatives comporte donc les deux vecteursf1 etf2 suivants :

f1 =

f1

f2

f3

f4

f5


1
1
1
0
0

 f2 =

f1

f2

f3

f4

f5


0
0
1
1
1

 (8)

Il s’agit d’une base de composante conservatives positives (il n’y a pas de composante négatives) qui est telle
que chaque place appartientà au moins un vecteur de la base. Il existe donc une couverture de composantes
conservatives positive. Ici par exemple le vecteurf12 = f1 + f2 affecte une pond́eration positivèa chaque place
(f j

i est le poids associé à la placepi pour la composantef j). Donc le réseau de Petri est k-borné pour tout
marquage initial. Ce ŕesultat est coh́erent avec la ŕeponse trouv́ee en 2).

Ecrivons pour chaque vecteur de la basef1 etf2, l’invariant de place correspondant(f i)T .M = (f i)T .M0.

M(p1) + M(p2) + M(p3) = 4 (9)

M(p3) + M(p4) + M(p5) = 3 (10)
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De 9 nous d́eduisonsM(p1) ≤ 4, M(p2) ≤ 4 et M(p3) ≤ 4. De 10 nous d́eduisonsM(p3) ≤ 3, M(p4) ≤ 3
etM(p5) ≤ 3. La borne obtenue pour la placep3 donńee par 10 est la meilleure.

4) Il faut maintenant chercher une base de composantes réṕetitives stationnaires, c’est-à-dire chercher une base
positives de solutions de l’équation (inconnues) :

C.s = 0 (11)

On repart de la matriceC (formule 4) et on applique le m̂eme algorithme, mais en interchangeant les lignes
et les colonnes. On remarque que la première ligne (p1) comprend un seuĺelément strictement positif et un seul
élément strictement ńegatif. On peut donćeliminer cette ligne (et la colonneta) apr̀es avoir remplaće la colonnetc
parta + tc. Cela donne :

C4 =

tb ta + tc td te
p2

p3

p4

p5


−1 1 0 0

1 −1 0 0
−1 1 −1 1

0 0 1 −1

 (12)

On voit que l’on peut encoréeliminer la premìere ligne et la première colonne après avoir remplaće la colonne
ta + tc parta + tb + tc. On obtient :

C5 =

ta + tb + tc td te
p3

p4

p5

 0 0 0
0 −1 1
0 1 −1

 (13)

On recommence la m̂eme proćedure avec la lignep4 et la colonnetd en remplaçant la colonnete partd + te.
On obtient :

C6 =
ta + tb + tc td + te
p3

p5

[
0 0
0 0

]
(14)

La base de composantes réṕetitives stationnaires est donc formée des deux vecteurs positifs :

s1 =

s1

s2

s3

s4

s5


1
1
1
0
0

 s2 =

s1

s2

s3

s4

s5


0
0
0
1
1

 (15)

Nous avons donc une couverture de composantes réṕetitives stationnaires positives puisque toutes les transi-
tions ont une pond́eration non nulle dans au moins un vecteur. Cela veut dire qu’il est possible que le réseau de
Petri soità la fois k-borńe et vivant pour le marquage initial donné. Ce ŕesultat est coh́erent avec la ŕeponse trouv́ee
en 2).

À partir de ces composantes, on trouve deux séquences cycliques qui sont effectivement franchissables depuis
le marquage initialM0. Il s’agit des śequences :

s1 = ta; tb; tc (16)

s2 = td; te (17)

Elles correspondent bien aux deux procédures de base décrites dans l’́enonće. La śequence 16 correspondà la
proćedure d’embarquement des passagers, alors que la séquence 17 correspond au débarquement.
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Correction de l’Exercice 2

1) Les transitionstc et tb n’ont qu’un seul arc en entrée. Les placesp3 er p4 n’ont qu’une transition en entrée
et une en sortie. Le franchissement deta rend donc ińevitable celui detb et celui detc. De plus le marquage
initial M0 du ŕeseau de Petri est tel queM0(p3) = 0 et M0(p4) = 0. Enfin les transitions de sortie de ces places
poss̀edent au moins une place en sortie (la placep5 par exemple). Les placesp3 et p4 sont donc substituables
avec unéequivalence des trois bonnes propriét́es entre le ŕeseau initial et le ŕeseau ŕeduit. Nous obtenons après
l’ élimination de ces deux places le réseau de Petri de la figure 7.

FIG. 7 – Le ŕeseau aprèsélimination des placesp3 etp4

FIG. 8 – Le ŕeseau aprèsélimination de la placep2

FIG. 9 – Le ŕeseau aprèsélimination de la placep5

Attention à l’apparition du poids “2” sur l’arc reliant la transitiontabc à la placep5. Il résulte de la fusion
de l’arc relianttb à p5 avec l’arc relianttc à p5. Deux jetons sont effectivement produits dans la placep5 par le
franchissement de la séquence “ta; tb; tc”.

Maintenant, la placep2 est implicite d́eǵeńeŕee car elle n’est reliée au reste du réseau de Petri que par une
boucleélémentaire. Son marquage initial estégalà un, ce qui est suffisant pour autoriser le franchissement de la
transitiontabc. Elle peut donĉetreéliminée, ce qui donne le réseau de Petri de la figure 8.

Maintenant la placep5 est substituable puisque le poids de son arc d’entrée est́egal au poids de son arc de
sortie et que la transitiontd n’a aucune autre place en entrée. De plsu initialement elle est vide et sa transition
de sortie (td) poss̀ede une place en sortie (p1. Elle peut donĉetreéliminée. Sońelimination donne le ŕeseau de la
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FIG. 10 – Le ŕeseau complètement ŕeduit

figure 9. Dans ce nouveau réseau la placep1 est implicite d́eǵeńeŕee. Son marquage initial est suffisant et elle peut
êtreéliminée. Nous obtenons alors le réseau complètement ŕeduite de la figure 10.

Comme nous avons appliqué les r̀egles de ŕeduction dans des conditions qui assurent l’équivalence vis-̀a-vis
des trois bonne propiét́es, le ŕeseau de Petri de la partie droite de la figure 1 estk-borńe, vivant et ŕeinitialisable
pour le marquage initial donńe.


