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1 Intr oduction

Un mod̀eleformelestunerepŕesentationmath́ematique,abstraiteettoujoursapproch́eed’un syst̀eme
réel.Il repŕesenteunecertainevuedecesyst̀eme.Il estle résultatd’unedémarchecognitive complexe
qui progressivementrendformelet explicite unensembled’exigences,decontraintes,deconnaissances
informelleset partiellementimplicites.Uneautomatisationd’un tel processusparâıt biendifficile.

Les exigences(besoins)sontcomplexes et comprennenttoujoursdesinformationsconcernantles
coûts,la sécurit́e,la fiabilit é,la faciliterdefabriquer, demaintenir, defaire évolueretc.Unemod́elisation
formelleconsistèaextraireun fragmentdetoutescesexigences.Cetteextractiondoit êtreguidéeparun
but, maiselle est égalementfortementli éeau cadremath́ematiquechoisi pour la mod́elisation.Dans
le contexte de la théoriedesréseauxde Petri, ce fragmentseraessentiellementconstruitautourde la
structurede contr̂ole. Une structurede contr̂ole estunesuited’événements(transitions)et d’activités
(places).Elle estsouventvuecommeun ensembledeprocessuscommunicants.

Le but principald’unemod́elisationformelle esten fait souvent de rendreclair et explicite un en-
sembled’informationslargementimplicites.Lorsdela constructiondumod̀eleformel,ungrandnombre
d’ambigüıtésdoivent êtrelevées.Lever uneambigüıté consisteengéńeralà prendreunedécision,à ef-
fectuerunchoix.Pendantceprocessus,desincompĺetudesetdesincoh́erencesserontmisesenévidence.
Cecientrâınerad’autredécisionsetd’autreschoix.Le but dela vérificationsouventassocíeeà toutemo-
délisationformelleestd’augmenterla confiancedu concepteurdu mod̀elevis-à-visdesontravail (mon
mod̀elecorrespond-ilbienausyst̀emeétudíe,est-il effectivementdépourvud’incohérences,d’impréci-
sionsetc)et à êtreconvaincantvis-à-visdesescollèguestravaillant sur le mêmeprojet (consolidation
et validationdu mod̀ele).Eventuellementil peutaiderdansun processusdecertificationvis-à-visd’une
autorit́eexternedecontr̂ole.

Un bon mod̀ele est doncd’abordun mod̀ele quel’on comprendbien et que l’on peut facilement
expliquer à sescollègues.Les proćeduresde vérificationdoivent êtresimpleset convaincantes.Il faut
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FIG. 1: Lesdeuxsectionscritiques

si possiblequelesexigences,lescontrainteset les informationsexpriméespar le mod̀elepuissent̂etre
clairementidentifiées.La modularit́e estunecaract́eristiqueimportante.Un bon mod̀elen’est pasné-
cessairementun mod̀eleminimal (parexempleen termedenombredeplaceset de transitionspourun
réseaudePetri.Biensûr, il existeunedernìerecontraintequi estsouventforte.Souventla mod́elisation
estfaitedansle cadredel’utilisation d’un outil, parexempledesimulation.Il faut alorsquel’approche
demod́elisationsoit compatibleaveclespossibilit́esdel’outil et qu’ellen’utilise pasdestechniquesde
mod́elisationsusceptiblesd’entrâıneruneperted’efficacit́edel’outil. Dansle casd’un simulateur, cer-
tainesconfigurationpeuventeneffet entrâınerdescalculsinutiles.L’utilisation d’un outil peuts’avérer
trèscontraignante.Le textequi suit seveutgéńeriqueetdoncindépendantdetoutoutil.

Définir unedémarchegéńeriquepourobtenirun bon mod̀elesembledifficile, mêmedansle cadre
d’une théoriebien précisecommecelle desréseauxde Petri.La démarchedoit en effet s’adapteraux
caract́eristiquesdu probl̀emetraité et commenousvenonsde le voir à l’outil utilisé. Nousallons ici
simplementprésenterdeuxexemplessimplesenmontrant,pourchacun,deuxfaçonsdemod́eliseret en
comparantlesqualit́esdesmod̀elesobtenus.

2 L’exemplede l’exclusion mutuelle

Consid́eronsun exempleextrêmementsimple: un mécanismed’exclusionmutuelleentredeuxsec-
tionscritiques.La figure1 montrele probl̀emeinitial. Pourchaquesection,on nedifférenciequel’ état
duprocessushorsdela section(places���	� et �
��� ) et l’ étatdu processuslorsqu’il estentraind’exécuter
la section(places�
� et ��� ).
2.1 Premièreapprochedemodélisation

Le probl̀emeconsistèaemp̂echerl’entréedu secondprocessusdanssasectioncritiquesi le premier
estentrain d’exécuterla sienneet réciproquement.Unesolutionqui parâıt naturelleestderajouterdes
testsaux transitions� � et ��� d’entréedanslessectionscritiques.Cestestsontdesbouclesélémentaires
permettantde n’autoriserl’entréed’un processusdansunesectioncritique quelorsquel’autre n’y est
pas.On obtientalorsle réseaudela figure2. Si l’on énum̀erel’ensembledesmarquagesaccessiblesde
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FIG. 2: Repŕesentationintuitivedel’exclusionmutuelle

ce réseau,on trouve queles seulsétatspossiblessont ��� ��� �
� � (le connecteur� exprime simplement
la présencesimultańeedejetonsdanslesplacescorrespondantes)qui estle marquageinitial, � ��� ��� � et�
� ��� � � . Doncle mod̀eleestcorrect.

Toutefois,la preuvedel’exclusionmutuellenepeutpasêtrefaiteparl’approchealgébrique,c’est-̀a-
direparla recherched’un invariantdeplace � ad́equatenrésolvantl’ équation:

����������� (1)

où � � estle transpośed’un vecteurassociantunepond́erationà chaqueplaceet � estla matriced’inci-
dence.

Eneffet, la matriced’incidenceneprendpasencomptelesboucleśelémentaires,c’est-̀a-direquela
matriced’incidencedu réseaudela figure2 estexactementla mêmequecelledu réseaudela figure1;
et doncles solutions� également.Or, dansle casdu réseaude la figure1, il estclair quele marquage� ��� � � estaccessible.

L’exempleconsid́eré ici esttropsimplepourquela nécessit́ed’énuḿererles étatssoit un probl̀eme.
Dansun cascomplexe la situationpeutêtredifférente.De plus,nousrappelonsqueles résultatsd’une
étudepar énuḿerationdesmarquagesestremiseen causepar toutemodification(ajoutd’un jeton ou
compositionavec un autreréseaude Petri) alorsquel’approchefondéesur desinvariantsde placene
sera,parexemple,pasremiseencausesi l’on fusionnele réseauconsid́eréavecunautreuniquementpar
fusiondetransitions.

2.2 Deuxièmeapprochedemodélisation

On cherched’abord à décrire les étatsdesdiversesentit́es impliquéesdansle syst̀eme,puis on
construitle réseaude Petri en combinantles diverssous-mod̀eles.Il faut dansle casprésentremon-
terauxentit́es.Il y abiensûr lesdeuxprocessus,dontonreprendla repŕesentationdela figure1. Mais il
y a égalementla causedel’exclusionmutuelle,qui provient d’uneressource(éventuellementvirtuelle)
partaǵeeentrelesdeuxprocessus.Seull’un decesprocessuspeutl’utiliser à la fois. Les étatsdecette
ressourcesont:

– �
� � lorsqu’elleestdisponible,
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FIG. 4: Repŕesentationexplicitant la ressource

– �
� � � � lorsqu’elleestutiliséeparle processus1 pourla sectioncritique � � ,
– �
� � � � lorsqu’elleestutiliséeparle processus2 pourla sectioncritique � � .
Il suffit alorsderemarquerquelesévénementscorrespondant̀al’entréedansla sectioncritique � � par

le processus1 et le changementd’étatdela ressourcede �
�'� à �
�'� � � sontidentiques(et respectivement
pour le processus2). Puisqu’il enestdemêmepour la sortiede la sectioncritique.On obtientdoncle
réseaudela figure3 parfusiondestransitionscorrespondantauxévénementscommuns.

On peutalorsremarquerqueles étatsressource occuṕeepar la sectioncritique 1” et exécutionde
la sectioncritique 1” sontlesmêmeet qu’il estinutile de la coderpar lesdeuxplacesidentiques� � et�	�'� � � . Nousobtenonsalorsle réseaudela figure4.

Ceréseauposs̀edetrois invariantsdeplace:(*) �
� �,+.- (/) � ��+ � 0 (2)(*) �
��� +.- (/) ��� + � 0 (3)(*) �
�'� +.- (/) � �,+.- (/) � �1+ � 0 (4)

Nouspouvonsnoterquel’in variant4 prouve qu’il n’y a jamaissimultańementun jetondanslesplaces� � et � � , c’est-̀a-direqu’il prouve l’exclusionmutuelle.
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Si ce réseauestun motif compośe avec un réseauglobalpar la fusion d’une (ou de plusieurs)des
transitions��� , �2� , � � ou �43 , la preuveserapréserv́ee.Cetterepŕesentation,qui peutparâıtremoinsnaturelle
aupremierabordquela préćedenteestdoncmeilleure.

Cequi différentiefortementlesdeuxapproches,c’estquedansle secondcas,l’ensembledesmar-
quagesaccessiblesestexactementcaract́eriśeparl’ensembledessolutionsdel’ équationfondamentale:( � (65 - �7� � (5)

3 Les feux decarrefour Allemands

Cetexempleesttiréde:

Jörg Desel
How to modeltraffic lights
Petrinetnewsletter56,Gesellschaftfür Informatik,Fachgruppe0.0.1

En Allemagne,lescouleursdiffèrentlégèrementdecellesdesfeux Fraņcais.Le cycle comprends4
étatsdifférents: 8 5�9 8 � 9 8 � 9 8 � 9 8 5�9 � �'� (6)

avec

– dansl’ état
8 5

, la lamperouge( �
�': ) estallumée(“on” ),

– dansl’ état
8 � , leslampesrouges( �
� : ) et jaune( ;<�'=>=@?�A ) sontallumées(“on” ),

– dansl’ état
8 � , la lampeverte( BC�
��� � ) est“on” ,

– dansl’ état
8 � , la lampejaune( ;D�'=@=>?�A ) est“on” .

La premìerepartiedessṕecification(la successiondes4 états)seraconsid́eréecommela partiecom-
mande(control) et la seconde,cellequi sṕecifiequelleslampessontalluméesseral’affichage(display).

D’une façonévidente,le réseaudePetridela figure5 repŕesentela partiecommandecontrol.
Maintenantil faut rajouterles sṕecificationsconcernantles couleursdeslampesallumées.On va

pourcelarajouterdesplacesauréseaudePetri,maisil faudravérifieràla fin quecesplacesnemodifient
enrien la séquencedesétatssṕecifiéeparla partiecommande.Nousajoutonsuneplaceparcouleurde
lampe.Quandcesplacescontiennentun jeton, les lampescorrespondantessontallumées,sinonelles
sont éteintes.Il faudravérifier quecesplacesne contiennentjamaisplus d’un jeton puisqu’ellessont
consid́eréescommeétantdesrepŕesentationsdeconditionslogiquesvraiesou fausses.Lestrois places
sontnomḿees: E7�': , FG� =>=>?HA et I7�
���'� . Nousobtenonsalorsle réseaudela figure6. Il a ét́eobtenupar
la compositiondedeuxsṕecifications,la partiecommandeet l’affichage(display).

4 Analyse

Le but decetteanalyseestdemontrerqu’il n’y apasdecontradictionentrelesdeuxpartiedessṕeci-
fication.Sonbut estégalementdemontrerquecertainespropríet́esduréseaudePetricorrespondentbien
aucomportementdu syst̀emephysique.Celapermetauconcepteurdu mod̀eled’accrôıtre la confiance
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FIG. 5: RéseaudePetridela partiecommande
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FIG. 6: RéseaudePetridela commandeet del’affichage
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qu’il a danssonmod̀eleet deconvaincresescollèguesparticipantauprojetquele mod̀eleestcorrectet
qu’il estdoncsusceptibled’apporterdesinformationsutiles.

La matriced’incidenceduréseaudela figure6 est:

� �

� � � � �4� � 3QRRRRRRRRRRR
S

T 0 � � 00 T 0 � �� 0 T 0 �� � 0 T 0� T 0 � 00 T 0 0 T 0� 0 T 0 �

UWVVVVVVVVVVV
X

8 58 �8 �8 �E7�':FY�'=@=>?�AI7�
���'�

(7)

4.1 Est-cequel’affichage estcohérent avecla commande?

De la matriced’incidence,nouspouvonsdéduirel’in variantdeplacesuivant(il associele poids-1 à
la place E7�': , le poids1 auxplaces

8 5
et

8 � et0 auxautres):(/) E7�': + � (/) 8 5 +.- (/) 8 ��+ (8)

Commela transition � � (sortiede la place E7�': ) estégalementsortiede la place
8 � alorsla place E7�':

estimplicite vis-à-visdesplaces
8 5

et
8 � (elle n’ajouteaucunecontraintesuppĺementaireaufranchis-

sementde � � ).
De mêmenousavons: (/) FG�'=@=>?�A + � (/) 8 ��+.- (*) 8 � + (9)

et la transition � � (respectivement � 3 ) est égalementsortiede
8 � (respectivement

8 � ). Donc la placeI7�
���'� estimplicite vis-à-visde
8 � .

De mêmenousavons: (/) IZ�	���'� + � (*) 8 � + (10)

et la transition�4� estsortiede
8 � . Doncla placeF[�'=>=@?�A estimplicite vis-à-visde

8 � et
8 � .

Celaprouve quela sṕecificationdel’affichagen’ajoutepasdecontraintedenatureséquentiellèa la
sṕecificationdela commande(lesplacesimplicitesneserventàrien,ellesnemodifientpaslesséquences
defranchissementdestransitions).

4.2 Vérifier que la partie commandeestcohérente

Clairementle réseaudePetri de la figure5 estborńe vivantet réinitialisable.Commele réseaude
la figure6 seramèneau préćedentenappliquanttrois fois la règle “place implicite” , il est également
borńe,vivantet réinitialisable.

L’invariantdeplacesuivant:(*) 8 5 +.- (/) 8 ��+.- (/) 8 ��+.- (/) 8 � + �*0 (11)
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peut êtredéduit à partir de la matriced’incidencedu réseau6 et nouspouvonsdéduireles inégalités
suivantes: (/) 8 5 +]\ 0 (12)(/) 8 ��+]\ 0 (13)(/) 8 �1+]\ 0 (14)(/) 8 � +]\ 0 (15)

La structuredecommandeesttoujoursdansun étatet dansun seulétatà la fois.

4.3 Vérifier que l’affichage estcohérent

Nousavonsvu quelesplaceśetantimplicites,ellesnemodifiaientpasla structuredecommande.De
plus,deséquations8 et11nousobtenons: (/) E7�': +^\ 0 (16)

Deséquations9 et11nousobtenons: (/) FG�'=@=>?�A +_\ 0 (17)

Deséquations10 et11nousobtenons: (/) IZ�
��� � +`\ 0 (18)

Les lampessont dansl’ état “on” ou “of f” . Les placescontiennentau plus un jeton et il n’y a donc
pasde contradictionavec leur interpŕetationcommepropositionlogique vrai ou fausse.De plus des
équations11,8 et10 nouspouvonsmontrerformellementqu’il estimpossibled’allumersimultańement
leslampesrougeset vertes(ellesnepeuvent êtretouteslesdeuxdansl’ état“on” car lesplacesE7�': etI7�
���'� nepeuventsimultańementcontenirun jeton.Nousavonseneffet :(/) E7�': +�- (/) IZ�	���'� + � (*) 8 5 +.- (/) 8 � +.- (/) 8 � +`\ 0 (19)

5 Un modèleavecmoinsdeplaces

Danssonarticle,Jörg Deselmontrequ’il existeun autremod̀eleavecmoinsdeplace.Ayantmoins
deplace,il pourraitêtreplussimpleetdoncmeilleur. Cemod̀eleestrepŕesent́efigure7.

Si l’on énum̀erel’ensembledesmarquagesaccessiblesde ce réseau,on peutvérifier qu’il corres-
pondbienausṕecificationsdu probl̀eme.Lestransitions� � , � � , �4� et � 3 sontfranchiesdansle bonordre
et les marquagessuccessifsdesplaces E7�': , FG� =>=>?HA et IZ�
��� � sont corrects.Toutefois,le rôle de la
place a,?����2��?�= , nécessairepour éviter qu’uneinfinitédejetonspuisseêtremis dansla placeFY�'=@=>?�A , par
exemple,estdifficile à expliquer à un nonsṕecialiste.Cetteplaceestuneastucedemod́elisation.Elle
contientun jetonquandle feun’estni rouge,ni vert.

Cemod̀eleestdifficile à construire,maisétantpluscompact,présentet’il desavantagesparrapport
aumod̀elepréćedentdontla constructionpeutêtreexpliquéefacilement?
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FIG. 7: RéseaudePetriminimal

La matriced’incidencedeceréseau(7) est:

� �
� � � � �4� � 3QRRR

S
T 0 0 � �� T 0 � 00 T 0 0 T 0� 0 T 0 �

U VVV
X

a,?H�j�2�H?�=E7�':FY�'=>=@?�AIZ�
�H�'�
(20)

Le seulinvariantdeplacequel’on peutdéduireest:(/) a1?����2��?�= +�- (*) E7�': +�- (/) FY�'=@=>?�A +.- (/) IZ�
���'� + ��k (21)

Il n’est donc paspossiblede montrerpar une approchealgébriquesimple que les placesdu réseau
contiennentauplusun jetonet qu’ellespeuventdoncêtreinterpŕet́eescommeétantdesconditionslo-
giques.Il n’est non plus paspossiblede montrerpar cet invariantqueles lampesrougeset vertesne
peuvent par êtrealluméessimultańement.Seulel’ énuḿerationdesmarquagesaccessiblespermetde
montrercespropríet́es.Bien entendu,le casprésentestun exempletellementsimplequel’ énuḿera-
tion ne poseaucunprobl̀eme,maisdansla pratique,les réseauxsontcomplexeset l’ énuḿerationdes
marquagesaccessiblesconduitàuneexplosioncombinatoire.

Uneconjectureestquela compréhensibilitéd’un modèlefondésur un r éseaude Petri estassez
li éeau fait que sespropri étéssignificativespeuventêtremontr éesde façonalgébrique ou non. Un
mod̀eleclair et facilementvérifiableestun réseaudePetri telle quel’ensembledesmarquageseffec-
tivement accessiblesestle mêmeque(ou esttrèsprochede) l’ensembledessolutionsde l’ équation
fondamentale5 (

(
estl’inconnueet � un param̀etre)ainsiquel’ensembledesmarquages

(
définis

par un based’in variant de place l par:

l � � ( ��l � (m5
(22)

l estunebasedel’espacevectorielledessolutions� de( �jn estle transpośede � ) :

� � ������� (23)
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Le réseaude Petri de la figure7 contientdeuxbouclesélémentaires(entre ��� et E7�': et entre �43 eta1?����2��?�= )). Si on effacecesboucles,la matrice � est inchanǵeeet donc la base l . Si maintenanton
énum̀erelesmarquageaccessiblesdecenouveauréseau,ons’apeŗcoit qu’il estpossibledemettredeux
jetonsdanslesplacesE7�': , FY�'=>=@?�A ou IZ�
���'� et qu’il estégalementpossibledemettresimultańement
un jetondans E7�': et dans IZ�
�H�'� . Donc il estclair queles propríet́esessentiellesne peuvent pasêtre
montŕeepardesinvariantsdeplacesouparl’ équationfondamentale.

A part le fait d’avoir trois placesenmoins,le réseaudela figure7 neprésentedoncvraimentaucun
avantageparrapportauréseaudela figure6.

La dernìereremarqueestquela mod́elisationd’un seulfeux decarrefourestengéńeral le prélude
à celle de l’ensembledesfeux d’un carrefouravec leur relationsde dépendanceet desconsid́eration
temporelles(tempsminimal et maximalpourchaquéetaped’un cycle).Pourcelalesplacesdela partie
commande

8 5
,
8 � , 8 � et

8 � sontindispensables.
Enconclusion,bienqu’il soitoptimalvis-à-visdunombredeplaces,le réseaudela figure7 peutêtre

consid́erécommeunmoinsbonmod̀elequeceluidela figure6.
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