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1 Intr oduction

Un moceleformel estunereprésentatiomattematiqueabstraiteettoujoursapprocteed’'un syseme
réel.ll representaunecertainevue de cesyseme.ll estle résultatd’'une demarchecognitive complee
qui progressiementrendformel et explicite un ensemblel’exigencesgde contraintesgde connaissances
informelleset partiellementmplicites. Uneautomatisatiom’'un tel processugarat biendifficile.

Les exigences(besoins)sontcomplexes et comprennentoujoursdesinformationsconcernantes
colts,la securii,lafiabilité,la faciliter defabriquer demaintenir defaire évolueretc.Unemocklisation
formelleconsistea extraire un fragmentdetoutescesexigencesCetteextractiondoit étreguideeparun
but, maiselle est egalementfortementli ée au cadremathtematiquechoisi pour la moceélisation.Dans
le contexte de la théorie desréseauxde Petri, ce fragmentseraessentiellementonstruitautourde la
structurede contidle. Une structurede contdle estune suite d’événementgtransitions)et d’activités
(places)Elle estsouventvue commeun ensemble&le processusommunicants.

Le but principal d’'une mocelisationformelle esten fait souent de rendreclair et explicite un en-
sembled’informationslargemenimplicites.Lors dela constructiordu modeleformel,ungrandnombre
d’ambigutéesdoiventétrelevees.Lever uneambigtite consisteen gérérala prendreunedécision,a ef-
fectuerun choix. Pendanteprocessugjesincompktudestdesincoherenceserontmisesenévidence.
Cecientrdnerad’autredéecisionsetd’autreschoix. Le but dela vérificationsouventassodéeatoutemo-
delisationformelle estd’augmenteta confiancedu concepteudu modelevis-a-visde sontravail (mon
mockle correspond-ibienau sysemeétudi, est-il effectivementdepourvud’incohérencesd’impréci-
sionsetc) et a étre convaincantvis-a-vis de sescolleguestravaillant surle mémeprojet (consolidation
etvalidationdu mocele).Eventuellementl peutaiderdansun processusle certificationvis-a-visd’'une
autori externede contle.

Un bon mockle estdoncd’abord un mocele quel’'on comprendbien et quel’'on peutfacilement
expliguer a sescollegues.Les proceduregle vérificationdoivent étresimpleset cornvaincantesl| faut
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FIG. 1: Lesdeuxsectiongcritiques

si possiblequeles exigences]es contrainteset lesinformationsexpriméespar le mocdele puisseniétre
clairementidentifiees.La modularié estune caracéristigueimportante.Un bon mocele n’est pasné-
cessairemenin modele minimal (par exempleentermede nombrede placeset de transitionspour un

réseawde Petri.Bien slir, il existeunedernirecontraintequi estsouventforte. Souventla moceélisation
estfaite dansle cadredel'utilisation d’un outil, parexemplede simulation.ll fautalorsquel’approche
de mocklisationsoit compatibleavecles possibiliesdel'outil etqu’elle n’utilise pasdestechniquesle
mocklisationsusceptibles’entraneruneperted’efficacite de'outil. Dansle casd’un simulateuycer

tainesconfigurationpeuenteneffet entrdnerdescalculsinutiles. L'utilisation d’un outil peuts’avérer
trescontraignantele texte qui suit seveutgerériqueet doncindependantletout outil.

Définir une démarchegérériquepour obtenirun bon modele sembledifficile, mémedansle cadre
d’une théoriebien precisecommecelle desréseawde Petri. La démarchedoit en effet s’adapteraux
caracéristiquesdu problemetraite et commenousvenonsde le voir a I'outil utilisé. Nous allonsici
simplemenprésentedeuxexemplessimplesen montrant,pourchacungdeuxfaconsde mocklisereten
comparantesqualittsdesmodelesobtenus.

2 L'exempledel’exclusion mutuelle

Consiceronsun exempleextrememensimple: un mécanismel’exclusionmutuelleentredeuxsec-
tionscritiques.La figure 1 montrele problemeinitial. Pourchaquesection,on nedifférenciequel’ état

du processusorsdela section(places:s, etns,) etl’ étatdu processuorsqu’il estentrain d’exécuter
la section(placess; ets,).

2.1 Premiereapprochede modélisation

Le problemeconsistea empechen’entréedu secondorocessuslanssasectioncritiquesi le premier
estentrain d’exécutera sienneet réciproquementJne solutionqui pardt naturelleestde rajouterdes
testsaux transitionst, et¢; d’entréedansles sectionscritiques.Cestestsontdesboucleselementaires
permettante n'autoriserl’entréed’un processuslansune sectioncritique quelorsquel’autre n'y est
pas.On obtientalorsle reseawdela figure 2. Sil'on énunerel’ensembledesmarquagesccessiblede
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FiIG. 2: Repésentatiomntuitive del’exclusionmutuelle

ceréseaupn trouve queles seulsétatspossiblessontns; ®ns, (le connecteurz exprime simplement
la presencesimultareede jetonsdansles placescorrespondantesjui estle marquagenitial, s;®ns, et
ns;®s.. Doncle modeleestcorrect.

Toutefois,la preuve del’exclusionmutuellene peutpasétrefaite parl’approchealgébrique c’esta-
dire parlarecherchal’'un invariantdeplace f adequatenrésohant!’ equation

ff.c=0 (1)

ou fT estle transpogé d’un vecteurassociantineponcerationa chaqueplaceet C' estla matriced’inci-
dence.

En effet, la matriced’incidencene prendpasencomptelesboucleselementaires;’esta-direquela
matriced’incidencedu réseaulela figure 2 estexactementa mémequecelledu réeseawela figure 1;
etdoncles solutionsf égalementOr, dansle casdu reseawde la figure 1, il estclair quele marquage
$1® s, estaccessible.

L'exempleconsicereici esttrop simplepourquela necessié d’eénunererles étatssoit un probleme.
Dansun cascomplee la situationpeutétredifferente De plus, nousrappelongjueles résultatsd’une
etudepar énunerationdesmarquage®stremiseen causepar toute modification(ajoutd’un jetonou
compositionavec un autreréseauwde Petri) alors que I'approchefondée sur desinvariantsde placene
seraparexemple pasremiseencausesil'on fusionnele resealconsiceré avecun autreuniqguemenpar
fusiondetransitions.

2.2 Deuxiemeapprochede modélisation

On cherched’abord a décrire les étatsdes diversesentites impliquéesdansle syseme, puis on
construitle réeseaude Petri en combinantles divers sous-moéles.ll faut dansle casprésentremon-
terauxentites.ll y abiensir lesdeuxprocessugjontonreprenda representatiomela figure 1. Maisil
y a égalementa causede I'exclusionmutuelle,qui provient d’uneressourcgéventuellemenvirtuelle)
partageentreles deuxprocessusSeull’'un decesprocessupeutl’utiliser ala fois. Les étatsde cette
ressourceont:

— res lorsqu’elleestdisponible,



FIG. 4: Repésentatiomxplicitantla ressource

— res_sy lorsqu’elleestutiliséeparle processud pourla sectioncritique s,
— res_s, lorsqu’elleestutiliséeparle processug pourla sectioncritique ss.

Il suffit alorsderemarquequelesévénementsorrespondardl’entréedanda sectioncritique s, par
le processug etle changement’ étatdela ressourc@leres ares_s; sontidentiquegetrespectrement
pourle processu®). Puisqu’il enestde mémepourla sortiede la sectioncritique. On obtientdoncle
réseawdela figure 3 parfusiondestransitionscorrespondardux événementsommuns.

On peutalorsremarquenqueles étatsressouce occugee par la sectioncritique 1” et exécutionde
la sectioncritique 1” sontlesmémeetqu'’il estinutile dela coderparlesdeuxplacesidentiquess; et
res_s;. Nousobtenonslorsle reseawdela figure4.

Cerésealpos®detroisinvariantsde place:

M(nsi)+ M(sy) = 1 (2)
M(nsy) + M(s2) = 1 (3)
M(res)+ M(s1)+ M(sy) = 1 (4)

Nouspouwnsnoterquel’invariant4 prouve qu’il n’y ajamaissimultarementun jetondansles places
s1 ets,, c’esta-direqu’il prouwve 'exclusionmutuelle.
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Si ceréseatestun motif compo& avec un réseawglobal par la fusion d’'une (ou de plusieurs)des
transitions, ¢,, {3 OU 14, la preue seraprésenee.Cetterepresentationgui peutpardtre moinsnaturelle
aupremierabordquela preceédenteestdoncmeilleure.

Ce qui differentiefortementles deuxapprochesg’estquedansle secondcas,’ensembledesmar
guagesaccessiblesstexactementaracérise parl’ensembledessolutionsdel’ équatiorfondamentale

M=M,+C3 ©))

3 Lesfeux decarrefour Allemands

Cetexempleesttirede:

Jorg Desel
How to modeltraffic lights
Petrinetnewsletter56, Gesellschaftur Informatik, Fachgruppe.0.1

En Allemagne Jescouleursdifferentlégeremente cellesdesfeux Frarcais.Le cycle comprend€t
etatsdifférents
Mo; M1; My M3; Mo - . . (6)

avec
— dansl’ étatmy, lalamperouge(red) estallumée(“on” ),
— dansl’ étatm, leslampesouges(red) etjaune(yellow) sontallumées(“on” ),
— dansl’ étatm,, lalampeverte(green) est“on” ,
— dansl’ étatms, lalampejaune(yellow) est“on” .

La premierepartiedesspécification(la successiodes4 états)seraconsicereecommela partiecom-
mande(control) etla secondegellequi specifie quelleslampessontalluméesseral’affichage(display).

D’une faconévidente le réseawde Petridela figure 5 representda partiecommandeontrol.

Maintenantil faut rajouterles specificationsconcernantes couleursdeslampesallumees.On va
pourcelarajouterdesplacesauréeseawdePetri,maisil faudravérifieralafin quecesplacesnemodifient
enrien la sequencalesétatsspecifieeparla partiecommandeNousajoutonsuneplacepar couleurde
lampe.Quandcesplacescontiennenun jeton, les lampescorrespondantesont allumées,sinon elles
sontéteintesll faudravérifier que cesplacesne contiennenjamaisplus d’un jeton puisqu’ellessont
consicereescommeétantdesrepresentationsle conditionslogiquesvraiesou faussesLestrois places
sontnommees. Red, Yellow etGreen. Nousobtenonsalorsle reseaudela figure6. Il a éte obtenupar
la compositiorde deuxspecifications)a partiecommandest I'affichage(display).

4 Analyse

Le but decetteanalyseestde montrerqu’il n’y apasde contradictiorentrelesdeuxpartiedesspeci-
fication.Sonbut estégalementiemontrerquecertainegproprietesdu reseauwle Petricorresponderiien
au comportementlu sysemephysique Celapermetau concepteudu modele d’accrdtre la confiance
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FIG. 5: Réseaule Petridela partiecommande
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FIG. 6: Réseaude Petridela commandet del'affichage




gu’il adanssonmockleet de convaincresescolleguesparticipantau projetquele modeleestcorrectet
gu'’il estdoncsusceptiblel’apporterdesinformationsutiles.
La matriced’incidenceduréseaudela figure6 est:

t1 ty 13 14

0 0 1 mo

(7)

-1 0 1 Red
—1 1 -1 Yellow
1 —1 0 Green

O = OO O = =
(]
—
|
—
3

4.1 Est-cequel’affichage estcohérentavecla commande?

De la matriced’incidence houspouwnsdéduirel’in variantde placesuivant (il associde poids-1 a
la placeRed, le poids1 auxplacesn, etm, etO auxautres).

M(Red) = M(mq) + M(m) 8)

Commela transitiont, (sortiede la place Red) estégalementortiede la placem; alorsla place Red
estimplicite vis-a-visdesplacesm, et m; (elle n’ajouteaucunecontraintesuppementaireau franchis-
semendet,).
De mémenousavons:
M(Yellow) = M(mq) + M(m3) (9)

et la transitiont, (respectrementt,) estégalementsortie de m; (respectiementms). Doncla place
Green estimplicite vis-a-visdem;.
De mémenousavons:
M(Green) = M(m;) (10)

etlatransitiont; estsortiede m,. Doncla placeY ellow estimplicite vis-a-visdem, etms.

Celaprouwe quela specificationdel'affichagen’ajoutepasde contraintede naturesequentiellea la
specificationdela commandélesplacesmplicitesnesenentarien, ellesnemodifientpaslessequences
defranchissemendestransitions).

4.2 Veérifier quela partie commandeestcohérente

Clairementle reseawde Petride la figure 5 estborré vivantet réinitialisable. Commele réeseauwle
la figure 6 serameneau précedenten appliquanttrois fois la regle “place implicite”, il estégalement
borrg,vivantetréinitialisable.

L'invariantde placesuvant:

M(mo) + M(my) + M(my) + M(ms) =1 (11)



peut étre deduit a partir de la matriced’incidencedu réseawb et nouspouwonsdéeduireles inégalites
suvantes

M(mo) < 1 (12)
M(m,) < 1 (13)
M(m,) < 1 (14)
M(ms) < 1 (15)

La structurede commandesttoujoursdansun étatet dansun seulétatala fois.

4.3 Veérifier quel'affichage estcoherent

Nousavonsvu quelesplacesetantimplicites,ellesnemodifiaientpasla structurede commandeDe
plus,deséquations et 11 nousobtenons

M(Red) <1 (16)
Deséquation® et11 nousobtenons
M(Yellow) <1 a7
Deséquationd 0 et11 nousobtenons
M(Green) <1 (18)

Les lampessontdansl’ état“on” ou “of f”. Les placescontiennentau plus un jetonetil n'y a donc
pasde contradictionavec leur interpretationcommepropositionlogique vrai ou fausse.De plus des
équationdl 1, 8 et 10 nouspouvonsmontrerformellemengu’il estimpossibled’allumersimultarement
leslampesrougeset vertes(ellesne peuent étretoutesles deuxdansl’ état“on” carlesplacesRed et
Green nepeuentsimultarementcontenirun jeton.Nousavonsen effet :

M(Red) + M(Green) = M(mg) + M(my) + M(m,) <1 (19

5 Un modeleavecmoinsde places

Danssonarticle, Jorg Deselmontrequ’il existe un autremocdele avec moinsde place.Ayantmoins
deplace,il pourraitétreplussimpleetdoncmeilleur Cemocdeleestrepresengfigure?.

Si 'on énunerel’ensembledesmarquagesccessiblesle ce reseaupn peutvérifier qu'il corres-
pondbienau spécificationsdu probleme.Lestransitionst,, ¢,, ¢3 ett¢, sontfranchiesdansle bonordre
et les marquagesuccessifslesplacesRed, Yellow et Green sontcorrects.Toutefois,le role de la
placecontrol, nécessair@our éviter qu’uneinfinité de jetonspuisseétremis dansla placeY ellow, par
exemple,estdifficile a expliquer a un nonspécialiste.Cetteplaceestuneastucede mockelisation.Elle
contientun jetonquandle feu n’estni rouge,ni vert.

Cemockleestdifficile a construiremaisétantpluscompactprésentd’il desavantageparrapport
aumocelepréecedentdontla constructiorpeutétreexpliqueefacilement?
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Fic. 7: ReseawdePetriminimal

La matriced’incidencedeceréeseay7) est:

t1 1o 13 14
-1 1 0 0 control
C = 0 -1 0 1 Red (20)
1 -1 1 -1 Yellow
0 1 -1 0 Green

Le seulinvariantde placequel’on peutdéduireest:
M (control) + M(Red) + M(Yellow) + M(Green) = 2 (21)

Il n'est donc paspossiblede montrer par une approchealgébriquesimple que les placesdu réseau
contiennentu plus un jeton et qu’ellespeuvent donc étreinterprettescommeétantdesconditionslo-
giques.ll n’estnon plus paspossiblede montrerpar cetinvariantque les lampesrougeset vertesne
peuwent par etre alluméessimultarement.Seulel’ énunérationdes marquagesccessiblepermetde
montrercesproprietes.Bien entenduJe casprésentestun exempletellementsimple quel’ énunera-
tion ne poseaucunprobleme,maisdansla pratique,les réseauxsontcompleeset I’ enunerationdes
marquagesccessiblesonduita uneexplosioncombinatoire.

Une conjectureestquela compréehensibilited’'un modelefonde sur un réseaude Petri estassez
lieeau fait que sesproprietessignificativespeuventétre montréesde faconalgébrique ou non. Un
mockeleclair et facilementvérifiableestun réseaule Petritelle quel’ensembledes marquageseffec-
tivement accessible®stle mémeque (ou esttrésprochede) I'ensembledessolutionsde I equation
fondamentale5 (M estl'inconnueets un parangtre)ainsiquel’ensembledesmarquagesM déefinis
par un based’invariant de place F' par:

FT.M = F"M, (22)
F estunebasedel’espacevectorielledessolutionsf de(f* estle transpogde f) :

1.0 =0 (23)
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Le reseaude Petride la figure 7 contientdeuxboucleselementairegentret, et Red et entret, et
control)). Si on efface cesboucles,la matriceC' estinchange et doncla baseF'. Si maintenanon
enunerelesmarquageccessiblede ce nouveauréseaupn s’apegoit qu'il estpossiblede mettredeux
jetonsdansles placesRed, Yellow ou Green et qu'il estégalemenpossiblede mettresimultarement
un jetondansRed et dansGreen. Doncil estclair queles proprietesessentiellese peuent pasétre
montreepardesinvariantsde placesou parl’ equatiofondamentale.

A partle fait d’avoir trois placesenmoins,le réeseauela figure 7 ne presenteloncvraimentaucun
avantageparrapportauréseawdela figure6.

La dernereremarquesstquela mocelisationd’un seulfeux de carrefouresten géeréralle prélude
a celle de I'ensembledesfeux d’'un carrefouravec leur relationsde déependancet desconsiceration
temporellegtempsminimal et maximalpourchaqueétaped’un cycle). Pourcelales placesdela partie
commandeng, m;, m, €tms sontindispensables.

Enconclusionpienqu’il soitoptimalvis-a-visdunombredeplaces|e réseawdelafigure7 peutétre
consicere commeun moinsbonmocdklequeceluidela figure6.
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