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Plan de la presentation 3

1 — Les ellipsades de matrices

[] Extension de la notion d’ellipsdés pour les matrices.
[1 Condition de contenance.
[1 Convexie et recherche dléments.

(1 Volume.
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Ellipsoides de matrices

Ellipsoides de I'espace vectorigl!

Centrexo € R", rayonr et geongtrieZ € R"™" telle queZ > 0 et||Z|| = 1.

{ xeR" ' (X—%)'Z(x—X0) <1 }

Ellipsoides de matriceB™*P

CentreKo € R™P, rayonR € RP*P et ggonetrieZ € R™ M telle queZ > 0 et||Z|| = 1.

[ KER™P : (K—Kg)Z(K—Ko) <R}

Définition des{X, Y, Z}-ellipsddes

o e [ 2 o
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Ellipsoides de matrices 5

0 Relations algbriques K, = —Z1Y’ |, R=KyZK,— X.
[1 Ensemble non vide

0 ssiR>0 & | X<YZ LY’

R R XY 1
[1 ssiil existeK telle que[ 1 K’ ] 1 <0
Y Z K

.. X+YK+KY' Kz
[1 Condition LMI d’appartennancej:
ZK —Z

O {X,Y, Z}-ellipsode : ensemble caexefermé borre.

1 VOL({X,Y, Z}-ellipscide) = %ﬁ . VOL ({1, 0, 1}-ellipsaide).
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Plan de la presentation 6

2 — Stabilisabilite des systmes LTI

[] Résultat principal.

[1 ProbEme non convexe.
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Retour de sortie

statique / dynamique 7

Retour de sortie statique:

o[ ko = A+ Bu
| + Du(t)

y(t) = Cx(t)
Retour de sortie dynamique::

s X(t) = AX(t) + Bu(t)
| yit) = cx(t) + Du(t)

( _ _
. 0 0 1 0
Xa(t) = Xa(t) + Ua(t)
0O A O B A Bk
=23 1 1 - . . Ua(t) = Ya(t)
1 0 0 O Ck Dk
Ya(t) = Xa(t) + Ua(t)
\ 0 C | 0 D
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Stabilisabilité par retour de sortie statiqgue 8

2 est stabilisable par retour de sortie statigue

2

ssiil existeK telle que E

K

] est stable I xK est stable)

ssiil existe une matrice de Lyapund¥vet un{X,Y, Z}-ellipsoide non vide tels que:

i L o
0 0 P
A B P A
Remarque;

C D XY C D
0O 1 Y Z 0 1

V(x) = X' Px prouve la stabili’de> x K pour tout gairk du {X, Y, Z}-ellipsade.

e
i -2
i
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Contrainte non convexe 9

Stabilisabilie = contraintes LMI& contrainteX < YZ~1Y’

Contrainte non corexe

Exemple pouK € R™*! : z=1etx < y? .

ProbEmes comexes s

0 Boucle ouverte stable alors il existe un ellipp®tq.X < 0 et trivialement < YZ~1Y’.

~

. X Y 1
[J K connu est stabilisant alors il existe un ellimm'tq.[ 1 K’ } { / } { ) } < 0.
Y' Z K

[0 Retour dBtat= probleme LMI= {A'P + PA, PB, Z}-ellipsade stabilisant.
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Plan de la presentation 10

3 — Specifications sur le gain de commande

[ Fragilité : contraintes sur la taille et laegiretrie.

[] Réalisabilie : contraintes d’inclusion et de structure.
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Fragilit & et resilience 11

Deéefinition|: SoitK, un gain stabilisant eéhk une incertitude additive.

[0 Fragile: il existe/\x € A telle quez« (Ko + /) est instable.
[0 Resilient: pour tout/\x € Ak fixe,Zx (Ko + k) est stable.

[0 Quadratiquement résilient : pour tout € Ak, Z* (Ko + ) est stable.
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Fragilit & et resilience 12

Corollaires

[0 Ak : ensemble incertain ellipsdél syn€trique/0

Condition LMI @& contrainte X < YZ~Y'| «—
Ko centre dg[ X, Y, Z}-ellipsode est quadratiquemerdgilienta/, Z\x < R.

[1 Ak : ensemble des @pateurs de gain boerparp

Condition LMI & contrainteZ =1 & contrainte 0 < p1 <YY' — X | <=
Ko centre de{ X, Y, Z}-ellipsade est quadratiquemerddilienta < p1.

[1 Ak : Incertitude multiplicative de rayoﬁ

Condition LMI & contraintg X < (1—52)YZ—1Y’ =
Ko centre def X, Y, Z}-ellipsaide est quad.asilienta/y, = oKy avec|o| < 5.
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Realisabilite du correcteur

13

Ennon@s

[1 Correcteur borne:

—> Synthese deK appartenant afiXc, Y, Zx }-ellipsoide donm a priori.

Exemple 1: correcteur de gain berrfK’'K < pg1)

Exemple 2: correcteur stabled(’ + Ax < —&1 dans une certaine base)

[1 Correcteur structure:

— Synthese deK appartenanaS € R™P, ens. de matrices strucees.

Ky

Exemple : commandestentralise K =

)

Ellipsoides de matrices pour le retour de sortie statique



Realisabilite du correcteur 14

Corollaires

[1 En ajoutant au prokme la condition LMI suivante :

(v>0

$ X Y X Y
v K K S
Wz Y Z

les gains stabilisant d{X, Y, Z}-ellipsaide sontinclus danSX, Yk, Zk }-ellipsaide.
[1 En ajoutant au prokime les secifications lirgaires suivantes:
Y €S , Zdiagonale

le gainK, central a la structurg requise.
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Plan de la presentation 15

4 — Performances du sysgme commane

[] Localisation des qles.

[ Rejet de perturbation$if/H.).
[1 Robustesse.

[] Multi-contrainte.
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Localisation des les 16

{Xr, Yr, Zr}-stabilite
Appartennance defes du systmea une egionéllipsaidale du plan complexe:

{ SeC : Xg+SYr+SYr"+SS7r <0 }

Exemples: demi-plan, disques, secteurs, paraboles...

{XRr, YR, Zr}-stabilisabilie par retour de sortie statique

Lixe v, et (PR,X,Y,Z) <0, X< Yz~ 1y’
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Performances entee/sortie 17

#’ > %’
Normes systme pour le rejet de perturbatipn E ] <y
K

[ NormeH., : energie/energie, puissance/puissance, harmonique/harmonique

Ly (Po, T, X,Y,2) <0, X<YZ7LY

[1 NormeHo> : energie finie/amplitude, bruit blanc/energie

L, (P, 12,X,Y,Z2) <0 , X<YZ7YY

[1 12P : impulsion/amplitude

Ly, (Pp, Tip, X,Y,Z) <0, X<YZ7YY/
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Robustesse / Incertitude affine polytopique 18

[] CO{Zl' . 'ZN }
Modele cefinit par un polytope E
K

[ Stabilisabilie quadratique : pour tout metk incertain variant dans le temps
Li—1 n(Py,X,Y,2) <0, X<YZ7YY
Une fonction de Lyapunov uniqué&(x) = XPyx pour tous les moeles admissible.
[1 Stabilisabili€ robuste : incertitudes paratniques
Li-1 n(Pi, G X,Y,Z) <0, X<YZ7YY

Fonction de Lyapunovependant des paratres :P € co{Ry;... P}
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Robustesse / Incertitude rationnelle structuee 19

Modele cefinit par un bouclage exépel = =

K |«

[ Stabilisabilie quadratique : pour tout metk incertain variant dans le temps
La(Py,©,X,Y,2) <0, X<YZYY
[ Stabilisabili€ robuste : incertitudes paratniques
La(P,0,X,Y,Z) <0 , X<YZ7
Fonction de Lyapunovependant des paratmes V) (X) = XM(A)'BM(A)x
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Synthese multi-contrainte 20

0 A ]
—
Wﬂj[ {X,.,Y,,Z, }—stable T:yl% <Y,

Ko {X..Y, .z }-llip.

] “Empiler” les contraintes LMI de chague spécification.
[] Fonctions de Lyapunov distinctes pour chague spécification.
0 Une contrainte non linéaire unique (X < YZ~1Y’)

[1 Tous ces problemes de synthese sont de méme complexité numérigue.
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Plan de la presentation 21

5 — Resolution numerique et exemples

[] Le probleme dual.
(] Algorithme cdne complémentaire.

[] Exemple.
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Probleme dual 22

Stabilisabilite equivalente du systeme transpose

2 { X(1) = Ax(t) + Bult) >«K stable
y(t) = Cx(t) + Du(t)
(i
5 { At) = AX(t) + Culy > %K' stable
yit) = BXt) + D'Olt)

|dem pour la synthese multi-contrainte, lafragilitée...

| nfluence sur la contrainte semi-definie positivite non lineaire:

X <YZ LY € RP*P X <YZY e Rmxm

-/ ’@7 Ellipsoides de matrices pour le retour de sortie statique



Algorithmes de syntlese BMI 23

[1 Problemes de synthese par retour de sortie statique sont SUPPOSES NON CONVEXE,
NP-durs.

[1 Algorithmes heuristigues iteratifs sans garantie de convergence mais performants.
[1 Algorithmes convergence assuree mais sous-optimaux, egalement performants.

[ Algorithme cone complementaire (El Ghaoui) - méthode du gradient.

(1 Algorithme de projections alternées (Grigoriadis).
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Algorithmes de syntlese BMI 24

Alg. cone complementaire

[ Congu pour satisfaire lacontrainteX = YZ 1Y,

] Relaxation convexe YZ-1Y’ < X et convergence X 1, y7-1y/

1 Difficultés: critére de succesX = YZ-1Y’ et convergence lente pres de I’ optimum.

applique ala synthese d’ ellipsoides:

[1 Conditionderésiliencevis-a-visd' incertitudes multiplicatives: X < (1—52)YZ—1Y’.
[ Relaxation proposée: X < (1-82)X YZ-Y' < X

O Intérét: Inutile d’ attendre la convergence exacte de X. B
Critére d’ arret : contrainte non linéaire satisfaite X < (1—82)YZ~ 1Y’
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Exemple relicoptere VTOL 25

Systeme d'ordre 4, 2 entréees, 1 sortie de mesure.
Convergence de |’ aogorithme propose:

>> [ Ko, spbs] =synt hesi s2(spb, 1)
| TER TRACE ALPHA CRIT ElG

0 5e+03 1 -1le+10 3e+01
1 let01 1 -8e+03 6

2 7 0.7 -le+01 2

3 1 1 8 -7e-11
4 1 0.1 2 0.3

5 0.09 1 1 0.03

6 0. 06 0.4 0.2 0.4

7 0.01 1 0.08 0. 0001
8 0.004 0.7 0.02 -0.3

9 0.0003 1 0.005 -0.06
10 0.0003 0.04 -0.0001 -0.2
11 0.0003 0.4 - 8e-05 0.2
12 0.0002 1 -2e-05 0.2

total cpu time = 21.54 seconds
the SOF el lipsoid has a volume of = 0.00220018 tinmes the unit sphere
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Exemple relicoptere VTOL 26

/
Synthese d'un correcteur statique K = [ ki ko ] e R2*1L,

Stabilité L ocalisation des poles (Re(pdles) < —0.15)
/
et résilience correcteur bornée par 10 autour de[ 10 10 ] :
et resilience

121 1 16"

0.8

06+

0.4

-05 -0.4 -0.3 -0.2
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Conclusions 27

[1 Formulation genéerique pour la synthese multi-contrainte avec des criteres proches
des specifications industrielles.

[ Pas de pessimisme supplémentaire / méthodes d’ analyse robuste.
[ Resultats numerigues encourageants.

[1 Développer des agorithmes nouveaux adaptes.
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