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Plan de la présentation 3

1 – Les ellipsöıdes de matrices

➙ Extension de la notion d’ellipso¨ıdes pour les matrices.

➙ Condition de contenance.

➙ Convexité et recherche d’´eléments.

➙ Volume.
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Ellipsoı̈des de matrices 4

Ellipsöıdes de l’espace vectorielRn

Centrexo 2 R
n, rayonr et géométrieZ 2 Rn�n telle queZ > 0 etkZk= 1.

�

x 2 Rn : (x� xo)
0Z(x� xo)� r

	

Ellipsöıdes de matricesRm�p

CentreKo 2 R

m�p, rayonR 2 Rp�p et géométrieZ 2 Rm�m telle queZ > 0 etkZk= 1.

�

K 2 Rm�p : (K�Ko)
0Z(K�Ko)� R

	

Définition desfX , Y , Zg-ellipsöıdes
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: K 2 Rm�p :
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Ellipsoı̈des de matrices 5

✪ Relations alg´ebriques :Ko =�Z�1Y 0 , R = Ko

0ZKo�X .

✪ Ensemble non vide

✫ ssi R� 0 , X � YZ�1Y 0

✫ ssi il existeK̂ telle que

h
1 K̂0
i24 X Y

Y 0 Z

3
5

2
4 1

K̂

3
5� 0

✪ Condition LMI d’appartennance :
2

4 X +YK+K0Y 0 K0Z

ZK �Z

3
5� 0

✪ fX , Y , Zg-ellipsoı̈de : ensemble convexefermé borné.

✪ VOL (fX , Y , Zg-ellipsoı̈de) =
q

det(R)m

det(Z)p � VOL (f�1, 0, 1g-ellipsoı̈de).
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Plan de la présentation 6

2 – Stabilisabilité des syst̀emes LTI

➙ Résultat principal.

➙ Problème non convexe.
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Retour de sortie statique / dynamique 7

Retour de sortie statique :

Σ :

8<
:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

u(t) = Ky(t)

Retour de sortie dynamique :

Σ :

8<
:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

ΣK :

8<
:

ẋK(t) = AKxK(t) + BKy(t)

u(t) = CKxK(t) + DKy(t)

=) Σa :

8>>>>><
>>>>>:

ẋa(t) =
2

4 0 0

0 A

3
5xa(t) +

2
4 1 0

0 B
3

5ua(t)
ya(t) =

2
4 1 0

0 C

3
5xa(t) +

2
4 0 0

0 D

3
5ua(t)

ua(t) =
2

4 AK BK

CK DK

3
5ya(t)
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Stabilisabilité par retour de sortie statique 8

Σ est stabilisable par retour de sortie statique

ssi il existeK telle que

Σ

K

est stable (Σ?K est stable)

ssi il existe une matrice de LyapunovP et unfX , Y , Zg-ellipsoı̈de non vide tels que :

2
4 1 0

A B

3
5

02
4 0 P

P 0

3
5

2
4 1 0

A B
3

5<
2

4 C D

0 1

3
5

02
4 X Y

Y 0 Z

3
5

2
4 C D

0 1

3
5

Remarque:

V (x) = x0Px prouve la stabilit´e deΣ?K pour tout gainK dufX , Y , Zg-ellipsoı̈de.
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Contrainte non convexe 9

Stabilisabilit́e� contraintes LMI� contrainteX � Y Z�1Y 0

Contrainte non convexe

Exemple pourK 2 R1�1 : z = 1 etx� y2

y

x

Probl̀emes convexes si

✪ Boucle ouverte stable alors il existe un ellipso¨ıde tq.X � 0 et trivialement0� Y Z�1Y 0.

✪ K̂ connu est stabilisant alors il existe un ellipso¨ıde tq.

h
1 K̂0

i24 X Y

Y 0 Z

3
5

2
4 1

K̂

3
5� 0.

✪ Retour d’état� problème LMI� fA0P+PA, PB, Zg-ellipsoı̈de stabilisant.
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Plan de la présentation 10

3 – Sṕecifications sur le gain de commande

➙ Fragilité : contraintes sur la taille et la g´eométrie.

➙ Réalisabilité : contraintes d’inclusion et de structure.
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Fragilit é et résilience 11

Définition : Soit Ko un gain stabilisant et∆^K une incertitude additive.

✪ Fragile : il existe∆K 2 ∆̂ K telle queΣ? (Ko+∆K) est instable.

✪ Résilient : pour tout∆K 2 ∆^K fixé,Σ? (Ko +∆K) est stable.

✪ Quadratiquement résilient : pour tout∆K(t) 2 ∆^K , Σ? (Ko +∆K(t)) est stable.
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Fragilit é et résilience 12

Corollaires

✪ ∆^K : ensemble incertain ellipso¨ıdal symétrique=0

Condition LMI � contrainte X � Y Z�1Y 0 ()

Ko centre defX , Y , Zg-ellipsoı̈de est quadratiquement r´esilientà∆0KZ∆K � R.

✪ ∆^K : ensemble des op´erateurs de gain born´e parρ

Condition LMI � contrainteZ = 1 � contrainte 0< ρ1� YY 0�X ()

Ko centre defX , Y , Zg-ellipsoı̈de est quadratiquement r´esilientà∆0K∆K � ρ1.

✪ ∆^K : incertitude multiplicative de rayon̄δ

Condition LMI � contrainte X � (1� δ̄2)Y Z�1Y 0 ()

Ko centre defX , Y , Zg-ellipsoı̈de est quad. r´esilientà∆0K = δKo avecjδj � δ̄.
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Réalisabilité du correcteur 13

Ennonćes

✪ Correcteur borné:

=) Synthèse deK appartenant aufXK, YK , ZKg-ellipsoı̈de donné a priori.

Exemple 1 : correcteur de gain born´e (K0K � ρK1)

Exemple 2 : correcteur stable (AK

0+AK ��ε1 dans une certaine base)

✪ Correcteur structur é :

=) Synthèse deK appartenant `aS 2 Rm�P, ens. de matrices structur´ees.

Exemple : commande d´ecentralis´ee (K =
2

6664

K1 0

...

0 Kl

3
7775)
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Réalisabilité du correcteur 14

Corollaires

✪ En ajoutant au probl`eme la condition LMI suivante :

8>><
>>:

ν > 0

ν

2
4 XK YK

YK

0 ZK

3
5�

2
4 X Y

Y 0 Z

3
5

les gains stabilisant dufX ,Y , Zg-ellipsoı̈de sont inclus dansfXK ,YK , ZKg-ellipsoı̈de.

✪ En ajoutant au probl`eme les sp´ecifications linéaires suivantes:

Y 0 2 S ; Z diagonale

le gainKo central a la structureS requise.

Ellipsoı̈des de matrices pour le retour de sortie statique



Plan de la présentation 15

4 – Performances du syst̀eme command́e

➙ Localisation des pˆoles.

➙ Rejet de perturbations (H2=H∞).

➙ Robustesse.

➙ Multi-contrainte.
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Localisation des p̂oles 16
fXR, YR, ZRg-stabilit́e

Appartennance des pˆoles du syst`emeà une régionéllipsoı̈dale du plan complexe:

f s 2 C : XR+ sYR+ s�YR

�+ ss�ZR < 0 g

Exemples: demi-plan, disques, secteurs, paraboles...

fXR, YR, ZRg-stabilisabilit́e par retour de sortie statique

LfXR; YR; ZRg(PR;X;Y ;Z)< 0 ; X � Y Z�1Y 0
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Performances entŕee/sortie 17

Normes syst̀eme pour le rejet de perturbation

K

Σ
< γ

✪ NormeH∞ : energie/energie, puissance/puissance, harmonique/harmonique

Lγ∞(P∞;τ∞;X;Y ;Z)< 0 ; X � Y Z�1Y 0

✪ NormeH2 : energie finie/amplitude, bruit blanc/energie

Lγ2(P2;τ2;X;Y ;Z)< 0 ; X � Y Z�1Y 0

✪ I2P : impulsion/amplitude

Lγip(Pip;τip;X;Y ;Z)< 0 ; X � YZ�1Y 0
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Robustesse / Incertitude affine polytopique 18

Modèle d́efinit par un polytope
Σ1 ΣN

∋

. . .co{                }Σ

K

✪ Stabilisabilité quadratique : pour tout mod`ele incertain variant dans le temps

Li=1:::N(Pq;X;Y ;Z)< 0 ; X � Y Z�1Y 0

Une fonction de Lyapunov uniqueV (x) = x0Pqx pour tous les mod`eles admissible.

✪ Stabilisabilité robuste : incertitudes param´etriques

Li=1:::N(P[i];G;X;Y ;Z)< 0 ; X � YZ�1Y 0

Fonction de Lyapunov d´ependant des param`etres :P 2 cofP[1] : : :P[N]g
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Robustesse / Incertitude rationnelle structuŕee 19

Modèle d́efinit par un bouclage exogène

∆

Σ

K

✪ Stabilisabilité quadratique : pour tout mod`ele incertain variant dans le temps

L∆^(Pq;Θ;X;Y ;Z)< 0 ; X � YZ�1Y 0

✪ Stabilisabilité robuste : incertitudes param´etriques

L∆^(Pr;Θ;X;Y ;Z)< 0 ; X � YZ�1Y 0

Fonction de Lyapunov d´ependant des param`etres :V∆(x) = x0M(∆)0PrM(∆)x
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Synthèse multi-contrainte 20

∋{X  ,Y  ,Z  }−ellip.
K KK

K

<γ
<γ <γ

2
3

1

∋∆ ∆Λ

R R R
{X  ,Y  ,Z  }−stable

Σ

✪ “Empiler” les contraintes LMI de chaque spécification.

✪ Fonctions de Lyapunov distinctes pour chaque spécification.

✪ Une contrainte non linéaire unique (X � Y Z�1Y 0)

✪ Tous ces problèmes de synthèse sont de même complexité numérique.
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Plan de la présentation 21

5 – Résolution nuḿerique et exemples

➙ Le problème dual.

➙ Algorithme cône complémentaire.

➙ Exemple.
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Problème dual 22

Stabilisabilité équivalente du système transposé

Σ :
8<

:
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

Σ?K stable

m

Σ0 :

8<
:

˙̄x(t) = A0x̄(t) + C0ū(t)

ȳ(t) = B0x̄(t) + D0ū(t)

Σ0 ?K0 stable

Idem pour la synthèse multi-contrainte, la fragilité...

Influence sur la contrainte semi-définie positivite non linéaire:

X � YZ�1Y 0 2 Rp�p X̄ � Ȳ Z̄�1Ȳ 0 2 Rm�m
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Algorithmes de synth̀ese BMI 23

✪ Problèmes de synthèse par retour de sortie statique sont supposés non convexe,

NP-durs.

✪ Algorithmes heuristiques itératifs sans garantie de convergence mais performants.

✪ Algorithmes convergence assurée mais sous-optimaux, également performants.

✫ Algorithme cône complementaire (El Ghaoui) - méthode du gradient.

✫ Algorithme de projections alternées (Grigoriadis).
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Algorithmes de synth̀ese BMI 24

Alg. cône complémentaire

✪ Conçu pour satisfaire la contrainte X̂ = YZ�1Y 0.

✪ Relaxation convexe Y Z�1Y 0 � X̂ et convergence X̂
itérations

�����! YZ�1Y 0.

✪ Difficultés : critère de succès X̂
?

=Y Z�1Y 0 et convergence lente près de l’optimum.

appliqué à la synthèse d’ellipsoı̈des :

✪ Condition de résilience vis-à-vis d’ incertitudes multiplicatives : X � (1�δ̄2)YZ�1Y 0.

✪ Relaxation proposée : X � (1� δ̄2)X̂ YZ�1Y 0 � X̂

✪ Intérêt : Inutile d’attendre la convergence exacte de X̂ .

Critère d’arret : contrainte non linéaire satisfaite X � (1�δ̄2)Y Z�1Y 0
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Exemple h́elicoptère VTOL 25

Système d’ordre 4, 2 entrées, 1 sortie de mesure.
Convergence de l’aogorithme proposé :
>> [Ko,spbs]=synthesis2(spb,1)
ITER TRACE ALPHA CRIT EIG
0 5e+03 1 -1e+10 3e+01
1 1e+01 1 -8e+03 6
2 7 0.7 -1e+01 2
3 1 1 -8 -7e-11
4 1 0.1 -2 0.3
5 0.09 1 -1 0.03
6 0.06 0.4 -0.2 -0.4
7 0.01 1 -0.08 -0.0001
8 0.004 0.7 -0.02 -0.3
9 0.0003 1 -0.005 -0.06
10 0.0003 0.04 -0.0001 -0.2
11 0.0003 0.4 -8e-05 -0.2
12 0.0002 1 -2e-05 -0.2
total cpu time = 21.54 seconds
the SOF ellipsoid has a volume of = 0.00220018 times the unit sphere
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Exemple h́elicoptère VTOL 26

Synthèse d’un correcteur statique K =
h

k1 k2

i0
2 R2�1.

Stabilité Localisation des pôles (Re(pôles)<�0:15)

et résilience correcteur borné par 10 autour de

h

10 10

i0

.

et résilience

−0.55 −0.5 −0.45 −0.4 −0.35 −0.3 −0.25 −0.2 −0.15
0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

2

k1

k

0.4

0.6

0.8

1

1.2

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2

δ = 0.25

δ = 0

δ = 0.5

k1

k2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
2

4

6

8
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14
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18

0 1 2 3

4

8
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16

δ = 0

δ=0.5
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Conclusions 27

✪ Formulation générique pour la synthèse multi-contrainte avec des critères proches

des spécifications industrielles.

✪ Pas de pessimisme supplémentaire / méthodes d’analyse robuste.

✪ Résultats numériques encourageants.

✪ Développer des algorithmes nouveaux adaptés.
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