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1. Introduction

Cet article est principalement dédié & la présentation de résultats récents
en analyse et synthése robuste des systémes dynamiques & incertitude pa-
ramétrique réelle. Nous nous sommes volontairement limités & des modéles
avec incertitude structurée de type linéaire fractionnaire, LF7T . Les problémes
d’analyse robuste associés a ces modéles sont réputés difficiles, [ZHO 96] et
ont généralement été abordés dans le cadre de la valeur singuliére structu-
rée, [ZHO 96], [PAC 93]. L’utilisation de la notion de stabilité quadratique,
[BER 89], [PAC 90], a fourni une alternative a ce cadre de travail. Ce concept
trés fructueux a permis de développer de nombreux outils d’analyse et de syn-
thése numériquement intéressants de par leur simplicité, (conditions impliquant
la résolution d’équations de Riccati ou de LMT). Toutefois, il est apparu que
ce concept nécessitant 1'utilisation d’une fonction de Lyapunov unique pour
I’ensemble des incertitudes, génére un pessimisme irréductible des conditions
proposées. Des travaux préliminaires ont permis de montrer que celui-ci pou-
vait &tre réduit dans certains cas par l'introduction de fonctions de Lyapunov
dépendant des paramétres incertains ainsi que par l'usage systématique de la
S-procédure, [FER 96 |, [GAH 96].

Les conditions d’analyse proposées dans cet articles reposent également sur
le concept de fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres et prolongent
ainsi les travaux récents sur le sujet. Nous nous sommes intéressés a divers
problémes d’analyse en stabilité et en performance. Pour chacun des problémes
traités, nous nous sommes attachés a présenter notre nouvelle approche le plus
synthétiquemnt possible en omettant sciemment les preuves trop techniques et
qui auraient alourdi inutilement cet article. Le lecteur désireux d’aller plus loin
dans la compréhesion des mécanismes techniques utilisés peut se reporter aux
nombreuses références citées dans le texte.

Finalement, ’aspect le plus intéressant de ce travail est, peut étre, lié¢ au fait
qu’il fait apparaitre une généricité des problémes qui permet leur traitement
dans un cadre unifié et leur extension aisée & d’autres types de modélisation
incertaines, [PEA 00D]. Il reste d’autre part que 1’extension de ces techniques
aux problémes de synthése constitue un domaine ouvert. Le résultat de synthése
proposé est établi uniquement dans le cadre quadratique. Certaines extensions
utilisant des fonctions de Lyapunov dépendant des paramétres existent mais
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n’ont pas été inclues ici pour des raisons de concision, [ARZ 00a], [ARZ Oba),
[OLT 99]. Cet article ne doit donc pas apparaitre comme un état de I’art d’une
recherche définitive et figée mais plutét comme un instantané d’une recherche
en pleine évolution.

Notations : La matrice transposée de A is notée A’ et A* est la matrice com-
plexe conjuguée transposée. Etant données des matrices symétriques A et B,
> (>) est la relation d’ordre partiel telle que A > (>) B si et seulement si
A — B est (semi) définie positive. 1 est la matrice identité et 0 la matrice nulle
de dimensions appropriées. J est I’'opérateur de dérivation pour les systémes en
temps continu, (§[z(t)] = #(t)) et I'opérateur de retard pour les systémes en
temps discret, (6[z(t)] = (¢ + 1)). ® est le produit de Kronecker des matrices.
Nous rappelons que (A® B)(C @ D) = (AC) ® (BD). co{A1, -, An} définit
I’enveloppe convexe des matrices sommets Ay, - - -, Ay. Le signe % indique dans
une matrice, un terme symétrique qui se déduit du contexte. Pour une matrice
A donnée, sym(A) = A+ A’. De plus, 0 = s ou ¢ = z suivant que 1’on considére
des modéles en temps continu ou discret.

2. Les modéles incertains

2.1. Introduction

Les modéles Linéaires Temps-Invariant, (LTT) sont trés largement utilisés en
analyse et synthése robustes du fait de leur simplicité et du fait qu’il existe
de nombreux outils performants associés. Cette simplicité du modéle L'TT n’est
toutefois pas sans conséquence sur la précision relative de sa représentativité
du systéme physique réel. Il est donc nécessaire, dans la plupart des cas, d’ad-
joindre au modéle LTT un modéle mathématique de I'incertitude représentant
I’écart entre la réalité physique et le modéle mathématique simplifié.

Il est donc indispensable de définir des classes de modéles d’incertitude per-
mettant I’élaboration de modéles incertains adéquats. Le modéle d’incertitude
peut ainsi étre caractérisé par différents facteurs tels que ceux définissant la
nature de 'incertitude considérée.

2.2. La modélisation LFT

Les modéles considérés sont linéaires invariant dans le temps (LTT) et peuvent
étre a temps continu ou & temps discret. Nous envisageons le probléme d’analyse
en vue de valider les performances d’un systéme bouclé par un correcteur donné,
K. Nous considérons des entrées de perturbation sur le systéme, wy (¢) et des
sorties de commande, z7(t), qui mesurent I’effet des perturbations. Le modéle
du systéme est supposé étre incertain. Les incertitudes sont constantes et sont
regroupées dans une matrice A dont on précisera la structure.
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L’incertitude entre dans le modéle sous forme rationnelle. En adoptant 1’écriture
de Transformation Linéaire Fractionnaire (LFT), le modéle est une expression

affine de A, :

AK,A) Bu(K.A) ] _[ AdK) Bu(K) [ Bu(K) ], [ CuE) T
Cu(K,A) Dy(K,A) | 7 | Cu(K) Du(K) + Dyw(K) N L (K)
[2]
ot A. est une expression matricielle composée de fractions rationnelles. Elle
s’écrit indifféremment sous les deux formes suivantes :

Ac=A(L— D,y (K)A)™ = (L - AD,(K))'A [3]

La modélisation LFT permet ainsi de représenter une trés grande variété de
modéles incertains. Elle correspond & un bouclage de l'opérateur A sur un
modeéle LTI certain :

3[z(#)] A (K)  Bu(K) Byu(K) z(t)
) | =| C.K) Diw(K) D.n(K) w(t)

ol w(t) et z(t) sont des entrées/sorties exogénes fictives. Les matrices défi-
nissant le modéle sont dépendantes d’une loi de correction symbolisée par le
correcteur K quelque soit sa nature.

2.3. Caractérisation des incertitudes

L’opérateur matriciel incertain A appartient & un domaine A tel que :

— A contient I’'incertitude nulle A = 0.

— A est fermé convexe et peut éventuellement étre non borné.

La modélisation LFT impose que le bouclage de 'incertitude sur le modéle LTI
certain soit bien posé. Cette notion implique que le modéle incertain appartient
a un domaine convexe compact. Méme s1 A est un domaine non borné, Ay pr
évolue dans un domaine compact.

Les Incertitudes structurées

L’opérateur A est structuré pour prendre en compte les différents paramétres
incertains qui peuvent étre indépendants et peuvent intervenir simultanément
dans différents éléments du modéle. L’écriture 1,, ® A; exprime que le bloc
A; est répété r; fois sur la diagonale. Les paramétres incertains peuvent étre
scalaires ou matriciels. Nous les représentons sous forme matricielle comme



suit :
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Les deux matrices inversibles Tj, et Ty caractérisent le changement de base qui
conduit d’une forme A quelconque a la forme bloc diagonale structurée.

Les différents blocs incertains peuvent étre de nature différente. Ils sont de
nature polytopique, A, ou de nature H)-dissipative, Aj.

Les Incertitudes polytopiques

L’incertitude A est de nature polytopique si elle appartient au domaine incer-
tain A défini comme I’enveloppe convexe de N sommets notés All. Les éléments
de ce domaine compact sont paramétrés par les N coordonnées barycentriques
(; comme suit :

A = co. {AD AR AINTY

S [6]
{ EQ-A[Z] . ZQ:l L, 0<G<1 }
i=1 =1

Aucune structure n’est donnée explicitement sur A dans I’expression [5] puisque
les incertitudes de nature polytopique permettent intrinséquement de prendre
en compte la structure. Les polytopes de matrices permettent de définir 1’in-
certitude a la donnée de valeurs extrémes des paramétres. Cette représentation
généralise la description par matrices intervalles et la représentation parallélo-
topique. A la différence de ces deux derniéres, elle n’impose pas de symétrie
sur le domaine incertain et permet de prendre en compte des interdépendances
entre différents paramétres. Cependant, cette modélisation conduit a la défi-
nition de conditions trés couteuses en temps de calcul du fait du nombre de
variables de décision générées. Il est souvent préférable pour des questions de
combinatoire de choisir une modélisation dissipative des incertitude.

Les wncertitudes dissipatives

L’incertitude A; appartient au domaine Ag ;) des matrices H_dissipatives si
elle satisfait une inégalité matricielle du type ellipsoidale telle que :

Ajebgy = [1 A}]H(j)[A]l']ZO [7]
J



ot HY) est une matrice donnée qui se décompose en blocs conformément 2
I'inégalité [7] :

70) — [ Yy B ] Hy'

0
i 51
' ) 0

()

La condition sur H1J1' impose que 'incertitude nulle fasse partie de 1’ensemble

()

incertain. La condition sur H,} impose que Ag) soit un ensemble convexe.

Si Héé) admet une valeur propre nulle alors le domaine incertain n’est pas
nécessairement borné.

La notion d’incertitude dissipative permet de rendre compte d’aspects énergé-
tiques sur les opérateurs incertains. La représentation dissipative des incerti-
tudes est une généralisation de nombreuses représentations classiques. Elle offre
I’avantage de permettre une grande flexibilité dans la modélisation des sys-
témes incertains car ’étape de modélisation ne nécessite par d’avoir a effectuer
de changements d’échelle ou des changements de repére, [PEA 98], [PEA 00D].
Cette flexibilité a comme désavantage de permettre de nombreuses modélisa-
tions équivalentes d’un méme systéme pour lesquelles nous ne sommes pas en
mesure actuellement de garantir des résultats similaires en analyse ou en syn-
theése.

3. Analyse robuste en stabilité et performance des modéles incer-

tains LFT

3.1. Introduction

Le choix d’un modéle incertain étant effectué, pour un correcteur donné il est
nécessaire de faire "analyse des propriétés en stabilité et performance robustes
de ce modéle. Suivant les résultats de cette derniére, une strategie de correction
peut étre nécessaire, résultant alors en la synthése d’un nouveau compensateur.
Celui-ci obtenu, une nouvelle étape d’analyse du systéme bouclé intervient afin
d’attester des propriétes réelles du systéme corrigé. L’étape d’analyse est donc
trés importante dans le processus de synthése puisqu’elle va conditionner en
partie les choix effectués pour la synthése mais également sanctionner les ré-
sultats de cette étape.

L’analyse est usuellement séparée en deux problémes présentant des degrés de
difficulté différents : "analyse de stabilité robuste et I’analyse de performance
robuste. Autant la définition du premier est univoque et sans ambiguité, autant
la notion méme de performance robuste recouvre des acceptions fort diverses.
Nous nous attachons tout d’abord & définir et préciser les différentes notions
que recouvre ce formalisme.



3.2. Critéres de stabilité et performance robustes
La stabilité robuste

Etant donné un modéle LTT et la représentation de I’incertitude associée, il
s’agit de tester la stabilité au sens de Lyapunov du systéme pour I’ensemble
des incertitudes admissibles. Le probléme de I’analyse robuste en stabilité vis &
vis d’incertitudes structurées sous forme LFT n’est pas complétement résolu et
I’on doit faire face & un compromis inévitable entre la complexité de la méthode
et le degré de pessimisme qu’elle implique. Nous proposons donc dans la suite de
ce chapitre des solutions de faible complexité améliorant les résultats existants
pour des problémes réputés difficiles.

De fagon a écrire sous une méme formulation générique la propriété de stabilité
robuste au sens de la théorie de Lyapunov pour les systémes & temps continu
et pour les systémes & temps discret, nous définissons respectivement pour ces
deux cas les matrices :

_ 01 2x2 _ _10 2x2
re=|0 g ewe o m=[7) V] er

Par définition du produit de Kronecker, pour toute matrice P on a :

0 P

RC®P:[P 0

| e[ 8]

0 P

Deéf. 3.1

Un systeme LTI incertain (1) est robustement stable si et seulement s’il existe
une matrice symmétrique dépendant des paramétres incertains P(A) telle que
pour toute incertitude A € A :

A(K,A) (RoP(A)) A(K,A)<0 , P(A)>0 [9]

ot R = R, dans le cas des systémes a temps continu, R = R4 pour les systémes
a temps discret et ot la matrice A(K) est définie a la donnée du modéle par :

AK,A)=[1 A)(K,A) ]

La condition précédente revient & tester la localisation des pdles du systéme
dans le demi-plan complexe gauche ou dans le disque unité. Ce type de test
peut étre étendu a d’autres sous-régions du plan complexe permettant d’affiner
ainsi ’analyse des propriétés dynamiques du systéme bouclé.

La Dg-Stabilité robuste

Le comportenent dynamique des systémes (rapidité, amortissement, pulsation
des oscillations...) constitue un critére de performance usuel pour les systémes



LTI sans incertitudes. Il est en partie mesuré par le positionnement des poles
dans le plan complexe. L’extension de ce critére aux systémes incertains se
fait par la localisation des poéles dans des régions D du plan complexe. On
parle alors de D-stabilité robuste. Différents types de régions ont été envisagées
dans la littérature, [GUT 81], [CHI 96], [PEA 00A]. Sont considérées dans ce

document uniquement les régions LMZ définies comme suit.

Déf. 3.2 [PEA 00A]

Soit R une matrice a valeurs complexes partitionnée comme suit :

_ Ri1 Rio ) Ry = RTI c Cdxd
R= [ Ry R ] ' Res=Rj, >0 ecixd [10]
La région Dp se définit comme ’ensemble des complezes o tels que :
Dr={o0c€C : Ri1+ Ri20+ R}50" + Rygo0™ <0 } [11]

Les régions ainsi définies sont exactement identiques aux régions LMI proposées
dans [CHI 96]. L’avantage de la définition adoptée ici est qu’elle conduit & des
conditions de plus faible complexité numérique,[PEA 00A].

Les régions sont toutes convexes et peuvent étre non bornées. Elles sont ne-
cessairement bornées si Rgs > 0. Le scalaire d caractérise la “dimension” de
la région. Les régions usuelles telles que le demi-plan et le disque sont des ré-
gions de dimension d = 1. Les régions plus élaborées telles que I'interieur d’une
parabole ou d’une ellipse sont des régions de dimension d = 2.

Par extention des résultats de [CHI 96], la Dg-stabilité robuste se formule
comme une généralisation des inégalités de Lyapunov pour la stabilité robuste.

Théoréme 3.1

Un systeme LTI incertain [1] est robustement Dp-stable si et seulement s’il
eriste une matrice symmétrique dépendant des paramétres incertains P(A) telle
que pour toute incertitude A € A :

A(K,A) (RaP(A)) A/(K,A)<0 , P(A)>0 [12]
ot la matrice A(K) est définie a la donnée du modéle par

AK,A) =1 1,0 A (K,A) ]

La Dp-stabilité robuste est clairement une notion permettant d’aborder le pro-
bléme de robustesse en performance. Un autre moyen consiste & définir le
transfert entre les sorties controllées zg et les entrées de perturbation wy,

Tspws (0, AK). Pour un contrdleur donné et pour une classe de vecteurs de



perturbations donnés, étudier la taille du vecteur des sorties controllées zy
revient & évaluer le degré de performance de la boucle fermée a partir d’un cri-
tére de performance défini comme une norme sur le transfert 7%,,4,, (0, A, K).
Il est nécessaire de définir une norme sur le vecteur des perturbations exogénes
et une norme sur le vecteur des sorties. Cela permet en retour de définir la
norme-systéme associée, (induite ou non). Dans cet article, seul le critére de
performance induit de la norme H ., est présenté. Un développement similaire
peut étre fait dans le cas de la norme Hs.

Coiit Hoo robuste

On désire analyser le degré de performance robuste o, du modéle incertain en
boucle fermée. Le modéle du systéme n’étant pas parfaitement connu, une fagon
raisonnable d’envisager ce probléme de performance robuste est de considérer le
calcul de la norme H, dans le pire des cas. Cela consiste & déterminer 1’élément
maximal de I’ensemble des normes H ., sur ’ensemble des modéles possibles. Le
calcul exacte de cet élément est dans la majorité des cas irréaliste ou trés ardu
numériquement. La méthode adoptée consiste & calculer une borne supérieure
appelée cotit garanti, que ’on souhaite la moins pessimiste possible.

Théoréme 3.2 :

L'inégalité || Ty, (0, A, K)||% < Yoo est vérifiée si et seulement s'il existe une
matrice symmétrique dépendant des paramétres incertains P(A) telle que pour
toute incertitude A € A :

ReP(A) 0 0
A(K,A) 0 1 0 A(K,A)<0 , P(A)>0
0 0 —7v.1

3.3. Les conditions d’analyse

Les conditions proposées, que ce soit de stabilité robuste, de Dg-stabilité ro-
buste ou de cofit garanti Ho, sont exprimées en termes de ’existence de fonc-
tions de Lyapunov dépendant des paramétres & un ensemble infini d’inégalités
matricielles linéaires défini sur ’ensemble d’incertitude A. Il est donc indis-
pensable d’une part de préciser la paramétrisation choisie pour la fonction de
Lyapunov ainsi que "approche utilisée afin de rendre le test utilisé numérique-
ment efficace.



Choiz de la paramétrisation de P(A)

Deux types de résultats sont présentés :

- Les premiers reposent sur la théorie de la stabilité quadratique. L’ana-
lyse robuste est menée par la recherche d’une fonction de Lyapunov
unique sur ’ensemble des incertitudes admissibles (P(A) = P). Ces ré-
sultats ont comme avantage d’étre peu cofiteux en temps de calcul mais
induisent un fort pessimisme, [PEA 00A].

- Les seconds supposent la recherche d’une fonction de Lyapunov dépen-
dant des paramétres (FLDP). Les fonctions sont quadratiques en ’ex-
pression rationnelle de 'incertitude.

paj=[1 cmal [ o o2 || aci | M

Les résultats donnés a ’aide de FLDP sont necessairement moins pessi-
mistes que ceux issus de la stabilité quadratique et les essais numériques
montrent qu’ils sont en général bien meilleurs. Une telle paramétrisation
a été utilisée dans la littérature pour des problémes connexes, [HEL 99].

Utilisation de la séparation quadratique

Une fois choisie la paramétrisation de la fonction de Lyapunov P(A), se pose le
probléme de la dérivation de conditions LMI numériquement traitables. Le fait
de disposer d’une modélisation incertaine de type LF7T permet de mettre en
oeuvre la technique de séparation quadratique, [TWA 97], [TWA 98], [PEA 00B],
[PEA 00C], issue du cadre théorique général de la séparation topologique. Nous
avons choisi de ne pas détailler outre mesure les aspects techniques liés aux
différentes théories utilisées dans ce document. Il est & noter que des résultats
similaires ont été donnés dans [SCH 97B], [DET 98]. Toutefois, dans un souci
didactique, nous rappellons un résultat de séparation quadratique dans le cas le
plus simple. 1l s’agit d’écrire une condition de stabilité quadratique du modéle
LTT incertain [1]. En adaptant la définition 3.1, on obtient,

Déf. 3.3
Un systeme LTI incertain [1] est quadratiquement stable si et seulement s’il
existe une matrice symmétrique P telle que pour toute incertitude A € A :

[1 AJ(K,A)Y ] (RoP)[1 AJ(K,A) ] <0, P>0 [14]

L’application du résultat de séparation quadratique & [14] conduit au résultat.
Théoréme 3.3 :

Un systeme LTI incertain [1] est quadratiquement stable si et seulement s’il
existe une matrice symmétrique P > 0 et une matrice ® appelée candidate a
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la séparation quadratique telles que :

[% }?:((?2{/]<R®P>[*]’+[ oy ﬁ]@w’w [13]
[1 A’]@[i]z@ VA€ A [16]

L’inégalité [16] définit un ensemble convexe de séparateurs © comme l'intersec-
tion d’un nombre infini de LMZ et dans lequel est recherché le candidat a la
séparation quadratique. Du point de vue numérique, la contrainte @ € @ sera
généralement remplacée par une contrainte LMZ relaxée @ € @y ou 0y C ©.
Les différents résultats proposés utilisent un résultat similaire & celui-ci. Tous
les résultats d’analyse sont présentés sous une forme LMZ générique telle que :

A(K)P(P, @) A (K) < 0

P>0 [17]

avec la contrainte d’appartenance
® €0, [18]

ot A(K) regroupe linéairement les matrices définissant le systéme incertain et
P(P, ®) regroupe linéairement les variables de decision du probléme. Il appa-
rait donc deux groupes d’inégalités matricielles linéaires de nature différente.
L’un, [17] définit le type de critére a considérer, (analyse de stabilité, Dg-
stabilité, performance) alors que le second, [18], caractérise la recherche du
séparateur quadratique suivant en fonction de la nature de I'incertitude consi-
dérée dans le modéle.

Recherche des candidates a la séparation quadratique

Avant de préciser les notations particuliéres utilisées dans 1’énoncé des condi-
tions LMZ sur les critéres d’analyse en stabilité robuste et performance ro-
buste, le théoréme qui suit donne la méthode LMZ générale pour la recherche
de candidates & la séparation quadratique. Il est important de noter que ce théo-
réme ne décrit pas de fagon exacte I’ensemble des candidates & la séparation
quadratique. Ce résultat est un compromis pessimiste mais numériquement ef-
ficace entre la volonté d’approcher les conditions de stabilité robuste exactes et
la nécessité d’associer aux problémes, des algorithmes de résolution, [TWA 98].

Théoréme 3.4

Sl existe trots matrices @11, 612 et 622 qut satisfont les LMT suivantes :

1
[ ] >0

[19]

@ — @/ ~ ~
11 11 ®11 Op

Vi=1.N {]1 A[i]’} o oo
12

©22 =0, <0
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et | matrices A; qui satisfont les contraintes LML :
Vi=1.1 Aj=A;>0 cR*" [20]

alors la matrice © telle que :

T o V' [T« o ]_
[@ Tg‘l]@[o Tg‘l]‘

[ O 0 e 0 O, 0 e 0 1
0 Ao HY 0 Ai@HY
0 o A HY 0 o Ao HY
@)’12 0 L. 0 O, 0 .. 0
!
0 AroHY 0 A ®HY
: . Lo : . :
) o Ao HD 0 o Ao HY
[21]
est une candidate a la séparation quadratique vis a vis des incertitudes struc-
turées :
A 0 0 -
1 2 N
0 1, 0A Aeco.{A[],A[],~~~,A[ ]}
TyAT; =
: - : Vi=1.1 A; € hyi
0 ]1” ® Al 7 A

[22]
ot Ty et Ty sont des matrices inversibles de changement de base et les notations
sur la nature des différents blocs incertains sont celles du chapitre 2.

Remarques 3.1

Avec peu de modifications, le théoréeme [3.4] permet également de décrire des
candidates a la séparation quadratique vis a vis d’incertitudes structurées répé-
tées k fois (1y ® A : A € A). L’ensemble de ces candidates est noté Og, ga-

Catalogue LMI pour 'analyse robuste en stabilité et en performance

Les pages qui suivent constituent le catalogue d’inégalités matricielles linéaires
pour ’analyse de systémes incertains de forme LFT tels que définis dans le
chapitre 2. Dans 'ordre se trouvent les inégalités pour la Dg-stabilité robuste
et le cotit garanti H.,. Pour chaque critére de performance sont données, a la
suite l'une de 1’autre, les LMZ correspondant aux résultats issus du cadre de
travail de la stabilité quadratique et ceux utilisant les fonctions de Lyapunov
dépendant des paramétres (FLDP) définies précédemment. Pour les problémes
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LMI 3.1 Dr-STABILITE QUADRATIQUE

®co
A(K) [%} A(R)<0

|1 1,0A)(K) | 1,0CHK) © _
A(K) = [ 0 140 BL(K) | 140 DL, (K) 1 | |?=0%ues
LMI 3.2 Dp-STABILITE PAR LES FLDP
R®P11 R®Pia El o
A(K) R®Piy R® P2 A(K) <0 ®co
44 ) < :
/ E/ O ® / P11 > O
0 0|O®
14 ® AL(K) 1, ® CL(K) 0 0 0
N -1 0 1;,@CL(K) 0 O _
AR =111 4 0B (K) | 140D, (K) 0 10 © = CBuaen
0 0 1,9D.,,(K) 0 1
LMI 3.3 CoUT Heo PAR LA STABILITE QUADRATIQUE
RP |0 0 0
. 0 1 0 0 - ®cO
A(K) 0 04110 A'(K) <0 PO
0 0 0 Q]
1 A)(K) | Cy(K) | 0| CL(K) 0 0 O
| 0 By(K)| Dy'(K) |1 0 D ,(K) 0 O _
AR =1 o (k)| Dy (k)| 0| D) © 1 0| |®=0Cnes
0 B (K) | Dy,(K)|O D, ,(K) 0 1

de colit garanti, des cas particuliers tels que I'une des deux matrices D, (K) ou
Dy (K) est nulle, sont traités séparément du cas général. Ces cas particuliers
ont pour intérét de réduire le nombre de variables sans pessimisme.
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LMI 3.4 CoUT Ho PAR LA STABILITE QUADRATIQUE (CAS PARTICULIERS)

RoP |0 0 0
. 0 (1] 0 [0 | ., @co
A(K) 0 0 =410 A(K) <0 P o
0 0 0 ®
1 A(K) | CyY(K) |0| CL(K) ©
AK)=| 0 By(K)| Dy(K) |1 0 0 0 =0,
0 BL(K)| D, (K)|0]| D, (K) 1
LMI 3.5 CoUT He PAR LES FLDP
[ —y1 0 0 0
0 ReP 0 ReP
11 QP12 Elolo
0 0 0 0 ©co
E 0|00 P11>0
0 O|1]0
I 0 ojo|e
A(K) =
B}, (K) DY, (K) Dy, (K) 0 0 0 0 O
A (K) Ch, (K) 0 C!(K) 0 0 0 0
-t 0 0 0 CH(K) 0 0 0 0 =0ur.en
B.(K) | Dy, (K) | D.,(K) 0 0 10 0
B (K) | Dj,(K) 0 D, (K) 0 01 0
0 0 0 0 DL, (K) 0 0 1
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LMI 3.6 CoUT Ho, PAR LES FLDP (CAS PARTICULIERS)

—-v1 0 0
0 R®P11 R®Pi2 |[E|0| 0
AK 0 R@Pllz R®Pas MK 0 ®co
( \) E/ O ® O ( X) < : P]_]_ > O
0 0|10
i 0 010 0O® ]
BL(K) | Dy(K) 0 o 0 0
A/O(I{) C»:,_L(A’) C; ([{) 0 0 0
A([{) = 1 -1 0 0 C; (I{) 0 0 © = O1,gn

B{U (I() Dwa (I() D;w ([() 0 1 0
0 0 0 D;w ([() 0 1

4. Synthése robuste par séparation et stabilisabilité quadratique

Autant la technique de séparation quadratique que 1'utilisation de fonctions de
Lyapunov dépendant des paramétres se prétent a la problématique de ’analyse.
Il en va difféeremment en ce qui concerne les problémes de synthése qui dans la
majorité des cas impliquent la résolution d’inéquations matricielles bilinéaires,
(BMZ). Afin de ne pas alourdir cet article, seul le probléme de stabilisation
quadratique par retour de sortie dynamique d’ordre plein est ici abordé pour les
modles LTI en temps continu. Nous considérons donc le modéle LTI incertain
suivant :

z(t) = Aoz (t) + Byww(t) + Bou(t)
z(t) = Coz(t) + Daww(t) + Diou(t) w(t) = Az(t) [23]
y(t) = Coz(t) + Doy w(t)
Le probléme de synthése est alors de déterminer un compensateur d’ordre plein
donné par ses équations d’état :

w () =l () e

ou rx € R™. Le systéme bouclé par un tel correcteur est défini par les matrices
en boucle fermée :

e _ Ao + BODKCO BOCK e _ Bw + BoDKDow
A(K,A) = [ By C, A ] By(K) = [ B Do
Cz ([\7) = [ Cz + DzoDKOo DzoCK ] Dzw ([\7) = Dzw + DzoDKDow

[25]
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L’idée est alors de réécrire les conditions d’analyse en Dg-stabilité quadratique
pour la stabilité des systémes en temps continu données par la LMI 3.1 en
définissant la fonction de Lyapunov pour le systéme bouclé par :

_ Y Y, -1 X X5
P = [ Y2/ * :| Pcl = [ Xé * :| [26]

Ces conditions sont conjointement bilinéaires en les variables définissant le cor-
recteur et en les variables définissant la fonction de Lyapunov et son inverse.
Il est usuel dans ce cas d’utiliser le changement de variables linéarisant défini

dans [SCH 97A].

Théoréme 4.1 : [ARZ99]
Sal  existe X = X' > 0 et Y = Y’ > 0,
V = V' telles que :

-1 -1
V:[ ; W]:[ o [27]
W' | Z 01,07 | 0,070, — O
sym(AX + Boé) * * *
A+ AL+ D,,D'B, sym(A.Y +BC,) * * | 2o
B, +C,D'B, B.Y + D,,B’ -Z
C;:X + Dzoc Cz + DzoDCo Dzw + DzoDDow - W _S
28]
X 1
[ 1Y ] >0 [29]

alors [23] est quadratiquement satbilisable par retour de sortie (K). De plus :
1-XY =X,Y,>0 [30]
et un contréleur stabilisant quadratiquement le systéme est donné par :

Dg = D

Ck = (C - DC, X)X,

Bk =Y;'(B—-YB,D)

Ax =Y;(A -BC,X -YB,C - Y(A, — B,DC,)X)X} !

[31]

Ce résultat établit une condition suffisante de stabilisabilité quadratique en
termes de ’existence de solutions a des LMZ, [28], [29] vérifiant la contrainte
algébrique nonlinéaire [27]. Nous retrouvons une formulation fréquemment ren-
contrée en synthése robuste vis & vis de modéles d’incertitude structurés,
[APK 00]. Cette formulation posséde ’avantage d’étre équivalente & la formu-
lation suivante qui correspond & la résolution d’un probléme de minimisation
concave.
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Théoréme 4.2 : [ARZ99] ~

Sl eriste des solutions optimales X = X' > 0, Y =Y >0, A ¢ R*™™,
- - - . s W

Be R*", Ce R*, De R*™, @ emetvz[w, Z]au
probléme de minimisation concave :

min trace(@; — S7) +trace(@qy + Z — W/STIW)
(28]
(30]

(OF1 (O 1
O, On+Z W | >0
1 A% S

satisfaisant de plus :
trace(®q1 — S_l) +trace(@q + Z — WIS_1W) =0 [32]

alors [23] est stabilisable quadratiquement par le retour de sortie (K). De plus,
un contréleur quadratiquement stabilisant est donné par [31] calculé a Uopti-
mum.

La résolution du probléme de synthése robuste initial est ainsi ramenée a la
résolution d’un probléme de minimisation concave multi-extrema dont les pro-
priétés intrinséques permettent d’utiliser des méthodes numériques de résolu-
tion du type directions admissibles. Ainsi, les méthodes du gradient contraint,
(dite aussi de Franck et Wolfe), [APK 00], ou les méthodes utilisant la complé-
mentarité conique, [ELG 97], peuvent alors étre mises en oeuvre. Il est & noter
que ces algorithmes ne fournissent que des solutions locales.
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