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Exercice1.

1.a.Stabilit édu syst̀eme.

Un syst̀emeéchantillonńe eststablesi et seulementsi le sys-
tèmecontinu avant échantillonnageest stable. De plus les
pôlesdusyst̀emecontinupi deviennentapr̀eséchantillonnage
zi
� epiT où T est la périoded’échantillonnage.Ici le sys-

tèmecontinuobtenuparle bouclageproportionnelk2 et la pré-
commandeproportionnellek1 s’écrit:

y
�
p �

u
�
p � � k1

p � 1 � k2

Il est stablesi estseulementsi sonpôle p1
��� 1 � k2 est à

partieréellenégative:

k2 � � 1

1.b. Choix de T et k1.

Pourle choixdek2 � 10 � ln � 2� � 1, le pôledusyst̀emecontinu
estp1 � � 7. Cecicorrespond̀a uneconstantedetempsτ1

�� 1	 Re
�
p1 � � 0 
 14s. D’aprèsla règle deShannonla période

d’échantillonnagedoit êtreapproximativementtelleque:

τ 	 4 � T � τ

Onchoisidoncdeprendre T � T2
� 0 
 1s .

Maintenantpour calculerk1 qui assureun gain statiqueuni-
taireausyst̀emediscret,oncommenceparcalculersafonction
detransfertdiscr̀ete:

G
�
z � ���� Bo

�
p � k1

p � 10� ln � 2���� k1
z � 1

z
��� 1

p � p � 10� ln � 2������ k1
10� ln � 2� z � 1

z
� � 1

p
� 1

p � 10� ln � 2� �� k1
10� ln � 2� z � 1

z � z
z � 1

� z
z � 0� 5 �

La dernìereéquationestobtenuèa l’aide destablesdeconver-
sionet le coefficient 0 
 5 correspond̀a l’exponentielde:

exp
� � T � 10 � ln � 2��� � exp

� � ln
�
2��� � exp

�
ln
�
1	 2��� � 1	 2

Le syst̀emeéchantillonńeadonccommefonctiondetransfert:

G
�
z � � k1

10 � ln � 2� 0 
 5
z � 0 
 5

Le gainstatiques’obtientenfaisanttendrele param̀etrez vers
1:

G
�
1� � k1

10 � ln � 2� 0 
 5
1 � 0 
 5 � k1

10 � ln � 2�
Pour garantirque ce syst̀emeait un gain unitaire on prend
donc:

k1
� 10 � ln � 2�

1.c. Tempsde réponsedu syst̀eme.

Le tempsde réponsedu syst̀emeestdonńe par la constante
τ1 déjà calcuĺee préćedemment: τ1 � 0 
 14s . Le syst̀eme
continuconverge à 95%del’ équilibreen3τ1. C’estapproxi-
mativementcequ’on peutattendredu syst̀emeéchantillonńe,
à la périoded’échantionnageprès(T � 0 
 1s). Donc on peut
attendreque le syst̀eme discret converge à moins de 95%
de la réponsefinale en 0 
 5s , c’est à dire en cinq périodes
d’échantillonnage.

1.d. Calcul descinq premier échantillons.

Etantdonńesleschoix préćedents,la fonctionde transfertdu
syst̀emeestG

�
z � � 0� 5

z � 0� 5 . Cecicorrespond̀a uneéquationré-
currentetelleque:

yk � 1
� 1

2

�
yk � uk �

Donclespremierśechantillonssont:

y1
� 0

y2
� 0 
 5

y3
� 0 
 75

y4
� 0 
 875

y5
� 0 
 9375

y6
� 0 
 9688

Le syst̀ememet5 échantillonspourallerde0 àunevaleurqui
dépasseles95%dela valeurfinale.

Exercice2.

2.a.Choix despôlesde la bouclefermée.

Etantdonńesla pulsationpropreet l’amortissement,lespôles
dominantsdoiventêtrechoisistelsque:

zi
� epiT avec p1� 2 ��� ζωn � jωn � 1 � ζ2

En rappelantquel’exponentield’un nombrecomplexe s’écrit
autraversdesformulesd’Euler:

eR � jI � eR � cos
�
I � � j sin

�
I ���
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on trouve commepôles dominantsdansle casd’un échan-
tillonnageT � 0 
 1s:

z1� 2 � 0 
 2 � j0 
 2
etdansle casT � 1s:

z1� 2 � 0 
 8786� j0 
 0691

Pourle syst̀emeH1 il n’est pasnécessaired’ajouterde pôles
auxiliairescarle syst̀emecorrigéparretourd’étatrested’ordre
2. Par contrepour le syst̀emeH2 qui estd’ordre trois il faut
ajouterunpôle trèsrapide.Par exempleunpôlenul:

z1� 2 � 0 
 8786� j0 
 0691 z3
� 0

2.b. Calcul de la commandepar retour d’ état.

Pourle syst̀emeH1 on commencepar testerla commandabi-
lit é:

rang � B AB � � rang ! 1
2 0
0 1

2 " � 2

Le syst̀emeestcommandable.On calculele polynômecarac-
téristiquedela boucleouverte:

det
�
pI � A � � p2 � a1p � ao

� p2 � p

Oncalculela matricedepassagèala formecompagnedecom-
mande:

M � � �
A � a1I � B B � � ! � 1

2
1
2

1
2 0 "

ainsiquesoninverse:

M � 1 � ! 0 2
2 2 "

Lepolynômecaract́eristiquequel’on souhaiteimposers’écrit:�
z � 0 
 2 � j0 
 2� � z � 0 
 2 � j0 
 2� � z2 � 0 
 4z � 0 
 08 � z2 � α1z � α2

Donc dansla basecompagnede commandele retour d’état
s’écrit:

L̂ � � α0
� a0 α1

� a1 � � � 0 
 08 0 
 6 �
etdansla basededéparton trouve:

L � L̂M � 1 � � 1 
 2 1 
 36 �
Maintenanton s’intéresseausyst̀emeH2, et pourcommencer
à sacommandabilit́e:� B AB A2B � �$#% 0 1 1

0 � 1 � 1
1 1 0

&'
Cette matrice n’est pas de rang plein car la deuxìeme co-
lonneestégaleà la sommedesdeuxautres.Le syst̀emen’est
pascommandable, il n’existe pasde retour d’étatqui per-

mettedeplacersespôlescommedésiŕe.

Exercice3.

3.a.Discrétisation du correcteur continu.

Lestrois discŕetisationsclassiquesvuesdansle courspeuvent
s’appliquerici:

( Discŕetisationavant p � z � 1
T :

Rd1
�
z � � 2

�
1 � 0� 1

0� 1� z � 1� � � 2z
z � 1( Discŕetisationarrièrep � z � 1

zT :

Rd2
�
z � � 2

�
1 � 0� 1z

0� 1� z � 1� � � 4z � 2
z � 1( DiscŕetisationTutsin p � 2� z � 1�

T � z � 1� :
Rd3

�
z � � 2

�
1 � 0� 1� z � 1�

2 � 0� 1� z � 1� � � 3z � 1
z � 1

3.b. Evaluation destroiscorrecteurs.

Le syst̀eme y � p �
u � p � échantillonńe à la périodeT � 0 
 1s avec un

bloqueurd’ordrezéros’écritcommeobtenuà la question1.b.:

G
�
z � � y

�
z �

u
�
z � � 1

2z � 1

Les trois bouclesferméesobtenuesavec les trois régulateurs
discŕetiśessontdela forme:

F
�
z � � Rd

�
z � G �

z �
1 � Rd

�
z � G �

z �
Cequi donnedanslestroiscas:( Discŕetisationavant: F1

�
z � � 2z

2z2 � z � 1( Discŕetisationarrière:F2
�
z � � 4z � 2

2z2 � z � 1
� 2

z � 1( DiscŕetisationTutsin: F3
�
z � � 3z � 1

2z2

On remarquequepour tout cessyst̀emesle gain statiqueest
unitaire:

F
�
1� � 1

Ceci était attendudu fait quele correcteurestcompośe d’un
intégrateur.

En vuedeconnâıtre les tempsderéponseon calculela partie
réelledespôlesdechaquesyst̀emeboucĺe.( Discŕetisationavant:0 
 2500� j0 
 6614.( Discŕetisationarrière: � 1 et0 
 5.( DiscŕetisationTutsin: 0 et0.

Tous les syst̀emesboucĺessontstables. Les approximations
mêmesgrossìeresdurégulateurcontinuconcerventlastabilité.

Cependant,onpeutnoterquele syst̀emeobtenuparla discŕe-
tisationarrièren’est pasassymptotiquementstable. L’un de
sesmodesa commepôle � 1 ce qui conduità un termede la
forme

� � 1� k dansla réponsedusyst̀eme.Deplus,sachantque
lesecondpôle0 
 5 eststableetsetrouvecompenśeparunzéro,
la réponsedusyst̀emedépenderauniquementdel’entréeetdu
terme

� � 1� k.
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Concernantle syst̀emeobtenusuite à la discŕetisationavant,
saréponseestoscillanteconvergente.

Pource qui estdu régulateurobtenupar l’approximationde
Tutsin,il permetdeplacerlespôlesdusyst̀emeboucĺe à zéro.
Lesyst̀emeauradoncuneréponse“pile” endeuxéchantillons.
La discŕetisationdeTutsin donnele syst̀emeboucĺe le plus
rapide.

Exercice4.

4.a.Contraintes minimalessur la régulation.

Le syst̀emediscretestdela forme y � z �
u � z � � B � z �

A � z � avec:

deg
�
A � � 1 deg

�
B � � 0

On souhaiteimposerunedynamiquederégulationdu second
ordreoscillantesoit:

deg
�
Pdom � � 2

De plus, on souhaiteque la bouclede régulation rejetteles
perturbationsdu typeéchelon,donc:

S
�
z � � S1

�
z � � z � 1� R

�
z � � R1

�
z �) deg

�
Ã � � deg

���
z � 1� A � z ��� � 2

Enreprenantlesnotationemploýeesdansle courscelaconduit
à unchoixminimaldesdegrésrespectifsdeS1 et R1 telsque:

deg
�
R1 � � deg

�
Ã � � 1 � 1

deg
�
S1 � � max * deg

�
R � � deg

�
z � 1�

deg
�
Pdom � � deg

�
Ã �,+ � 0

On endéduit doncquele régulateurdedegré minimal estde
la formesuivante:

R � z �
S � z � � ro � r1z

so � z � 1�
C’estunsyst̀emedupremierordre.

4.b. Représentationdu syst̀emeréguĺedansl’espaced’ état.

Le régulateurcommele syst̀emesontdu premierordre. Le
syst̀emeréguléestdoncnécessairementdusecondordre,il est
compośe dedeuxétats.Cesétatssontchoisispour repŕesen-
ter d’une part, l’ étatuniquedu syst̀emeet d’autrepart, l’ état
uniquedu régulateur. En appliquantla transforḿeeen � in-
verseauxéquationsdéfinissantx1 et x2 on trouve:

x1k - 1
� 1

2x1k � 1
2uk

x2k - 1
� x2k � yk

De plus,enreprenantles fonctionsdetransfertdu syst̀emeet
du régulateurona:

y
�
z � � 1

2z � 1u
�
z � � x1

�
z �

u
�
z � � e

�
z � � ro � r1z

so � z � 1� y � z � � e
�
z � � ro

so
x2
�
z � � r1

so
zx2

�
z �

C’està direenappliquantla transforḿeeen � inverse:

yk
� x1k

uk
� ek

� ro
so

x2k
� r1

so
x2k - 1

� ek
� ro � r1

so
x2k

� r1
so

yk

Enrempla̧cantuk etyk parleurexpressionenfonctiondesétats
etdel’entréeuniqueek dansleséquationrécurrentesonabou-
tit doncàla repŕesentationd’étatpropośeedansl’ énonćeavec:

α � 1 � r1
so

β �.� ro � r1
so

Remarque:Les coefficients α et β peuvent être vus comme
desparam̀etresd’un retourd’étatL tel que:

uk
� ek

� Lxk
� ek

� � � α � β � xk

appliqúeausyst̀emesuivant:

xk � 1
� ! 0 0

1 1 " xk � ! 1
2
0 " uk

Ceprobl̀emeadéjà ét́e abord́edansl’ exercice2.

4.c. Stabilit éde la bouclede régulation.

Pourtesterla stabilitédela bouclederégulationons’intéresse
auxpôles,c’està direauxvaleurspropresdela matricedyna-
mique.Sonpolynômecaract́eristiques’écrit:

det
�
zI � A � � z2 � � � 1

2
α � 1� z � 1

2
α � 1

2
β

En appliquantle critèrede Jury, les racinesde ce polynôme
sontdemoduleinférieuràun(i.e. lespôlesdusyst̀emeàtemps
discretsontstables)si etseulementsi:� 1

2α � 1
2β � � � � 1

2α � 1� � 1 �/� 1
2β � 0� 1

2α � 1
2β � � � � 1

2α � 1� � 1 �/� 1
2β � α � 2 � 0

1 � � 1
2α � 1

2β � � 1 � 1
2β � 1

2α � 0

Les param̀etresα et β appartiennentdoncau triangledonńe
par les trois sommets

�
2 0 0� , � � 2 0 0� et

� � 6 0 � 8� repŕesent́e
surla figure1 .
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alpha

beta

(−6,−8)

(−2,0) (2,0)

Figure1: Domainestabilisant

4.d. Choix desparamètresdu correcteur global.
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Pourchoisirparmi les trois choix propośes,commeņconspar
proćederparéliminationdeschoixnoncoh́erentsaveclessṕe-
cifications.7 Ensuitenousdétailleronscequi fait du choix res-
tantunchoixvalable.

Suiteà la question4.c. le choix (c) estéliminé d’embĺeecar
β � 2 � 0 rendla bouclederégulationinstable.

Ensuite,pour que la repŕesentationd’état propośee pour la
pré-commandecorrespondeeffectivementausch́emadu cor-
recteurR.S.T. il est nécessaireque cettepré-commandeait
un pôle égal à la racine du polynôme S

�
z � . Donc la pré-

commandedoit avoir un pôle égal à � 1. Cettesṕecification
élimined’embĺeele choix(a). Eneffet, cechoixconduitàune
pré-commandedontlespôlessontlesracinesde:

z2 � 1 
 5z � 1 � �
z � 2� � z � 0 
 5�

Nonseulementil n’y apasdepôleégal à1 maisl’un desdeux
pôlesestinstable( � 2 estdemodulesuṕerieurà 1).

A cestadeil estétabliqueα ��� 1 
 2, β �.� 1 
 36, γ0
� 0 
 7 et

γ1
�8� 1 
 7. Le seulchoixpossibleest (b) .

Souscesconditions,la bouclederégulationa un modeoscil-
lant caract́eriśe par lespôlescomplexesracinesdu polynôme
suivant(cf. exercice2):

z2 � 0 
 4z � 0 
 08 � �
z � 0 
 2 � j0 
 2� � z � 0 
 2 � j0 
 2�

Ceci remplit la sṕecification(ii). La fonction de transfertde
cetteboucleestpréciśementobtenueparla formuleD � C

�
zI �

A � � 1B:
y
�
z �

e
�
z � � 1

2
z � 1

z2 � 0 
 4z � 0 
 08

Pource qui estde la pré-commande,la repŕesentationd’état
étantsousformecompagne,safonctiondetransferts’écrit:

e
�
z �

v
�
z � � 1 � 1 
 1z � 0 
 42

z2 � γ1z � γ0

� z2 � 0 
 4z � 0 
 08�
z � 1� � z � 0 
 7�

Ceci se retrouve égalementen appliquantla formule D �
C
�
zI � A � � 1B.

On en déduit que le syst̀emeglobal en poursuitea comme
fonctiondetransfert:

y
�
z �

v
�
z � � 1

2
z � 1

z2 � 0 
 4z � 0 
 08
z2 � 0 
 4z � 0 
 08�
z � 1� � z � 0 
 7� � 1

2
1�

z � 0 
 7�
En poursuite,le syst̀emesecomportedonccommeunepre-
mierordrepluslentquequeladynamiquederégulation(i.e. le
moduledupôledominantdepoursuiteestsuṕerieuraumodule
dupôledominantderégulation:0 
 7 �:9 0 
 2 � j0 
 2 9 � 0 
 2828).
La sṕecification(iii) estremplie.

Il estpossibledenoterquelesyst̀emerésultantn’estpasprécis
enréponsèaunéchelonsurl’entréedeconsigne; vk < . Eneffet
le gainstatiquedecetransfertest:

y
�
1�

v
�
1� � 1

2
1�

1 � 0 
 7� � 5	 3
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