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Exercicel.

1.a. Stabilitedu syseme.

Un sysbmeéchantilloné eststablesi et seulemensi le sys-
teme continu avant échantillonnagesst stable. De plus les
polesdu sysemecontinup; deviennentapieséchantillonnage
z = ePT ol T estla péerioded échantillonnage.lci le sys-
temecontinuobtenuparle bouclageproportionnek; etla pré-
commanderoportionnellek; s’écrit:

yp _ ki
u(p) p+l+ke

Il eststablesi estseulemensi sonpdle p1 = —1— k> esta

partieréellenégative:

1.b. ChoixdeT etkj.

Pourle choixdek2 = 10-In(2) — 1, le pdle dusys&mecontinu
estp; ~ —7. Cecicorrespondi uneconstantele tempst; =
—1/Re(p1) ~ 0.14s. D'aprésla régle de Shannona période
d’échantillonnageoit &treapproximatvementelle que:

T/4<T <1

Onchoisidoncdeprendrg T = T, = 0.1s|.

Maintenantpour calculerk; qui assureun gain statiqueuni-
taireausysemediscret,oncommencgarcalculersafonction
detransfertdiscrete:

62 = 2 |Bo(P) szt |

sz ||
p(p+10IN(2))

1_1{; 1}

=~ 10ln(2 p+10In(2)
_ kg l [L _ L]
— 10ln2 z—=1 z-05

La derniéreéquatiorestobtenueal’aide destablesdecorver
sionetle coeficient 0.5 correspond I'exponentielde:

exp(—T - 10-In(2)) = exp(—In(2)) = exp(In(1/2)) = 1/2

Le syskmeéchantillonea donccommefonctiondetransfert:

ki 0.5

¢ = 1om2 =05

Le gainstatiques'obtientenfaisanttendrele parangtrez vers

1:
k1 0.5 k1

10-In(2) 1-05_ 10-In(2)
Pour garantirque ce sysemeait un gain unitaire on prend
donc:

G(1) =

ki = 10-In(2)

1.c. Tempsderéponsedu syseme.

Le tempsde reponsedu sysemeestdonreé par la constante
11 déja calcuke pr’eo’edemment:. Le syseme
continucorverge a 95%del’ équilibreen3t;. C'estapproxi-
mativementce qu’on peutattendredu sysemeéchantillonr,
a la perioded’échantionnageres (T = 0.1s). Donc on peut
attendreque le syséme discret corverge a moins de 95%

de la réponsefinale en , c’esta dire en cinq périodes
d’échantillonnage.

1.d. Calcul descing premier échantillons.

Etantdonrésles choix precedentsja fonctionde transfertdu
sysemeestG(z) = — 05 Cecicorrespond uneéquatiorré-
currentetelle que:

1
Yir1 = 5 (Vi k)
Donclespremiersechantillonssont:
yi =10
y» = 05
ys = 0.75
ya = 0.875
ys = 0.9375
vs = 0.9688

Le sysememet5 échantillongpouraller de 0 aunevaleurqui
depassdes95%delavaleurfinale.

Exercice?2.

2.a.Choix despolesde la bouclefermée.

Etantdonrésla pulsationpropreet I'amortissementles pdles
dominantgloiventétrechoisistelsque:

z=ePT avec pro=—lon+ juny/1-2

Enrappelanguel’exponentield’un nombrecomplexe s’écrit
autraversdesformulesd’Euler:

I = R(cogl) + jsin(l))



on trouve commepdles dominantsdansle casd’un échan-
tillonnageT = 0.1s:

210 =02+ 0.2

etdansle casT = 1s:
712 =0.8786+ j0.0691

Pourle sysemeHjs il n'estpasnécessairal’ajouterde poles
auxiliairescarle sysemecorrige parretourd’étatrested’ordre
2. Par contrepour le sysemeH; qui estd’ordre trois il faut
ajouterun pole tresrapide.Par exempleun pdle nul:

71, =0.8786+j0.0691 7z =0

2.b. Calcul dela commandepar retour d’état.
Pourle sysemeH; on commencepar testerla commandabi-
lité:

1
rang| B AB]:rang[é ?]:2
2

Le sysemeestcommandableOn calculele polyndbmecarac-
teristiquedela boucleouverte:

det(pl — A) = p?+ ayp+ao=p°—p

Oncalculela matricede passagéla formecompagnelecom-
mande:

|
NI
o NIk

M:[ (A—I—all)B B]: -

NI=

ainsiquesoninverse:

[0 2]

-1
M™=12 2]

Le polyndmecaracéristiquequel’on souhaitemposers’écrit:
(z—0.2—j0.2)(z—0.2+}0.2) = 2 —0.4z+0.08= Z+a1z+0;

Donc dansla basecompagnede commandde retour d’état
s’écrit:

L=[ ao—a ai1—a |=[008 06 ]

etdansla basede départontrouve:

L=LM1=[ 12 136]

Maintenanion s’intéresseu syseémeHo;, et pour commencer
asacommandabili:

0o 1 1
[B AB AB]=|0 -1 -1
11 0

Cette matrice n'est pas de rang plein car la deuxiéme co-

lonneestégaleala sommedesdeuxautres.Le sysemen’est
pascommandablg il n’existe pasde retourd’étatqui per

mettedeplacersespdlescommedésiié.

Exercice 3.

3.a. Discrétisation du correcteur continu.

Lestrois disciétisationlassiquesuesdansle courspeuvent
s'appliquerici:

o Discrétisationavantp ~ Z1:

Ru(2) = 2(1+ giityy) = &

« Discrétisationarrierep ~ Z:

Ri2(2) = 2(1+ giayy) = &4

e DiscrétisationTutsin p ~ %;

0.1 1 .
Ris(2) = 2(1+ ppiayy) = 4

3.b. Evaluation destr ois correcteurs.

Le syséme% échantillon a la périodeT = 0.1s avecun
bloqueurd’ordrezéros’écritcommeobtenuala questionl.b.:
y(@) 1

C@=1g = z-1

Les trois bouclesferméesobtenuesavec les trois régulateurs
discretisesssontdela forme:

_ Ri(8G(2)
-~ 1+R4(29G(2)

Cequi donnedanglestrois cas:

F(2

« Discretisationavant: Fi(2) = 2%

« Discrétisationarriere:F»(2) = 52525 = 77
o DiscrétisationTutsin: Fs(z) = 3%

On remarquegue pour tout cessysemesle gain statiqueest
unitaire:
F(1)=1

Ceci étaitattendudu fait quele correcteurestcompog d’'un
intégrateur

Envue de connatre lestempsde réeponseon calculela partie
reelledespdlesde chaquesysémebouck.

¢ Discrétisationavant: 0.2500+ j0.6614.
o Discrétisationarriere: —1 et0.5.

o DiscrétisationTutsin: 0 et 0.

Tousles syskmesboucEs sontstables. Les approximations
mémesggrosseresdurégulateurcontinuconcerentla stabilite.

Cependantpn peutnoterquele sysemeobtenuparla discié-
tisation arriere n'est pasassymptotiquemerstable. L'un de
sesmodesa commepdle —1 ce qui conduita un termede la
forme (—1)* dandaréponsealusyseme.Deplus,sachangue
le secongpdle 0.5 eststableetsetrouve compeng parunzéro,
la réeponselu sysemedépenderaniquementel’entréeetdu
terme(—1)X.



Concernante sysemeobtenusuite a la disciéetisationavant,
saréponseestoscillantecorvergente.

Pource qui estdu régulateurobtenupar I'approximationde
Tutsin,il permetde placerles pdlesdu sysemebouck a zéro.
Le syskmeauradoncuneréponseépile” endeuxéchantillons.
La| discietisationde Tutsin| donnele sysemebouck le plus
rapide.

Exercice4.

4.a. Contraintes minimales sur la régulation.

Le sysemediscretestdela forme% = % avec:

dy(A)=1  dey(B)=0

On souhaitemposerunedynamiquede régulationdu second
ordreoscillantesoit:

deg(Pdom) =2

De plus, on souhaiteque la bouclede régulation rejetteles
perturbationslu type échelondonc:

S9=%(2@-1) R2=R(
= dey(A) = deg((z— DAQ) = 2

Enreprenantesnotationemployeesdande courscelaconduit
aun choixminimal desdegrésrespectifdle S et R; telsque:

deg(Ry) = deg(A) —1=1
dgy(R) —degy(z— 1
dais) =max| (B0 LR | =0

On endéduitdoncquele régulateurde degré minimal estde
la formesuivante:

R@) _ rotriz

S2) 7 so(z-1)

C’estun sysémedu premierordre.
4.b. Représentationdu sysemer éguke dansl’espaced’ état.

Le regulateurcommele sysemesontdu premierordre. Le
sysemerégulé estdoncnécessairemeriu secondrdre, il est
compog de deuxétats. Cesétatssontchoisispour repesen-
ter d’'une part, I étatuniquedu syseémeet d’autrepart, I' etat
uniquedu régulateur En appliquanta transfornéeen Z in-
verseaux équationsiéfinissani; etx, ontrouve:
1 1
X1 = X+ 2k
X1 = X2+ Yk

De plus, enreprenantesfonctionsde transfertdu sysemeet
durégulateurona;

1

(

C’estadire enappliquanta transfornéeen Z inverse:

7U(2) = x1(2)

lotriz

Y(2) = %=
2) - so(z—l)y(z) =e(z) - %Xz(z) - rgfzxz(z)

u(z) =

LN

Yk = Xlk

r r ro+r r
Uk = 6 — £2X2 — X1 = & — 5 X2 — &)k

Enremplaantuy ety parleurexpressiorenfonctiondesétats
etdel’entréeuniqueg, dansleséquatiorrécurrente®n abou-
tit doncala rep@ésentatiom’ étatpropogedand’ énon&avec:

_Totny

—1_r —
a=1-¢ B=-"%

Remarque:Les coeficientsa et 3 peuwent &tre vus comme
desparangtresd’un retourd’étatL tel que:

ue=a—Ly=a-[ —a —B ]x

= [0 9us [ 3]

Ceproblemeadéja éte aborde dansl’ exercice 2.

appligle ausyseémesuivant:

ONI-

4.c. Stabilitede la bouclede régulation.

Pourtestella stabilittdela bouclederégulationons’intéresse
auxpoles,c’estadire auxvaleurspropresdela matricedyna-
mique. Sonpolyndmecaracéristiques’écrit:

1 1 1
de(z —A) =72+ (-5a-1)z+ 50— 5B
En appliquantle criterede Jury, les racinesde ce polynome
sontdemoduleinférieuraun (i.e. lespdlesdu sysemeatemps

discretsontstableski et seulemensi:

>0

Nl @
+
Q
+
N
Vv
o

Les parangtresa et  appartiennentlonc au triangle donré
par les trois sommets(2,0), (—2,0) et (—6,—8) repeseng

surla.

beta

(2,0)
al

N

(—6,-8)

Figurel: Domainestabilisant

4.d. Choix desparametresdu correcteur global.



Pourchoisir parmilestrois choix propogs,commeigonspar
proccderparéliminationdeschoix noncohérentsaveclesspe-
cifications. Ensuitenousdétailleronsce qui fait du choix res-
tantun choix valable.

Suitea la questiond.c. le choix (c) estéliminé d’emblee car
B =2 > Orendla bouclederégulationinstable.

Ensuite, pour que la repesentationd’ état propoge pour la
pre-commandeorrespondeffectivementau sctemadu cor
recteurR.S.T il estnécessairgjue cette prée-commandait
un pdle égal a la racine du polyndbme §z). Donc la pré-
commandedoit avoir un pdle égal a +1. Cettespecification
élimined’embleele choix (a). Eneffet, cechoix conduitaune
pré-commandeontles pdlessontlesracinesde:

Z+15z—1=(z+2)(z-0.5)

Nonseulemenil n’y apasdepdle égalal maisl'un desdeux
polesestinstable(—2 estde modulesuperieura 1).

A cestadell estétabliquea =-1.2,3=-1.36,yp = 0.7 et
y1 = —1.7. Le seulchoix possibleest.

Souscesconditions,la bouclede régulationa un modeoscil-
lant caracérise parles pdlescomplexesracinesdu polyndme
suivant(cf. exercice 2):

Z—0.4z+0.08= (z—0.2— j0.2)(z— 0.2+ j0.2)

Ceciremplitla specification(ii). La fonctionde transfertde
cetteboucleestpréciemenbbtenugarlaformuleD+C(zl —
A~1B:

y(z 1 z—1

T 272_-04z+0.08

Pource qui estde la prée-commandela repesentatiord’ état
étantsousforme compagnesafonctiondetransferts’écrit:

e(2) 1.1z-0.42 72-0.4z+0.08

(20 + Z4+vyiz+y (z—-1)(z—0.7)

Ceci se retrouve galementen appliquantla formule D +
C(2 -A~1B.

On en déeduit que le sysemeglobal en poursuitea comme
fonctiondetransfert:

yizg 1 z—-1 Z-04z+008 1 1

V() ~ 22-04z+008(z—1)(z—0.7) _ 2(z—0.7)

En poursuite le sysemese comportedonccommeune pre-
mierordrepluslentquequela dynamiquederégulation(i.e. le
moduledu pdle dominantdepoursuiteestsugerieuraumodule
du pdle dominantderégulation:0.7 > |0.2+ j0.2| = 0.2828).
La specification(iii) estremplie.

Il estpossibledenoterquele sysemerésultann’estpasprécis
enréponse&un échelorsurl’entréedeconsigne]vg}. Eneffet
le gainstatiquede cetransfertest:

1) 1 1

Y
VD)~ 207



