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Avant-propos

Cedocumengestconzu commeun supportde coursdestire adesélevesingénieursll aéte rédige enparticulierenvue
d’un enseignemertde 15 heuresa’TENSA (EcoleNationaledesScience#\ppliquées)situeesurle pdle technologiquale
I'Uni versi€ Ibn Zohr, Agadir, Maroc.

L'objectif dececoursestd’abordercertainsaspectslela commandeumériquedessysemesetneseveutenaucuncas
exhaustif.Lespré-requioncernentlesaspectsnattematiqueselsquela manipulatiordefonctionsetdesuites]e calcul
intégral etlesséries Jla transforngede Laplaceainsiqu’unebonneconnaissanceel’ Automatiquedessysemedin éaires
atempscontinu.Partantde procedesphysiquesnoceliseespardesfonctionsdetransferten p (variablede Laplace)nous
aborderonsuccessiementla moctlisationde sysemesdiscretset échantillon s, leur analyseet pourfinir la synthese
delois decommandeumériques.

Le premierchapitreestentierementéedié a la mocelisation.ll présentedansun premiertempsla mocktlisationde si-
gnauxa tempsdiscretavant d'introduire la notion de fonction de transferten z. Il porte une attentionparticuliere aux
sysbmeddiscretsobtenusparéchantillonnagele procedescontinuset qui sontau centrede la problematiquedela com-
mandenumérique.

Lesdeuxchapitressuivantsportentsurla descriptioret I'analysedescomportementgemporelsd’un sysemeatemps
discret.Le chapitre2 commencepardécrireet calculerlesréponsesi’'un syseémea la donréed’une entiee.Le chapitre
3 quanta lui, s'intéressea la notion primordialeen Automatiquede stabilité. Il proposedesrésultatstheoriquespour
analyseicettepropriete.

Par la suite,deuxchapitressontconsacesa la synttesede lois de commandele chapitre4 consicerele casle plus
elementaired’'une loi de commandestatiqueconstitiee de simplesgains.Le chapitre5 abordeune techniquedite de
discietisation.Elle consistea transposetes méthodesde synthesespecifiquesaux sysemesa tempscontinu pour la
commandenunériquede sysemesechantillonres.

Il estimportantde préciserquecedocumentdoit beaucougau polycopie de coursréalis parBernardPradina I'INSA
de Toulouse[9]. Deplusil s’inspired’ouvrageprécdentselsque[l] [3] [4] [6] [7] [2] [5] [8]-

Toulouse,7 avril 2003

Dimitri Peaucelle
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Chapitre 1

Modelesdessysemesa tempsdiscret

On examineici desmocklesqui peuent étre utilisés
pourrepieésentedessyseémesa tempsdiscret,monoen-
trée mono sortie. Dansun premiertemps,ces mockles
sontprésengs dansleur géréralite. Une attentionparti-
culiere estensuiteportee aux sysemesa tempsdiscrets
obtenugparéchantillonnagesnvuedela commandepar
calculateurde sysemesatempscontinu.

1.1 Signalatempsdiscret

1.1.1 Intr oduction

L'Automatique dessyseémesa tempscontinu repose
surunerepiésentatiomattematiquedeséchanged’éner
gies, de forces,d’'informationsen tant que fonctionsdu
tempsa valeursréelles(éventuellementspacevectoriel
deR):

R* — R"

{ t — X{t)
Cetterepiesentatiome tient pascomptede I'ensemble
desréealittsdeséchangesle signauxrencontésen pra-
tique. En particulier 'emploi accrude calculateursu-
meériquesconduita consicererdessignaux,dit a temps
discret,qui n"Tadmettentlesvaleursgu’acertaingnstants
régulieremenespaés.Mathématiquemerits sontrepre-
senéspardessuites

N — R"
k — x

Sansentrerdansles détails,notonsqueles outils matte-
matiquesassod@s aux suitessontaussirichesque ceux
employesdansle casde fonctions.Un grandnombrede
notionsprimordialesont leur équialenttelles que I'in-
t'egration(ftho) qui correspondiansle casde sequences
discretesa 'opérateursomme(y K. ,), et la transfornge
deLaplace(L[x(t)] = X(p)) dontl' équivalentdiscretap-
peketransfornéeenz (Z[x] = X(z)) estdécritedansce
qui suit.

Il estpossiblesouscertainedypothesesierepésenter
les sighauxa tempsdiscretcommedessignauxa temps

continudontles valeurssontnulles a tout instantsaufa
certaingnstantgériodiguementépartis SoitT > 0 cette
périodequi peutétrequelconqueé cestade Danscertains
casT estappeéela cadencealu signal.Le signalatemps
discretpeutétre confondupar analogieavec le signala
tempscontinusuivant:

Rt — R"
t oo X(t)y=x¢ sit=KkT : keN
X*(t) =0 sinon

Nousverronsparla suite que cetterepiesentatiorcor
respondhlamocklisationduprocessud’échantillonnage.

1.1.2 Definition dela transforméeenz

La transfornée de Laplacepour les signauxcontinus
s’écrit:
[ee]

X(p):L[x(t)]:/O+ x(t)e Pt

Deslors, avec ce qui précdeil estpossiblede définir la
transfornée de Laplaced’un signaldiscreta la donree
d’unepériodeT :

X*(p) = LIX (t)] = /0+00X*(t)e_p‘dt

En cecas,le signal X* étantnon nul quepour certaines
valeursdiscetesdu tempsontrouve:
+00
X*(p) =
kZO

X€~ pkT

C’esta partir de ce résultatquela transfornéeen z des
signauxdiscretsa éte propoge.

On appelletransfornéeenz dela sequence X }ken 12
serieentieredéfiniepar:

X(2) = Z[{x}] = zxkf"

Desexemplesdetransfornéesenz frequemmenttili-
seessontdonreesdansle tableaul.1ldela pageb.



CHAPITRE1. MODELESDESSYSTEMESA TEMPSDISCRET

1.1.3 Propriétésdela transformeeen z

Latransfornéeenz estunesimplevariantedelatrans-

forméedelLaplaceetelleconsere sesproprietesaquelques
modificationspres.Voici lesprincipalesproprietes:

— Lin éarité

Pourlessignauxa tempscontinuon rappelleque:

Llaf(t)+Pg(t)] = aL[f(t)]+BL[g(t)]

De méme,onapourlatransforneeenz:

Zla{f + B{ad}] = aZ[{ f}] + BZ{{ok}]

Produit de corvolution
La transforngée de Laplacedu produit de corvolu-
tion (f x g)(t) défini par:

(f+g)0)= [ f(mgt-ndr= [ ft-mgmar
estdonreepar :

L[(fxg)(t)]=F(p)G(p)

Dansle casdessignauxa tempsdiscretla corvolu-
tion sedéfinit par:

K K
(fxgk= fig—1 = ka0
2,191= 2,

etsatransforngeenz est:

Z[{f+xghl=F(2G(2)

Théoremedu retard
On désignepar f(t — a) le signalidentiquea f (t)
maisretarce dela dureea. Ona:

L[f(t—a)] =ePLIf(t)] = e **F(p)

Deméme,si fy_; estle signalatempsdiscretfy re-
tarde del périodes

Z{f}l =" Z[{f}] = 'F(2)

Ce résultatpermetde signalerque I'opérateurz*

s'apparentél'opérateur‘retardd’'unepériode”.

Théoremedel'avance

Si iy correspondhusignal f avancé del périodes
ettelquef; =0 pourtoutj < 0, alorsonalarelation
suivante:

2{ )] =2 (2] - Sz i)

— Théoremede la sommation
Pourles signauxa tempscontinuon parlede théo-
remedel’int &grationetil s'écrit:

L[/Otf(r)dr] :—;F(p)

Pourlessignauxa tempsdiscreton a:

Z

k
{goﬂ}] = 2 2l{fd] = < F(2

— Théoremede la valeur initiale
Lavaleurinitiale d'un signalatempscontinusedé-
duit desatransfornéede Laplacecommesuit:

F(0) = lim f(t) = lim pF(p)

t—0t

La versiondiscretede cethéoemeestdonreepar:

fo = lim F(Z)

Z—300

— Théoremede la valeur finale
Si pF(p) estunefractionrationnelledontlesracines
dudénominateusontapartieréellenéggative alorsle
signal f (t) corverge pourt — + etona:
im f(t) = lim pF(p)

I
t—o p—0

De méme,si £1F(z) estune fraction rationnelle
dontlesracinesdu denominateusontdansle cercle
unité alorsle signal fy corverge pourr — +o eton
a:

. .z-1
im fie=lim —=F (2

1.1.4 Exemplesdetransformeesenz

Exemplel.1
Soitle signaldiscrettel que:

So=1, Yk£0 &=0

Le calcul de satransforneéeen z estrelatvementdirect.
Enappliquanta définition ontrouve:

Z[{&}] = +z°° Sz *=52=1
k=0

gné sousl’appellationde 'impulsion unitaire ou encore
dirac.Satransfornéeenzvautl. <
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Exemplel1.2

A partirdel'exempleprécdentet desproprietesdela
transfornéeenz lesrelationssuivantessontobtenues.

Premerementonsiceronde diracretard:
fa=1, VYk#h ft=0

Onremarqueyue fx = d¢_n, doncd’apresle theoemedu
retard:

ZI{f} = Z[{dn}] =2 "Z[{&}] =2 "
Consiceronsmaintenantin signaldu type échelon

Onremarquejueg = le(zo Ok, doncd’apresle theoeme
dela sommation

Z{{a}] = Z[{ 2)5k} 7 2lad] =

Prenongnsuivantle signaldu typerampe
vk>0 re=k

; k

Il estpos_mblede_cons_tatequerk = —&+Y 0% donc
encombinanta linéariédela transforneeenzetle théo-
remedela sommatioron trouve:

k
Z[{nd] = -2z[{ad]+ 2[{ Zoek}]
=

= —z[{ad]+ - 2l{al]

1
(- 1+i> Zl{ad]
1
:ﬂ Z{e&d}]
_ Z
- (z-1)2

Exemplel.3 Consicronde signalsuivant:
vk>0 fy=a"

Par définition, satransforngeenz secalculecommesuit:

“+ 00

Z[{f}t] = sz z ad'z k= z (a/2)
K=0
Il s’agitd’'une série géonetrigueconnue
1 z

F(2) = z[{f}] =

1- a/z z—a

La limite dela suiteaX esttrésbien connue Elle existe
uniguemensi |a| < 1. Cetteconditioncorrespondiena

I'énonédutheormedelavaleurfinale.Eneffet, Z1F (z) =

Z;; estunefractionrationnelledontla racineuniquedu
denominateuesta. Dire quecetteracineestdande disque

alorscommesuit:

1.2 Signal échantillonné

1.2.1 Intr oduction

Cecourss'intitule “CommandeNumeériquedesProce-
des” carl’objet principal concernd'utilisation de calcu-
lateursnumeériquesutilisesen tempsréel pour comman-
der, piloter, guider.. desprocedes physiquejui par es-
sencesontle plus souwent a tempscontinu. La problée-
matiqueestalorsderep@ésentefesinteractionentredes
signauxphysiquesnocelisés par desfonctionsavec des
signauxassimilablepardescalculateursiumériquesui
seprésentensousforme desuites.

Sansentrerdanslesdétailsdu fonctionnementiesdif-
férentsélements,Ja commandepar calculateurou pro-
cesseyrd’'un proccde nécessitda mise en ceuvred’'un
certainnombred’élementgfigure1.1):

— un actionneur ou organede commandequi regoit
les ordresdu processeua travers un corvertisseur
numerique-analogique,

— uncapteurouorganedemesureyui transmetupro-
cesseulesinformationsrecueilliessurle procece, a
traversun cornvertisseuanalogique-nur@rique.

Action-| U(t) ; y(t)
Proede
neur roe Capteur
CNA CAN

E Uk Yk
Processeur

FiG. 1.1 - Structue gérérale d’'une commandele pro-
Céck par calculateur
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1.2.2 Conversionanalogiquenumerique

D’un point de vue mocklisation,l'ensemblecapteur
corvertisseuranalogique-nu@riquepeutétreassimié a
une prise d’échantillonsde la sortie continuey(t) a pé-
riodefixeT (périoded’échantillonnagg Sil'on fait I'hy-
pothesequele tempsde codageest négligeable(échan-
tillonnageinstantai) et qu'il n'y apasd’erreurdequan-
tification, on peutrepésented’opérationde cornversion
analogique-nur@riqueselonle le scremadelafigure1.2.

y(t)

FIG. 1.2— Convertisseuranalogique-nungrique

Mathématiquementiopérationd’échantillonnagpeut
étreassimibea la modulationdu signalcontinuy(t) par
untraind’impulsionsunitairesdepériodeT notedt (par
fois appeé égalemenpeignedeDirac) :

“+ 00
z o(t—KT)
k=0

y'(t)=yt)or(t) or(t)=

Il vient:
y(t)= k;y(t)é(t —KT) = k;yké(t —KT)

ol y*(t) estun signala tempscontinuégal a y(t) aux
instantst = KT et zéro ailleurset ou y, = y(kT) estla
valeurde I' échantillonde y(t) a l'instant KT. Le signal
échantillonre estrepieseng par la sequencedesvaleurs
y(KT) mesuéesavecla périodeT :

{Y(KT)} = {w}

L’ échantillonnageonduitauneperted’informationau
regard du signal continu. Cette perte d'information est
d’autantplus grandeque la fréquencef = 1/T estpe-
tite. Idéalementl faudraitdoncéchantillonnea unefré-
guencenfinie, cependante choixdela périoded’échan-
tillonnagedépenddu type de procack et despossibilites
offertesparles outils numériques . En tout étatde cause,
I' échantillonnageoit respectele théoremede Shannon
qui précisequela frequencel’échantillonnagd = 1/T
doit étreau moins égale a deuxfois la plus grandefré-
guencecontenuedansle spectredu signalquel’on veut
échantillonner

Le tableaul.1 de la page5 donneune collection de
signauxcontinusclassiquesinsiqueleurstransforngées

deLaplaceetleursrepsentationapreséchantillonnage.

1.2.3 Conversionnumeérigue analogigue

Le processeucalculantla commandex appliquerau
procece travaille de manere sequentielleet gérere des
valeursnumériquesuy avecla mémepériodeT quecelle
qui a été choisiepour I' échantillonnagel.’opérationde
corversionnumérique-analogiquia pluscouranteonsiste
aproduireunsignaldecommandei(t) enescalie@ partir
desvaleursui selonle sckemadela figure 1.3.

Uk

Uk
—=

0'12 k CNA
FiG. 1.3— Convertisseumunerique-analogiue

Le mockle mattematiqueque I'on associealorsa la
conversionnumériqueanalogiqueestle bloqueurd’ordre
zérodontla fonction de transfertBo(p) peutétrefacile-
mentcalcuke.En effet, c’estla transfornéede Laplace
desaréponseémpulsionnelleepésentéesurlafigurel.4.

o(t)

0 t CNA 0 T t

FiG. 1.4- Bloqueurd'ordre zéro

La reponseimpulsionnelledu bloqueurd’ordre zéro
estdela forme:

Frt)—rt=T)

ou I (t) repesentd’ échelonde positionunitaire.ll vient

donc: o o
1 e 1-e

Bo(p)= - ——— ="
(p) S o
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Transforneede Laplace

Signalcontinu

Signaléchantillonré Transfornéeenz
F(p) = L[f(t)] f(t) fic F(2) = Z[fy]
1 3(t) fo=1, Yk#0 f=0 1
e o(t—a)
e nTp 3(t—hT) fh=1, Vk#£h fx=0 zh
1 z
— It 1
5 (t) _— ]
1 z
— t kT T
p? (z—1)2
2 2 272 22(z+1)
P t KT = 1)3
1 —at —akT z
+ a € € Z— e—aT
1 TzedT
t —at kT —akT
(p+ap? ° ° (z—eaT)?
b—a i _ gt oakT _ obkT e —e ")
(P+a)(p+b) (z—eaT)(z—ePT)
ak _z
z—-a
K z
(—a) 2 a
a z(1—-e@T)
1— e—at 1— e—akT e Sl
p(p+a) (z—1)(z—e2T)
(%) _ _ zsinwT
P2 4 o? sinat SincxT 22— 2zcoswT +1
p Z(z— coswT)
7p2+ 7 cosuwt COSWKT

22— 2zcoswT + 1

TAB. 1.1- Signauxeantillonnésetleurstransforneesde Laplace
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1.3 Sysemeatempsdiscret

Un syskmea tempsdiscretse définit commeun opé-
rateurentredeuxsignauxatempsdiscret.Consiceronse
sysbmerepéseng sur la figure 1.5, ou uk repesentde
termegénreralde la sequenceal’entréeet yi le termege-
néralde la sequencale sortie.Un mockle entée-sortie,
appet aussimockleexterne,nefait intervenir quelesva-
riablesd’entreeuy etdesortieyy.

{ux} i}

Systme

FIG. 1.5— Sysemea tempddiscret

Nousallonsaborderdansce coursdeuxtypesde mo-
delesexternescompEmentaire$un del’autre, quesont
leséquationrécurrentegt lesfonctionsdetransfert.

1.3.1 Equation récurrente

La mocklisationinitiale d'un sysemea tempsdiscret
conduitsouwental’ écritured’uneéquatiorrécurrententre
differentstermesdessequencesl’entréeet de sortie.La
forme gérérale d’une équationrécurrentelinéaire peut
etredonréepar:

AnYk+n + An-1Yk+n-1+ . ..+ A1 Yk+1+ AoYk
= bmuk+m+ bm_luk+m_1+ ot bluk+1+ bouk

(1.1
Par hypothesea,, # 0 etn estappeé I'ordre du syséme.
Le sysemeestdit causalsi lessortiesdépendentinique-
mentdesévénementpasés.Pourcelail doit obligatoi-
rementvérifierm < n. Danscecas,il estpossibled’écrire
I'algorithme qui déterminela sortiedu sysemea la don-
néedesentiees/sortiepréecedentes:

anYk = —an-1Yk-1—- .- — A1Yk—n—1 — A0Yk—n

1.2)
+BmUk+m—n+ - . .+ b1Uk_n—1+ BoUk_n

Cetteformulationdel’ eéquationrécurrenteestbien adap-
teéeaucalculnunmérique.C’estla forme souslaquellese-
ront présengsles algorithmesde commandedes proce-
dées.Le sysemeest entierementdéfini et I' équationré-
currentepeut étre résoluesi I'on préciseles conditions

“initiales” : yo,y1, - -, Yn—1, Uo, U1, - - -, Um—1.

1.3.2 Fonction detransfert enz

De la mememangerequel’'on associea un sysemea
tempscontinu,unefonction de transfert,parapplication

dela transformatiorde Laplacea sonéquationdifféren-
tielle, on peutassociea un sysemea tempsdiscret,une
fonctionde transferten z, par applicationde la transfor
mation en z a son équationrécurrente(cf. Transforma-
tion enz dansla sectionl.1.2).Sousl’hypothesequeles
conditions‘initiales” sontnulles(yo =y1 = - - = ¥p-1 =
Up = U1 = ---= Um—1 = 0) il vientlarelationsuivante:

(a0+a1z+ - +an 12"+ an")Y(2)
= (bo+b1z+ - -4 b1 + brZMU (2)

soitencore N
z
Y(z) = —D(Z)U(Z)
avec:
NGO _ Gy — bo+b1z+ -+ bm 17" 4 by 2"
D(z) — @t @zt ot a12 4 an?

qui estdéfinie commela fonction de transfert enz du
syseme.

Dansle casgéréral ou les conditioninitiales sontnon
nullesla repésentatio®nz du sysemes’écrit plusexac-

tement N @
z z
ou le polyndbmel (z) ne dépendque desconditionsini-

tiales. Il influe surla sortie du sysemesansmodifier le
comportementll ausignald’entréeU (z).

La factorisatiordunumérateuretdu dénominateuconduit

alaforme poles,zéros,gain suivante

_ bm (z=21)(z2=2) (2= 2m)

OO = Pz po) ()

avec:

. , bm .
Pi=1..n:poles zj—1 m:z€ros k= —:gain

an
Par définition les pdles du sysemesontles racinesdu
polyndmedéenominateuet les zéros du sysemesontles
racinesdu polyndbmenumérateur Les unset les autres

sontpardéefautdesnombressoitréelssoit complees.

Certainsauteurspréferentuneformulation enz1 de
la fonction de transfert.On peutl'obtenir a partir de la
formulationenz commesuit:

b 1+bh 27 . +byz™
Gla) = gz Tl
an 1+a 7 +.. . +ajz

(1.3)

aveclesnotationssuivantes

b 3
bt = oA
1" bm % an
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Elle correspond I’ equation(1.2) par oppositiona (1.1).
Sonintérétestde repiesentete sysemeau plus presde
saréalite physiquedansle sensol ™1 repiesentd’opé-
rateur‘retard” qui estphysiquemeniéalistetandisquez
supposele prévoir les instantsfuturs. Bien entendujes
formulationsenzetz~! sontequivalentesL’ écriture(1.3)
fait apparétre nonseulemente gain,lespdles,leszéros
maiségalementnretardpurZ™" entreuneexcitationen
entieedu sysemeet soneffet surla sortie.

Notons égalementque, commedansle casdessys-
temesa tempscontinu, le denominateurde la fonction
de transfertestappeé égalementpolyndme caractéris-
tique du syseme.Sondegré n corresponda I’ ordre du
sysémeetsesracinessontlespdlesdu syseme:

an?' +an_127 4+ . faizta
=an(z— p1)(z—P2) (2= pn)

1.4 Sysemeéchantillonné

1.4.1 Intr oduction

Commenousl’avonsvu dansla sectionl.2, la com-
mandepar calculateurou processeyrd’un procece né-

cessitda miseenceuvradecorversionsumérique-analogique

et analogique-nur@rique(voir figure 1.1). La mocklisa-

tion conduitdoncaconsicerersimultarementlanda boucle

un (ou plusieurs)organesa tempscontinuet un (ou plu-
sieurs)élementsa tempsdiscret.Alors gu'il estmal aise
defairel’analysedessyseémesatempsdiscretentantque
sysemesatempscontinudontlesentiéessortiessontnon
nullesuniquemenparinstantsja démarchenverseseré-
veleétretrésriche.

Ainsi, I'analysed’un syseéme commané par calcu-
lateur numériquepassepar la définition d'un sysemea
tempsdiscret,comprenante procece commané de na-

turegéréralementontinuegtlescorvertisseursiumerique-

analogiqueet analogique-nur@rique,que I'on peutres-

pectvementassimileraublogueurd’ordrezéroetal’ échan-

tillonneur, selonle scktemadela figure 1.6.

FiG. 1.6— Procece eécdhantillonné

Lesmocklesentreuy etyy sontdutypedeceuxprésen-

tesprecedemmentlLa suitede cettesections’intéressera

autechniquesle déeterminatiordu mockle échantillonré

atempsdiscretobtenua la donréedu mockle continudu
procece.

Avantcelail estimportantde revenir surle choix de
la périoded’échantillonnagele théoremede Shannon
précisequela fréequencel’échantillonnagd = 1/T doit
étreaumoinségale a deuxfois la plus grandefréquence
contenuedansle spectredu signalquel’on veutéchan-
tillonner. . Ce résultatest exploitable uniquementa la
donreed’un signal. Cependantle signal de sortie d’'un
syseémey(t) n'estpasconnudanda problématiqueonsi-
derée.

Le véritable problemeervisace estcelui de I' échan-
tillonnage en sortie d’'un procgce dont on connat, par
exemple,safonction de transfertmaisla sortie du sys-
témeestinconnuecarelle deépenddu signald’entréeul(t)
qui n'estpaspréci®. La méthodeconsistealorsa analy-
serlesfréquenceransmisegparle syseme.Entracantle
diagrammede Bodeil estpossiblede déterminera fré-
qguenceade coupurefe du sysemeet doncd’indiquerque
touteslesfréquencesurerieuresa fc dansle spectredu
signaldesortieserontatteniees.

Théoremel.1l Enpratique,il estrecommanédechoi-
sir la frequencel’ écantillonnagedansunefourchettede
I'ordrede6 a 24 foisla frequencelecoupueduprocede

Exemplel.4
Ainsi, pourunproceced'ordrel:
1
G(p) = 1+1p

la fréquencede coupureest fo = 1/(2m). La fréquence
d’échantillonnagd = 1/T serachoisietelle que:

6 _1_24
2m T 2
soitapproximatvement

T
-<T<T
4< <

Exemplel.5 Consiceronscetautresyseme:

G(p) = P>+ 2p?+10.25p+9.25

Sondiagrammede Bode estdonre sur la figure 1.7.
La frequencale coupureestapproximatvementde w; =
5rad/s ouencorefc = w/ 21 Le criterede Shannonm-
posedoncdechaisir:

2T/ (24%5) < T < 2m/(6%5) = 0.05<T <02
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FIG. 1.7— Diagrammede Bodedu procede

Nous choisissonsT = 0.2s pour obserer le comporte-
mentquand’ échantillonnagampliquela plusgrandeperte
d’information. L'effet de cettepérioded’échantillonnage
estobsengee sur des exemplesde signauxen sortie du
syseme.Nous avons trace deux telles reponsessur la
figure 1.8 pour une entéeimpulsionnelleet une entiee
enéchelonOn obsenre quela périoded’échantillonnage
rendcorrectementomptede la réalite du signala temps
continu.ll n'y a pasde pertesignificatve de l'informa-
tion contenuadansle signal.

Step Response
0.2 T

Time (sec)

FIG. 1.8— Sortiesa tempscontinuet écantillonnées

LesobsenationspeuentégalementsefaireavecT =
0.05s, quand!’ échantillonnagelevient élevé au regard
desfrequenceson-aténieesparle syseme.Pourcecas
nous avons fait un grossissementes premiersinstants
desréeponseddu syseme(voir figure 1.9). On constate

Amplitude
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quel’ échantillonnagesttrésdenseen comparaisorles
dynamique®bsenees.Tout échantillonnag@lusrapide
demanderaitlesvitessesde capacié de traitementnon
nécessaires.

Impulse Response
0.2 T T T

Time (sec)

FIG. 1.9— Sortiesa tempscontinuet écantillonnées

<

1.4.2 Fonction detransfert echantillonnee

Danscettesous-sectiona méthodede calcul qui per
metala donreed’'unefonctiondetransferid’un syseme
a tempscontinu de déduirele mockle en z du syseme
a tempsdiscretobtenupar échantillonnagestexpose.
Elle seresumeauthéo®mesuivant.

Théoremel.2 Soit un procece continu mocklisé par

unefonctiondetransfertGe(p). Ceprocace, édantillonné
suivantle schemade la figure 1.6 admetunefonctionde

transfertenztelle que:

z(G(pEs(p)] = 57 2| 2P|

Avantdeprocederala preuve decerésultatil corvient
de détailler!’ écriture Z[H (p)] ot H(p) estunefonction
detransferid'un sysemecontinu.Cettenotationrecouvre
I'opérationsuivante:

H(p) £5 ht) - he <2 H(2)

A ladonreed’unefonctiondetransfertH (p) il corvient
enpremierieu decalculersaréponsémpulsionnelleh(t),
puisd’échantillonnecesignal,{hy} = {h(kT)}, etenfin
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de calculersatransfornee en Z(hy) = H(2). Cettepro-
cédureestdétaillee par la suite sur desexempleset un
tableaude conversionestfourni (tableaul.2 pagel0).

Preue duthéomel.2

Appelonsu*(t) le signalatempscontinuconstitie des
échantillonsuy = u(kT) du signalde commandeet qui
vautzéro partoutailleurs:

ut(t) = +zoo ukd(t — KT)
K=0
LatransforneéedelLaplacedecesignals’écrit:
U*(p) = /+°° u* (t)e Pdt = +zoo ue kTP
0 k=0

Par définition desfonctionsdetransferiessignauxconti-
nusU (p) etY(p) vérifient:

U(p) =Bo(p)U"(P)  Y(p) = Ge(P)U(P)
Ainsi enposantH (p) = G¢(p)Bo(p) :

+00
Y(p) =H(p)U*(p) = Z}H(p)uke‘”p
k=
cequi enappliquante theoemedu retarddonne

y(t) = f;l[Y(p)]
— -1 —kTp
kZOL [H(p)e } Uy

+00
= h(t — KT )u
2

avech(t) = L7Y[H(p)]. Apréséchantillonnagey = y(IT),
le signala tempsdiscretde sortievérifie donc:

+oo
Vi =) hnkg
2,

quiestla corvolutiondiscretedessequencesguy } et{hy}.
Il vientdoncY(z) = G(2)U(2) avec:

G(2) = Z[H(p)] = Z[Gc(p)Bo(P)]

Enintroduisant’expressiordela fonctiondetransferidu
bloqueurd’ordrezéro:

1-¢eTpP
p

Lespropriétesdestransformationsle Laplaceetenz per
mettentd’écrire:

6= (1-7 3| 2| 15[ G0

6= 2|2 —cup)

9
Uk 1 Yk
BO i
P p(p+1) T
FiG. 1.10— Sysemeédantillonné
O

Exemplel1.6

Consiceronde syseémeéchantillonerepésené surla
figure 1.10et pourlequelon veut calculerla fonctionde
transfertenz

La fonctiondetransfertcontinueétant
1
p(p+1)

la fonctiondetransfertechantillonigeestdonréepar:

Ge(p) =

G(2) = Z[Bo(p)Ge(p)] = 2= 2 [G_<P>]

z p
avecla decompositiorenélementssimplessuivante:
G 1 -1 1 1
C(p) = > == — + - + —
P PP+ P P ptl
Enutilisantle tableaul.1,il vient:
z-1 z Tz z
G(z) = -
@ z —1t (z— 1)2+ z—eT
Soit:
K=e 14T
(Z— b) a=eT
Gzg=K————F—
@=K—3r=3 L, Ta-eT)
ST e To14T
Applicationnumérique:
SoitT = 1s. Il vient:
z+0.7183

G2 = 036879, 303679

1.4.3 Propriétéesdu modeleéchantillonné

Suite aux formulesdu tableaul.2 de la page10 qui
permettentle déterminerle mockle a tempsdiscretd’un
sysemecontinu échantillon®@, nouspouvons mettreen
avantquelquesproprietesfondamentalesle cetteopéra-
tion:

— Unsysemeélinéairecontinurestdin éaireapreséchan-
tillonnage.
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Sysemecontinu | Décompositiorenelt. simples Transfornéeenz Sysemeéchantillonr
G G
Ge(p) Sl 2|24 G(2) = Z[G()Bol(p)
1 z
1 5 ] 1
1 1 Tz T
p p? (z—1) z-1
b b/a  b/a bz b z b 1—e?"
p+a p p+a az-1 az—eal a z—eal
b1p+ bo by | bi—1tho boz  (b1/T—bo)z b1/t1(z—1) —bg(1—e"T/T)
p+1 p Tp+1 z-1 z—e&n z—e T
1 -1 1 2 —1z Tz v2 (e TN 14+ T)z4+1-(1+T)e T/
—— —+ S+ — + +
p(tp+1) p  p? Tp+1 z-1 (z-1)2 z—e T/ (z—1)(z—eT/T)
(pL—p2)p 11 z z (ePrT —eP2T)(z—1)
(P—P1)(P—P2) P—p1 P—P2 z—ehl  z—eke! (z—enT)(z—eT)
b1z+ bg
(z—ePT)(z—eP2T)
(P1— P2) P1P2 PL=p2 P2 P (PL—P)Z, Pz piZ by = P2 — P1+ (2p2 — p1)ePt’
(P—P1)(P—P2) P ' P—Pr P—P z—1 Tz-enT z-epT +(p2—2py)e”
bO — (pl _ pz)e(p1+p2)T
+ p1™2T 4 poePt?

TAB. 1.2— Calcul desfonctionsde transfertdessysemesedantillonnés
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— L'ordre dusystmeestconsere.

— Lespolesdu sysemeéchantillonesedéduisentes
polesdu sysemecontinucommesuit:
pii=e™T  Vi=1...n

ou p¢i sontles poles du syseme continu, pgi les

polesdusystmeéchantillonieetT la perioded’échan-

tillonnage.

— La périoded’échantillonnagd’ conditionneforte-
mentle mockle du sysemeéchantillonré.

— L'échantillonnagelu produit de deuxfonctionsde
transfertn’est paségal au produitde leursmockles
echantillonres respectifs.Cette derniere remarque
esttrésimportante.Le calcul d'un sysemeéchan-
tillonnén’a desengques’il correspon@untransfert
entreun bloqueurd’'ordrezéroetun échantillonneur
(voir 'exercicel.3).

1.5 Exercices

Exercicel.1

Onsouhaitemoctliserl’ évolution du chepteld’un éle-
veurdebovins. Soit:

— Xy, : le nombredevachedglel an,
— X, : le nombredevachegle2 ans,

— X3, : le nombredevachegle3 ansetplus,

cesvaleursrepiesentandesnombreamoyensaucoursde
'annéek.

Lesvachegle 1 annesereproduisenpas.Lesvaches
dedeuxansproduisenenmoyenned.8 veauparan,celles
detrois anset plus 0.4 veaupar an.D’autre part,seules
cellesde trois anset plus meurentde causeaturelles
avecuntauxmoyende 30 % paran.

EnfinI’ éleveur s’autorisea acheteou vendreunique-
mentdesvachesde trois anset plus. Soit ux le nombre
devachesacheées(uy > 0) ou bienvenduequg < 0) au
coursdel'annéek.

1. Etablir les équationsrécurrentegle ce sysemeen
prenantpour sortieyy le nombretotal de vachesau
coursdel'annéek.

Y(2

2. Endéduirela fonctiondetransfert——=.

U(2

3. En déduirel’ equationrécurrentequi relie unique-
mentlesentieesetlessortiesdu syseme.

11

Solution

Pour commencermon peut remarquerque le syseme
ainsi décrit a une cadenceT de un an. Cette cadence
peutégalement’interpretecommeunepérioded’échan-
tillonnagesi on consicerequele procece (Elevage)esten
realite continu(les vachesexistententredeuxmesures).
Lanotiond’échantillonnageorresponéuchoixdecomp-
terlesvacheaunefois paran.

1. Leséquationgorrespondard |’ énoné s'écrivent:

Xy, = 0.8%, +0.4x3,

X1 = X1

X1 = X2+ (1 —0.3)X3, + Uk
Yk = Xy + X2, + X3,

2. Pourobtenirlafonctiondetransferbnoperelatrans-
forméeenz surce sysemed’équatioren supposant
guelesconditionsinitialessontnulles:

2% (2) = 0.8X(2) 4+ 0.4%3(2)
2%(2) = %(2)
2%3(2) = %2(2) +0.7%(29) + U (2)

Y(2) =X1(2) +%(2 + %(2)

Si onremplacedansceséquationsXi(z) parzX(z)

ontrouve:
Z2X5(2) = 0.8%2(2) + 0.4%3(2)
2%8(2) = X2(2) +0.7%(2) +U(2)

Y(2) = 2%(2) + %(2) + %s(2)
OnendeduitequeXs(2) = (2.5 — 2)X»(z) donc:
2(2.522 — 2)X2(2) = X2(2) + (L7522 — 1.4)%(2) + U (2)
Y(2) = 2%(2) + X2(2) + (2.522— 2)X,(2)

cequi conduitauxéquationsuivantes
(2.5~ 1.7522 — 22+ 0.4) X2(2) = U (2)
Y(2) = (2.52 42— 1)%(2)

Lafonctiondetransfertdece sysemeestdoncdela
forme:

252+z-1

G =358 17572 -27704

3. L'équatiorrécurrentalécrivantentierement’ évolu-
tion entiee/sortiedu troupeauest donc obtenueen
opérantla transforngéeinverseenz:

2.5Yk+3— 17542 — 2¥i1+ 0.4y
= 2.5U4 2+ Uiy 1 — Uk
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! !
! !
|

u u(t y(t)
= Bo(p) Proee | K

| T

|

! I

L o o __o_____ I

FiG. 1.11- Proceck edchantillonné

Exercicel.2

On consickrele sysemeéchantillonie repeseng sur
lafigurel.11.

Onsupposejuelafonctiondetransferduprocece est:

H
G(p):m

1. Etablirlesmockles(équatiorrécurrentefonctionde
transfertenz) decesystme.

2. Memesquestiondorsquece sysemeestbouck par
unretourunitaireuy = Yg, — Yk.

Solution

1. Modelesdu procace:
— Equationrécurrente
Yer1— € Y= (1—e ) Hu
— Fonctiondetransfertenz:

~T
G(z) =H i_%
2. Modeélesdu sysemebouck:
— Equationrécurrente
(1+H)Ykr1— € Ty = Hyg,
— Fonctiondetransfertenz:
1-eT
C@=H A arreT

Exercicel1.3

Soit les sysemesinterconnedsdonréspar la figure
1.12.

1. Onposelesnotationssuivantes

H1(2) = Z[Bo(p)G1(p)]

( (P)G2(p)
Hs(2) = Z[Bo(p)Gs(p)]
Hs(2) = Z[Bo(p)G1(p)G2(p)]
Hs(2) = Z[Bo(p)G1(P)G2(P)Gs(p)]

e, : T
e i) S ey
€1,

T
Ha(2) G3(p) || Bo(p)
€7, Cox es(t)

FiG. 1.12 - Shémade trois sysemesinterconnecks et
réguléspar Ha(2)

Donnerl’'expressionde la fonction de transfertde
cesyseme,F (2), aveccommeentiéee;, etcomme
sortiemesugeey, .

2. La perioded’échantillonnagestde T = 1s et les
fonctions de transfertsont donrée par les expres-
sionssuivantes

1

G ==

1(p) D
2In(2)(1-2p)+2p

G =

2(P) p+In(2)
In(2)
G = —=
(P = iin(2)

H4(Z) =K
Donnerl’expressiordela fonctiondetransfert(2)
enfonctiondeK.

Solution

1. La premerechosea faire estd’identifier les trans-
fert entredesdifférentsloqueurstleséchantillon-
neurs.C’est uniquemenientre cesdeux opérateurs
quel’on peutdéfinir dessysemesechantillones.Le
premiertransfertestdonré par:

&(2)

—— =7 G G = Hsg(z
(g ~ ZBo(PCiPICAP)] = Hs(2)
Ensuitedufait dela linéarié dela transforneéeenz,

on peutécrire:

es(2) = Z[Bo(p)Gi(p)]€2(2) + Z[Bo(p)Gs(p)]€s(2)

= Hi(2)&(2) + H3(2)eu(2)

Ainsi le sysemeseréécrit commeindiqué surla fi-
gurel.13.Etla boucleferméeestdonreepar:

& =Hse; , € =e —HsHie—HaH3Hse;
Cequi conduitala fonctiondetransfert
S Hs
e 1+ Ha(H1+ HzHs)
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He(2) €4y Le sysemeenboucleferméepeutdoncétrecalcuk:
5(Z
€2 E (Z) _ H5(Z)

t H(2 1+Ha(2) (H1(2) + Hs(2)Hs(2))

e, A
k 2(22— 1)
Ha(2) ) Hs(z) - (z-1)(2z—-1)2+K((22-1)2+2)
€7, €5, 47— 2

FIG. 1.13— Sthémaéquivalent

2. Le calculde F(2) nécessitde calcul préalabledes
fonctionsde transfertéchantilloneesHi (z), Ha(2)

etHs(2).

CommergonsparHi(2) :

Hi(2) = Z[Bo(p)G1(p)]

Puismaintenantds(z) :

H5(Z)

Z[Bo(p)G1(p)Ga(p)]

z-1 'Gl(p)Gz(p)]
z 7| p

z—1_[2In(2)(1-2p)+ Zp]

z | pAp+In(2)
2

z-1_[-4
z L PP

i)

z—1[ -4z 2Tz
- +

1
Z-1)(z-1/2)

4z
z—-1 (z-1)2 o 1/2]

etenfinHz(z) qui donneavecla mémedémarche

Hs(2) = Z[Bo(p)Gs(p)]

z
1/2
z—1/2

_ z= 1Z [ In(2)

p(p+In(2))

|

4B+ (4K —-8)2+ (5—4K)z+ (3K —1)
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Chapitre 2

Reponsedessysemesa tempsdiscret

Cechapitrefait le lien entreles differentsmocklesdes
sysemesatempddiscretetleurcomportemendynamique
enréponsexdesentieesconnuesDansun premiertemps
le calculdesréponse&nsortieestaborde et dansun se-
condtempsla notionde modesestdéfinie et étudie.

2.1 Calcul delaréponse

2.1.1 A partir del’ équationrécurrente

Unsysemeatempsdiscretpeutetrerepesent parune
équatiorrécurrente
AnYk = —An-1¥k—1— .- — A1Yk—n-1— A0Yk—n
+bmUk+m—n—+ - . .+ b1Uk—n—1+ BoUk—_n
avecm < n pourdesraisonsde causalié.

Cettemocklisationestsousformealgorithmiquedirec-
tementadaptablélimplantationdande processeuElle
estbienadapéea la formulationdeslois de commande.
Le mockleparéquatiorrécurrente’estpasceluiquel’on
choisitgéréralemenpouruncalculmanuelderéponsell
peuttoutefoisétreutilisé pour calculerpoint par pointla
reponsecommele fait un calculateurL’exemplesuivant
illustre cecalcul.

Exemple2.1
Soitle sysemeatempsdiscretsuivant:
Yi+2 — 3Yk+1+ 2Yk = Uk
Il estsuppog initialementaurepos soit:
V=0 Vk<O0
eton appliqgueuneentieeimpulsionnellgelle que
=0 Vk#0 et u=1

L'applicationsuccessie del'algorithmeconduita:

Y1 = 3Yo—2y-1+uU-1 =0
Y2 = 3Y1—2%+U =1
y3 = 3y2—2y1+u1 =3
Ya = 3y3—2yo+U2 =7

15

On peutici reconn@re (maisce n’est pastoujoursaussi
évident)la suite:

=—-1+2<1 vk>0

qui donnd’expressioranalytiquedelaréponseherclee.
<

2.1.2 A partir delafonction detransfert

Théoreme2.1 Soit G(z) unefonctionde transfertet
U(2) = Z[uy la transfornéeen Z d’'une sequenceal’en-
tree,sousl’hypothesede conditionsnitiales nullesla ré-
ponsedu sysemeestdonréepar:

Yo =2 G(2U(2)]

Commedansle casdessystmesa tempscontinu,la
fonction de transfertpermetun calcul aise desréponses
uniquementansle casdessysemesinitialementau re-
pos.La méthodeestillustré surl’exempledu paragraphe
précedent.

Exemple2.2
La fonctiondetransfertdu sysemes’écrit:
1
T 2-3742
La transfornéeenz du signalimpulsionneluy estici :

U(Z):l

G(2)

Il vientdonc:

- 2-3z42

Le calculdeI'original peutsefaire a partir de tablesde
transforngées,ce qui necessitegéréralementinedécom-
positionen elémentssimples.Poursimplifier les calculs
il estrecommand d’effectuerla decompositioren élée-

mentssimplesde@ etnonpascelledeY(z). En effet,
il vientici :
Y(z) 1 11 N 11 1
z  2A2A-3z+2) 2z 2z-2 z-1



16 CHAPITRE2. REPONSEDESSYSTEMESA TEMPSDISCRET

Ainsi on obtientunedécompositiorde Y (z) enéléments
qui sonttousdestransfornéesdetermesconnus(voir ta-
bleaul.1page5):
1 1z z
Y@ =3+372"7-1
Latransforngéeinverses’obtientdirectemenparapplica-
tion destransfornéesdela table:
1 1z z 1 1
_ |t 22 |2 Lok qk
W=Z2 735702 21| T2t a2 L

Cequidonne:

Yo :%4—%20—10:0
Yoo = 3K—16 =211
<
Exercice2.1

On consicerele sysemerégi parl’ équationrécurrente
suivante:

Y42 — SYk+1 + BYk = Uk

Calculersaréponseindicielle et saréponsempulsion-
nelle.

Solution

Le calculdesaréponsendicielle (reponseéuneentiee
entrain d’impulsionsunitairesuy = 1, Vk > 0) peutse
calculerenpartantdesrepiesentatiorenz du signald’en-
tréeeetdu mockle:

T 2-57+6
Onadonc:

Y(2) = G(2)U(2) = 2

(z—=1)(z—2)(z—3)
Par decompositiorenélementssimples
Y(2) 1

z (z—=1)(z—2)(z-3)
11 111
T 2z-1 z-2 2z-3
dou: 1 1
z z z
Y(2) = 2z—-1 z—2+§z—3

Enutilisantle tableauwetransforngéesl.1pageb, il vient:

1 1
=21k 2kq 23K
W=3 *32
Le calcul de saréponseimpulsionnelle(réponsea une
entteup =1, u=0,Yk#0,i.e.U(z) = 1)secalcule
dela mémefacon:

Par decompositiorenélementssimples

Y(2) 1
z Z2(z—2)(z—3)
11 11 1 1
= 57 22-2 ' 37-3
dou:
vp-t tz 1z

Enutilisantle tableaudetransfornges,l vient:

Yo =0
1w, 1x
= ki3
Yk > +3

vk> 1

2.2 Reéponseschantillonnées

Commeévoque dansle chapitrel, I' échantillonnage
d’unsignalcontinuconduitaunperted’information.Sans
entrerdansle détail nousallonsobsenrer ce phénonene
sur deux exemplesde procedes continuséchantilloniés
selonle mockledela figure2.1.

FiG. 2.1-Procece echantillonné

On saitassocier ce sysemeun mockle de type dis-
cretentrela sequencel’entree{uy} etla sequencelesor
tie {yx}. Cemockle permetle calculde {yx} pour {uy}
donre, maisne permetabsolumenpasderetrouer le si-
gnalcontinuy(t). La seuleutilisationdu modéle & temps
discretne posegéreralemenpasde problemepour une
étudeen boucleouverte, mais peuts’avérerinsuffisante
pourcaracérisercompktemenun sysemefonctionnant
enbouclefermee.ll estpréferabledansce casd'utiliser
aussile mockle a tempscontinudu procede commané
pourdéterminery(t).

Lescalculsdevenanttomplees,lescourbesui suivent
sontdéetermireesa l'aide dulogiciel Matlah

Exemple2.3

Consiceronsle procece continude fonction de trans-

fert:
1

G(p):m

Pourtrois périodesd’ échantillonnagelifferentda figure
2.2donnelaréponsgy dusyseme.
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FIG. 2.2—-Trois échantillonnagedifferents

Dansle premiercas, T = 0.1s, I' échantillonnageest
trésrapidedevantla constantele tempsdu sysemet =
1s. Laréponsalu sysemeéchantillone seconfondavec
la reponsedu syseémecontinu.En premere approxima-
tion on pourrait quasimentnégliger I'effet de I échan-
tillonnage.

Dansle troisiemecas, T = 2s, I' échantillonnage’est
pasassezapidepourrespectefa reglede Shannon Le
signaldiscretnerendpascomptedela réalite du proces-
sus.

Lesecondas,T = 0.5s, estdoncapréferercarl’ échan-
tillonnagerend comptefidelementdu comportementlu
sysemesansmultiplier desmesuresnutiles. <

Exemple2.4

Consiceronsle sysemeéchantillonié bouck de la fi-
gure2.3,avecunepérioded’échantillonnagd = 0.5set
unalgorithmedecommandeepieseng parlafonctionde
transfert

5z2—-3
z+1
+ ‘ y(t) Yk
SR ! ‘
=0 P B g

FIG. 2.3— Sysemeédantillonnéboucke

La figure 2.4 montred’'une partla réponseindicielle
decesystmeobtenuea partir desseulsmocklesa temps
discret,d’autre part la sortiey(t) du procecé calcukea
partirde sonmockle a tempscontinu.

La constatatiorestquesi le capteurmesurey(t) avec
la périoded’echantillonnagd = 0.5s, la mesurenerend
pascompteentierementdu comportementiu sysemea
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FIG. 2.4— Ecdhantillonnagea la périodedel’'oscillation

tempscontinu.En particulierici, I' échantillonnagsefait
exactemenala périoded’un phénoneneoscillantpourle
sysemea tempscontinufaisantcroire a la corvergence
dusignal. <

2.3 Notion de modes

Nous avons établi que pour calculerla réponsed’un
sysemea tempsdiscret,il estpossiblede procederpar
décompositioren élémentssimplesde Y(z) /z. Nousal-
lonsmaintenanbbserer cettedecompositiordande cas
géréral.

SoitG(z) lafonctiondetransfertd’un sysemecompre-
nantnp polesnotespy, ..., pn,- Chaquepdle peutéven-
tuellementapparére plusieursfois dansle denomina-
teur On parlerade m;, I'ordre de multiplicité du pdle p;
(i=1,...,np).

Identiguemenbn définit une entée quelconqueJ (2)
pourle syseme.Satransfornéeenz secaracériseparun
polyndmeau denominateuavec un certainnombresde
racinegy,...,rq.

Aprésavoir effectle ladecompositiorenélementsim-
plesdeY(z)/z= G(z)U(z)/z on trouve unereptesenta-
tion dela formesuiante;

q

Y(2) = .ZplGi(Z) + ZUJ'(Z) (2.1)
i= i

=1

Chacundestermesde cette sommes’exprime en fonc-
tion soit d’'un pdle p; soit d'uneracinedu dénominateur
deU (2), rj. Nousnenousintéresserongasacesderniers
termesdanscettepartiedu cours.lls repesentente qui
estappet le régime forcé du sysemeet dépendents-
sentiellementu type d’entrée ervoyée au syseme.Par
contre, nous allons détailler les premierstermesG;(z)
qui, mémes'ils dependentu choix du signal d’entrée,
décriventdescaracéristiquesntrinsequesusysemeG(z).
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Plusprécigment,les fonctionsG;(z) sedécomposent
commesuit:

etleurtransfornéeen z inverses’'écrit gerériquementle
la forme suivante:

Z7YGi(2)] = (Bo+Bik+ ..+ Bm-1k™ ) pf = R (K) pf

Cetermeainsiformulé estcompo& du produitd’un po-
lyndmeenk avecla suitegéonétriquedespuissancedu
pole pi. On va voir quel’ évolution de ce type de terme
dependessentiellemerde la valeurde p;. On parlerade
mode assodd au pdle p; et nousallons décriredansla
suite descaggories de comportementle cesmodesen
fonctiondela valeur(réelleou complee) de p.

Parsuperpositioniaréponsel’'un sysemeauneentiee
guelconquecomprendstoujours une sommede termes
telsque:

z-l[_izpemz)] = _n;pp.(k) pl

dont d’évolution temporelleest caracérise par chacun
desmodes.ll y a autantde modesquele sysemea de
pdlesdistincts.

Nousallons maintenanervisagertour a tour descas
simplesdemodesassodesadifferentesvaleursdespoles
puis nouscaracériseronda réponseglobaledu syseme
compogedela superpositiorle touslesmodes.

2.3.1 Modereel

Un moderéel estasso@ a un pole réel. Pouralléger
les notations,soientp ce pdle et {P(k)p*} la suite cor-
respondant la contribution de ce pole a la reponsedu
syseme.

Indépendemmertte cequepeutétrele polyndmeP(k),
I etudedessuitesnousenseignejue:

— Si|p| < 1, alorsla suite {P(k) p} corverge vers0
guandk — 4. On parlealorsde modecorvergent
dontla corvergenceestportee par la suite geone-
trique { p*}. La vitessede corvergencedépendes-
sentiellementiela valeurde p. Plusla valeurde | p|
estfaible, plusle modecorveme vite versl'origine
(corvergenceexponentielle).

— Si |p| > 1, alors la suite {P(k)p¥} diverge quand
k — +0. On parlesalorsde modedivergentdontla
divergenceestporteeparla suitegéonetrique{ p¥}.
La vitessede divelgencedépendessentiellemerde
la valeurde p. Plusla valeurde | p| estgrande plus
le modedivergevite (divergenceexponentielle).

— Si|p| = 1 etqueP(k) = P(0) estun polyndmecon-
stant,alorsla contribution de ce modeestun signal
qui ne diverge ni ne corverge. On parle alors de
modeentretenu Cecasestpossibleuniquemensi
P(k) estunpolyndmeconstanti.e.dedegré zéro)ce
qui estpossibleuniquementuandl’ordre de multi-
plicitedu pole estégalam= 1.

— Si|p| = 1 etP(k) estdedegré nonnul, alorsla suite
{P(k)p*} divergequandk — +c0. Onparledemode
divegentdont la divergenceestportée par la suite
{k™1} (divergencepolyndmiale).

— Sip> 0,alorslasuite{P(k)p} atendancéausigne
de P(k) pres)a étredu mémesigne(mode apério-
dique).

— Sip< 0, alorslasuite{P(k)pk = (—1)P(k)|p|¥} a
tendanc€ausignedeP(k) prés)achangedesigne
achaquatération(modeoscillatoire).

— Sip= 0, alorsla suite {P(k) pX} corverge vers0 en
uneseuleitération(réponsepile).

Sansntremplusdandesdétails,voici quelquegxemples
quiillustrentcesdifferentesotions.

Exemple2.5

Soientles deuxsysémessuivantscompog d’'un seul
etmémepdle.

1 —24+3z-11
=7 ©@=—(

Lesréponses un échelonpour cesdeuxsyseémessont
donreessur la figure 2.5 (x pour G1 et o pour Gy). On

constatejuela divegencemémesi elle n’est pasexacte-
mentidentiquesefait avec la mémevitesseapproxima-
tive. L'autre constatatiorest que le signede la réponse
suitla courbed’un polyndme(modeaperiodique).

Gi(2)

1600

1400

1200

1000

FIG. 2.5—Reponsesiel’exemple2.5
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Exemple2.6

Soientles deux syseémessuivantscompo€ d’un seul
etmémepdle.

1 _2-1z+1

Gl(Z) = m Gz(Z) = m

Lesréponses un échelonpour cesdeuxsyseémessont
donreessur la figure 2.6 (0 pour G; et x pourGz). On
constategquela corvergenceestassesimilaire mémesi
elle n'estpasexactemenidentique.L’autre constatation
estquele signedela reponsealterne(modeoscillatoire).

2

15K

05 (6] x

L L L L L L L L
2 3 4 5 6 7 8 9 10

o
53

FIG. 2.6—Reponsesiel'’exemple2.6

Exemple2.7

Soientlesdeuxsysemessuivantscompog chacurd’'un
seuletmémepdle de moduleggal aun.

1 0.01
G

Gi(9) = i1 2(2) = Z=1?2

Lesréponses un échelonpour cesdeuxsyseémessont
donreessurla figure2.6 (0 pourG; et x pourGy). G1 a
uneréponsescillanteni divergenteni corvergente(mode
entretenwscillatoire)carle pdle —1 appar#t dandafonc-
tion de transfertavec un ordre de multiplicité égal a un.
G parcontrediverge sansoscillercarle pole +1 estpo-
sitif et d'ordrede multiplicité égal a deux.La divergence
n'estpasexponentiellemaistendversuneasymptotdi-
néaire.

<

2.3.2 Mode complexe

Lesracinedd'un polyndmea coeficientsréelssontsoit
reellessoit complexes. Dansle secondcas,pour chaque
pole p telsquelm(p) # O il existeun autrepdle p* com-
plexe conjuglede p. cesdeuxpdlesp et p* interviennent

19
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FIG. 2.7—Reponseslel'’exemple2.7

nécessairemeravec le memeordre de multiplicité. Par
définition un modecomplee estassoc a un couplede
polescomplexes conjuglesl’'un de I'autre. La contribu-
tion decemodeestdela formesuivante

Pa(k) p* + Po(K) (p*)¥

ol Py(K) etR, (k) sontdespolyndmesa coeficientscom-
plexesdu mémedegré, maisil estpossiblede monterque
la contribution conjointedespuissancede p* et (p* ) est
nécessairemenéelle.Deslorsla contributiond’un mode
complee peutégalemens’écriresouda formesuivante

P(k)p¥sin(k8 + @)

ou P(k) estun polyndmea coeficientsréels,ou ¢ estun
déphasageétermiré parla situation,ou p estle module
du podle et ou 6 estl'argumentdu pdle. D'apresles for-
muled’Euleronap = pel® et p* = pe~1°,

Indépendemmentle ce peut étre le polyndme P(k),
' etudedessuitestelles que P(K)pXsin(k8 + ¢) nousen-
seigneles caracéristiqguessuivantessur la contribution
d’'un modecomplee:

— Si|p| = p > 1 laréponsdransitoiredivemgeala vi-
tessade p* (divergenceexponentielle),

— Si|p| = p < 1laréponséransitoirecorverge vers0
alavitessedep* (convergenceexponentielle),

— Si|p| = p = 1 laréponsdransitoiredivemgeala vi-
tessedu polyndmeP(k) et si le pdle estde multipli-
cité égaled 1 alorsP(k) = a etle modene converge
ni nediverge (modeentretenu),

— Siamg(p) = 6 # 0 estl'argumentde p, la réponselu
sysemeoscille a cettefrequencgoscillation “por-
tée” parla corvergencede p¥). Le modeestoscilla-
toire.

Un résung de cescomportementgynamiquegstdonré
surlafigure 2.8 page20.
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A n(z)

Modes entretenus

Modes
convergents

\

Modes divergents

FIG. 2.8— Allure desmodesselonleur emplacemerdansle plan deLaplace
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Remarque 2.1 Enpratique,onretienda qu'unsyséme
atempdiscret peutavoir deuxsourcesd’oscillations: la
présenca&le modesompleeset/oula présencelemodes
a partie réelle nggative Bien entendu,cesdeuxphéno-
menesd’oscillationspeuvensesuperposer

Exemple2.8
Consiceronde sysemedefonctiondetransfert
b b
G(2) o o

~Ztaiz+a0 (z— A1) (z—N2)

La reponsampulsionnellede ce sysekmeestobtenueen
calculant’original desafonctiondetransfertenz:

bo boZ boZ
G(g = + +
( ) )\1)\2 (Z—)\l))\l()\l—)\z) (Z—)\g))\z()\z—)\l)
Soit:
_ bo bo k=1 yk-1
Ok = )\1)\26k+ )\l_)\Z ()\l _)\2 )

Silesmodesdu sysemesontréels(4ag < &3), le syseéme
estcompog de deuxmodesréelsdontle comportement
dependespecttementdesvaleursdeA; etA,.

Si les modessontcomplees conjugies(4ag > a3), il
vient:

in(k—1)6
b k—2Sin(
Ok>0 = Dop T
avec: a
= cosH = —
pP=+ao N

A ladonréedeag et a;, la réponsdransitoired’un sys-
temedu secondordreestsoit unesommede deuxmodes
réelssoirunmodecomplexe dontla corvergencesstdon-
néeparle moduledespdles(p = |A|) etl'oscillation est
donréeparleuragument(d = arg(A)).

Pourillustration les reponsesmpulsionnelleet indi-
ciellepourlesvaleursbp = 0.5,a; = —1 etag = 0.5 sont

donreessurlafigure2.9. <
Exemple2.9
Consicerondessyseémessuivants.
Z+2z+3 1
Ci=—r— s 2=
214147 +1 2414142 +1
242743

Gy =
3T A 08283147 _282&+1

Le premiersysetmeadmeideuxpdlescompleesconju-
guesv/2/2+ j\/2/2 et\/2/2— j\/2/2. Cespdlescom-
plexessontdemoduleggal aun etils sontdemultiplicité
simpledonclaréponseéndicielle estoscillanteentretenue
(pasdecorvergenceni dedivemgence).
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FIG. 2.9— Réponsesmpulsionnellestindicielle

6 8
No. des echantillons

Le secondsysemeadmetespdles—v/2/2+ jv/2/2 et
—/2/2— j\/2/2.Le modeassod acepdle alesmémes
carackristiquesque pour G; si ce n’est que en plus de
l'oscillation liéea 8 # 0, s’ajouteunealternancedue au
fait quela partieréelleestnégative.

Le troisiemeexemple esttel quele couplede pbles
(V2/2+ jv/2/2,/2/2— j/2/2) estd’ordredemultipli-
cité égalea deux.Le sysemeestdoncoscillantavecles
mémescaracéristiquesquepour G; maisa la difference
gu’il divergeavecunevitessepolyndomiale. <

FiG. 2.10— Reponseddiciellesde'exemple?.9

2.3.3 Caractérisation desmodespar analo-
gie aveclessystmescontinus

Onrappellequelespdlesdessysemesontinuspeuvent
etredécritspar:
Pc = —{0hn =+ juny/1- 22

Cetteécrituregérériquepourlespdlescomplexesdevient
dansle casdepdlesréels(( = 1):

pc=—1/1
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Et les polyndbmescaracéristiquesdessysemesa temps
continusefactorisenvecdestermegelsque:

p?+2wnp+wf et p+1/t

Les difféerentsparangtresque nous venonsde rappeler
carackrisentlesréponseslesmodesdessysemesconti-
nus:

— T=1/({wy) : tempsde réponsedu mode(le mode
corverlgea95%desavaleurfinaleen 3t secondes).

— wWp = Wny/1—C?: pulsationpropre (carackrise la
pulsationdel’oscillation dande casd’'un modecom-
plexe).

— y,: pulsationproprenonamortie.

— { [0 1]: coeficient d’'amortissemengplus { est
faible plusle modeoscilleavantde convemer).

Cesproprietessontmaintenanteprisegpour caracériser
lesmodesdessysemediscrets.

Nous avons établi dansla section1.4.3 que pour les
sysemescontinuséchantillones que les poles du sys-
temesdiscretobtenuap®séchantillonnagese deduisent
du sysemecontinuoriginal suivantla formule:

Pa = Pl

ouT estla périoded’échantillonnagey. lespdlesdusys-
temecontinuet py lespdlesdu sysemediscret.

Ainsi partantdu pole d’'un sysemecontinuayantcer
tainescaraceristiquesen termesde tempsde réponse,
d’amortissemergtdepulsationpropreontrouve le pdles
d’'un sysemediscret(fonctionnantla périodeT) qui au-
rait lesmémescaracéristiquesdynamiques

Pe=—1/1 Pe=—{un = juny/1-
m
pg=e"1/T pg =€ /T (cogwpT) + jsin(wpT))

Inversementin pdleréeld’'un sysemediscret,py = z se
carackrisepar:

— untempsderéponsa = —T/In(z), ou T estla pé-
riode defonctionnementlu sysemediscret,

— despulsationpropreqiullesetunamortissemerg =
1 (le modeestnonoscillant).

Un pdle complee py = z + jz secaracérisepar:
— untempsderéponsa = —2T/In(Z + Z),
— unepulsationproprewy, = %arctar@zi/zr),

— unepulsatiorproprenonamortiew, = | /w3 + 1/12,

— unamortissemerg = 1/, /1+ w212,

Exemple2.10

Enreprenant'exemple2.8,le modecomplee estca-
rackris parle polyndbmecaracéristique

1

Z2-2+05 = p= 5(1£])

Cequi conduita:

— un tempsde réponset = 2.89T (la corvergencea
95%sefait auboutde9 périodes),

— unepulsationproprew, = 7+ (la périodedel'oscil-
lation esthuit fois superieureala périodedeséchan-
tillons),

— unepulsationproprenonamortiewy, = 0.8585/T,

— un amortissemenf = 0.4037 (I'amortissemenest
indépendantle la périodedeséchantillons).

Le tempsderéponseet la pulsationpropreseretrouwent
surlafigure2.9. <

2.3.4 Superpositiondesmodes

PourlesprocedesrencontésenpratiqueJespodlespeu-
ventétresmultiplesetleur effetss’additionnensurla sor
tie mesueedu syseéme.L’'ensemblalespossibilittsn’est
pasdescriptible Cependanil estparfoispossiblededis-
cernerdesalluresduesauxdifferentgpdlesquandesdy-
namiqueqvitessegdle corvergence/drergence)sonttres
differentesQuelquesxemplessontdonréssurla figure
2.11.

N Ao ®
T T T
TR B

QB N W s oo N
T T T T
TR B

L L L L L L L L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FIG. 2.11- Reponsesndicielle avecun moderéelet un
modecompleeayantdesdynamiqueslifferentes

La premere de cescourbesmontreun sysemeayant
un pole réel a corvergencelente (plus de 30 itérations
pourcornverger)etun modefortemenscillantqui corverge
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rapidement(I'oscillation rejoint rapidement’exponen-
tielle corvergentedu moderéel).

Lasecondeourbemontrela situationinverse Unmode
reel tresrapidecornvemge dansles tout premiersinstants
(mon€erapideversun voisinagedel’ eéquilibre).A cette
convergencerapide s'ajoute un mode oscillant dont la
cornvergenceestpluslente.

Danstouslescasil estimportantdenoterquela conver-
genceglobaled’'un sysemesefait avec la constantede
tempsdu modele plus lent. C'esta dire a la vitessedu
modedontle pble ale modulele plusgrand.

23
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Chapitre 3

Stabilite dessysemesa tempsdiscret

Cechapitreportesurla stabilite dessysemesa temps
discret.Dansunpremiertempsnousreplaceronta notion
destabilittdansun cadregéréralpuisnousporteronglus
préci€mentnotreattentionsurla stabilite définieausens
d’'un transfertborré. La suite du chapitreporte sur des
techniquedd’évaluationde la stabilite et concluesur le
casdessysemeschantillonres.

3.1 Stabiliteinternedessysemes

Dansce coursnousavonsvolontairementhoiside ne
présentetes sysemesguesousla forme defonctionsde
transfertset d'équationgécurrentesne autre mockli-
sationtresfrequemmentencontees’écrit souscertaines
hypotresecommesuit:

F (X i)

{ Xe+1
Yk = 9(%, Uk)

Ou u repiesentde signalenentieedusyseéme,y la sortie
mesueeet f et g sontdesfonction quelconquesiécri-
vantle fonctionnemenduprocessusCetterepésentation
al’'avantagale mettreenévidenceunvecteurx, € R" ap-
peleétatdusyseme . Cevecteumécritexactemenal'ins-
tant k I' état (positions,vitesses concentrationgle pro-
duits, tensionstlectriques...flu syseme.D’'usagediffé-
rentdela repsentatiorprésenée dansce cours,elle va
audel d'une dépendancentreles entiéeset les sorties,
pour repiesentelles comportementinternesdu proces-
sus.

La stabilite internedessystémesestdéfinie a la don-
née de ce type de mockles. Nous donnonsici unique-
ment quelquesbrefs eélémentsde cettethéorie.Le pre-
mier d’entre eux estla définition despointsd’équilibre.
On supposeauele sysemeestplace enmodeautonome
(uk = uUe estuneconstantée plussouwentnulle) eton dé-
finit lesétatsd’ équilibrexe commeessolutiondel’ équa-
tion:

Xe = f(Xe, Ug)
lls corresponderduxsituationdanslesquellessile sys-
temeestdanscetétatalorsil nepeutpasévolueramoins

25

demodifierlacommande.

Cespointsd’'équilibresesonten géréral pasuniques.
Par exemplesi I'on consicereun penduleconstitied’'une
barrerigide pouvanttournerdansun planvertical,cesys-
teme admetdeux points d’équilibre quandla barre est
verticalesoitversle hautsoitversle bas.Ceciestillustré
surlafigure3.1.

Positions d’équilibre pour
“e=7
6=0

FIG. 3.1— Positionsd’équilibre du pendulerigide

Il estais deremarquenuelesdeuxpointsd’équilibre
du pendulen’ont pasle mémestatut.On peutspontag-
mentqualifier I’ équilibre® = Tt d'instableet la position
inversede stable . Mathematiquemenia stabilite de défi-
nit commesuit:

Définition 3.1 Un pointd’équilibrexe est:

simplemenstablesi quelquesoitle voisinageQ; dexe,
il existeunvoisinageQ, dexe tel que,pourtout état
initial Xo € Qo, X« € Q1 Vk> 0.

asymptotiquemeistablesi il existeun voisinageQ; de
Xe tel que, pour tout étatinitial xp € Q1, Xk — Xe
quandk — oo,

globalemenasymptotiquemerstable si pour tout état
initial Xo € R", X — Xe quandk — +oo.

instables’il n'estpasstable
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Par définition la stabilite indique quesi le sysemea
un étatinitial sufisammenprochedel’ équilibrealorsil
nes’enécartepas.La stabilitt asymptotiquejoutea cela
que I état du sysemerejoint asymptotiquemenit équi-
libre pourdesconditionsinitiales sufisammenproches.
Le carackreglobalindiguequela convergenceversl’ équi-
libre sefait pourtoutconditioninitiale. Enfinl'instabilité
indiqguequeaussiprésquel’ étatsoitdel’ équilibreconsi-
déeré,il atendances’enécarter

La problematiqueestbien souwent pour les sysemes
non-linéairesde déterminerdes domainesde condition
initiales pourlesquellede sysemeestassue de corver
ger vers un équilibre. Pour ce qui est des sysemesli-
néairessur lesquelsporte ce cours, la stabilite ou I'in-
stabilité sonttoujoursdesproprietesglobaleset le point
d’équilibreest,saufcasparticulier unique.

Nous ne détaillonspasplus la notion de stabilite in-
terneni la théoriede Lyapunw qui lui estassocke.Ce-
pendantpn peutnoterqu’a peudedifféerencepres,pour
les sysemesernvisagesdansce cours,la stabilite interne
etla stabilitt BIBO sontéquvalentes.

3.2 Stabilite BIBO dessysemes

BIBO vientdela définitionenanglais“boundedinput,
boundedutput”. La carackrisationdessysemesstables
sefait en prouvantquela sortiedu sysemeesttoujours
non divergentetant que le signal d’entrée est contenu
dansun certaindomaine.La traductionde I'anglais dit
“a entreebornée,sortie bornée”. Mathematiquemenia
définitionest:

Définition 3.2 Unsysemedéfinitpart sesentrées/sorties

tel que:
e, [F] 2%

estBIBO stablesi pour touteentréebornée
[I[{uicHle = supjuy| < oo
keN
la sortieesttoujoursbornée

[{Yi}leo = sup|yk| < e
ke

Cettedéfinitiontresgéreérale s'appliquea touttype de
mockle. Dansle casdessysemeslinéairesnousallons
voir qu’elle separticularisest revienta étudielesmodes
dusyseéme Eneffet, enreprenantesnotationsgdela page
17 la transfornéeen z de la sortiedu sysemepourtoute
entiéeU (z) estdonreepar(2.1):

q

Y@= 3o + 3
i= i

=1

Uj(2)

Lespremierstermesont éte étudiésdansle chapitrepré-
cédent.lls correspondertbusa dessignauxsoit corver
geantvers 0 (modescorvergeantexponetiellementsoit
entretenussoitdivergeantsS’il existeaumoinsunmode
divegent,la sortieestnon borrée,le syskmen’est pas
stable Si parcontretouslesmodessontcornvergentsalors
le premiertermeestcorvergentetdoncborré.

Maintenantenutilisantdesargumentsimilairessitous
lesmodessonttelsque|pi| < 1 et sousl’hypothésegue
le signald’entréeestborng, il estpossibledemontrerque
le secondermedécritun signalborng:

q
JZlUj(Z)

Inversementiil existeunmodetel que|pi| = 11l estaise

de construireun signald’entréeborré tel quela sortieyy

diverge. Le résultatpour les sysemeslinéairesa temps
discretestdoncénoné parle theoemesuivant.

z1 < oo

[ee]

Théoréme3.1 SoitF(z) unsysémeatempsdiscret et
soientps, pz, - - -, pr sesr polesdistincts.

1. Sidie{1,---r}telque|p| > 1, alorsle syséme
estBIBOinstable

2.SivVj=1,---r, |pjl <1, alors le sysemevérifie
la propriéte interne de stabilite asymptotiquest est
BIBO stable

3.SiVj=1--r,|pjl<let3ie {1, - r} telque
|pi| = 1, alors le sysemepeut ééventuellementé-
rifier la propriété internede stabilitt maisn’estpas
BIBO stable

Exemple3.1 Soitle sysemecaraceris parlafonction
detransfert
0.25z
F(z) =
@ (z—0.5)(z—0.25)
Les pblessontde moduleinférieura 1. Le sysemeest

stable.Par exemple,saréponsea une enteeimpultion-
nelle(U (2) = 1) s’écrit:

Z Z
z—05 z-025
yzt
Yk = fa+ fox = 0.5K—0.25¢

Y(Z) = F(Z)*l:

etcorverge commele montrel’ évolutionde f et o sur
lafigure3.2. <

Exemple3.2 Soitle sysemecaracéris parlafonction
detransfert
z

2= (z4+2)(z-0.5)
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I I I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FiG. 3.2— Sysemeasymptotiquemerstable

L'un despdle estdemodulesugerieural (| — 2| > 2).Le
sysemeestinstable Par exemple saréponseruneentiee
impultionnelle(U (2) = 1) s’écrit:

~ _ z/15 725
V@ =F@r 1=t 05
Yzt

Y= fuc+ fa= — 7524+ 5505

etl'une descomposantedela sommediverge commele

montrel’ évolutionde f et fy surla figure3.3. <
0.45
0.4+ * -
[}
0.35 ‘V 3
03 q
0.25 ‘ -
1
0.2 * i
!
1
015 /’ B
01f % i
0.05 /:* -
w1 __
oL $——m===—====--—-"F___ * il
-50 l; 5‘0 100

FiG. 3.3— Sysemeinstable

Exemple3.3 Soitle sysemecaracéris parla fonction

detransfert .

F(2 = ———

@ (z+1)(z-1)
Lespodlessontdemoduleégauxal.Le sysemeestBIBO
instable.Par exemple,saréponsex uneentéeindicielle
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z/4  z/4 z/2
_z—|-1+ —1t (z—1)2
Yzt

Y= i+ fax = [—2(—= D] + [31°+ 3K
etl'une descomposantedela sommediverge commele
montrel’ évolutionde f et fy surla figure3.4.

Y(2=F(2) 55 =

4

'
-
350 _/,#»«‘”"/<‘/ k=7
*1114://#
3k ;<>*"*~»;<,;‘
;—i:::::*
25} A/<,,,~/*’/"/#
%»11‘:::/
2 ;“““—~«~;‘>‘
s
151 #//_,4—/”’<‘/
jmri T
ik O N k=1
Vi\:‘:::*
051 k=0 /‘>/7
[
| | |

0

I I I I I I I I
-025 -02 -015 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 015 02 025

FiG. 3.4—Sysemedel’exemple3.3enréponsé& unéde-
lon

Parcontre saréponséuneentiéeimpultionnelle(U (z) =
1) s’écrit:

~ 715 725
V@ =F@ 1= 505
Yzt

Yk = fi+ fox = —3(—=1)¥+ 31 = 0.5+ 0.5(— 1)k
etelle nedivergepasmaisalterneentredeuxvaleurs. <

Exemple3.4 Soitle sysemecaracéris parla fonction
detransfert

z(z—0.9cog1/4))
F(Z) =5 5
z2—2-0.9cog1/4)z+ 0.9
z(z— 0.85cog11/5))
72 —2.0.85cog1/5)z+ 0.85
Les pdlessontcomplexes(0.9el™4, 0.9e714, 0.85¢/7V5
et 0.85¢71™%) de moduleinférieura 1. Le sysémeest

stable.Par exemple,saréponsea une entée impultion-
nelleindicielle (U (z) = 1) s’écrit:

2/2 2/2
Y(Z) = F(Z)*]_: Z— O.gejT[/4 Z— Oge_”-[/4
Z/Z Z/Z
+ 0855 T 7085 175
Yzt

Yk = fix + o = 0.9%cogkry/4) + 0.85¢cogkry/5)
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etlesdeuxcomposantesceamgentenoscillanta despé-
riodesdifferentegtavecdesvitesseslecorvergencedif-
ferenteccommele montrel’ évolution de fy et fo surla
figure3.5. <

05 L L L L L I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 3.5— Sysemede I'exemple3.4 en réponsea une
impulsion

3.3 CriteredeJury

Le critere de Jury adressda stabilite a partir de la
connaissanceu polyndmecaraceristique

P(2) = an'+ an-12" 1+t az+ ao

Il estainsi possibled’évaluer la stabilite d'un syseéme
partantd’une fonction de transferten étudiantle poly-
ndmeaudénominateusansencalculerlesracines.

Théoreme3.2 Un syskmelinéaire a tempsdiscret est
asymptotiquemestablesi etseulementilescoeficients
de son polyndbme caractéeristique vérifient les relations
qui suivent.Lesconditionsdépendentle I'or dre du sys-
temenousne les donnonsque pour n = 2 ,3 et 4. Les
ordressugerieurspeuventétre gereréssandifficulte mais
sontfastidieux.Pour plus de simplicite on supposeque
a, > 0. Dansle cascontraire il sufit de multiplier tous
lescoeficientspar —1.

apt+a+a >0

n=4:
ao+ay+a+ag+as>0
ag—ar+az—ag+as>0
aZ — aj— |agaz — aja4| > 0

(20— a4)%(ap — @ + au) + (a1 — ag) (aoag — aras) > 0

Exemple3.5 Soitle sysemedontle polyndbmecarac-
teristiques’écrit:

P(z) = 24 (K—0.75)z—0.25

L'applicationducriteredeJuryconduital’ensembled’ équa-
tions:

ptartat+az = K >0
—apt+a—ax+az = K+05 >0
az3—|apgl= 1-025 >0

apay —aag—ag+a3 = —-K+1.6875> 0

dontl’intersectiondonnel < K < 1.6875commecondi-
tion destabilite. <

3.4 Cirit erede Routh

Le critére de Jury donré dansla sous-sectiopréce-
denteestun criterequi attestequelesracinesd’un poly-
ndmeappartienneraudisqueunité (J]A| < 1) sansavoir a
les calculer Le criterede Routhquanta lui attesteque
les racinesd’un polyndme appartiennentiu demi-plan
gaucheg(J(A) < 0). Il n’estdoncpasdirectemenappli-
cablepourlessysemesatempsdiscret.

Lemme3.1 SoitP(z) un polynrdbmede degré n et soit
P(w) le polyndbmedu mémedegré obtenupar la relation

suivante
~ 1+w
— (1 _wAn LW
Pw) = (1-w) P(l—w)

Le polynrdbmeP(z) a toutessesracinesdansle disque
unité (|1z| < 1) si etseulemensi lesracinesde P(w) sont
dansle demi-plangauce (O (w;) < 0).

Preue
Soitla transformatiorbijective suivante:
_z-1

1+w
Z= w=_=
z+1

Cl-w
elle transformela variable complee z en une nouelle
variablew telle que:

2 2 ;
ZZU+]B = W:M

n=2: ap—at+a >0
a—ap >0
p+ait+ar+as >0
A, —agt+ar—ax+az >0
n=3:
ag — |ao| >0

apdy — g — a3+ a3

>0

(0+1)2+p2
dou:

<1 <= a?+p2<1l <= Ow<0
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CerésultaappligleauxracinesieP(z) concludapreue.
O

Il estimportantdenoterquelatransformatiorenw des
polyndmescaracéristiquesde syseémesa tempsdiscret
permetuniquement’appliquerle criterede Routh.Au-
cuneautreutilisation de cettetransformatiom’est con-
seillee.ll nefautenaucuncasconfondrecerésultatavec
destransformationslonnantineéquivalenceentreunsys-
temediscretet un sysemecontinu.Le polyndme P(w)
n'a aucunenterprétationen Automatique.

Théoreme3.3 Soitle polyndbmedonre par:
P(W) = apW' + ap_ W+ . 4 agw+ag

sesracinesappartiennenaiudemi-plangaudie (O (W) <

0) si et seulemensi toussescoeficientsa; sontduméme
signe et que les coeficientsde la premere colonnedu
tableaude Routhsontégalementdu mémesigne

Soit q I'arrondi versle basde n/2 (par exemplepour
n=5,ontrouveq= 2).Le tableaude Routhestcompo&
den+ 1lignesetq colonneset seconstruitcommesuit:

Bho Bni  Bn2 <o Bng-1 Bng O
Bn—l,o Bn—l,l Bn—l,z Bn—l,q—l Bn—l,q 0
Br—20 PBn-21 PBn-22 Brn-2gq-1 O

B2o B2z O
Bro O
Boo 0

avecpouri = neti = n— 1 lescoeficientsdu polyndbme
rangesdedeuxendeuxtelsque:

Bnj=0n-—2j , PBn-1j=0n-1-2]

etpouri < n— 2 larelationsuivante:

Bii= Bi+10Bi+2j+1— Bi+1,j+1Bi+20
i,] —
: Bi+1,0

symboliquementepesenéeparle produitencroix:

Bi+20

Bi+10
Exemple3.6 Reprenond’exempleprécdentdontle
polyndmecaracéristiques’écrit:

Bi+2,j+1
Bis1j+1

P(z) = 2+ (K—0.75)z—0.25
Partransformatiorbilin €aire,l vientle polynome;

W3 (K +0.5) +W?(3— K) + W(4.5— K) + K

29

Latablede Routhcorrespondantg’écrit:

K+05 45-K 0

3-K K 0
—8K+135
=% 0

K 0

Le polyndbmeenw auratoutessesracinesa partieréelle
négative (etparcongquentle polyndmeP(z) aurasesra-
cinesdemoduleinférieura 1) si toussescoeficientssont
de mémesigneet si les élementsde la premerecolonne
de la table de Routh sontde mémesigne.Ceci conduit
a la satisfactionsimultarée de I'ensemblede conditions
suivantes

K+0.5 >0
3—K >0
45—K >0
K >0
—-8K+135 >0
soitla conditiondestabilitt 0 < K < 1.6875. <

3.5 Sysemesechantillonnés

3.5.1 Etude enboucleouverte

Consiceronsle syseme échantillonie en boucle ou-
verterepeseng surlafigure 3.6.

FiG. 3.6— Procece eécdhantillonné

Le procéck continuestrepesent parunefonctionde
transfert(p) etsastabilite estdétermireeparlespbdles
Ai. La condition nécessairest sufiisantede stabilite est
donréepar:

OMAi) <0 VN

Consiceronsmaintenante sysemeéchantillon@dontla
fonctiondetransferts'écrit Fy(z) = Z[Bo(p)Fc(p)] etno-
tonscespolesy;. La conditionnécessairet sufisantede
stabilitt asymptotiqueestdonréepar:

<1 Vi
Enraisondela correspondance

OMN) <0 <  |ul=¢"T<1
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on constatequ’un sysemecontinustableen boucleou-
verte estégalementstableen échantillonm. Ceciestpar
ailleurstout a fait trivial. Lessignauxbornésrestentor
nésquandils sontéchantillonigset quandils passenpar
un bloqueurd’ordrezéro.

La stabilite dessysemespris defagonisoleen’estpas
alterreeparl’ échantillonnagdl envaautrementansle
casdessystmestchantillonesboucks,commeonvale
constatedansle paragraphsuivant.

3.5.2 Etude enbouclefermee

Surunexemplenousmontronsquela périoded’échan-
tillonnageinflue la stabilitt ou non d’'une bouclede ré-
troaction.De mankregérerale,il peutétreobsene que
le fait de remplacerune régulation analogiquepar une
régulation numériqgue demandede s’'assurerque la pé-
riode d’'échantillonnagehoisien’entrainepasune perte
desproprietesinitiales.

Exemple3.7  Consiceronsla régulation continuere-
présenge sur la figure 3.7. La fonction de transfertdu
sysemeen boucleouverteestd’ordre 2. Le sysemeest
asymptotiquemergtablequelquesoitK > 0.

ye(t) + K y(t)
p(p+1)

FIG. 3.7—Reagulationcontinue

Consiceronsle memesysemedansle casd’'unerégu-
lation échantilloneeselonle sctemadela figure 3.8.

FiG. 3.8— Rggulation édantillonnée

La fonctiondetransferten boucleouvertedu syseme

échantillonre a pourexpression

G(2) = 2 [Bo(P) iy
= 2 [om)
_ (z—a)Kb
T (Z-)(z—eT)

~T
aveca= % etb=¢e T —1+T. Lafonctionde

transfertenbouclefermées’écritalorscommesuit:
G(zg (z—a)Kb
1+G(z2g Z+(Kb-1-eT)z+e T -Kba
Enappliquante criterede Juryle sysemeestasymptoti-
guemenstablesi etseulemensi:

e T —Kbat+tKb—-1-eT+1>0
e T —Kba—Kb+1+eT+1>0
1-e T +Kba >0

Cesconditionssontfortementconditionreesparla valeur
del’ échantillonnageRarexemplepourT = 1setT = 10s
ontrouve respecttement

T=1s T=10s
K >0 K >0
122 > K 0.25 > K
24 > K 1 > K

On constateainsi qu'uneaugmentatiorde K et/oude T
conduisen&l'instabilitéde cesyseme. <

3.6 Exercices

Exercice3.1
Soitle syseémeF (z) del'exercicel.3dela pagel2;
F(2) = 4z—2
478 + (4K — 8)2 + (5— 4K)z+ (3K — 1)

Etudierla stabilite deF (z) enfonctiondu parangtreK a
I'aide du criterede Jury.

Solution On esten présenced’un sysemedu troisieme
ordre.Le criteredeJuryestdonccompo& dequatrecondi-
tions.La premereest:

atat+at+az>0

cequi corresponda la sommede tousles coeficientsdu
polyndmedéenominateudela fonctiondetransfertPour
lafonctionF(z) cetteconditiondonne

3K>0 = K>0
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La secondeonditiondu criterede Jurydonne
—aptar—at+a3>0 = K<18/11
La troisiemeconditions’écrit:
a—lag| >0 = —-1<K<5/3
Enfinla troisiemeconditionest:
aay—ajaz—as+a3>0 = 3K-1)2>0

On endéduitquele sysemeeststablepourtoutevaleur
deK comprisedanslesintervallessuivants:

Hetab =10, 1[ U J1, 10 |

LesvaleursO, 1 et % conduisent dessysemesa la li-
mite dela stabilité. Par exemplepourK = 1 ontrouveun
syseémeF (2) tel que:

4z—2

Flz)= — ¢
@ =1z 427212

dont les pbles sontdonreessur la figure 3.9. Les deux
pdlescomplexessontdemoduleégalaunetcorrespondent
a un modeoscillantentretenuLe sysemeestBIBO in-
stablemaisvérifie la stabilittinternedansce cas.

Mode oscillant
entretenu

FIG. 3.9— Pdlesdu sysemepourK =1
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Chapitre4

Synthese Gain deretroaction

A cestadenousavonsétabliunensemblelenotionset
d’outils matrematiquesjui permettentle décrirele fonc-
tionnementdessysemes.Les chapitresqui suivent sont
dediesa la synthesede correcteursL'objectif estd’ob-
tenir parle calculuneloi decommandejui connaissant
les mesureentempsréelréali€essurle sysemeet les
consignesmposesparun utilisateur agitsurlesentees
dusystéme.Globalementl'objet aréaliserfonctionneen
tempsréel en paralkle du sysemecommedécrit sur le
sctemad.1.

commande
appliquée
aux actinneurs

Consigne
—_—

Loi de commande| Procédé

mesure réalisée par les capteu

FiG. 4.1-Loi decommande

Danscecoursnousaborderonsiniquementleslois de
commandesousformede mockleslinéairesEllesseront
repiesengessoit par deséquationgécurrentegc’esten
géereral souscetteforme queleslois de commandesont
realiesenpratique) soit pardesfonctionsdetransfert.

4.1 Intr oduction

Ce premierchapitres’intéresseau casle plus simple
de synthese la synthesed’'un gainstatiquepourlessys-
temesayantuneentieeetunesortie.Danscecaslaloi de
commandeserésumea deuxcoeficientsrepésengssur
le sckema4.2.

On note ug le signalde commandeyy le signal de
mesurey., le signalde consigneet v = K¢y, . Partant
d’un procéce décrit parunefonctionde transfertY (z) =
G(z2)U(z) ontrouve:

Y(2) = KG(2)

 KKG(z)
T 11KG(2 Y@

V@@ = 11ka @
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commande

Procédé

mesure

|

FIG. 4.2 - Loi de commandepar un gain de rétroaction
etungaindepré-commande

et endétaillantles polyndmesaunumérateuret au déno-

minateurdela fonctiondetransfertG(z) = N(z)/D(2) :
KN(2)

D(z) + KN(2)

KcKN(2)

Y@= D(z) +KN(z)

V(zy Y(2= Ye(2)

4.2 Calcul du gaindereétroaction

Le gainderétroactionK permetessentiellemerd’as-
surerla stabilite de la bouclefermée. C’estce gain uni-
guemenfui agitsurle denominateudela bouclefermée
et doncsur les poles. Au dela de la stabilité, I'objectif
estd'imposerdesdynamiqueslLa premerespecification
imposeque les pdles du syseEmebouck soienttous de
moduleinférieura l'unité, la secondeevient a imposer
des contraintesplus strictessur ces mémespoles (voir
chapitre2 etla notionde modes).

4.2.1 Crit eresde Jury et Routh

Les criteresde Jury et de Routhabordesdansle cha-
pitre 3 permettentle donnerdesconditionspour la sta-
bilité dessysemesa la donree descoeficients du po-
lyndme caraceristique.Des lors en appliquantcescri-
teresau polyndmeD(z) + KN(z) il estpossibled’écrire
lesconditionssurK pourquela boucleferméesoitstable.

Uneapplicationdu criterede Jury danscetobjectif est
donreedansl’exemple3.7.De plusenchoisissant

D(z) =2 -0.752—0.25 N(z) =z
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I'exemple3.6 montreuneapplicationdu criterede Routh
pourla synthesedu gainderétroaction.

4.2.2 Lieu d’Evans

Définition 4.1 Le lieu d’Evansd’un sysemeG(z) =
N(z)/D(2) se définit commele lieu desracinesdu po-
lyndmeD(z) + KN(z) pourtouteslesvaleursdeK € R*.

Par définitionle lieu d’Evansrepésentdensembledes
configurationgossiblegour les pdlesde la bouclefer-
mée repesenge sur la figure 4.2. Nous choisissongle
donneruniqguemenguelquesésultatde constructiordu
lieu d’'Evanssansen détailler les preuwes. Le plus sou-
ventle lieu d’Evansestde nosjours trace Yaide de lo-
gicielscommeparexempleMATLAB. Dansla CONTROL
TooLeox lafonctionqui permedetracere lieud’Evans
estr| ocus.

Notations
Le denominateude G(z) estdonre par

D(2) = (z—p1)(z—p2) -+ (2= Pn)
ou les p; sontlesn pdlesdu syseéme.Le numérateurde
G(z) donrépar

N(z) =Kg(z—-21)(z-2) - (2—2m)
ol les z sontles m zérosdu sysémeet Ky estun gain.
Pourchaquepdle et zéroon note:

6i(2) = arg(z— p) ®(2) = arg(z—z)

les aguments(ou phasesyesvecteursde C reliantres-
pectvementespdlesetleszérosaupointz
MéthodedeconstructiorpourKg > 0

Le lieu d’Evansde G(z) estconstitté de n courbes
continuesdansle plan complee C appebeségalement
branchedu lieu d’Evans.Globalemente lieu d’Evans
estsymetriqueparrapportal'axe réel.

— Lespointsdedépartdu pieud’'Evanssontlesn poles
pi repiesenésparunecroix.

— Lelieud’Evanscomportenbranchesjui convergent
versleszérosz quandK devientgrand.

— Le lieu d’Evanscomporten — m branchesqui di-
vemgentasymptotiquementers desdroitescarace-
riseesparun pointd'intersectiorréelunique:

el 34]

etqui font desanglesavecl’axeréeltelsque:

®, = m [Zn]
n—m|in—-m

Oa:
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— Uneportiondel'axe réelappartientulieu d’Evans
si le nombrede poleset zérosréelsa sadroite est
impaire.

— Lespointsde rencontreet d’éclatemensont parmi
lessolutionsréellesdel’ équation

dD(2) dN(2) B
i N(z) — = D(z2 =0

Le lieu d’Evansadmetunetangenteverticaleences
points.

— Les points d'intersectionavec le cercle unité sont
obtenuscommesolutions(k, 8) del’ équationcom-
plexe: _ _

D(e'®) +KN(e®) =0

— Au départd’'un pdle complee py, le lieu d’Evansa
unetangental’angle:

n_i;ei(pk)+lz(ﬂ(pk)

— A l'arriveesurun zérocomplexe z, le lieu d’Evans
aunetangented’angle;

_ 0,
T ;k(n(zkle (%)

MéthodedeconstructiorpourKg < 0

Dansce casla constructionest quasimentdentique.
Lesdifférencesontlessuivantes

— Anglesdesasymptotesiuxbranchesnfinies:

~ 2n
su=of 2]

— Angle audépartd’un pdle complexe py:
- Z(ei(pk) +> @apo)
i# 1
— Angled’arrivéesurun zérocomplee z:
=3 830+ 3 6@
i# 1

Exemple4.1 Reprenon$exemple3.6quicorrespond
al'analysedela stabilite du syseme
z

¢@=2-075-025
bouck parunerétroactiork.

Le lieu d’Evansdecesysemeesttrac surlafigure4.3
ainsiquesurla figure 4.4 (trace obtenuavec Matlab).
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Koo

K=1,6875

K=16875

K-w

FiG. 4.3-Lieud'EvansdeG(2) = z—=£—4%

Le lieu d’Evansalescaracéristiquessuivantes

— Il yaautantdebranchesgjuele sysemeG(z) contient
de pdles.Dansl’exemplele syskmeestd’ordre 3,
lestrois branchesepiesententesvaleursprisespar
lestrois pdlesdu sysemebouck quandK croitde0
a+oo,

— le lieu d’Evansest symetrique par rapporta I'axe
réel.

— Chacunedes branchegpart (K = 0) d’'un pdle du
sysémeen boucleouverte (pdlesde G(z)) et tend
(K — +) soitversunzérodela boucleouverte(ra-
cinedu numérateurde G(2)) soitversl'infini. Dans
I'exemple,'un despbdlesdela boucleferméeestsi-
tué enfonctiondelavaleurdeK entrele pointz=1
(pble dela boucleouwerte)etle pointz= 0 (zérode
la boucleouverte),les deuxautrespblessontcom-
plexes conjugles et sont situesenz= —0.5+ O
pour K = 0 (pdlesde la boucleouwerte) et suivent
une asymptoted’angle de 11/2 quandK prendde
grandesaleurs.

A partir de ce trac® on note que qu’'a partir de la va-
leur K = 1.6875lespdlesdela boucleferméesortentdu
disqueunite.Onendéduitqueaboucleferméeeststable
uniquemensi 0 < K < 1.6875.

Enplusdecesinformations]e lieu d’Evanspermetde
conclurequequellequesoitla valeurdeK le sysEmeest
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2
15 b
l, 4
0.5f b
i)
<
> Of 1
©
E
-0.5+ a
-1+ 4
-1.5F 4
" : : : : : :
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Real Axis

FiG. 4.4— Lieud’EvansobtenuavecMatlab

compo& dedeuxmode.L'un réeldevientde plusenplus

rapidea mesureque K estgrand(le pole serapproche
del'origine). Le secondnodequanda lui estde plusen

plus oscillantet de plusen pluslent a mesurequeK est

pris grand(partie imaginairedu pole et le moduleaug-

mentent).

Root Locus

121 B

157

Imag Axis

0.8

0.6

0.4

0.2

18

8

System: untitled1

Gain: 0.848

Pole: -0.292 + 0.592i
Damping: 0.201
Overshoot (%): 52.5
Frequency (rad/sec): 2.07

1.26

0.1
0.2
03
0.4

0.5
0.6
0.7

0.8

0.9

Real Axis

0.5

FIG. 4.5—Zoomsur le lieu d’Evanset choix d’un gain

De cesconstationsil estpossiblede faire unchoix de

K envued’assureunerapidite globaleausystmeetévi-
ter detrop grandesscillations(voir section2.3.3pourla
définition de cesproprietes).Si I'objectif du choix de K
estd’avoir unamortissemerde{ = 0.2l estpossiblede
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choisirdirectemensurla courbela valeurdeK assocge.
Ceciestfait surle zoomdela figure4.5. Le point selec-
tionné estsurla courbeiso-amortissemerdt = 0.2. Mat-
labrenvoie la valeurdu gainK = 0.848correspondaret
indiqguequela pulsationproprenon amortieassodge est
de 2.07rad/s (en ayantfait le choix de T = 1s pourla
périodedeséchantillons). <

Exemple4.2 Reprenongexemple3.7.La stabilittdu

mockleéchantilloni@bouck dépendduchoixdel’ échan-
tillonnageT. Cerésultatse retrouwe quandon traceles
lieu d’'Evansdesdeuxsyseémes

G(2=2 [Bo(p) m]

obtenusaveclesdeuxéchantillonnag& = 1setT = 10s.

T=1s T=10s

0.8

0.6

0.4

05

0.2

Imag Axis
=
Imag Axis
o

-2 -1 0 1 -1 -0.5 0 05 1
Real Axis Real Axis

FIG. 4.6 Lieud’Evanspour differentesvaleursde T

Les courbes4.6 montrentque le choix de la période
d’échantillonnagenodifie fortementle type de compor
tementatteignablgparla bouclefermee. <

4.3 Calcul du gaindepré-commande

Un gainde rétroactionK étantchoisi, le gainde pré-
commandeK. estutilisé pour régler le gain statiquedu
sysemeenréponseila consigne.

Définition 4.2 Le gain statiqued’un sysémeestla va-
leur a l'infini de la sortie du sysemeen réponsea un
edelonunite Il caracterise égalemente rapport entre
I'entréeetla sortiequandle sysemeesta I’ équilibre.

Théoreme4.1 Legainstatiqued’un sysemedécrit par
safonctiondetransfertF (z) estdonré par:

Fs=IimF(2

z—1
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Preue Soit I’ échelonunite U(z) = 5%, la réponse
dusyseémeacetéchelorestY(z) = F(z)U(z). D’'aprésle
theoemedela valeurfinalela sortiedusyseémeconverge
vers:

Yo =lim(1-zHYY(2) =lim(1-ZY)F (U (2) = limF(2)
z—1 z—1 z—1

Cequi d'apresla définition correspondu gainstatique.
O

Commenousl’avonsindiqué,le gaindepré-commande
permetderégler le gain statiquede la boucleenréponse
ala consigneEn effet, la reponselu sysemerégulé pour
unsignalde consigney; s'écrit:

Y(z)  KcKG(z)
Ye(2)  1+KG(2)
et songainstatiqueestdonre par (la limite quandz tend

vers 1 estatteintedeslors quele sysemeestasymptoti-
guemenstable)

F KcKG(1)
*T14KG(1)
Onsouhaitggéreralementéglercegainstatiqueal'unité.

Ainsi, quandl’utilisateur envoie uneconsigneconstante,
Yek = Yeo, l€ syseme,stableparle choix deK, corvege

. k—+00
verslavaleurdeconsigneyx — VYco.
Pourassureun gainstatiqueunitaireon prend:

_ 14+KG(1)
= "Kem

4.4 Exercices

Exercice4.1

On consickre le syskmede I'exercicel.1 dela page
11. Il s'agit de I’ évolution du chepteld’'un éleveur de
bovins ou I'action de commandeconsistea acheterou
vendredesvacheset la mesureestla sommetotale de
bovins. Onrappellequele modeleestdonre par:

B 2572+2-1
T 258-1.752-2z+0.4

G(2)

1. Etudierla stabilitt du sysemeenboucleouwerte.

2. On consickre une loi de commandestatiquetelle

que:
U = K(Keye — Yk)

Etudier la stabilite et le comportemenen régime
transitoirede ce syseme en fonction de K. lllus-
trerle comportemendle cesysemepourdesvaleurs
remarquablesle K en consicerantque la consigne
fixee par I éleveur estd’avoir un cheptelde trente
vachegy; = 30).
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EXERCICES

Solution

1.

Imag Axis

LespbdlesdeG(z) sont:

M=-072 A=124 A3=0.18

Le sysemeestdoncinstablell pos&dedeuxmodes
stableset un modeinstableapériodique (A2 > 1).
Ceci signifie que toute initialisation non nulle du
troupeauconduita une augmentatiortendantvers

l'infini dela population.

. Le tracé du lieu d’Evansdu sysemeestdonre sur

la figure 4.7. 1l permetde voir quela stabilite est
atteinteuniguemenpour1.86 > K > 0.33.On peut
alorsdistinguerplusieurstypesde choix de K qui
assurda stabilite:

Root Locus
1 T

0.8

0.6

System: G
04F Gain: 0.322 |

Pole: 1.01
Damping: -1
02r Overshoot (%): Inf -
Frequency (rad/sec): 0.0113

04}

System: G

-0.61 Gain: 1.86

Pole: -0.874 - 0.464i

Damping: 0.00375

~0.8 overshoot (%): 98.8

Frequency (rad/sec): 2.65

-1 I I I I I
-15 -1 -0.5 0 05 1
Real Axis

FiG. 4.7—-Lieud’'Evans

a- SiK estprisasseprochede0.33. Alors lestrois
polessontréelset stableset'un despdlesestoscil-
lant car négatif. Ce qui dominedansce casc’estle
modeassocd® aupdle prochez = 1. Il estdemodule
élevé cequi conduitaun sysemeboucE treslent.

A titre d'illustration, la réponsedu sysemea I état
initial xo estrepesenéesurla figure4.8avecK =

0.4. Le trace estfait avecunchoixdeK. = 0.15afin
d’assuremn gain statiqueunitaireet lespdlesdela
boucleferméesont:

A =096 A2=-066 A3=0

Ce choix de régulation ne corvient pasa I’ €leveur
qui ne souhaitepas attendre100 anreesavant de
constituersontroupeau.

Pouracelérerle processusnpeutprendreK = 0.7.
CelaimpliquedeprendreK; = 0.5143etlespdlesde
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vaches

Nombre de

. . . . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
annees (sec)

FIG. 4.8— EvolutiondutroupeauourK = 0.4

la boucleferméesontalors:
A =082 A =-055 A3=-0.27

L’ évolution du troupeauestplus rapide(voir figure
4.9).

K=0.7, K =0.5143

25-

annees (sec)

FIG. 4.9- EvolutiondutroupeauourK = 0.7

b - Si K estpris sugerieura 0.76 (valeur pour la-
guelle un desmodesdevient complee). Alors on
peuts’attendreadesphénonenesscillantmaiséven-
tuellementvecuneconvergencedunombredebétes
assezapide.

A titre d'illustration, la réponsedu sysemea I état
initial xp estrepesentesurla figure4.10avecK =
1. Le trace estfait avec un choix de K. = 0.66 afin
d’assuremn gain statiqueunitaireet lespdlesdela
boucleferméesont:

A1=0.72 A3=-051+j0.27

La figure4.11 montreplus en détail I évolution ex-
actedunombredevachegparcaggories.Onconstate
unecorvemgenceaapideversunéquilibretel qu'il y a
erviron 12 vachesde moinsd’'un anet12 vachesle
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Nombre de vaches

Moins de 1 an

2 ans

achats

N
1S
T

I

5
T
I

plus de 3 ans

K=1, K =0.66
3

annees (sec)
FIG. 4.10— Evolutiondu troupeaupourK = 1

K=1, KC=0.66

o
I

annees

FIG. 4.11- EvolutiondutroupeaupourK =1

deuxans.Le nombrede vachedde trois anset plus
corverge vers6 etl’ éleveurvendprésde 10 vaches
chaqueanree. La straggie sembleétre de consti-
tuerdesla premereanreeuntroupeawde 20 vaches
ageeset ensuitetres vite I éleveur finit par vendre
lesvachesenexces.

c - SiK estpris prochede 1.86.Alors le sysemeest
prochede l'instabilité et le modedominantestun
modeoscillant.

A titre d'illustration, la réponsedu sysemea |’ état
initial xp estrepesentesurlafigure4.12avecK =
1.86.Le trace estfait avecunchoixdeK, = 0.8172
afin d’assurerun gain statiqueunitaire et les pdles
dela boucleferméesont:

A1=059 Ar3=-088+j0.46

CHAPITRE4. SYNTHESE: GAIN DE RETROACTION

K=1.86, K =0.8172

L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
annees

FIG. 4.12— EvolutiondutroupeawK = 1.86

Cechoix derégulationne corvient &vidementpasa
I' éleveur

Exercice4.2

Onconsickrele procece decritparla fonctiondetrans-
fert continue 1

G(p)= 5—

1. Etudier la stabilite et le comportemenen régime

transitoiredu procecé defonctiondetransfertG(p).

2. Calculerla fonctiondetransfertG(z) deceproede
echantilloneselonle sctemadelafigure4.13,pour
unepérioded’échantillonnagd = 11/2s.

i u(t) y(t)
uk—r Bo(p) Proe&de —/—fy—k
T

FiG. 4.13—Proceck edchantillonné

3. Ce sysemeestbouck par un retour unitaire selon
le sctemade la figure 4.14. Etudiersa stabilite en
fonctiondeK > 0.

Yke Yk

KG(2)

FIG. 4.14— Sysemebouck
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Solution

1. Lesmodesdu syseémesontp = +j. Le syseémeest
doncenlimite de stabilité oscillatoireavec unepul-
sationproprew = 1rad/s.

2. Lafonctiondetransferdusyseémeéchantillonéest

donréepar:

G(z) = Sz |2
:zizh }
= 5 2]}~ )
= B(4-#)
_ ozl
- 241

3. L'applicationdu criterede Jury conduita:
-1<K<O0

quiestincompatibleavecla conditionK > 0.Le sys-
temebouck avecK > 0 estdonctoujoursinstable.

39
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Chapitre5

Synthese Transpositiondesmeéthodes

analogiques

La synthesede correcteursiumeriquespar extension
decorrecteuranalogiquegstuneapprocheouramment
utiliseedansle domaineindustriel. Celas’explique par
le fait quelestechniqued’étudedessysemescontinus
sont géréralementbien matriséeset que les specifica-
tionssontplus facilementinterpretablesur desmockles
continusquesurdesmockleséchantillonres.

On s'intéeressal’abord a desméthodegelevant de la
discietisationdirected’un correcteuranalogiquecalcuk
a partirdu mockle continudu procede a commanderOn
examineensuitadesméthodeslesynthesedandesquelles
le correcteurestcongu a partir d’'un mockle prenanten
comptede manereapprocleel’existencedu bloqueuren
amontdu procece. On examine ensuitede mankere dé-
tailléela discietisationdu correcteuranalogiqude plus
repandule régulateurRI.D.

5.1 Discretisation

Cetteapprochesupposeajuel’on ait réalis la synthese
d’'un correcteuranalogiqueparles méthoded’ étudedes
sysemescontinus.On recherchalorsun algorithmenu-
meériquequi serapprochde plus possibledu correcteur
analogiqueen faisantdesapproximationgle la variable
de Laplace p, ou sur les poles et zérosde la fonction
de transfertdu correcteuranalogique Si on raisonneen
termesde fonctionsde transfert,on cherchea obtenirla
fonctiondetransfertR(z) d’un correcteumunériquepar
approximatiorde celle d’un correcteuranalogiqueR(p),
commeillustrésurla figure5.1.

5.1.1 Approximationsdela variable p

Le principe de I'approcheconsistea deduireun cor
recteurRy(z) ducorrecteutR:(p) enchoisissantuneap-
proximationdela variablep, selonle sctemadela figure
5.2.

41

Ye(t) + ) y(t)
Re(P) G(p)
.,'aiscétisation
Yk + V Uk: ‘ ‘ y(t) : Yk
Ra(2) — Bo(P) — G(p) . T

FIG. 5.1- Discrétisationd’un correcteuranalogique

g(t)

—_—

Uk

Re(p) Ra(2)

FiG. 5.2— Approximationdela variable p

Lesapproximationgesplusutiliseessontlessuivantes

—1
P="
Elle résultedel’approximationdela déeriveéed’'unefonc-

tion entredeuxinstantsd’echantillonnagearla méthode
d’Euler:

discrétisation avant :

_dx(t)  x(t+T)—x(t)

dt T

L7 pX(p)]

z1 [Z%lxa)]

z—1

discrétisationarriere: | p= Z=

Elle résultede I'approximationsuivantede la dérivée
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d’unefonctionentredeuxinstantsd’échantillonnage

Hpxip= 20 L MO o [y

approximation de Tustin: | p= % %

Cette approximation,connueégalementsousle nom
de transformationbilin €aire,résultede I'approximation
de I'int égrationnumériquepar la méthodedestrapezes.
Eneffet, soit:

v = [xodt — Y(p)=oX(p)

Par approximatiorentredeuxinstantsd’ échantillonnage,
il vient:

Vi = Y(KT) =y + 252%T
I Z
(1-zYY(@) =F1+7HX(@)
soitla formule:

@)= 51X

Un incorvénientdesapprochegar approximationde
la variable de Laplacep est qu’elles peuvent modifier
I' echelledespulsationglelaréponsdréquentiellelucor
recteurquel’on adisciétise, ce qui peutétregénantdans
le casd’un filtre passe-bandpar exemple.Ceteffet est
connusousle nomdedistorsionfrequentiellgfrequeny
warping).

Examinonssescongquenceslanse casde'approxi-
mationde Tustin. Soit un correcteulanalogiquede fonc-
tion de transfertR;(p). Saréponseréquentielleest dé-
termingeparla fonctioncomplexe R;( jw). Le régulateur
discretobtenuparla méthodede Tustin a pour fonction
detransfert
2z-1
T z+ 1)
Enutilisantlarelationz= P = e/T® (voir sectionl.4.3),
saréponsefréquentielleest détermiree par la fonction
complee:

Ra(2) = Re(

- 2 elTo_1 2wl .
Ra(el™®) = RC(T ejT_i_l) =Re(] Tth) # Re(jw)
Manifestementa disciétisationinduit deserreurssur le
comportemenfréquentiel Cecipeutétrecorrigé au voi-
sinaged’une frequenceparticuliere. On peut mettreen
ceuvreuneadaptatiorpour quele gainenamplitudedes
deuxcorrecteurgcontinuet équialentdiscret)soitiden-
tique a une pulsationparticuliere wx. choisiepar I'utili-
sateuyrparexemplela pulsationde coupuredu correcteur

continu.Eneffet, sil'on choisitcommeapproximatiorde
Tustinadapée (frequenyg prewarping):

e z-1
IO_tg‘*’cTT z+1

il vient, pourla pulsationo. :

W T .
tg—) =
el 972 ) = Re(jox)

Ra(e/T%) = Re(]

Les deux correcteurssont donc bien fréquentiellement
équialentspourla pulsationox..

5.1.2 Adaptation despoleset deszéeros

Cette approche(matchedpole-zeromethod)consiste
a appliquerla transformatiorz = e'P aux pdles et aux
zérosde la fonction de transfertdu correcteurcontinu,
avec un facteurmultiplicatif permettantle conserer le
gainauxbassedréquenceg’esta-direpourp — 0Oou
bienz — 1.

Par exemple,le correcteulanalogique

_pta
~ p+b

estapprocle parle correcteudiscret

Re(p)

_al-ePT z_eg?t
S bl-eal z_ghT

Ra(2)

Une précautiona prendrelorsquele degré du numé-
rateurestinférieura celui du denominateyrconsistea
introduireaunumérateudu correcteudiscretdestermes
(z+ 1) pourconserer un gainnul auxhautesréquences
enrétablissandesdeggrésidentiquesCecisejustifie par
le fait quele theoremede Shannorlimite la pulsationa
w=T1YT, soitz=elT® = —1. Lavaleurz= —1 joueen
discretle mémerdle quew = o encontinu.

Ainsi, le correcteuranalogique
__pt+a
(P+Db)(p+c)

estapprocle parle correcteudiscret

a (1-e"N(1-ecT)

2bc l—eal

Re(p) =

(z41)(z—e2T)
(Z— e_bT)(Z— e—CT)

5.1.3 Application
Position du probleme

On consicerele proceck repésent parla fonctionde

transfert
5

p(p+1)

G(p) =



5.1. DISCRETISATION

Le gain de boucleayantéte fixé a 5 pour satisfairedes
conditionsde précision.On veut faire la synthesed’un
réseaucorrecteurpermettantd’obtenir pour le syseéme
bouck unemamge de phasep, = 45°.

10°
Frequency (rad/sec)

10*

50

Gain dB
o

Phase deg
o
I
S

10°
Frequency (rad/sec)

Fic. 5.3—Réponsdréquentiellede G(p)

A partirdescourbegleréponsenfréquencéfigure’5.3)
dansle plandeBodedela fonctiondetransfertG(p), on
determineun réseatcorrecteuparavancede phase

_ 1+053p
T 1+021p

ol 4
50 \
Frequency (rad/sec)

m\

i i
10* 10° 10 10°
Frequency (rad/sec)

Re(p)

Gain dB

Phase deg
o
I
S

FiG. 5.4— ReponsdréquentielledeR:(p)G(p)

LescourbegleréponseenfréquenceleR:(p)G(p) (fi-
gure 5.4) permettende vérifier quel’on obtientbienla
mage de phasesouhaiéeq, — 45°.

La commandeen sortie du correcteurR.(p) et la ré-
ponseen bouclefermée du sysemeainsi corrigé, pour
uneconsignesnéchelorunitaire,sontdonreedigure5.5.

Ondésireétudierle comportementle ce sysemedans
le casd’un régulateurnumériquecalcuk par disciétisa-
tion duréggulateuranalogiqueprécdent pourunepériode
d’échantillonnagd = 0.3s.
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Calcul descorrecteurs

Les correcteurgsousforme de fonctionsde transfert
enz) obtenugparlesdifferentegpproximationsontdon-
nésci-apres:

— discietisationgirectesdep.

Avecp= %2, il vient:

0.53z—0.23
Ri(? = 5227 0.09
Avecp= ZZ2, il vient:

0.83z— 0.53
Ri(? = 05-021

— méthodede Tustin
1.89z— 1.06
R == 017

— meéthodede Tustin avec élimination de distorsion
frequentiellgprevarp,enprenantw; = 5rd/s).

1.81z— 0.87
Ra(?=—"506

— méthodede corversiondespoleset deszéros(mat-
chedpole-zeramethod).

1.76z—0.99
Rid=— 522

Etude du syseémebouclé aveccorrecteur numérique

Lesréponseslessysemesobtenuepourlesdifferents
correcteursiumériquessontdonreessur les figuressui-
vantes

— discietisationdirectesde p: figures5.6et5.7.
— méthodede Tustin: figure5.8.

— méthodede Tustin avec élimination de distorsion
frequentielle(prevarp), en prenantwc = 5rd/s: fi-
gure5.9.

— méthodede corversiondespoleset deszéros(mat-
chedpole-zeramethod) figure5.10.

On notequelesdifférentesnéthodesconduisent des
correcteurselatvemensimilairesmémesi dand’ensemble
les syskmescorrigés par des régulateursdiscretssont
pluslentset plusoscillantsqueavec R:(p).
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Commande du systeme

Amplitude

0 0.5 1 15 25 3
Time (secs)
Sortie du systeme
15 T T T T T T
o 1r
©
2
2
E
<0.5F q
0 I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Time (secs)

Fic. 5.5—CommandetréponséndicielledeR:(p)G(p)

Commande du systeme

3 T T T
s 4
o
°
2
g1 ]
£
<
ok Kk % 4
1 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6
Temps
Sortie du systeme
15 T T T T
o lF-——f——+—-——-= v ==
k=2
2
=
£
<05r .
I I I
1 2 3 4 5 6
Temps

FIG. 5.6— Réeponsegcorrecteurdiscrétissavecp = Z%l)

Commande du systeme

Amplitude
) - ~
T T

N
T

1
o

1 2 3
Temps

Sortie du systeme

Amplitude
-
o N
T

o
14l
T

[
T

z—1

FiG. 5.7—Réponsegcorrecteurdiscrétiss avecp = 2+

Commande du systeme

2 T T T
1 1
@
©
2
sor ]
£
<
K]S 1
2 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Temps
Sortie du systeme
2 T T T T T
15F 8
)
o
2
E oSt N e T DT — = —%—
£
<
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1 2 3 4 5 6
Temps
. . .
FiG. 5.8—Réponsegméthodede Tustin)
Commande du systeme
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FIG. 5.9—RéponsegméthodedeTustinavecpr ewarp”)

Commande du systeme
T T T

Amplitude
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Temps
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Sortie du systeme
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o
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FIG. 5.10— Reponsegmathedpole-zeo method)
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5.2 Priseencomptedu bloqueur dans
la synthese

Lesméthodeprésenéesdansle paragraph@récedent
ne prennenpasencomptela présencalansla boucledu
bloqueurd’'ordre zéro.Sil'on reprenda logiquedela fi-
gure5.1,on notequ’elle supposa&ueRy(2z) serauneap-
proximationde R(p) et devrait doncsatisfairela boucle
réalise avec un opérateurGy(z) dontle comportement
seraittrésprochedeG( p). Danscettelogiquecelarevient
aignorerle comportementu bloqueur Bo(p). Cecipeut
devenir trespréjudiciablesi I' echantillonnagd et élevé
cardanscecasle comportementle Z[B, (p)G(p)] sedis-
tinguefortementde celui de G(p).

Nousprésentonsi-apesdesméthodeprenanencompte
I'existencedu bloqueurd’ordre zéro, de mankere exacte
ou approclee.

5.2.1 Approximation du bloqueur par unre-
T
tard pur e 7

Dansce cas,la syntheseestréali€e commedansles
méthodeglu paragraphé.1,maisla fonctiondetransfert
du proceck estchoisieggalea:

e 7 G(p)

Cequi revient afaire I'approximationle bloquerd’ordre
zérocommeun retardpur d’'une demiepérioded’échan-
tillonnageet de tenir comptede cetteapproximatioriors
du calculinitial deR¢(p).

Consiceronde proccde dela sections.1.3etla période
d’échantillonnage

G(p) = T=03s

p(p+1)

Lescourbegleréponsesnfréquencalela fonctionde

transfert
N
&2 G(p)

sontrepesengessurla figure 5.11. Surla mémefigure
sontrepesentéeségalementles courbesde réponseré-
quentiellede G(p). On remarquerajue le gain en am-
plitude estidentique maisquele retardpur introduit un
déphasagaux hautesfréquencegle déphasageliverge
pourw croissant).

_Tp ,
On calcule pour € 2 G(p) un réseaucorrecteurpar
avancedephase

_14+06p

Re(P = 1701p

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

-270L L =
10" 10° 10"
Frequency (rad/sec)

Fic. 5.11- Diagrammede Bodede G(p) et e‘%G( p)

qui conduitaunemagedephaseale ¢, = 35°. Parlamé-
thodede Tustin, la disciétisationde ce correcteuidonne

37-18
Rald =02

La reponsedu sysemeéchantillonr utilisantce correc-
teurestdonreefigure5.12.

Commande du systeme

Amplitude
-
T T T T

Temps

Sortie du systeme
T

Amplitude

FIG. 5.12— Réponsegcorrecteurtenantcomptedu blo-
queur)

5.2.2 Transformation enw

CetteapprocheesttrésdifférentedesprécedentesAu-
cuneapproximationn’est faite a aucunmoment.L'id ée
estde faire la synthesea partir du mocele exact G(z) =
Z[Bo(p)G(p)]. Cependant|a syntheseutilise les tech-
niguesdessysemescontinuau traversde I'astucepure-
mentmattematiquede la transformatioren w (voir sec-
tion 3.4 également).
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On commencepar calculerle mockle discretde I'en-
semblebloqueur+ procece:

On utilise ensuitda transformatiorenw:

_z-1

1+w
Z=—— W= ——
z+1

T 1l-w

pourdéfinirensuiteunefonctiondetransferdetypecontinu:

F(z2) — kW =F <i—x)

La transformationmattematiquefait que si le syseéme
continuF;(w) eststablealorsF(z) eststable Cependant
Fe(w) n'a pasd’autresignificationphysique.

LasynthreseduréseacorrecteuH(w) s’effectuealors
selonune méthodeclassiquede syntresedes sysemes
continusappliqieea F;(w). De ce correcteutil vient par
la transformationinverseen w la fonction de transfert
H(2) ducorrecteununériquea utiliser:

H(z) = Hc <%)

Appliquonscetteapprocheauproblemedu paragraphe
5.1.3.0n calculele mockle discretde I'ensembleblo-
queur+ procede:

0.204z+40.185
F(2) = ZBo(PIG(P] = 23727074

On utilise ensuitela transformatiorenw pour définir une
fonctiondetransfertfictive detype continu:

Fo(w) = F 1+w)  —0.0192—0.37w+0.389
T \1-w) T 35awrr 05w

On effectuela synthesed’'un résealcorrecteura avance
de phaseHc(w) a partir descourbesde réponseen fré-
quencedeF;(w) repiesenkesfigure5.13.

Le choixd’un réseawcorrecteur

_ 14373w

He(W) = 1070 72w

conduita unemage de phasede @y, = 35°. La transfor
mationinverseenw permetd’obtenirlafonctiondetrans-
fert H(z) ducorrecteunumériquea utiliser:

z—1\ 473%-273
H(Z) =He <z—|— 1) = 17421026

La reponsedu sysemeéchantillonr utilisantce correc-
teurestdonreefigure5.14.
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Gain dB

i
10° 10' 10°
Frequency (rad/sec)

-0k . RS . i
180\/

-270F

Phase deg

i i
10° 10" 10° 10 10°
Frequency (rad/sec)

FiG. 5.13— Diagrammede Bodede F;(w)

Commande du systeme
T

Amplitude
=T )
T T T T

Temps

Sortie du systeme
T

Amplitude

FiG. 5.14— Sysémecorrigé par H(2)

5.3 ReégulateurP.l.D. numérique

Le régulateurPI.D. esttrésrépandudansle domaine
industriel. Il constituel’outil standardde la commande
denombreuxprocedesindustriels.Conguinitialementen
technologieanalogiqughydrauliqgue pneumatiqueglec-
tronique,...)jl aé#transpoéennumériquepourpounoir
etreimplanésurcalculateurCettetranspositiom’estrien
d’autrequel’applicationde la méthodede discétisation
dela section5.1.

5.3.1 Rappelssur le régulateur P.1.D. ana-
logique

La formulationdebasedu régulateurPl.D. estdonrée
parla relationsuivante:

u(t) = ko [e(t) + £ fSe(t)dt+1a 52
s

U(p) =kp |1+ & +1ap| £(p)
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ou € repiesentd’ écartentrele signalde consigney. etle
signaldesortiemesué du procece .

En pratique,desadaptationsontréaliesa partir de
la formulationdebase.

Adaptations de la partie dérivée

L'effet dérivé pur ne peutpasétreimplémené carnon
realisablephysiquemenDe plus,l'effet derivateurappli-
guéadehautedréquencesonduiraith uneamplification
trop importantedesbruits de mesure En approchante
termetqyp parla fonctiondetransfert

TaPp

Td
14+ —
+Np

on limite a N le gain aux hautesfrequencesle la par
tie dérivée.Lesvaleursde N sontgéréralementhoisies
dansla fourchette3-20,voir N = 10 pardéfaut.

Enrégulation,onévite ausssouventdedériverle terme
deconsignepouréviter desvariationsorusqueslela com-
mandeors dediscontinuigéssurla consigne.

Enconclusion/'effet dérivé peutétrepris suivantl'un
destrois mocklessuiants:

D(p) = kpTaPE(P)
J limitationssurleshautedréquences

D(p) = kp 4 E(P)

J limitationssurla consigne

D(p) = —kp47-Y(p)

1+4p

Adaptations de la partie proportionnelle.

Pourla mémeraisonque pour I'effet dérivé, on peut
etreamere an'injecterqu’unepartiedela consignedans
le termeproportionnelLa précisionestmalgie tout assu-
reegraceautermeintégral.

L'effet proportionnepeutétrepris suivantl’'un desdeux
mocklessuivants:

P(p) = kpE(p)

J limitationssurla consigne

P(p) = kp(bYe(p) —Y(p))

avecO<b< 1.
Adaptations de la partie intégrale

Lapartieintégralepeutentranerdeseffetsindésirables
lorsque enraisond’un signald’erreurtrop grand,l'int -
grateursature.L’actionneurrestealors en butee, méme
lorsquela sortiedu procece varie.Uneapprochegpossible
pour éliminer ceteffet consistea introduireun bouclage
sur l'int grateuy ramenant’ écartentrel’entrée vy et la

47

sortie ux de la saturation(réelle ou simulée), avec une
constantel’intégrationt;. Le principede cetteadaptation
estmontésurlafigure5.15.

_yé KpTap
+ V+ v
& Kp ® ]
+ |
b g |1 -
Ti + @
1 €
Tt

FIG. 5.15— Adaptationdela partie intggrale

La variablev, qui estla sortiedu PI.D. classiquegé-
nérela commandeu a traversune saturationrsimulantla
saturatiorréellede I'actionneur L' écartentreu et v est
reboucé surla partieintégraledu correcteurLe sctema
du sysemepeutétreramere a celuidela figure5.16.

+ \'

PI1.D.

Pies  +

FIG. 5.16— Sthémaéquivalent

Lorsquela commandesature alorsu = Cte estdetype
échelonLa bouclecomportanuneintégration,I’ écartes
tendverszéroetvtenddoncversu = Cte, entrdnantune
de-saturatiorde'int &grateur

Cecisetraduit,pourla partieintégraledu correcteura
I'un desdeuxmocklessuivants:

1(p) = kp—%(p)

Tip
| anti-derivedel’int &grateur
1 1
1(p) = ko—E(p) + kp— (U (p) = V(P))

Tup PTp

5.3.2 Reéglagedu P.I.D.

Le réglagedu régulateurPI.D. passepar le choix des
parangtresky, Ti, Tq, Tt, b et N. Les parangtresfonda-
mentawxsontkp, Ti etty. Le parangtreN estsouwentfixé
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ala valeurpar défautN = 10. La constantede tempsrt,
estchoisiedansla fourchettef 0.17; |, T1; ].

Pourla déterminatiordesparangtreskp, T; et 1q, des
méthodesexpérimentalesd’analysedu procece ont éte
propogesparZiegler et Nichols (entreautres).

Méthodede la réponseindicielle

Pourun sysemecaracérise parunretardpur T, etune
pentea enrégime transitoire les valeursdesparangtres
sont:

[Type| ke [T | T |
P | 1/ah
Pl | 0.9/aT, | 3T,

PID | 1.2/aT; | 2T, | 0.5T;

Méthodedel'oscillation limite enbouclefermée:

Onbouclele sysemeavecun régulateurproportionnel
degainK. Si K, estle gainmettanie sysemeenoscilla-
tion limite depériodeT,, lesvaleursdesparangtressont:

[Type[ k | @ | 1 |
P | 05K,

Bl [ 0.45K, | To/L12

PID | 06Ky | To/2 | To/8

5.3.3 Equations d’'un correcteur P.1.D. nu-
meérique
Ayantfait unchoixdemocklepourle P1.D. etayantré-
glelesparanetresi| estpossibled’appliquercerégulateur
auxsysemeéchantilloniesparla techniqueledisciétisa-

tion. Prenongar exemplele choix d’une approximation
arriere.

La partieproportionnelés’écritdoncsuivantl'une des
deuxformules

Pk = KpEk
J limitationssurla consigne
Pk = Kp (Yo, — Vi)

avecO< b< 1.

La partieintegralevérifie I'une desdeuxéquationsé-
currentes

L kpT
ik = -1+ S8
| anti-dérive del'int &grateur

. ) KeT ko T
o= fle1+ -t == (U= W)

La partie dérivée vérifie I'une destrois équationgé-
currentes

J limitationssurleshautedréquences

— _1d kptaN
dg = Tg+NT -1+ Tg+NT (& — &k—1)
J limitationssurla consigne

_ _1d kptaN
dk — Tq+NT dk_l T Tg+NT (yk - Yk—l)

L'algorithme géréral du PI1.D. numérique est donre
commela sommedestroistermes

Uk = Pk+ik+ dk

qui secalculententempsréelala donréedu signalgy et
desvaleursprécedentes.

Adaptation prédictive del’err eur.

Lorsquela périoded’échantillonnagesttrop petitepour
quele tempsdecalculnepuisseplusétrenggligé,’hypo-
thesede synchronismentreuy et g peutconduireades
résultaterrorés.Onmetalorsenceuvreun P1.D. prédic-
teur La valeurde g, estprédite parla valeurg, obtenue
parl’extrapolationlinéaire:

€k — Ek—1 = Ek—1— Ek—2

c'estadire:
&k = 286k_1— &2

qui estporteedansl’algorithmeala placede g.

5.3.4 Exemple d’'application du P.I.D. nu-
meérique

Exemple5.1 A titre d’exemple,nousprésentonsci les
résultatsde simulationobtenusdansle casde la regula-
tion parPI. numériqued’un procgce continude fonction

detransfert 1

P = oD

en présenced’un bloqueurd’ordre zéro et avec une pé-
riode d’eéchantillonnagd = 1s. Les parangtresdu cor
recteursontfixésa:

kp:l b=1 Ti=5s 11 =5s

Lafigure5.17donnde résultajcommandetsortie)dans
le casou il n'y a pasde saturationde I'organede com-
mande La figure 5.18 correspondau casou I'amplitude
de la commandeest satuée a 0,1 en valeur absolueet
ou il n'y apasd’adaptatiordu régulateur La figure’5.19
montrel’effet du correcteude saturation. <
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Commande du systeme Commande du systeme
T T T

o
i
b
ki

Amplitude
Amplitude
s o
o
) @
T

=3
=3
a

I I I I I I i 01 I i 1 i | I i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps Temps
Sortie du systeme Sortie du systeme
T T

Amplitude
=
T
i
i
|
i
|
i
|
i
i
i
i
i
i
i
i
]
Amplitude

L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40

i ; i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temps

Temps

FiG. 5.17— Reponsendicielle du sysemebouck FIG. 5.19— Reponsendicielle avecanti-dérive

Commande du systeme

o i ! i ! ! T 3. Etudierenfonctionde K le comportementu sys-
temeédantillonnébouckavecbloqueurd’ordrezéro,
en présenceale cesdifférentsrégulateurset compa-
rer avecla régulationcontinue(lieu d’Evans,limite
de stabilite,comportemenenrégimetransitoire).

Amplitude
o o
° °
& o &
T

o
o
o

o

Sortie du systeme SO|UtI0n

1. Le syseémecontinubouck a pouréquationcaracé-

Amplitude

ristique
K
1+ 71 =0
R T R I P(P+1)
femes soitI’ équationcaracéristique:
FiG. 5.18— Reponsavecsatumation dela commande P4+ p+K=0
5.4 Exercices Le syskmeestdoncasymptotiquemergtable,quel
) quesoitK > 0, avecle comportemensuivant
Exercice5.1 0<K<1/4 apériodique
On consicerele syseémecontinude fonctionde trans- o
fert: K>1/4 oscillatoire
G(o)= 1
P)= p 2. Lesdifferentegpproximationsonduisenauxrégu-

. . lateursnumériques
1. Etudierle comportemenenfonctiondeK decesys-

temelorsqu’onle boucleavecun régulateur. K
q < p=z—-1 — Ry(2) = -
K
Re(p) = ——

p+1 _z-1 Kz

P=—"7%" Rd(Z)_Zz—l
2. On déecidede mettreen ceuvreune régulation nu-
mériqueet on choisitunepérioded’échantillonnage p= 22;1 — Ry(2) = K(z+1)

T = 1s. Calculerdesrégulateursmumériquesobtenus z+1 3z—-1

pardisciétisationdeR(p) enutilisantlesapproxima-
tionssuiantes
o z-1 z-1

_ _2
T P==7 P=7

3. Lestrois regulateursconduisentespectrementaux
résultatsuivants.
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Casn® 1

Equationcaracéristique
Z(z—1)+K=0

Le lieu d’Evansestrepiéseng surlafigure5.20.Les
conditionsde stabilite sont:

Stabilittasymptotique 0< K< 1

aperiodique 0< K< 1/4

oscillatoire 1/4<K <1 0s n

_—2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Real Axis

Imag Axis

Imag Axis
o

FIG. 5.21— Lieud'Evanscasn® 2

2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Real Axis

FIG. 5.20— Lieud'Evanscasn® 1

Casn®?2
Equationcaracéristique
(z—1)(2z-1)+Kz=0

Le lieu d’Evansestrepiéseng surlafigure5.21.Les
conditionsde stabilite sont:

Stabilittasymptotique 0< K < 6 .
apériodique 0< K < 0.17
oscillatoire 0.17< K < 3

doublemenbscillatoire 3 < K < 5.82

Imag Axis
o

oscillatoire 5.82< K < 6

Casn® 3

Equationcaracéristique

(z—1)(3z— 1) + K(z+1) =0 SR L

Le lieu d’Evansestrepiéseng surlafigure5.22.Les

—Lieud' 0
conditionsde stabilite sont; Fic. 5.22-Lieud’Evanscasn” 3

Stabilittasymptotique 0< K < 2
aperiodique 0< K < 0,63

oscillatoire 0,63< K < 2



INDEX

Index

amortissemenf?2,35 analogique46

numerique 48
blogqueurd'ordrezéro, 4, 45 perioded’échantillonnage4, 7, 11,16, 36
branchesisymptotiques34 podlesd’un syseme,6, 11,26, 34

pointd’équilibre,25

cadencel, 11 pointsderencontreetd’éclatement34

causall_é, 6,15 polyndmecarackristique,7, 28,29
convertisseur N pulsationpropre,22, 36
analogique-nui@rique 4
numérigue-analogiquel régimeforce, 17
criterede Jury, 28, 30, 33 reponsepile, 18
criterede Routh,28,33 retardpur, 45

decompositiorenélementssimples 9, 17

SRS signal
discierisation41

atempscontinu,1

arriere,41 atempsdiscret,1

avant,41 echantillonre, 3

matgheq)ole-zero,42 signalborré, 26

Tustin, 42 stabilite, 25, 26
echantillonnage asymptotiquezs, 26

tabledecorversion,5 BIIBbOi 225
echantillonneuyr4 g9 ? a e,25
equatiorrécurrenteg, 11,15 nterneé,.zo

sysemeéchantillonrg, 7, 10,29

fonctiondetransfert6 sysemesinterconneds,12

echantillonree,8 3

formeenz-! 6 tempsderéponse2?2

theoemede Shannon4, 7,17

formepdle, zéro,gain,6 ,
transfornéedelLaplace,l,5

gaindepré-commande36 transfornéeenw, 29,45
gainderétroaction33 transfornéeenz, 1,5, 11
gainstatique 36 linéarie, 2
produitde corvolution, 2
lieu d’Evans,34 theokmedel'avance2
loi decommande33 theokmedela sommation?, 3
R theoemedela valeurfinale, 2, 3, 36
moded'un syseme,18 theomedela valeurinitiale, 2
modeaperiodique 18 theoemeduretard,2, 3, 9
modecomplee, 19
modeentrennu;19 zérosd'un syséme,6, 34

modeoscillatoire, 18,19
moderéel, 18

ordredusyséme,7, 11
oscillations 21

PI.D.



52

INDEX



TABLE DESMATIERES

Table desmatieres

1 Modelesdessysemesatempsdiscret
1.1 SignalatempsdisCret. . . . . . . 0 e e e e e
1.1.1 IntroduCtion. . . . . . . . . e e e e e
1.1.2 Définitiondelatransforn@eenz . . . . . . . . . .
1.1.3 Proprietesdelatransforn@eenz . . . . . . . . . .
1.1.4 ExemplesgdetransfornBesenz. . . . . . . . . . e e e e
1.2 Signaléchantillonme. . . . . . . . . . e e e e
1.2.1 IntroduCtion. . . . . . . . . e e e e e e
1.2.2 CorversionanalogiqUenUmBriqUE . . . . . . v v v v i e e e e e e e e e
1.2.3 Corversionnumeriqueanalogique. . . . . . . . . e e e e
1.3 SystmeatempsdiSCret. . . . . . . . .. e e e e e
1.3.1 EQUuationreCUITENIE . . . . . . o e e e e e e e e e e e e
1.3.2 Fonctiondetransfertenz. . . . . . . . . . e e
1.4 Sysemeéchantillon® . . . . . . . . . . e
141 IntroduCtion. . . . . . . . . e e e e e
1.4.2 Fonctiondetransfertechantillonee . . . . . . . . .. .. L
1.4.3 Proprietesdumodkleéchantillone . . . . . ... . ...
15 EXerCiCes . . . . . . o

2 Reéponsedessysemesa tempsdiscret
2.1 Calculdelareponse . . . . . . e e
2.1.1 Apartirdel equatiormécurrente. . . . . . . . ..
2.1.2 Apartirdelafonctiondetransfert. . . . . . . ... ...
2.2 Reponseg&chantillon@es. . . . . . . . . . e e e
2.3 Notiondemodes . . . . . . .
2.3 1 Moderel. . . . . . e
2.3.2 Modecomplexe. . . . . . e e
2.3.3 Carackrisationdesmodesparanalogieaveclessysemescontinus. . . . . . ... .. ... ...
2.3.4 Superpositiomesmodes. . . . . ..

3 Stabilitedessysemesatempsdiscret

3.1 StabiliteinternedessysEmes. . . . . . . . e
3.2 StabilittBIBO AESSYSEMES . . . . . . o i e e e e
3.3 Criterededury. . . . . . e e
3.4 CriteredeRouth. . . . . . . .. e
3.5 Syskmestchantillonmes . . . . . . ...

3.5.1 Etudeenboucleouverte . . . . . . . ..

3.5.2 Etudeenbouclefermée. . . . . . . . ..
3.6 EXerCiCes . . . . . .

4 Synthése Gain derétroaction
4.1 IntroduCtion . . . . . . . e
4.2 Calculdugainderetroaction. . . . . . . . . . . o e

53

N



54

4.3
4.4

5 Synthese Transpositiondesméthodesanalogiques
Discrétisation . . . . . ... ... ... ... .. ...
5.1.1 Approximationsdela variablep
5.1.2 Adaptationdespodlesetdeszéros
5.1.3 Application . . ... ..............
Priseencomptedu bloqueurdansla synthese

5.2.1 Approximationdubloqueurparun retardpur e
5.2.2 Transformatiorenw
RégulateurPl.D. numérique
5.3.1 Rappelssurle regulateurRl.D. analogique

51

5.2

5.3

5.4

Index

4.2.1 CritéeresdeJuryetRouth
422 LieudEvans . ... . ... .. ........
Calculdu gaindepre-commande
Exercices . . . ... ... ...

5.3.2 RéglageduPl.D

5.3.3 Equationgd’un correcteuRl.D. numérique
5.3.4 Exempled'applicationduPl.D. numérique
Exercices . . . ... ... ...

TABLE DESMATIERES



