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Avant-propos

Cedocumentestcoņcucommeunsupportdecoursdestińe àdesélèvesingénieurs.Il a ét́e rédiǵeenparticulierenvue
d’un enseignementde15heures̀a l’ENSA (EcoleNationaledesSciencesAppliquées)situéesurle pôletechnologiquede
l’Uni versit́eIbn Zohr, Agadir, Maroc.

L’objectif dececoursestd’abordercertainsaspectsdela commandenumériquedessyst̀emesetneseveutenaucuncas
exhaustif.Lespré-requisconcernentdesaspectsmath́ematiquestelsquela manipulationdefonctionsetdesuites,le calcul
intégralet lesséries,la transforḿeedeLaplace;ainsiqu’unebonneconnaissancedel’Automatiquedessyst̀emeslinéaires
à tempscontinu.Partantdeproćed́esphysiquesmod́eliséespardesfonctionsdetransferten p (variabledeLaplace)nous
aborderonssuccessivementla mod́elisationdesyst̀emesdiscretset échantillonńes,leur analyseet pourfinir la synth̀ese
delois decommandenumériques.

Le premierchapitreestentìerementdédíe à la mod́elisation.Il présentedansun premiertempsla mod́elisationdesi-
gnauxà tempsdiscretavant d’introduire la notion de fonction de transferten z. Il porteuneattentionparticulìereaux
syst̀emesdiscretsobtenusparéchantillonnagedeproćed́escontinuset qui sontaucentredela probĺematiquedela com-
mandenumérique.

Lesdeuxchapitressuivantsportentsur la descriptionet l’analysedescomportementstemporelsd’un syst̀emeà temps
discret.Le chapitre2 commencepardécrireet calculerlesréponsesd’un syst̀emeà la donńeed’uneentŕee.Le chapitre
3 quantà lui, s’intéressèa la notion primordialeen Automatiquede stabilité. Il proposedesrésultatsthéoriquespour
analysercettepropríet́e.

Par la suite,deuxchapitressontconsacŕesà la synth̀esede lois decommande.Le chapitre4 consid̀erele casle plus
élémentaired’une loi de commandestatiqueconstitúeede simplesgains.Le chapitre5 abordeune techniquedite de
discŕetisation.Elle consisteà transposerles méthodesde synth̀esesṕecifiquesaux syst̀emesà tempscontinu pour la
commandenumériquedesyst̀emeśechantillonńes.

Il estimportantdepréciserquecedocumentdoit beaucoupaupolycopíedecoursréaliśe parBernardPradinà l’INSA
deToulouse,[9]. Deplusil s’inspired’ouvragespréćedentstelsque[1] [3] [4] [6] [7] [2] [5] [8].

Toulouse,7 avril 2003

Dimitri Peaucelle
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Chapitre1

Modèlesdessyst̀emesà tempsdiscret

On examineici desmod̀elesqui peuvent êtreutilisés
pourrepŕesenterdessyst̀emes̀a tempsdiscret,monoen-
tréemono sortie.Dansun premiertemps,cesmod̀eles
sontprésent́esdansleur géńeralit́e. Une attentionparti-
culièreestensuiteport́eeaux syst̀emesà tempsdiscrets
obtenusparéchantillonnage,envuedela commandepar
calculateur, desyst̀emes̀a tempscontinu.

1.1 Signal à tempsdiscret

1.1.1 Intr oduction

L’Automatiquedessyst̀emesà tempscontinu repose
surunerepŕesentationmath́ematiquedeséchangesd’éner-
gies,de forces,d’informationsen tant que fonctionsdu
tempsà valeursréelles(éventuellementespacevectoriel
de

�
) : � ��� � � n

t �� x � t �
Cetterepŕesentationne tient pascomptede l’ensemble
desréalit́esdeséchangesde signauxrencontŕesen pra-
tique. En particulier, l’emploi accrude calculateursnu-
mériquesconduit à consid́ererdessignaux,dit à temps
discret,qui n’admettentdesvaleursqu’acertainsinstants
régulièrementespaćes.Mathématiquementils sontrepŕe-
sent́espardessuites:�	� � � n

k �� xk

Sansentrerdanslesdétails,notonsquelesoutils math́e-
matiquesassocíes aux suitessontaussirichesqueceux
emploýesdansle casde fonctions.Un grandnombrede
notionsprimordialesont leur équivalent tellesque l’in-
tégration( 
 T

t � 0) qui corresponddansle casdeséquences
discr̀etesà l’opérateursomme(∑N

k � 0), et la transforḿee
deLaplace( ��
 x � t ����� X � p� ) dontl’ équivalentdiscretap-
peĺeetransforḿeeenz ( ��
 xk ��� X � z� ) estdécritedansce
qui suit.

Il estpossiblesouscertaineshypoth̀esesderepŕesenter
lessignauxà tempsdiscretcommedessignauxà temps

continudont lesvaleurssontnullesà tout instantsaufà
certainsinstantspériodiquementrépartis.SoitT � 0 cette
périodequi peutêtrequelconquèacestade.Danscertains
casT estappeĺeela cadencedusignal.Le signalà temps
discretpeut êtreconfondupar analogieavec le signal à
tempscontinusuivant:�� � ��� � � n

t �� ���� x��� t ��� xk si t � kT : k � �
x��� t ��� 0 sinon

Nousverronsparla suitequecetterepŕesentationcor-
respond̀alamod́elisationduprocessusd’échantillonnage.

1.1.2 Définition de la transforméeenz

La transforḿeede Laplacepour les signauxcontinus
s’écrit:

X � p������
 x � t � �!��" � ∞

0
x � t � e# pt dt

Dèslors, avec cequi préc̀edeil estpossiblededéfinir la
transforḿeede Laplaced’un signaldiscretà la donńee
d’unepériodeT :

X � � p���$��
 x� � t � �!� " � ∞

0
x� � t � e# ptdt

En ce cas,le signalX � étantnonnul quepourcertaines
valeursdiscr̀etesdu tempson trouve:

X � � p��� � ∞

∑
k � 0

xke# pkT

C’est à partir de ce résultatquela transforḿeeen z des
signauxdiscretsa ét́epropośee.

On appelletransforḿeeenzdela séquence% xk & k ' N la
sérieentìeredéfiniepar:

X � z������
(% xk & �!� � ∞

∑
k � 0

xkz# k

Desexemplesdetransforḿeesenz fréquemmentutili-
séessontdonńeesdansle tableau1.1dela page5.
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2 CHAPITRE1. MODÈLESDESSYSTÈMESÀ TEMPSDISCRET

1.1.3 Propri étésde la transforméeenz

La transforḿeeenzestunesimplevariantedela trans-
forméedeLaplaceetelleconservesespropríet́esàquelques
modificationsprès.Voici lesprincipalespropríet́es:

– Lin éarité
Pourlessignauxà tempscontinuon rappelleque:��
 α f � t �*) βg � t � �+� α ��
 f � t � �+) β ��
 g � t � �
Demême,ona pourla transforḿeeenz:��
 α % fk & ) β % gk & ��� α ��
(% fk & �+) β ��
(% gk & �

– Produit deconvolution
La transforḿeede Laplacedu produit de convolu-
tion � f , g�-� t � défini par:� f , g�-� t �.� " t

0
f � τ � g � t / τ � dτ � " t

0
f � t / τ � g � τ � dτ

estdonńeepar :��
0� f , g�-� t � �!� F � p� G � p�
Dansle casdessignauxà tempsdiscretla convolu-
tion sedéfinit par:� f , g� k � k

∑
l � 0

fl gk # l � k

∑
l � 0

fk # lgl

etsatransforḿeeenz est:��
(% f , g & k�.� F � z� G � z�
– Théorèmedu retard

On désignepar f � t / a� le signal identiqueà f � t �
maisretard́edela duŕeea. Ona:��
 f � t / a� �.� e# ap ��
 f � t ����� e# apF � p�
Demême,si fk # l estle signalà tempsdiscret fk re-
tard́ede l périodes:��
(% fk # l & ��� z# l ��
(% fk & �!� z# l F � z�
Ce résultatpermetde signalerque l’opérateurz# 1

s’apparentèa l’opérateur“retardd’unepériode”.

– Théorèmede l’avance
Si fk � l correspondausignal fk avanće del périodes
ettel que f j � 0 pourtout j 1 0,alorsonala relation
suivante:��
(% fk � l & �!� zl 2 ��
3% fk & �4/ ∑l # 1

i � 0 fi z# i 5

– Théorèmede la sommation
Pourlessignauxà tempscontinuon parlede théo-
rèmedel’int égrationet il s’écrit:�76 " t

0
f � τ � dτ89� 1

p
F � p�

Pourlessignauxà tempsdiscretona:�;:=< k

∑
l � 0

fl >@? � z
z / 1

��
3% fk & ��� z
z / 1

F � z�
– Théorèmede la valeur initiale

La valeurinitiale d’un signalà tempscontinusedé-
duit desatransforḿeedeLaplacecommesuit:

f � 0��� lim
t A 0B f � t �C� lim

pA ∞
pF � p�

La versiondiscr̀etedecethéor̀emeestdonńeepar:

f0 � lim
zA ∞

F � z�
– Théorèmede la valeur finale

Si pF � p� estunefractionrationnelledontlesracines
dudénominateursontàpartieréellenégativealorsle
signal f � t � convergepourt

� ) ∞ etona:

lim
t A ∞

f � t ��� lim
pA 0

pF � p�
De même,si z# 1

z F � z� est une fraction rationnelle
dontlesracinesdudénominateursontdansle cercle
unitéalorsle signal fk convergepourr

� ) ∞ et on
a:

lim
k A ∞

fk � lim
zA 1

z / 1
z

F � z�
1.1.4 Exemplesde transforméesen z

Exemple1.1

Soit le signaldiscrettel que:

δ0 � 1 D7E k F� 0 δk � 0

Le calculdesatransforḿeeen z estrelativementdirect.
Enappliquantla définitionon trouve:��
3% δk & �!� � ∞

∑
k � 0

δkz# k � δ0z0 � 1

Remarque: Le signalδk définit ici estusuellementdési-
gné sousl’appellationde l’impulsion unitaireou encore
dirac.Satransforḿeeenzvaut1. G



1.2. SIGNAL ÉCHANTILLONNÉ 3

Exemple1.2

A partir del’exemplepréćedentet despropríet́esdela
transforḿeeenz lesrelationssuivantessontobtenues.

Premìerementconsid́eronsle diracretard́e:

fh � 1 DHE k F� h fk � 0

Onremarqueque fk � δk # h, doncd’apr̀esle théor̀emedu
retard: ��
(% fk & �!����
3% δk # h & �.� z# h ��
3% δk & �!� z# h

Consid́eronsmaintenantunsignaldu typeéchelon:E k I 0 ek � 1

Onremarquequeek � ∑k
j � 0δk, doncd’apr̀esle théor̀eme

dela sommation:��
(% ek & �.�J��
(% k

∑
j � 0

δk & ��� z
z / 1

��
(% δk & �!� z
z / 1

Prenonsensuivantle signaldu typerampe:E k I 0 rk � k

Il estpossibledeconstaterquerk �H/ ek ) ∑k
j � 0ek, donc

encombinantla linéarit́edela transforḿeeenzet le théo-
rèmedela sommationon trouve:��
3% rk & �K�L/M��
(% ek & ��)N��
(% k

∑
j � 0

ek & ��L/M��
(% ek & ��) z
z / 1

��
(% ek & ��H�O/ 1 ) z
z / 1

�O��
(% ek & �� 1
z / 1

��
(% ek & �� z� z / 1� 2 G
Exemple1.3 Consid́eronsle signalsuivant:E k I 0 fk � ak

Pardéfinition,satransforḿeeenzsecalculecommesuit:��
(% fk & ��� � ∞

∑
k � 0

fkz# k � � ∞

∑
k � 0

akz# k � � ∞

∑
k � 0

� aP z� k

Il s’agitd’unesériegéoḿetriqueconnue:

F � z������
(% fk & �.� 1
1 / aP z

� z
z / a

La limite de la suiteak est trèsbien connue.Elle existe
uniquementsi Q a Q+1 1. Cetteconditioncorrespondbienà

l’ énonćeduthéor̀emedelavaleurfinale.Eneffet, z# 1
z F � z�R�

z# 1
z# a estunefraction rationnelledont la racineuniquedu
dénominateuresta. Direquecetteracineestdansledisque
unité reviens à Q a QS1 1. La limite de la suitese calcule
alorscommesuit:

lim
k A � ∞

ak � lim
zA 1

z / 1
z / a

� 0 G
1.2 Signal échantillonné

1.2.1 Intr oduction

Cecourss’intitule “CommandeNumériquedesProće-
dés” car l’objet principalconcernel’utilisation decalcu-
lateursnumériquesutilisésen tempsréelpourcomman-
der, piloter, guider... desproćed́esphysiquesqui pares-
sencesont le plus souvent à tempscontinu.La probĺe-
matiqueestalorsderepŕesenterlesinteractionsentredes
signauxphysiquesmod́eliséspardesfonctionsavec des
signauxassimilablespardescalculateursnumériquesqui
seprésententsousformedesuites.

Sansentrerdanslesdétailsdu fonctionnementdesdif-
férentséléments,la commandepar calculateur, ou pro-
cesseur, d’un proćed́e nécessitela mise en œuvred’un
certainnombred’éléments(figure1.1):

– un actionneur, ou organede commandequi reçoit
les ordresdu processeur̀a traversun convertisseur
numérique-analogique,

– uncapteur, ouorganedemesurequi transmetaupro-
cesseurlesinformationsrecueilliessurle proćed́e,à
traversunconvertisseuranalogique-nuḿerique.

CNA CAN

Proćed́e
u � t � y � t �
uk

Processeur

yk

Capteurneur
Action-

FIG. 1.1 – Structure géńerale d’une commandede pro-
céd́e par calculateur



4 CHAPITRE1. MODÈLESDESSYSTÈMESÀ TEMPSDISCRET

1.2.2 Conversionanalogiquenumérique

D’un point de vue mod́elisation,l’ensemblecapteur
convertisseuranalogique-nuḿeriquepeutêtreassimiĺe à
uneprised’échantillonsde la sortiecontinuey � t � à pé-
riodefixeT (périoded’échantillonnage). Si l’on fait l’hy-
poth̀esequele tempsde codageestnégligeable(échan-
tillonnageinstantańe)et qu’il n’y apasd’erreurdequan-
tification, on peut repŕesenterl’opérationde conversion
analogique-nuḿeriqueselonle lesch́emadela figure1.2.

CAN

T

t k0 0 1 2

yk

y � t � yk

y � t �
FIG. 1.2– Convertisseuranalogique-nuḿerique

Mathématiquement,l’opérationd’échantillonnagepeut
êtreassimiĺeeà la modulationdu signalcontinuy � t � par
untraind’impulsionsunitairesdepériodeT not́eδT (par-
fois appeĺe égalementpeignedeDirac) :

y� � t ��� y � t � δT � t � δT � t ��� � ∞

∑
k � 0

δ � t / kT �
Il vient:

y� � t ��� � ∞

∑
k � 0

y � t � δ � t / kT ��� � ∞

∑
k � 0

ykδ � t / kT �
où y��� t � est un signal à tempscontinu égal à y � t � aux
instantst � kT et zéro ailleurs et où yk � y � kT � est la
valeurde l’ échantillonde y � t � à l’instant kT . Le signal
échantillonńe estrepŕesent́e par la séquencedesvaleurs
y � kT � mesuŕeesavecla périodeT :% y � kT � &UT % yk &

L’ échantillonnageconduitàuneperted’informationau
regard du signal continu.Cetteperted’information est
d’autantplus grandeque la fréquencef � 1P T est pe-
tite. Idéalementil faudraitdoncéchantillonner̀a unefré-
quenceinfinie, cependant,le choixdela périoded’échan-
tillonnagedépenddu typede proćed́e et despossibilit́es
offertespar lesoutils numériques.En tout étatdecause,
l’ échantillonnagedoit respecterle théorèmedeShannon
qui précisequela fréquenced’échantillonnagef � 1P T
doit êtreau moins égale à deuxfois la plus grandefré-
quencecontenuedansle spectredu signalquel’on veut
échantillonner.

Le tableau1.1 de la page5 donneunecollection de
signauxcontinusclassiquesainsiqueleurstransforḿees
deLaplaceetleursrepŕesentationsapr̀eséchantillonnage.

1.2.3 Conversionnumérique analogique

Le processeurcalculantla commandèa appliquerau
proćed́e travaille de manìereséquentielleet géǹeredes
valeursnumériquesuk avec la mêmepériodeT quecelle
qui a ét́e choisiepour l’ échantillonnage.L’opérationde
conversionnumérique-analogiquelapluscouranteconsiste
àproduireunsignaldecommandeu � t � enescalier̀apartir
desvaleursuk selonle sch́emadela figure1.3.

k0 0 1 2k1 2 CNA

u � t �uk

uk u � t �
B0 � p�

FIG. 1.3– Convertisseurnuḿerique-analogique

Le mod̀ele math́ematiqueque l’on associealors à la
conversionnumériqueanalogiqueestle bloqueurd’ordre
zérodont la fonctionde transfertB0 � p� peutêtrefacile-
mentcalcuĺee.En effet, c’est la transforḿeedeLaplace
desaréponseimpulsionnellerepŕesent́eesurlafigure1.4.

0 0CNAt tT

1 1

B0 � p�δ � t �
FIG. 1.4– Bloqueurd’ordre zéro

La réponseimpulsionnelledu bloqueurd’ordre zéro
estdela forme:

Γ � t �./ Γ � t / T �
où Γ � t � repŕesentel’ échelondepositionunitaire.Il vient
donc:

B0 � p��� 1
p

/ e# T p

p
� 1 / e# Tp

p
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TransforḿeedeLaplace Signalcontinu Signaléchantillonńe Transforḿeeenz

F � p������
 f � t ��� f � t � fk F � z�V�J��
 fk �
1 δ � t � f0 � 1 D7E k F� 0 fk � 0 1

e# ap δ � t / a�
e# hTp δ � t / hT � fh � 1 D7E k F� h fk � 0 z# h

1
p

Γ � t � 1
z

z / 1

1
p2 t kT T

z� z / 1� 2

2
p3 t2 k2T2 T2 z� z ) 1�� z / 1� 3

1
p ) a

e# at e# akT z
z / e# aT

1� p ) a� 2 te# at kTe# akT Tze# aT� z / e# aT � 2

b / a� p ) a�-� p ) b� e# at / e# bt e# akT / e# bkT z� e# aT / e# bT �� z / e# aT �W� z / e# bT �
ak z

z / a�O/ a� k z
z ) a

a
p � p ) a� 1 / e# at 1 / e# akT z� 1 / e# aT �� z / 1�W� z / e# aT �

ω
p2 ) ω2 sinωt sinωkT

zsinωT
z2 / 2zcosωT ) 1

p
p2 ) ω2 cosωt cosωkT

z� z / cosωT �
z2 / 2zcosωT ) 1

TAB. 1.1– Signaux́echantillonnéset leurstransforḿeesdeLaplace
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1.3 Syst̀emeà tempsdiscret

Un syst̀emeà tempsdiscretsedéfinit commeun opé-
rateurentredeuxsignauxà tempsdiscret.Consid́eronsle
syst̀emerepŕesent́e sur la figure1.5, où uk repŕesentele
termegéńeralde la séquenced’entŕeeet yk le termegé-
néralde la séquencede sortie.Un mod̀ele entŕee-sortie,
appeĺeaussimod̀eleexterne,nefait intervenirquelesva-
riablesd’entŕeeuk etdesortieyk.% uk & % yk &

Syst̀eme

FIG. 1.5– Syst̀emeà tempsdiscret

Nousallonsaborderdanscecoursdeuxtypesdemo-
dèlesexternes,compĺementairesl’un del’autre,quesont
leséquationrécurrenteset lesfonctionsdetransfert.

1.3.1 Equation r écurrente

La mod́elisationinitiale d’un syst̀emeà tempsdiscret
conduitsouventàl’ écritured’uneéquationrécurrenteentre
différentstermesdesséquencesd’entŕeeet desortie.La
forme géńeraled’une équationrécurrentelinéairepeut
êtredonńeepar:

anyk � n ) an# 1yk � n# 1 )$XYXZX[) a1yk � 1 ) a0yk� bmuk � m ) bm# 1uk � m# 1 )$XYXYX\) b1uk � 1 ) b0uk

(1.1)
Par hypoth̀esean F� 0 et n estappeĺe l’ordre du syst̀eme.
Le syst̀emeestdit causalsi lessortiesdépendentunique-
mentdesévènementspasśes.Pourcelail doit obligatoi-
rementvérifierm ] n. Danscecas,il estpossibled’écrire
l’algorithmequi déterminela sortiedu syst̀emeà la don-
néedesentŕees/sortiespréćedentes:

anyk �7/ an# 1yk # 1 /^XYXYX / a1yk # n# 1 / a0yk # n) bmuk � m# n )_XZXYX[) b1uk # n# 1 ) b0uk # n

(1.2)

Cetteformulationdel’ équationrécurrenteestbienadap-
téeaucalculnumérique.C’est la formesouslaquellese-
ront présent́esles algorithmesde commandedesproće-
dés.Le syst̀emeest entìerementdéfini et l’ équationré-
currentepeut être résoluesi l’on préciseles conditions
“initiales” : y0 D y1 DY`Z`Y`[D yn# 1 D u0 D u1 DY`Y`Y`\D um# 1.

1.3.2 Fonction de transfert enz

De la mêmemanìerequel’on associèa un syst̀emeà
tempscontinu,unefonctionde transfert,parapplication

dela transformationdeLaplaceà sonéquationdifféren-
tielle, onpeutassocier̀a unsyst̀emeà tempsdiscret,une
fonctionde transfertenz, parapplicationde la transfor-
mation en z à son équationrécurrente(cf. Transforma-
tion enz dansla section1.1.2).Sousl’hypothèsequeles
conditions“initiales” sontnulles(y0 � y1 �a`Y`Y`b� yn# 1 �
u0 � u1 �7`Y`Y`Z� um# 1 � 0) il vient la relationsuivante:� a0 ) a1z )$`Y`Y`[) an# 1zn# 1 ) anzn � Y � z��7� b0 ) b1z )$`Y`Y`\) bm# 1zm# 1 ) bmzm � U � z�
soitencore:

Y � z��� N � z�
D � z� U � z�

avec:

N c zd
D c zd � G � z��� b0 ) b1z )_`Z`Y`[) bm# 1zm# 1 ) bmzm

a0 ) a1z )$`Y`Y`[) an# 1zn# 1 ) anzn

qui estdéfinie commela fonction de transfert en z du
syst̀eme.

Dansle casgéńeraloù lesconditioninitialessontnon
nullesla repŕesentationenzdusyst̀emes’écrit plusexac-
tement:

Y � z��� N � z�
D � z� U � z�*) I � z�

D � z�
où le polynôme I � z� ne dépendquedesconditionsini-
tiales.Il influe sur la sortiedu syst̀emesansmodifier le
comportementdû ausignald’entŕeeU � z� .

La factorisationdunumérateuretdudénominateurconduit
à la forme pôles,zéros,gain suivante:

G � z��� bm

an

� z / z1 �-� z / z2 �R`Y`Z` � z / zm �� z / p1 �-� z / p2 �R`Z`Y`O� z / pn �
avec:

pi � 1e f f fge n : pôles zj � 1e f f f e m : zéros k � bm

an
: gain

Par définition les pôles du syst̀emesont les racinesdu
polynômedénominateuret leszéros du syst̀emesontles
racinesdu polynômenumérateur. Les unset les autres
sontpardéfautdesnombressoit réelssoit complexes.

Certainsauteurspréfèrentune formulation en z# 1 de
la fonction de transfert.On peut l’obtenir à partir de la
formulationenzcommesuit:

G � z��� bm

an
zm# n 1 ) b�m# 1z# 1 )_XZXYX[) b�0z# m

1 ) a�n# 1z# 1 )_XZXYX[) a�0z# n (1.3)

aveclesnotationssuivantes:

b� j � b j

bm
a�i � ai

an
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Elle correspond̀a l’ équation(1.2)paroppositionà (1.1).
Sonintér̂et estde repŕesenterle syst̀emeauplusprèsde
saréalit́e physiquedansle sensoù z# 1 repŕesentel’opé-
rateur“retard” qui estphysiquementréalistetandisquez
supposede prévoir les instantsfuturs.Bien entendu,les
formulationsenzetz# 1 sontéquivalentes.L’ écriture(1.3)
fait apparâıtre nonseulementle gain,lespôles,leszéros
maiségalementunretardpurzm# n entreuneexcitationen
entŕeedusyst̀emeetsoneffet surla sortie.

Notons égalementque, commedansle casdes sys-
tèmesà tempscontinu, le dénominateurde la fonction
de transfertestappeĺe égalementpolynôme caractéris-
tique du syst̀eme.Sondegré n correspond̀a l’ ordre du
syst̀emeetsesracinessontlespôlesdusyst̀eme:

anzn ) an# 1zn# 1 )$XYXYX\) a1z ) a0� an � z / p1 �W� z / p2 �R`Y`Z` � z / pn �
1.4 Syst̀emeéchantillonné

1.4.1 Intr oduction

Commenousl’avonsvu dansla section1.2, la com-
mandepar calculateur, ou processeur, d’un proćed́e né-
cessitelamiseenœuvredeconversionsnumérique-analogique
et analogique-nuḿerique(voir figure1.1). La mod́elisa-
tionconduitdoncaconsid́erersimultańementdanslaboucle
un (ou plusieurs)organes̀a tempscontinuet un (ou plu-
sieurs)éléments̀a tempsdiscret.Alors qu’il estmal aiśe
defairel’analysedessyst̀emes̀atempsdiscretentantque
syst̀emes̀atempscontinudontlesentŕeessortiessontnon
nullesuniquementparinstants,la démarcheinverseseré-
vèleêtretrèsriche.

Ainsi, l’analysed’un syst̀eme command́e par calcu-
lateurnumériquepassepar la définition d’un syst̀emeà
tempsdiscret,comprenantle proćed́e command́e de na-
turegéńeralementcontinue,etlesconvertisseursnumérique-
analogiqueet analogique-nuḿerique,que l’on peut res-
pectivementassimileraubloqueurd’ordrezéroetàl’ échan-
tillonneur, selonle sch́emadela figure1.6.

T
B0 � p� y � t � ykuk

Proćed́e
u � t �

FIG. 1.6– Procéd́e échantillonné

Lesmod̀elesentreuk etyk sontdutypedeceuxprésen-
téspréćedemment.La suitedecettesections’intéressera
autechniquesdedéterminationdu mod̀eleéchantillonńe

à tempsdiscretobtenuà la donńeedu mod̀elecontinudu
proćed́e.

Avant cela il est importantde revenir sur le choix de
la périoded’échantillonnage.Le théorèmede Shannon
précisequela fréquenced’échantillonnagef � 1P T doit
êtreaumoinségaleà deuxfois la plusgrandefréquence
contenuedansle spectredu signalquel’on veut échan-
tillonner. . Ce résultatest exploitable uniquement̀a la
donńeed’un signal.Cependant,le signalde sortied’un
syst̀emey � t � n’estpasconnudanslaprobĺematiqueconsi-
déŕee.

Le véritableprobl̀emeenvisaǵe est celui de l’ échan-
tillonnageen sortie d’un proćed́e dont on connâıt, par
exemple,sa fonction de transfertmais la sortiedu sys-
tèmeestinconnuecarelledépenddusignald’entŕeeu � t �
qui n’estpaspréciśe.La méthodeconsistealorsà analy-
serlesfréquencestransmisesparlesyst̀eme.Entraçantle
diagrammedeBodeil estpossiblededéterminerla fré-
quencedecoupurefc du syst̀emeet doncd’indiquerque
toutesles fréquencessuṕerieures̀a fc dansle spectredu
signaldesortieserontatt́enúees.

Théorème1.1 Enpratique,il estrecommand́e dechoi-
sir la fréquenced’échantillonnagedansunefourchettede
l’ordrede6 à 24fois la fréquencedecoupureduprocéd́e.

Exemple1.4

Ainsi, pourunproćed́ed’ordre1:

G � p��� 1
1 ) τp

la fréquencedecoupureest fc � 1P.� 2πτ � . La fréquence
d’échantillonnagef � 1P T serachoisietelleque:

6
2πτ

1 1
T

1 24
2πτ

soitapproximativement:

τ
4

1 T 1 τ G
Exemple1.5 Consid́eronscetautresyst̀eme:

G � p��� p / 1
p3 ) 2p2 ) 10X 25p ) 9 X 25

Son diagrammede Bodeestdonńe sur la figure 1.7.
La fréquencedecoupureestapproximativementdeωc �
5rad P souencorefc � ωc P 2π. Le critèredeShannonim-
posedoncdechoisir:

2π P.� 24 , 5��1 T 1 2π P.� 6 , 5�ih 0 X 05 1 T 1 0 X 2
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−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

M
ag

ni
tu

de
 (

dB
)

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

−180

−90

0

90

180

P
ha

se
 (

de
g)

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

FIG. 1.7– DiagrammedeBodeduprocéd́e

NouschoisissonsT � 0 X 2s pour observer le comporte-
mentquandl’ échantillonnageimpliquelaplusgrandeperte
d’information.L’effet decettepérioded’échantillonnage
est observ́ee sur desexemplesde signauxen sortie du
syst̀eme.Nous avons traće deux telles réponsessur la
figure 1.8 pour uneentŕee impulsionnelleet uneentŕee
enéchelon.On observe quela périoded’échantillonnage
rendcorrectementcomptedela réalit́e du signalà temps
continu.Il n’y a pasde pertesignificative de l’informa-
tion contenuedansle signal.
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FIG. 1.8– Sortiesà tempscontinuet échantillonnées

Lesobservationspeuventégalementsefaire avecT �
0 X 05s, quandl’ échantillonnagedevient élevé au regard
desfréquencesnon-att́enúeesparle syst̀eme.Pourcecas
nousavons fait un grossissementdespremiersinstants
desréponsesdu syst̀eme(voir figure 1.9). On constate

quel’ échantillonnageesttrèsdenseencomparaisondes
dynamiquesobserv́ees.Tout échantillonnageplusrapide
demanderaitdesvitessesde capacit́e de traitementnon
nécessaires.
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FIG. 1.9– Sortiesà tempscontinuet échantillonnéesG
1.4.2 Fonction de transfert échantillonnée

Danscettesous-section,la méthodedecalculqui per-
metà la donńeed’unefonctiondetransfertd’un syst̀eme
à tempscontinude déduirele mod̀ele en z du syst̀eme
à tempsdiscretobtenupar échantillonnageestexpośee.
Elle serésumeauthéor̀emesuivant.

Théorème1.2 Soit un procéd́e continu mod́elisé par
unefonctiondetransfertGc � p� . Ceprocéd́e,échantillonné
suivantle schémadela figure 1.6admetunefonctionde
transfertenz telleque:

G � z�����j
 G � p� Bo � p� �.� z / 1
z

� 6 Gc � p�
p

8
Avantdeproćederà la preuvedecerésultatil convient

dedétailler l’ écriture ��
 H � p��� où H � p� estunefonction
detransfertd’unsyst̀emecontinu.Cettenotationrecouvre
l’opérationsuivante:

H � p�NkVl 1/ �
h � t � T/ �

hk m/ �
H � z�

A la donńeed’unefonctiondetransfertH � p� il convient
enpremierlieudecalculersaréponseimpulsionnelleh � t � ,
puisd’échantillonnercesignal, % hk &UT % h � kT � & , et enfin
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de calculersatransforḿeeen ��� hk �n� H � z� . Cettepro-
cédureestdétailléepar la suite sur desexempleset un
tableaudeconversionestfourni (tableau1.2page10).

Preuve duthéor̀eme1.2

Appelonsu�o� t � le signalà tempscontinuconstitúedes
échantillonsuk � u � kT � du signalde commandeet qui
vautzéropartoutailleurs:

u� � t ��� � ∞

∑
k � 0

ukδ � t / kT �
La transforḿeedeLaplacedecesignals’écrit:

U � � p��� " � ∞

0
u� � t � e# ptdt � � ∞

∑
k � 0

uke# kTp

Pardéfinitiondesfonctionsdetransfertlessignauxconti-
nusU � p� etY � p� vérifient:

U � p��� B0 � p� U � � p� Y � p��� Gc � p� U � p�
Ainsi enposantH � p��� Gc � p� B0 � p� :

Y � p��� H � p� U � � p��� � ∞

∑
k � 0

H � p� uke# kTp

cequi enappliquantle théor̀emedu retarddonne:

y � t �p�q� # 1 
Y � p� �� � ∞

∑
k � 0

�r# 1 s H � p� e# kTp t uk� � ∞

∑
k � 0

h � t / kT � uk

avech � t �.�u� # 1 
 H � p� � .Aprèséchantillonnage,yl � y � lT � ,
le signalà tempsdiscretdesortievérifiedonc:

yl � � ∞

∑
k � 0

hn# kuk

quiestlaconvolutiondiscr̀etedesséquences% uk & et % hk & .
Il vientdoncY � z�V� G � z� U � z� avec:

G � z������
 H � p� �!�J��
 Gc � p� B0 � p� �
Enintroduisantl’expressiondela fonctiondetransfertdu
bloqueurd’ordrezéro:

G � z����� 6 1 / e# Tp

p
Gc � p� 8

Lespropríet́esdestransformationsdeLaplaceetenzper-
mettentd’écrire:

G � z���7� 1 / z# 1 �O�v6 Gc � p�
p

8w� z / 1
z

�v6 Gc � p�
p

8

uk

T

yk
B0 � p� 1

p � p ) 1�
FIG. 1.10– Syst̀emeéchantillonné x

Exemple1.6

Consid́eronsle syst̀emeéchantillonńerepŕesent́esurla
figure1.10et pour lequelon veutcalculerla fonctionde
transfertenz.

La fonctiondetransfertcontinueétant:

Gc � p��� 1
p � p ) 1�

la fonctiondetransfert́echantillonńeeestdonńeepar:

G � z���J��
 B0 � p� Gc � p����� z / 1
z

�v6 Gc � p�
p

8
avecla décompositionenélémentssimplessuivante:

Gc � p�
p

� 1
p2 � p ) 1� �r� / 1

p
) 1

p2 ) 1
p ) 1

Enutilisantle tableau1.1,il vient:

G � z��� z / 1
z

6 / z
z / 1

) Tz� z / 1� 2 ) z
z / e# T 8

soit:

G � z��� K
� z / b�� z / 1�-� z / a� �yy� yy� K � e# T / 1 ) T

a � e# T

b � 1 / T � 1 / e# T �
e# T / 1 ) T

Applicationnumérique:

SoitT � 1s. Il vient:

G � z��� 0 X 3679
z ) 0 X 7183� z / 1�W� z / 0 X 3679� G

1.4.3 Propri étésdu modèleéchantillonné

Suite aux formulesdu tableau1.2 de la page10 qui
permettentdedéterminerle mod̀eleà tempsdiscretd’un
syst̀emecontinuéchantillonńe, nouspouvonsmettreen
avant quelquespropríet́esfondamentalesde cetteopéra-
tion:

– Unsyst̀emelinéairecontinurestelinéaireapr̀eséchan-
tillonnage.
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Syst̀emecontinu Décompositionenelt. simples Transforḿeeenz Syst̀emeéchantillonńe

Gc � p� Gc � p�
p

� 6 Gc � p�
p

8 G � z������
 Gc � p� B0 � p� �
1

1
p

z
z / 1

1

1
p

1
p2

Tz� z / 1� 2

T
z / 1

b
p ) a

bP a
p

/ bP a
p ) a

b
a

z
z / 1

/ b
a

z
z / e# aT

b
a

` 1 / e# aT

z / e# aT

b1p ) b0

τp ) 1
b0

p
) b1 / τb0

τp ) 1
b0z

z / 1
) � b1 P τ / b0 � z

z / e# T z τ
b1 P τ � z / 1�R/ b0 � 1 / e# T z τ �

z / e# T z τ

1
p � τp ) 1� / τ

p
) 1

p2 ) τ2

τp ) 1
/ τz
z / 1

) Tz� z / 1� 2 ) τz

z / e# T z τ
� τe# T z τ / τ ) T � z ) τ /^� τ ) T � e# T z τ� z / 1�-� z / e# T z τ �� p1 / p2 � p� p / p1 �-� p / p2 � 1

p / p1
/ 1

p / p2

z
z / ep1T / z

z / ep2T

� ep1T / ep2T �-� z / 1�� z / ep1T �W� z / ep2T �
� p1 / p2 � p1p2� p / p1 �-� p / p2 � p1 / p2

p
) p2

p / p1
/ p1

p / p2

� p1 / p2 � z
z / 1

) p2z
z / ep1T / p1z

z / ep2T

b1z ) b0� z / ep1T �W� z / ep2T �
b1 � p2 / p1 )$� 2p2 / p1 � ep1T)$� p2 / 2p1 � ep2T

b0 �H� p1 / p2 � ec p1
� p2 d T) p1ep2T ) p2ep1T

TAB. 1.2– Calculdesfonctionsdetransfertdessyst̀emeśechantillonnés
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– L’ordredusyst̀emeestconserv́e.

– Lespôlesdusyst̀emeéchantillonńesedéduisentdes
pôlesdusyst̀emecontinucommesuit:

pdi � epciT E i � 1 DYXYXYX[D n
où pci sont les pôles du syst̀eme continu, pdi les
pôlesdusyst̀emeéchantillonńeetT lapérioded’échan-
tillonnage.

– La périoded’échantillonnageT conditionneforte-
mentle mod̀eledusyst̀emeéchantillonńe.

– L’ échantillonnagedu produit de deuxfonctionsde
transfertn’estpaségal auproduitde leursmod̀eles
échantillonńes respectifs.Cette dernìere remarque
est très importante.Le calcul d’un syst̀emeéchan-
tillonnén’a desensques’il correspond̀auntransfert
entreunbloqueurd’ordrezéroetunéchantillonneur
(voir l’exercice1.3).

1.5 Exercices

Exercice1.1

Onsouhaitemod́eliserl’ évolutionduchepteld’un éle-
veurdebovins.Soit:

– x1k : le nombredevachesde1 an,

– x2k : le nombredevachesde2 ans,

– x3k : le nombredevachesde3 ansetplus,

cesvaleursrepŕesentantdesnombresmoyensaucoursde
l’annéek.

Lesvachesde1 annesereproduisentpas.Lesvaches
dedeuxansproduisentenmoyenne0 X 8veauparan,celles
de trois anset plus0 X 4 veauparan.D’autrepart,seules
cellesde trois anset plus meurentde causesnaturelles
avecun tauxmoyende30% paran.

Enfin l’ éleveurs’autoriseà acheterou vendreunique-
mentdesvachesde trois anset plus. Soit uk le nombre
devachesachet́ees(uk � 0) ou bienvendues(uk 1 0) au
coursdel’annéek.

1. Etablir les équationsrécurrentesde ce syst̀emeen
prenantpoursortieyk le nombretotal devachesau
coursdel’annéek.

2. En déduirela fonctiondetransfert
Y � z�
U � z� .

3. En déduirel’ équationrécurrentequi relie unique-
mentlesentŕeeset lessortiesdusyst̀eme.

Solution

Pour commenceron peut remarquerque le syst̀eme
ainsi décrit a une cadenceT de un an. Cettecadence
peutégalements’interpretercommeunepérioded’échan-
tillonnagesi onconsid̀erequele proćed́e (élevage)esten
réalit́e continu(les vachesexistententredeuxmesures).
Lanotiond’échantillonnagecorrespondauchoixdecomp-
ter lesvachesunefois paran.

1. Leséquationscorrespondant̀a l’ énonćes’écrivent:

x1kB 1 � 0 X 8x2k ) 0 X 4x3k

x2kB 1 � x1k

x3kB 1 � x2k )$� 1 / 0 X 3� x3k ) uk

yk � x1k ) x2k ) x3k

2. Pourobtenirla fonctiondetransfertonopèrela trans-
forméeenz surcesyst̀emed’équationensupposant
quelesconditionsinitialessontnulles:

zX1 � z��� 0 X 8X2 � z�*) 0 X 4X3 � z�
zX2 � z��� X1 � z�
zX3 � z��� X2 � z�!) 0 X 7X3 � z�*) U � z�
Y � z�V� X1 � z�*) X2 � z�*) X3 � z�

Si on remplacedansceséquationsX1 � z� parzX2 � z�
on trouve:

z2X2 � z��� 0 X 8X2 � z�!) 0 X 4X3 � z�
zX3 � z��� X2 � z�!) 0 X 7X3 � z�*) U � z�
Y � z�V� zX2 � z�*) X2 � z�*) X3 � z�

OnendéduitequeX3 � z�V�a� 2 X 5z2 / 2� X2 � z� donc:

z� 2 X 5z2 / 2� X2 � z��� X2 � z�!)_� 1 X 75z2 / 1 X 4� X2 � z�!) U � z�
Y � z��� zX2 � z�*) X2 � z�!)_� 2 X 5z2 / 2� X2 � z�

cequi conduitauxéquationssuivantes:� 2 X 5z3 / 1 X 75z2 / 2z ) 0 X 4� X2 � z��� U � z�
Y � z�V�a� 2 X 5z2 ) z / 1� X2 � z�

La fonctiondetransfertdecesyst̀emeestdoncdela
forme:

G � z��� 2 X 5z2 ) z / 1
2 X 5z3 / 1 X 75z2 / 2z ) 0 X 4

3. L’ équationrécurrentedécrivantentìerementl’ évolu-
tion entŕee/sortiedu troupeauest doncobtenueen
opérantla transforḿeeinverseenz:

2 X 5yk � 3 / 1 X 75yk � 2 / 2yk � 1 ) 0 X 4yk� 2 X 5uk � 2 ) uk � 1 / uk
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T
B0 � p� y � t � ykuk

Proćed́e
u � t �

FIG. 1.11– Procéd́e échantillonné

Exercice1.2

On consid̀erele syst̀emeéchantillonńe repŕesent́e sur
la figure1.11.

Onsupposequela fonctiondetransfertduproćed́eest:

G � p��� H
1 ) p

1. Etablirlesmod̀eles(équationrécurrente,fonctionde
transfertenz) decesyst̀eme.

2. Mêmesquestionslorsquecesyst̀emeestboucĺe par
un retourunitaireuk � yck / yk.

Solution

1. Modèlesduproćed́e:

– Equationrécurrente:

yk � 1 / e# Tyk �7� 1 / e# T � Huk

– Fonctiondetransfertenz:

G � z��� H
1 / e# T

z / e# T

2. Modèlesdusyst̀emeboucĺe:

– Equationrécurrente:� 1 ) H � yk � 1 / e# T yk � Hyck

– Fonctiondetransfertenz:

G � z��� H
1 / e# T

z ) H /^� 1 ) H � e# T

Exercice1.3

Soit les syst̀emesinterconnect́esdonńespar la figure
1.12.

1. Onposelesnotationssuivantes:

H1 � z���$�j
 B0 � p� G1 � p���
H2 � z���$�j
 B0 � p� G2 � p���
H3 � z���$�j
 B0 � p� G3 � p���
H5 � z���$�j
 B0 � p� G1 � p� G2 � p� �
H6 � z���$�j
 B0 � p� G1 � p� G2 � p� G3 � p� �

G3 { p| B0 { p|B0 { p| G1 { p|
H4 { z| T

+

e3 { t |
G2 { p| e4k

T

+-
e1k

e2k

e7k e6k e5 { t |
FIG. 1.12 – Schémade trois syst̀emesinterconnect́eset
réguléspar H4 � z�

Donnerl’expressionde la fonction de transfertde
cesyst̀eme,F � z� , aveccommeentŕeee1k et comme
sortiemesuŕeee4k .

2. La périoded’échantillonnageest de T � 1s et les
fonctionsde transfertsont donńee par les expres-
sionssuivantes:

G1 � p��� 1
p

G2 � p��� 2ln � 2�-� 1 / 2p�*) 2p
p ) ln � 2�

G3 � p��� ln � 2�
p ) ln � 2�

H4 � z��� K

Donnerl’expressiondela fonctiondetransfertF � z�
enfonctiondeK.

Solution

1. La premìerechoseà faire estd’identifier les trans-
fert entreslesdifférentsbloqueurset leséchantillon-
neurs.C’est uniquemententrecesdeuxopérateurs
quel’on peutdéfinir dessyst̀emeśechantillonńes.Le
premiertransfertestdonńepar:

e4 � z�
e2 � z� �J�J
 B0 � p� G1 � p� G2 � p����� H5 � z�

Ensuitedufait dela linéarit́edela transforḿeeenz,
onpeutécrire:

e6 � z�}�q�j
 B0 � p� G1 � p� � e2 � z�*)N�j
 B0 � p� G3 � p��� e4 � z�� H1 � z� e2 � z�*) H3 � z� e4 � z�
Ainsi le syst̀emeseréécrit commeindiquésur la fi-
gure1.13.Et la boucleferméeestdonńeepar:

e4 � H5e2 D e2 � e1 / H4H1e2 / H4H3H5e2

Cequi conduità la fonctiondetransfert:

e4

e1
� F � H5

1 ) H4 � H1 ) H3H5 �
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+-

e7k e6k

+

e4k

H1 { z|e2k

e1k

H4 { z| H3 { z|
H5 { z|

FIG. 1.13– Schémaéquivalent

2. Le calcul de F � z� nécessitele calcul préalabledes
fonctionsde transfertéchantillonńeesH1 � z� , H3 � z�
etH5 � z� . CommeņconsparH1 � z� :

H1 � z�~�q�j
 B0 � p� G1 � p� �� z / 1
z

��6 G1 � p�
p

8� z / 1
z

� 6 1
p2 8� z / 1

z
` Tz� z / 1� 2� 1

z / 1

PuismaintenantH5 � z� :

H5 � z�~�q�j
 B0 � p� G1 � p� G2 � p� �� z / 1
z

� 6 G1 � p� G2 � p�
p

8� z / 1
z

� 6 2ln � 2�-� 1 / 2p�*) 2p
p2 � p ) ln � 2�b� 8� z / 1

z
� 6 / 4

p
) 2

p2 ) 4
p ) ln � 2� 8� z / 1

z
6 / 4z
z / 1

) 2Tz� z / 1� 2 ) 4z
z / 1P 2

8� 1� z / 1�-� z / 1P 2�
etenfinH3 � z� qui donneavecla mêmedémarche:

H3 � z�~�	�j
 B0 � p� G3 � p���� z / 1
z

� 6 ln � 2�
p � p ) ln � 2��� 8� 1P 2

z / 1P 2

Lesyst̀emeenboucleferméepeutdoncêtrecalcuĺe:

F � z�}� H5 � z�
1 ) H4 � z�W� H1 � z�!) H3 � z� H5 � z�b���XYXYX� 2 � 2z / 1�� z / 1�-� 2z / 1� 2 ) K ��� 2z / 1� 2 ) 2�� 4z / 2
4z3 )_� 4K / 8� z2 )$� 5 / 4K � z )$� 3K / 1�
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Chapitre2

Réponsedessyst̀emesà tempsdiscret

Cechapitrefait le lien entrelesdifférentsmod̀elesdes
syst̀emes̀atempsdiscretetleurcomportementdynamique
enréponsèadesentŕeesconnues.Dansunpremiertemps
le calculdesréponsesensortieestabord́e et dansun se-
condtempsla notiondemodesestdéfinieet étudíee.

2.1 Calcul de la r éponse

2.1.1 A partir de l’ équationr écurrente

Unsyst̀emeàtempsdiscretpeutêtrerepŕesent́eparune
équationrécurrente:

anyk �H/ an# 1yk # 1 /^XYXYX / a1yk # n# 1 / a0yk # n) bmuk � m# n )$XYXZX[) b1uk # n# 1 ) b0uk # n

avecm ] n pourdesraisonsdecausalit́e.

Cettemod́elisationestsousformealgorithmiquedirec-
tementadaptablèal’implantationdansle processeur. Elle
estbienadapt́eeà la formulationdeslois decommande.
Lemod̀eleparéquationrécurrenten’estpasceluiquel’on
choisitgéńeralementpouruncalculmanuelderéponse.Il
peuttoutefoisêtreutilisépourcalculerpoint parpoint la
réponsecommele fait un calculateur. L’exemplesuivant
illustrececalcul.

Exemple2.1

Soit le syst̀emeà tempsdiscretsuivant:

yk � 2 / 3yk � 1 ) 2yk � uk

Il estsuppośe initialementaurepos,soit:

yk � 0 E k ] 0

etonappliqueuneentŕeeimpulsionnelletelleque

uk � 0 E k F� 0 et u0 � 1

L’applicationsuccessive del’algorithmeconduità:

y1 � 3y0 / 2y# 1 ) u# 1 � 0
y2 � 3y1 / 2y0 ) u0 � 1
y3 � 3y2 / 2y1 ) u1 � 3
y4 � 3y3 / 2y2 ) u2 � 7

On peutici reconnâıtre (maiscen’estpastoujoursaussi
évident)la suite:

yk �H/ 1 ) 2k # 1 E k � 0

quidonnel’expressionanalytiquedela réponsecherch́ee.G
2.1.2 A partir de la fonction de transfert

Théorème2.1 Soit G � z� une fonction de transfertet
U � z������
 uk� la transforḿeeen � d’uneséquenced’en-
trée,sousl’hypothèsedeconditionsinitialesnullesla ré-
ponsedusyst̀emeestdonńeepar :

yk ��� # 1 
 G � z� U � z� �
Commedansle casdessyst̀emesà tempscontinu,la

fonction de transfertpermetun calcul aiśe desréponses
uniquementdansle casdessyst̀emesinitialementau re-
pos.La méthodeestillustrésurl’exempleduparagraphe
préćedent.

Exemple2.2

La fonctiondetransfertdusyst̀emes’écrit:

G � z��� 1
z2 / 3z ) 2

La transforḿeeenz dusignalimpulsionneluk estici :

U � z��� 1

Il vientdonc:

Y � z��� G � z� U � z��� 1
z2 / 3z ) 2

Le calculde l’original peutsefaire à partir de tablesde
transforḿees,cequi nécessitegéńeralementunedécom-
positionen élémentssimples.Poursimplifier lescalculs
il est recommand́e d’effectuerla décompositionen élé-
mentssimplesde Y c zd

z et nonpascelledeY � z� . En effet,
il vient ici :

Y � z�
z

� 1
z� z2 / 3z ) 2� � 1

2
1
z

) 1
2

1
z / 2

/ 1
z / 1

15
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Ainsi on obtientunedécompositiondeY � z� enéléments
qui sonttousdestransforḿeesdetermesconnus(voir ta-
bleau1.1page5) :

Y � z��� 1
2

) 1
2

z
z / 2

/ z
z / 1

La transforḿeeinverses’obtientdirectementparapplica-
tion destransforḿeesdela table:

yk �J�w# 1 6 1
2

) 1
2

z
z / 2

/ z
z / 1

8 � 1
2

δk ) 1
2

2k / 1k

Cequi donne:

y0 � 1
2 ) 1

220 / 10 � 0

yk � 0 � 1
22k / 1k � 2k # 1 / 1 G

Exercice2.1

On consid̀erele syst̀emerégi parl’ équationrécurrente
suivante:

yk � 2 / 5yk � 1 ) 6yk � uk

Calculersa réponseindicielle et sa réponseimpulsion-
nelle.

Solution

Le calculdesaréponseindicielle(réponsèauneentŕee
entrain d’impulsionsunitairesuk � 1 D�E k I 0) peutse
calculerenpartantdesrepŕesentationenzdusignald’en-
tréeet dumod̀ele:

U � z��� z
z / 1

D G � z��� 1
z2 / 5z ) 6

Ona donc:

Y � z�V� G � z� U � z��� z� z / 1�-� z / 2�-� z / 3�
Par décompositionenélémentssimples:

Y � z�
z

� 1� z / 1�-� z / 2�-� z / 3�� 1
2

1
z / 1

/ 1
z / 2

) 1
2

1
z / 3

d’où:

Y � z��� 1
2

z
z / 1

/ z
z / 2

) 1
2

z
z / 3

Enutilisantle tableaudetransforḿees1.1page5, il vient:

yk � 1
2

1k / 2k ) 1
2

3k

Le calcul de sa réponseimpulsionnelle(réponsèa une
entŕeeu0 � 1 D uk � 0 D�E k F� 0, i.e.U � z��� 1) secalcule
dela mêmefaçon:

Y � z��� G � z� U � z��� 1� z / 2�W� z / 3�

Par décompositionenélémentssimples:

Y � z�
z

� 1
z� z / 2�W� z / 3�� 1
6

1
z

/ 1
2

1
z / 2

) 1
3

1
z / 3

d’où:

Y � z��� 1
6

/ 1
2

z
z / 2

) 1
3

z
z / 3

Enutilisantle tableaudetransforḿees,il vient:

y0 � 0

yk � / 1
2

2k ) 1
3

3k E k I 1

2.2 Réponseśechantillonnées

Commeévoqúe dansle chapitre1, l’ échantillonnage
d’unsignalcontinuconduitàunperted’information.Sans
entrerdansle détail nousallonsobserver cephénom̀ene
sur deuxexemplesde proćed́escontinuséchantillonńes
selonle mod̀eledela figure2.1.

T
B0 � p� y � t � ykuk

Proćed́e
u � t �

FIG. 2.1– Procéd́e échantillonné

On sait associer̀a ce syst̀emeun mod̀ele de type dis-
cretentrelaséquenced’entŕee % uk & etla séquencedesor-
tie % yk & . Cemod̀ele permetle calcul de % yk & pour % uk &
donńe,maisnepermetabsolumentpasderetrouver le si-
gnalcontinuy � t � . La seuleutilisationdumod̀eleà temps
discretne posegéńeralementpasde probl̀emepour une
étudeen boucleouverte,maispeuts’avérer insuffisante
pourcaract́erisercompl̀etementun syst̀emefonctionnant
enbouclefermée.Il estpréférabledanscecasd’utiliser
aussile mod̀ele à tempscontinudu proćed́e command́e
pourdéterminery � t � .

Lescalculsdevenantcomplexes,lescourbesquisuivent
sontdétermińeesà l’aide du logiciel Matlab.

Exemple2.3

Consid́eronsle proćed́e continude fonction de trans-
fert:

G � p��� 1
1 ) p

Pourtrois périodesd’échantillonnagedifférentela figure
2.2donnela réponseyk dusyst̀eme.
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1
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0
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1

FIG. 2.2– Trois échantillonnagesdifférents

Dansle premiercas,T � 0 X 1s, l’ échantillonnageest
trèsrapidedevant la constantedetempsdu syst̀emeτ �
1s. La réponsedusyst̀emeéchantillonńeseconfondavec
la réponsedu syst̀emecontinu.En premìereapproxima-
tion on pourrait quasimentnégliger l’effet de l’ échan-
tillonnage.

Dansle troisièmecas,T � 2s, l’ échantillonnagen’est
pasassezrapidepourrespecterla r ègledeShannon. Le
signaldiscretnerendpascomptedela réalit́edu proces-
sus.

Lesecondcas,T � 0 X 5s, estdoncàpréférercarl’ échan-
tillonnagerendcomptefidèlementdu comportementdu
syst̀emesansmultiplier desmesuresinutiles. G
Exemple2.4

Consid́eronsle syst̀emeéchantillonńe boucĺe de la fi-
gure2.3,avecunepérioded’échantillonnageT � 0 X 5set
unalgorithmedecommanderepŕesent́eparla fonctionde
transfert:

5z / 3
z ) 1

1
p2

5z� 3
z� 1� B0

y � t � yk

T

ek �
FIG. 2.3– Syst̀emeéchantillonnéboucĺe

La figure 2.4 montred’une part la réponseindicielle
decesyst̀emeobtenuèapartirdesseulsmod̀elesà temps
discret,d’autrepart la sortiey � t � du proćed́e calcuĺeeà
partirdesonmod̀eleà tempscontinu.

La constatationestquesi le capteurmesurey � t � avec
la périoded’échantillonnageT � 0 X 5s, la mesurenerend
pascompteentìerementdu comportementdu syst̀emeà

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.5

1

1.5
Sortie du systeme

Temps

Am
pl

itu
de

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.5

1

1.5

2
Sortie du systeme

Temps
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pl

itu
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FIG. 2.4– Echantillonnageà la périodedel’oscillation

tempscontinu.Enparticulierici, l’ échantillonnagesefait
exactement̀ala périoded’un phénom̀eneoscillantpourle
syst̀emeà tempscontinufaisantcroire à la convergence
dusignal. G
2.3 Notion demodes

Nous avons établi quepour calculerla réponsed’un
syst̀emeà tempsdiscret,il estpossiblede proćederpar
décompositionen élémentssimplesdeY � z��P z. Nousal-
lonsmaintenantobservercettedécompositiondansle cas
géńeral.

SoitG � z� la fonctiondetransfertd’unsyst̀emecompre-
nantnp pôlesnot́es p1 DYXYXZX D pnp. Chaquepôle peutéven-
tuellementapparâıtre plusieursfois dansle dénomina-
teur. On parlerademi, l’ordre demultiplicit édu pôle pi

(i � 1 DYXYXZX�D np).

Identiquementon définit uneentŕeequelconqueU � z�
pourle syst̀eme.Satransforḿeeenzsecaract́eriseparun
polynômeau dénominateuravec un certainnombresde
racinesr1 DYXYXZX�D rq.

Aprèsavoir effectúeladécompositionenélémentssim-
plesdeY � z��P z � G � z� U � z��P z on trouve unerepŕesenta-
tion dela formesuivante:

Y � z�V� np

∑
i � 1

Gi � z�H) q

∑
j � 1

U j � z� (2.1)

Chacundestermesde cettesommes’exprime en fonc-
tion soit d’un pôle pi soit d’uneracinedu dénominateur
deU � z� , r j . Nousnenousintéresseronspasàcesderniers
termesdanscettepartiedu cours.Ils repŕesententcequi
estappeĺe le r égime forcé du syst̀emeet dépendentes-
sentiellementdu type d’entŕeeenvoyéeau syst̀eme.Par
contre,nous allons détailler les premierstermesGi � z�
qui, mêmes’ils dépendentdu choix du signal d’entŕee,
décriventdescaract́eristiquesintrinsèquesausyst̀emeG � z� .
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Pluspréciśement,les fonctionsGi � z� sedécomposent
commesuit:

Gi � z��� mi

∑
q� 1

αiqz� z / pi � q

et leur transforḿeeenz inverses’écrit géńeriquementde
la formesuivante:� # 1 
 Gi � z� ���7� β0 ) β1k )$XYXYX�) βmi # 1kmi # 1 � pk

i � Pi � k� pk
i

Cetermeainsi formulé estcompośe du produitd’un po-
lynômeenk avec la suitegéoḿetriquedespuissancesdu
pôle pi . On va voir quel’ évolution de ce type de terme
dépendessentiellementdela valeurde pi. On parlerade
mode assocíe au pôle pi et nousallons décriredansla
suite descat́egoriesde comportementde cesmodesen
fonctiondela valeur(réelleoucomplexe) de pi.

Parsuperposition,la réponsed’un syst̀emeàuneentŕee
quelconquecomprendstoujoursune sommede termes
telsque: � # 1 
 np

∑
i � 1

Gi � z� �.� np

∑
i � 1

Pi � k� pk
i

dont d’évolution temporelleest caract́eriśee par chacun
desmodes.Il y a autantde modesquele syst̀emea de
pôlesdistincts.

Nousallonsmaintenantenvisagertour à tour descas
simplesdemodesassocíesàdifférentesvaleursdespôles
puisnouscaract́eriseronsla réponseglobaledu syst̀eme
compośeedela superpositiondetouslesmodes.

2.3.1 Mode r éel

Un moderéel estassocíe à un pôle réel.Pouralléger
les notations,soientp ce pôle et % P � k� pk & la suitecor-
respondant̀a la contribution de ce pôle à la réponsedu
syst̀eme.

IndépendemmentdecequepeutêtrelepolynômeP � k� ,
l’ étudedessuitesnousenseigneque:

– Si Q p Q�1 1, alorsla suite % P � k� pk & converge vers0
quandk

� ) ∞. On parlealorsdemodeconvergent
dont la convergenceestport́eepar la suitegéoḿe-
trique % pk & . La vitessede convergencedépendes-
sentiellementdela valeurde p. Plusla valeurde Q p Q
estfaible, plus le modeconvergevite versl’origine
(convergenceexponentielle).

– Si Q p Q�� 1, alors la suite % P � k� pk & diverge quand
k

� ) ∞. On parlesalorsdemodedivergentdontla
divergenceestport́eeparla suitegéoḿetrique % pk & .
La vitessededivergencedépendessentiellementde
la valeurde p. Plusla valeurde Q p Q estgrande,plus
le modedivergevite (divergenceexponentielle).

– Si Q p QY� 1 et queP � k��� P � 0� estunpolynômecon-
stant,alorsla contributiondecemodeestun signal
qui ne diverge ni ne converge. On parle alors de
modeentretenu. Cecasestpossibleuniquementsi
P � k� estunpolynômeconstant(i.e.dedegrézéro)ce
qui estpossibleuniquementquandl’ordre demulti-
plicit édupôleestégal à m � 1.

– Si Q p Qb� 1 etP � k� estdedegré nonnul, alorsla suite% P � k� pk & divergequandk
� ) ∞. Onparledemode

divergentdont la divergenceestport́eepar la suite% km# 1 & (divergencepolynômiale).

– Si p � 0,alorslasuite % P � k � pk & atendance(ausigne
deP � k� près)à êtredu mêmesigne(modeapério-
dique).

– Si p 1 0, alorsla suite % P � k� pk �7�O/ 1� kP � k��Q p Q k & a
tendance(ausignedeP � k� près)à changerdesigne
à chaqueitération(modeoscillatoire).

– Si p � 0, alorsla suite % P � k� pk & convergevers0 en
uneseuleitération(r éponsepile).

Sansentrerplusdanslesdétails,voici quelquesexemples
qui illustrentcesdifférentesnotions.

Exemple2.5

Soientles deuxsyst̀emessuivantscompośe d’un seul
etmêmepôle.

G1 � z��� 1
z / 2

G2 � z��� / z2 ) 3z / 1 X 1� z / 2� 3

Les réponses̀a un échelonpourcesdeuxsyst̀emessont
donńeessur la figure2.5 ( � pourG1 et o pourG2). On
constatequela divergencemêmesi ellen’estpasexacte-
mentidentiquesefait avec la mêmevitesseapproxima-
tive. L’autre constatationestque le signede la réponse
suit la courbed’un polynôme(modeaṕeriodique).
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FIG. 2.5– Réponsesdel’exemple2.5 G
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Exemple2.6

Soientles deuxsyst̀emessuivantscompośe d’un seul
etmêmepôle.

G1 � z�V� 1
z ) 0 X 5 G2 � z��� z2 / 1z ) 1� z ) 0 X 5� 2

Les réponses̀a un échelonpourcesdeuxsyst̀emessont
donńeessur la figure2.6 (o pour G1 et � pourG2). On
constatequela convergenceestassezsimilaire mêmesi
elle n’estpasexactementidentique.L’autreconstatation
estquele signedela réponsealterne(modeoscillatoire).
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FIG. 2.6– Réponsesdel’exemple2.6 G
Exemple2.7

Soientlesdeuxsyst̀emessuivantscompośechacund’un
seulet mêmepôledemoduleégal à un.

G1 � z��� 1
z ) 1

G2 � z�V� 0 X 01� z / 1� 2

Les réponses̀a un échelonpourcesdeuxsyst̀emessont
donńeessur la figure2.6 (o pourG1 et � pourG2). G1 a
uneréponseoscillanteni divergenteni convergente(mode
entretenuoscillatoire)carlepôle / 1 apparâıt dansla fonc-
tion de transfertavec un ordredemultiplicit é égal à un.
G2 parcontredivergesansoscillercar le pôle ) 1 estpo-
sitif et d’ordredemultiplicit éégal à deux.La divergence
n’estpasexponentielle,maistendversuneasymptoteli-
néaire. G
2.3.2 Mode complexe

Lesracinesd’unpolynômeàcoefficientsréelssontsoit
réellessoit complexes.Dansle secondcas,pourchaque
pôle p telsqueIm � p��F� 0 il existeunautrepôle p� com-
plexeconjugúedep. cesdeuxpôlesp et p� interviennent
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FIG. 2.7– Réponsesdel’exemple2.7

nécessairementavec le mêmeordrede multiplicit é.Par
définition un modecomplexe estassocíe à un couplede
pôlescomplexesconjugúesl’un de l’autre. La contribu-
tion decemodeestdela formesuivante:

Pa � k� pk ) Pb � k�W� p� � k

où Pa � k� etPb � k� sontdespolynômes̀a coefficientscom-
plexesdumêmedegré,maisil estpossibledemonterque
la contributionconjointedespuissancesdepk et � p�Y� k est
nécessairementréelle.Dèslorsla contributiond’un mode
complexepeutégalements’écriresousla formesuivante:

P � k� ρk sin� kθ ) φ �
où P � k� estun polynômeà coefficientsréels,où φ estun
déphasagedétermińe par la situation,où ρ estle module
du pôle et où θ estl’argumentdu pôle. D’aprèsles for-
muled’Eulerona p � ρejθ et p��� ρe# jθ.

Indépendemmentde ce peut être le polynôme P � k� ,
l’ étudedessuitestellesqueP � k� ρk sin� kθ ) φ � nousen-
seigneles caract́eristiquessuivantessur la contribution
d’un modecomplexe:

– Si Q p QY� ρ � 1 la réponsetransitoiredivergeà la vi-
tessedeρk (divergenceexponentielle),

– Si Q p QY� ρ 1 1 la réponsetransitoireconvergevers0
à la vitessedeρk (convergenceexponentielle),

– Si Q p QY� ρ � 1 la réponsetransitoiredivergeà la vi-
tessedu polynômeP � k� et si le pôleestdemultipli-
cité égaleà 1 alorsP � k�V� α et le modeneconverge
ni nediverge(modeentretenu),

– Si arg � p��� θ F� 0 estl’argumentdep, la réponsedu
syst̀emeoscille à cettefréquence(oscillation“por-
tée”parla convergencedeρk). Le modeestoscilla-
toire.

Un résuḿe decescomportementsdynamiquesestdonńe
surla figure2.8page20.
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FIG. 2.8– Alluredesmodesselonleur emplacementdansle plan deLaplace
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Remarque2.1 Enpratique,onretiendra qu’unsyst̀eme
à tempsdiscretpeutavoir deuxsourcesd’oscillations: la
présencedemodescomplexeset/oula présencedemodes
à partie réellenégative. Bien entendu,cesdeuxphéno-
mènesd’oscillationspeuventsesuperposer.

Exemple2.8

Consid́eronsle syst̀emedefonctiondetransfert:

G � z��� b0

z2 ) a1z ) a0
� b0� z / λ1 �W� z / λ2 �

La réponseimpulsionnelledecesyst̀emeestobtenueen
calculantl’original desafonctiondetransfertenz:

G � z�.� b0

λ1λ2
) b0z� z / λ1 � λ1 � λ1 / λ2 � ) b0z� z / λ2 � λ2 � λ2 / λ1 �

soit:

gk � b0

λ1λ2
δk ) b0

λ1 / λ2
� λk # 1

1 / λk # 1
2 �

Si lesmodesdusyst̀emesontréels(4a0 ] a2
1), le syst̀eme

estcompośe dedeuxmodesréelsdont le comportement
dépendrespectivementdesvaleursdeλ1 et λ2.

Si lesmodessontcomplexesconjugúes(4a0 � a2
1), il

vient:

gk � 0 � b0ρk # 2sin� k / 1� θ
sinθ

avec:
ρ ��� a0 cosθ �L/ a1

2� a0

A la donńeedea0 et a1, la réponsetransitoired’un sys-
tèmedusecondordreestsoit unesommededeuxmodes
réelssoirunmodecomplexedontla convergenceestdon-
néepar le moduledespôles(ρ ��Q λ Q ) et l’oscillation est
donńeeparleurargument(θ � arg � λ � ).

Pour illustration les réponsesimpulsionnelleet indi-
ciellepourlesvaleursb0 � 0 X 5, a1 ��/ 1 eta0 � 0 X 5 sont
donńeessur la figure2.9. G
Exemple2.9

Consid́eronslessyst̀emessuivants:

G1 � z2 ) 2z ) 3
z2 / 1 X 414z ) 1

D G2 � 1
z2 ) 1 X 414z ) 1

G3 � z2 ) 2z ) 3
z4 / 2 X 828z3 ) 4z2 / 2 X 828z ) 1

Lepremiersyst̀emeadmetdeuxpôlescomplexesconju-
gués � 2P 2 ) j � 2P 2 et � 2P 2 / j � 2P 2. Cespôlescom-
plexessontdemoduleégal àunet ils sontdemultiplicit é
simpledoncla réponseindicielleestoscillanteentretenue
(pasdeconvergenceni dedivergence).
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FIG. 2.9– Réponsesimpulsionnelleet indicielle

Le secondsyst̀emeadmetlespôles / � 2P 2 ) j � 2P 2 et/ � 2P 2 / j � 2P 2.Le modeassocíe àcepôlea lesmêmes
caract́eristiquesquepour G1 si ce n’est queen plus de
l’oscillation li éeà θ F� 0, s’ajouteunealternancedueau
fait quela partieréelleestnégative.

Le troisièmeexempleest tel que le couplede pôles
( � 2P 2 ) j � 2P 2, � 2P 2 / j � 2P 2)estd’ordredemultipli-
cité égaleà deux.Le syst̀emeestdoncoscillantavec les
mêmescaract́eristiquesquepourG1 maisà la différence
qu’il divergeavecunevitessepolynômiale. G
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FIG. 2.10– Réponsesindiciellesdel’exemple2.9

2.3.3 Caractérisation desmodespar analo-
gie aveclessyst̀emescontinus

Onrappellequelespôlesdessyst̀emescontinuspeuvent
êtredécritspar:

pc ��/ ζωn � jωn � 1 / ζ2

Cetteécrituregéńeriquepourlespôlescomplexesdevient
dansle casdepôlesréels(ζ � 1):

pc �H/ 1P τ
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Et les polynômescaract́eristiquesdessyst̀emesà temps
continusefactorisentavecdestermestelsque:

p2 ) 2ζωnp ) ω2
n et p ) 1P τ

Les différentsparam̀etresque nousvenonsde rappeler
caract́erisentlesréponsesdesmodesdessyst̀emesconti-
nus:

– τ � 1PR� ζωn � : tempsde réponsedu mode(le mode
convergeà95%desavaleurfinaleen3τ secondes).

– ωp � ωn � 1 / ζ2 : pulsationpropre(caract́erise la
pulsationdel’oscillationdanslecasd’unmodecom-
plexe).

– ωn : pulsationproprenonamortie.

– ζ �j
 0 1 � : coefficient d’amortissement(plusζ est
faibleplusle modeoscilleavantdeconverger).

Cespropríet́essontmaintenantreprisespourcaract́eriser
lesmodesdessyst̀emesdiscrets.

Nous avons établi dansla section1.4.3 quepour les
syst̀emescontinuséchantillonńesque les pôlesdu sys-
tèmesdiscretobtenuapr̀eséchantillonnagesedéduisent
dusyst̀emecontinuoriginalsuivantla formule:

pd � epcT

où T estla périoded’échantillonnage,pc lespôlesdusys-
tèmecontinuet pd lespôlesdusyst̀emediscret.

Ainsi partantdu pôle d’un syst̀emecontinuayantcer-
tainescaract́eristiquesen termesde tempsde réponse,
d’amortissementetdepulsationpropreontrouvele pôles
d’un syst̀emediscret(fonctionnant̀a la périodeT) qui au-
rait lesmêmescaract́eristiquesdynamiques:

pc �a/ 1P τ pc �L/ ζωn � jωn � 1 / ζ2� �
pd � e# T z τ pd � e# T z τ � cos� ωpT � � j sin� ωpT �b�

Inversementunpôleréeld’un syst̀emediscret,pd � zr se
caract́erisepar:

– un tempsderéponseτ �L/ T P ln � zr � , où T estla pé-
riodedefonctionnementdusyst̀emediscret,

– despulsationpropresnullesetunamortissementζ �
1 (le modeestnonoscillant).

Un pôlecomplexe pd � zr � jzi secaract́erisepar:

– un tempsderéponseτ �L/ 2T P ln � z2
r ) z2

i � ,
– unepulsationpropreωp � 1

T arctan� zi P zr � ,
– unepulsationproprenonamortieωn � � ω2

p ) 1P τ2,

– unamortissementζ � 1P � 1 ) ω2
pτ2.

Exemple2.10

En reprenantl’exemple2.8, le modecomplexe estca-
ract́eriśe parle polynômecaract́eristique:

z2 / z ) 0 X 5 h pd � 1
2

� 1 � j �
Cequi conduità:

– un tempsde réponseτ � 2 X 89T (la convergenceà
95%sefait auboutde9 périodes),

– unepulsationpropreωp � π
4T (la périodedel’oscil-

lationesthuit fois suṕerieurèa la périodedeséchan-
tillons),

– unepulsationproprenonamortieωn � 0 X 8585P T,

– un amortissementζ � 0 X 4037(l’amortissementest
indépendantdela périodedeséchantillons).

Le tempsderéponseet la pulsationpropreseretrouvent
surla figure2.9. G
2.3.4 Superpositiondesmodes

Pourlesproćed́esrencontŕesenpratique,lespôlespeu-
ventêtresmultiplesetleureffetss’additionnentsurlasor-
tie mesuŕeedusyst̀eme.L’ensembledespossibilit́esn’est
pasdescriptible.Cependantil estparfoispossiblededis-
cernerdesalluresduesauxdifférentspôlesquandlesdy-
namiques(vitessesdeconvergence/divergence)sonttrès
différentes.Quelquesexemplessontdonńessur la figure
2.11.
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FIG. 2.11– Réponsesindicielle avecun moderéelet un
modecomplexeayantdesdynamiquesdifférentes

La premìeredecescourbesmontreun syst̀emeayant
un pôle réel à convergencelente (plus de 30 itérations
pourconverger)etunmodefortementoscillantquiconverge
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rapidement(l’oscillation rejoint rapidementl’exponen-
tielle convergentedumoderéel).

Lasecondecourbemontrelasituationinverse.Unmode
réel trèsrapideconverge dansles tout premiersinstants
(mont́eerapideversun voisinagedel’ équilibre).A cette
convergencerapides’ajouteun modeoscillant dont la
convergenceestpluslente.

Danstouslescasil estimportantdenoterquelaconver-
genceglobaled’un syst̀emesefait avec la constantede
tempsdu modele plus lent. C’est à dire à la vitessedu
modedontle pôle à le modulele plusgrand.
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Chapitre3

Stabilit é dessyst̀emesà tempsdiscret

Cechapitreportesur la stabilitédessyst̀emesà temps
discret.Dansunpremiertempsnousreplacerontla notion
destabilitédansuncadregéńeralpuisnousporteronsplus
préciśementnotreattentionsurla stabilitédéfinieausens
d’un transfertborńe. La suitedu chapitreporte sur des
techniquesd’évaluationde la stabilité et concluesur le
casdessyst̀emeśechantillonńes.

3.1 Stabilit é internedessyst̀emes

Danscecoursnousavonsvolontairementchoisidene
présenterlessyst̀emesquesousla formedefonctionsde
transfertset d’équationsrécurrentes.Une autremod́eli-
sationtrèsfréquemmentrencontŕees’écrit souscertaines
hypoth̀esescommesuit:�

xk � 1 � f � xk D uk �
yk � g � xk D uk �

Où u repŕesentele signalenentŕeedusyst̀eme,y la sortie
mesuŕeeet f et g sontdesfonction quelconquesdécri-
vantle fonctionnementduprocessus.Cetterepŕesentation
a l’avantagedemettreenévidenceunvecteurxk � � n ap-
peĺeétatdusyst̀eme.Cevecteurdécritexactement̀al’ins-
tant k l’ état (positions,vitesses,concentrationsde pro-
duits, tensionśelectriques...)du syst̀eme.D’usagediffé-
rentde la repŕesentationprésent́eedanscecours,elle va
audel̀a d’unedépendanceentrelesentŕeeset lessorties,
pour repŕesenterles comportementsinternesdu proces-
sus.

La stabilité internedessyst̀emesestdéfinie à la don-
née de ce type de mod̀eles.Nous donnonsici unique-
ment quelquesbrefs élémentsde cettethéorie.Le pre-
mier d’entreeux estla définition despointsd’équilibre.
On supposequele syst̀emeestplaće enmodeautonome
(uk � ue estuneconstantele plussouventnulle)etondé-
finit lesétatsd’équilibrexe commelessolutiondel’ équa-
tion :

xe � f � xe D ue�
Ils correspondentauxsituationsdanslesquellessi le sys-
tèmeestdanscetétatalorsil nepeutpasévolueràmoins

demodifierla commande.

Cespointsd’équilibresesontengéńeralpasuniques.
Par exemplesi l’on consid̀ereunpenduleconstitúed’une
barrerigidepouvanttournerdansunplanvertical,cesys-
tèmeadmetdeux points d’équilibre quandla barreest
verticalesoit versle hautsoit versle bas.Ceciestillustré
surla figure3.1.

Positions d’équilibre pour

θ = 0
θ = π

θ

mg

FIG. 3.1– Positionsd’équilibredupendulerigide

Il estaiśe deremarquerquelesdeuxpointsd’équilibre
du pendulen’ont pasle mêmestatut.On peutspontańe-
mentqualifier l’ équilibreθ � π d’instableet la position
inversedestable.Mathématiquementla stabilitédedéfi-
nit commesuit:

Définition 3.1 Un pointd’équilibrexe est:

simplementstablesi quelquesoit le voisinageΩ1 dexe,
il existeunvoisinageΩ2 dexe tel que,pour tout état
initial x0 � Ω2, xk � Ω1 E k I 0.

asymptotiquementstablesi il existeun voisinageΩ1 de
xe tel que,pour tout état initial x0 � Ω1, xk

�
xe

quandk
� ) ∞.

globalementasymptotiquementstablesi pour tout état
initial x0 � � n, xk

�
xe quandk

� ) ∞.

instables’il n’estpasstable.

25
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Par définition la stabilité indiquequesi le syst̀emea
un étatinitial suffisammentprochedel’ équilibrealorsil
nes’enécartepas.La stabilitéasymptotiqueajouteàcela
que l’ état du syst̀emerejoint asymptotiquementl’ équi-
libre pourdesconditionsinitialessuffisammentproches.
Lecaract̀ereglobalindiquequelaconvergenceversl’ équi-
libre sefait pourtoutconditioninitiale.Enfin l’instabilit é
indiquequeaussiprèsquel’ étatsoitdel’ équilibreconsi-
déŕe, il a tendancèa s’enécarter.

La probĺematiqueestbien souvent pour les syst̀emes
non-linéairesde déterminerdesdomainesde condition
initialespour lesquellesle syst̀emeestassuŕe deconver-
ger vers un équilibre. Pour ce qui est dessyst̀emesli-
néairessur lesquelsporte ce cours,la stabilité ou l’in-
stabilité sonttoujoursdespropríet́esglobaleset le point
d’équilibreest,saufcasparticulier, unique.

Nousne détaillonspasplus la notion de stabilité in-
terneni la théoriedeLyapunov qui lui estassocíee.Ce-
pendant,onpeutnoterqu’apeudedifférencesprès,pour
lessyst̀emesenvisaǵesdansce cours,la stabilité interne
et la stabilitéBIBO sontéquivalentes.

3.2 Stabilit éBIBO dessyst̀emes

BIBO vientdeladéfinitionenanglais:“boundedinput,
boundedoutput”. La caract́erisationdessyst̀emesstables
sefait en prouvantquela sortiedu syst̀emeesttoujours
non divergentetant que le signal d’entŕee est contenu
dansun certaindomaine.La traductionde l’anglais dit
“ à entŕeebornée,sortiebornée”. Mathématiquementla
définitionest:

Définition 3.2 Unsyst̀emedéfinitpartsesentŕees/sorties
tel que:

uk/ �
F

yk/ �
estBIBOstablesi pour touteentŕeebornée� % uk & �

∞ � sup
k '�� Q uk Q+1 ∞

la sortieesttoujoursbornée� % yk & �
∞ � sup

k '�� Q yk Qo1 ∞

Cettedéfinitiontrèsgéńerale,s’appliquèa tout typede
mod̀ele.Dansle casdessyst̀emeslinéaires,nousallons
voir qu’elleseparticulariseet revient à étudierlesmodes
dusyst̀eme.Eneffet,enreprenantlesnotationsdelapage
17 la transforḿeeenz dela sortiedusyst̀emepour toute
entŕeeU � z� estdonńeepar(2.1):

Y � z��� np

∑
i � 1

Gi � z��) q

∑
j � 1

U j � z�

Lespremierstermesont ét́e étudíesdansle chapitrepré-
cédent.Ils correspondenttousà dessignauxsoit conver-
geantvers0 (modesconvergeantexponetiellement)soit
entretenus,soitdivergeants.S’il existeaumoinsunmode
divergent,la sortieestnon borńee,le syst̀emen’est pas
stable.Si parcontretouslesmodessontconvergentsalors
le premiertermeestconvergentetdoncborńe.

Maintenant,enutilisantdesargumentssimilairessi tous
lesmodessonttelsque Q pi Q�1 1 et sousl’hypothèseque
le signald’entŕeeestborńe,il estpossibledemontrerque
le secondtermedécritunsignalborńe:����� � # 1 : q

∑
j � 1

U j � z� ? �����
∞

1 ∞

Inversement,si il existeunmodetel que Q pi Qb� 1 il estaiśe
deconstruireun signald’entŕeeborńe tel quela sortieyk

diverge. Le résultatpour les syst̀emeslinéairesà temps
discretestdoncénonće parle théor̀emesuivant.

Théorème3.1 SoitF � z� unsyst̀emeà tempsdiscret et
soientp1 D p2 DY`Y`Y`\D pr sesr pôlesdistincts.

1. Si � i �u% 1 DZ`Y`Y`[D r & tel que Q pi QSI 1, alors le syst̀eme
estBIBOinstable.

2. Si E j � 1 DY`Y`Y`[D r, Q p j Q*1 1, alors le syst̀emevérifie
la propriét́e internedestabilité asymptotiqueet est
BIBOstable.

3. Si E j � 1 DY`Y`Y`[D r, Q p j QS] 1 et � i �^% 1 DY`Y`Y`[D r & tel queQ pi Q�� 1, alors le syst̀emepeut ééventuellementvé-
rifier la propriét́e internedestabilitémaisn’estpas
BIBOstable.

Exemple3.1 Soit le syst̀emecaract́eriśeparla fonction
detransfert:

F � z��� 0 X 25z� z / 0 X 5�W� z / 0 X 25�
Les pôlessontde moduleinférieur à 1. Le syst̀emeest
stable.Par exemple,saréponsèa uneentŕeeimpultion-
nelle(U � z��� 1) s’écrit:

Y � z��� F � z�R, 1 � z
z / 0 X 5 / z

z / 0 X 25� � # 1

yk � f1k ) f2k � 0 X 5k / 0 X 25k

etconvergecommele montrel’ évolutionde f1k et f2k sur
la figure3.2. G
Exemple3.2 Soit le syst̀emecaract́eriśeparla fonction
detransfert:

F � z��� z� z ) 2�-� z / 0 X 5�
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FIG. 3.2– Syst̀emeasymptotiquementstable

L’un despôleestdemodulesuṕerieurà1 ( Q�/ 2 QW� 2). Le
syst̀emeestinstable.Parexemple,saréponsèauneentŕee
impultionnelle(U � z��� 1) s’écrit:

Y � z�V� F � z�R, 1 ��/ zP 1 X 5
z ) 2

) zP 2 X 5
z / 0 X 5� � # 1

yk � f1k ) f2k �L/ 1
1f 52k ) 1

2f 50 X 5k

et l’une descomposantesdela sommedivergecommele
montrel’ évolutionde f1k et f2k surla figure3.3. G
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FIG. 3.3– Syst̀emeinstable

Exemple3.3 Soit le syst̀emecaract́eriśeparla fonction
detransfert:

F � z�V� z� z ) 1�-� z / 1�
Lespôlessontdemoduleégauxà1.Le syst̀emeestBIBO
instable.Par exemple,saréponsèa uneentŕeeindicielle

(U � z��� z
z# 1) s’écrit:

Y � z��� F � z�R, z
z# 1 ��/ zP 4

z ) 1
) zP 4

z / 1
) zP 2� z / 1� 2� � # 1

yk � f1k ) f2k ����/ 1
4 �O/ 1� k � )a� 1

41k ) 1
2k�

et l’une descomposantesdela sommedivergecommele
montrel’ évolutionde f1k et f2k surla figure3.4.
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FIG. 3.4–Syst̀emedel’exemple3.3enréponsèa unéche-
lon

Parcontre,saréponsèauneentŕeeimpultionnelle(U � z�.�
1) s’écrit:

Y � z�V� F � z�., 1 �L/ zP 1 X 5
z ) 2

) zP 2 X 5
z / 0 X 5� � # 1

yk � f1k ) f2k �L/ 1
2 �O/ 1� k ) 1

21k � 0 X 5 ) 0 X 5 �O/ 1� k
etellenedivergepasmaisalterneentredeuxvaleurs. G
Exemple3.4 Soit le syst̀emecaract́eriśeparla fonction
detransfert:

F � z��� z� z / 0 X 9cos� π P 4�b�
z2 / 2 ` 0 X 9cos� π P 4� z ) 0 X 92) z� z / 0 X 85cos� π P 5���

z2 / 2 ` 0 X 85cos� π P 5� z ) 0 X 852

Lespôlessontcomplexes(0 X 9ejπ z 4, 0 X 9e# jπ z 4, 0 X 85ejπ z 5
et 0 X 85e# jπ z 5) de moduleinférieur à 1. Le syst̀emeest
stable.Par exemple,saréponsèa uneentŕee impultion-
nelleindicielle (U � z��� 1) s’écrit:

Y � z�V� F � z�., 1 � zP 2
z / 0 X 9ejπ z 4 ) zP 2

z / 0 X 9e# jπ z 4) zz 2
z# 0f 85ejπ � 5 ) zz 2

z# 0f 85el jπ � 5� � # 1

yk � f1k ) f2k � 0 X 9kcos� kπ P 4�*) 0 X 85kcos� kπ P 5�
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et lesdeuxcomposantesconvergentenoscillantà despé-
riodesdifférentesetavecdesvitessesdeconvergencedif-
férentescommele montrel’ évolution de f1k et f2k sur la
figure3.5. G

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.5

0

0.5

1

k=0

k=8
k=20

FIG. 3.5 – Syst̀emede l’exemple3.4 en réponseà une
impulsion

3.3 Crit èredeJury

Le critère de Jury adressela stabilité à partir de la
connaissancedupolynômecaract́eristique:

P � z��� anzn ) an# 1zn# 1 )_`Z`Y` ) a1z ) a0

Il est ainsi possibled’évaluer la stabilité d’un syst̀eme
partantd’une fonction de transferten étudiantle poly-
nômeaudénominateursansencalculerlesracines.

Théorème3.2 Un syst̀emelinéaire à tempsdiscret est
asymptotiquementstablesi etseulementsi lescoefficients
de son polyn̂omecaract́eristique vérifient les relations
qui suivent.Lesconditionsdépendentde l’ordre du sys-
tèmenousne les donnonsque pour n � 2 ,3 et 4. Les
ordressuṕerieurspeuvent̂etregéńeréssansdifficultémais
sont fastidieux.Pour plus de simplicité on supposeque
an � 0. Dansle cascontraire il suffit demultiplier tous
lescoefficientspar / 1.

n � 2 :

�� � a0 ) a1 ) a2 � 0
a0 / a1 ) a2 � 0

a2 / a0 � 0

n � 3 :

�yy� yy� a0 ) a1 ) a2 ) a3 � 0/ a0 ) a1 / a2 ) a3 � 0
a3 /$Q a0 Q � 0

a0a2 / a1a3 / a2
0 ) a2

3 � 0

n � 4 :�yy� yy� a0 ) a1 ) a2 ) a3 ) a4 � 0
a0 / a1 ) a2 / a3 ) a4 � 0
a2

4 / a2
0 /JQ a0a3 / a1a4 Qo� 0� a0 / a4 � 2 � a0 / a2 ) a4 �*)$� a1 / a3 �-� a0a3 / a1a4 ��� 0

Exemple3.5 Soit le syst̀emedont le polynômecarac-
téristiques’écrit:

P � z��� z3 )_� K / 0 X 75� z / 0 X 25

L’applicationducritèredeJuryconduitàl’ensembled’équa-
tions:�yy� yy� a0 ) a1 ) a2 ) a3 � K � 0/ a0 ) a1 / a2 ) a3 � K ) 0 X 5 � 0

a3 /JQ a0 Qn� 1 / 0 X 25 � 0
a0a2 / a1a3 / a2

0 ) a2
3 ��/ K ) 1 X 6875 � 0

dontl’intersectiondonne0 1 K 1 1 X 6875commecondi-
tion destabilité. G
3.4 Crit èredeRouth

Le critèrede Jury donńe dansla sous-sectionpréće-
denteestun critèrequi attestequelesracinesd’un poly-
nômeappartiennentaudisqueunité( Q λ QY1 1) sansavoir à
les calculer. Le critèrede Routhquantà lui attesteque
les racinesd’un polynôme appartiennentau demi-plan
gauche(ℜ � λ �@1 0). Il n’estdoncpasdirectementappli-
cablepourlessyst̀emes̀a tempsdiscret.

Lemme3.1 Soit P � z� un polyn̂omede degré n et soit
P̃ � w� le polyn̂omedu mêmedegré obtenupar la relation
suivante:

P̃ � w���7� 1 / w� n P   1 ) w
1 / w ¡

Le polyn̂omeP � z� a toutessesracinesdans le disque
unité( Q zi Qo1 1) si etseulementsi lesracinesdeP̃ � w� sont
dansle demi-plangauche(ℜ � wi �V1 0).

Preuve

Soit la transformationbijectivesuivante:

z � 1 ) w
1 / w ¢ h w � z / 1

z ) 1

elle transformela variablecomplexe z en unenouvelle
variablew telleque:

z � α ) jβ ¢ h w � α2 ) β2 / 1 ) 2 jβ� α ) 1� 2 ) β2

d’où:Q zQW1 1 ¢ h α2 ) β2 1 1 ¢ h ℜ � w�V1 0
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CerésultatappliqúeauxracinesdeP � z� concluelapreuve.

x
Il estimportantdenoterquela transformationenw des

polynômescaract́eristiquesde syst̀emesà tempsdiscret
permetuniquementd’appliquerle critèrede Routh.Au-
cuneautreutilisation de cettetransformationn’est con-
seillée.Il nefautenaucuncasconfondrecerésultatavec
destransformationsdonnantuneéquivalenceentreunsys-
tèmediscretet un syst̀emecontinu.Le polynômeP̃ � w�
n’a aucuneinterpŕetationenAutomatique.

Théorème3.3 Soitle polyn̂omedonńepar:

P̃ � w��� αnwn ) αn# 1wn# 1 )_XZXYX ) α1w ) α0

sesracinesappartiennentaudemi-plangauche(ℜ � wi ��1
0) si etseulementsi toussescoefficientsαi sontdumême
signeet que les coefficientsde la premìere colonnedu
tableaudeRouthsontégalementdumêmesigne.

Soit q l’arrondi versle basdenP 2 (par exemplepour
n � 5,ontrouveq � 2).Le tableaudeRouthestcompośe
den ) 1 lignesetq colonneset seconstruitcommesuit:

βne 0 βne 1 βne 2 XYXZX βne q# 1 βne q 0
βn# 1e 0 βn# 1e 1 βn# 1e 2 XYXZX βn# 1e q# 1 βn# 1e q 0
βn# 2e 0 βn# 2e 1 βn# 2e 2 XYXZX βn# 2e q# 1 0
...

...
β2e 0 β2e 1 0
β1e 0 0
β0e 0 0

avecpour i � n et i � n / 1 lescoefficientsdu polynôme
ranǵesdedeuxendeuxtelsque:

βne j � αn# 2 j D βn# 1e j � αn# 1# 2 j

etpour i ] n / 2 la relationsuivante:

βi e j � βi � 1e 0βi � 2e j � 1 / βi � 1e j � 1βi � 2e 0
βi � 1e 0

symboliquementrepŕesent́eeparle produitencroix:

βi � 2e 0
βi � 1e 0 βi � 2e j � 1

βi � 1e j � 1

Exemple3.6 Reprenonsl’exemplepréćedentdont le
polynômecaract́eristiques’écrit:

P � z��� z3 )_� K / 0 X 75� z / 0 X 25

Par transformationbilinéaire,il vient le polynôme:

w3 � K ) 0 X 5�!) w2 � 3 / K �!) w � 4 X 5 / K �*) K

La tabledeRouthcorrespondantes’écrit:

K ) 0 X 5 4 X 5 / K 0

3 / K K 0# 8K � 13f 5
3# K 0

K 0

Le polynômeenw auratoutessesracinesà partieréelle
négative(etparconśequent,le polynômeP � z� aurasesra-
cinesdemoduleinférieurà1) si toussescoefficientssont
demêmesigneet si les élémentsdela premìerecolonne
de la tablede Routhsontde mêmesigne.Ceci conduit
à la satisfactionsimultańeede l’ensemblede conditions
suivantes: �yyyy� yyyy� K ) 0 X 5 � 0

3 / K � 0
4 X 5 / K � 0

K � 0/ 8K ) 13X 5 � 0

soit la conditiondestabilité0 1 K 1 1 X 6875. G
3.5 Syst̀emeséchantillonnés

3.5.1 Etude enboucleouverte

Consid́eronsle syst̀emeéchantillonńe en boucleou-
verterepŕesent́e surla figure3.6.

T
B0 � p� y � t � ykuk

Proćed́e
u � t �

FIG. 3.6– Procéd́e échantillonné

Le proćed́e continuestrepŕesent́e parunefonctionde
transfertFc � p� et sastabilitéestdétermińeeparlespôles
λi. La conditionnécessaireet suffisantede stabilité est
donńeepar:

ℜ � λi �V1 0 E λi

Consid́eronsmaintenantle syst̀emeéchantillonńedontla
fonctiondetransferts’écritFd � z���J��
 B0 � p� Fc � p��� etno-
tonscespôlesµi . La conditionnécessaireetsuffisantede
stabilitéasymptotiqueestdonńeepar:Q µi QW1 1 E µi

Enraisondela correspondance:

ℜ � λi ��1 0 £ Q µi QW�¤Q eλiT Qo1 1
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on constatequ’un syst̀emecontinustableen boucleou-
verteestégalementstableen échantillonńe.Ceciestpar
ailleurstout à fait trivial. Lessignauxborńesrestentbor-
nésquandils sontéchantillonńeset quandils passentpar
unbloqueurd’ordrezéro.

La stabilitédessyst̀emespris defaçonisoléen’estpas
alterńeeparl’ échantillonnage.Il enva autrementdansle
casdessyst̀emeśechantillonńesboucĺes,commeonva le
constaterdansle paragraphesuivant.

3.5.2 Etude enbouclefermée

Surunexemplenousmontronsquelapérioded’échan-
tillonnageinflue la stabilité ou non d’une bouclede ré-
troaction.De manìeregéńerale,il peutêtreobserv́e que
le fait de remplacerune régulation analogiquepar une
régulation numériquedemandede s’assurerque la pé-
rioded’échantillonnagechoisien’entrainepasuneperte
despropríet́esinitiales.

Exemple3.7 Consid́eronsla régulation continuere-
présent́ee sur la figure 3.7. La fonction de transfertdu
syst̀emeenboucleouverteestd’ordre2. Le syst̀emeest
asymptotiquementstablequelquesoit K � 0.

y � t �yc � t � +/ K
p � p ) 1�

FIG. 3.7– Régulationcontinue

Consid́eronsle mêmesyst̀emedansle casd’unerégu-
lation échantillonńeeselonle sch́emadela figure3.8.

T
B0 { p| yku { t |uk y { t |¥ ¦

yck K
p { p ¥

1|
FIG. 3.8– Régulationéchantillonnée

La fonctiondetransfertenboucleouvertedu syst̀eme

échantillonńea pourexpression:

G � z�}�q� s B0 � p� K
pc p� 1d t� z# 1

z � s K
p2 c p� 1d t� � z / a� Kb� z / 1�W� z / e# T �

avec a � el T c T � 1d # 1
el T � T # 1 et b � e# T / 1 ) T . La fonctionde

transfertenbouclefermées’écrit alorscommesuit:

G � z�
1 ) G � z� � � z / a� Kb

z2 )_� Kb / 1 / e# T � z ) e# T / Kba

Enappliquantle critèredeJuryle syst̀emeestasymptoti-
quementstablesi etseulementsi :�� � e# T / Kba ) Kb / 1 / e# T ) 1 � 0

e# T / Kba / Kb ) 1 ) e# T ) 1 � 0
1 / e# T ) Kba � 0

Cesconditionssontfortementconditionńeesparla valeur
del’ échantillonnage.ParexemplepourT � 1setT � 10s
on trouverespectivement:

T � 1s T � 10s�� � K � 0
12X 2 � K
2 X 4 � K

�� � K � 0
0 X 25 � K
1 � K

On constateainsi qu’uneaugmentationde K et/oudeT
conduisent̀a l’instabilit édecesyst̀eme. G
3.6 Exercices

Exercice3.1

Soit le syst̀emeF � z� del’exercice1.3dela page12;

F � z��� 4z / 2
4z3 )$� 4K / 8� z2 )$� 5 / 4K � z )$� 3K / 1�

Etudierla stabilitédeF � z� enfonctiondu param̀etreK à
l’aide ducritèredeJury.

Solution On esten présenced’un syst̀emedu troisième
ordre.LecritèredeJuryestdonccompośedequatrecondi-
tions.La premìereest:

a0 ) a1 ) a2 ) a3 � 0

cequi correspond̀a la sommedetouslescoefficientsdu
polynômedénominateurdela fonctiondetransfert.Pour
la fonctionF � z� cetteconditiondonne:

3K � 0 h K � 0
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La secondeconditionducritèredeJurydonne:/ a0 ) a1 / a2 ) a3 � 0 h K 1 18P 11

La troisièmeconditions’écrit:

a3 /JQ a0 Qo� 0 h / 1 1 K 1 5P 3

Enfin la troisièmeconditionest:

a0a2 / a1a3 / a2
0 ) a2

3 � 0 h 3 � K / 1� 2 � 0

On endéduit quele syst̀emeeststablepour toutevaleur
deK comprisedanslesintervallessuivants:§

stab. �¨� 0 D 1 
~©ª� 1 D 18
11



Les valeurs0, 1 et 18

11 conduisent̀a dessyst̀emesà la li-
mitedela stabilité.Par exemplepourK � 1 on trouveun
syst̀emeF � z� tel que:

F � z��� 4z / 2
4z3 / 4z2 ) z ) 2

dont les pôlessontdonńeessur la figure 3.9. Les deux
pôlescomplexessontdemoduleégalàunetcorrespondent
à un modeoscillantentretenu.Le syst̀emeestBIBO in-
stablemaisvérifie la stabilité internedanscecas.

Re(z)

Im(z)

0.75 + 0.6614i

0.75 − 0.6614i

Mode convergent alterné

Mode oscillant  
entretenu

−0.5

FIG. 3.9– Pôlesdusyst̀emepourK � 1
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Chapitre4

Synthèse: Gain de r étroaction

A cestade,nousavonsétabliunensembledenotionset
d’outils math́ematiquesqui permettentdedécrirele fonc-
tionnementdessyst̀emes.Les chapitresqui suivent sont
dédíesà la synth̀esede correcteurs.L’objectif estd’ob-
tenir par le calculuneloi decommandequi connaissant
lesmesuresen tempsréel réaliśeessur le syst̀emeet les
consignesimpośeesparunutilisateur, agitsurlesentŕees
dusyst̀eme.Globalement,l’objet à réaliserfonctionneen
tempsréel en parall̀ele du syst̀emecommedécrit sur le
sch́ema4.1.

commande

aux actinneurs
appliquée 

Consigne

Loi de commande Procédé

mesure réalisée par les capteurs

FIG. 4.1– Loi decommande

Danscecoursnousaborderonsuniquementdeslois de
commandesousformedemod̀eleslinéaires.Ellesseront
repŕesent́eessoit par deséquationsrécurrentes(c’est en
géńeral souscetteformequeles lois decommandesont
réaliśeesenpratique),soit pardesfonctionsdetransfert.

4.1 Intr oduction

Ce premierchapitres’intéresseau casle plus simple
desynth̀ese: la synth̀esed’un gainstatiquepour lessys-
tèmesayantuneentŕeeetunesortie.Danscecasla loi de
commandeserésumèa deuxcoefficientsrepŕesent́essur
le sch́ema4.2.

On note uk le signal de commande,yk le signal de
mesure,yck le signalde consigneet vk � Kcyck. Partant
d’un proćed́e décrit parunefonctiondetransfertY � z�«�
G � z� U � z� on trouve:

Y � z��� KG � z�
1 ) KG � z� V � z� Y � z��� KcKG � z�

1 ) KG � z� Yc � z�

Loi de commande
Consigne

Kc
K+

− Procédé

commande

mesure 

FIG. 4.2 – Loi decommandepar un gain de rétroaction
etungaindepré-commande

et endétaillantlespolynômesaunumérateuret audéno-
minateurdela fonctiondetransfertG � z��� N � z�bP D � z� :

Y � z�C� KN � z�
D � z�*) KN � z� V � z� Y � z�C� KcKN � z�

D � z�*) KN � z� Yc � z�
4.2 Calcul du gain de r étroaction

Le gainderétroactionK permetessentiellementd’as-
surerla stabilité de la bouclefermée.C’estce gain uni-
quementqui agitsurle dénominateurdela bouclefermée
et doncsur les pôles.Au del̀a de la stabilité, l’objectif
estd’imposerdesdynamiques.La premìeresṕecification
imposeque les pôlesdu syst̀emeboucĺe soienttous de
moduleinférieurà l’unit é, la seconderevient à imposer
descontraintesplus strictessur cesmêmespôles (voir
chapitre2 et la notiondemodes).

4.2.1 Crit èresdeJury et Routh

Les critèresde Jury et deRouthabord́esdansle cha-
pitre 3 permettentde donnerdesconditionspour la sta-
bilit é dessyst̀emesà la donńeedescoefficients du po-
lynôme caract́eristique.Dès lors en appliquantcescri-
tèresaupolynômeD � z�.) KN � z� il estpossibled’écrire
lesconditionssurK pourquela boucleferméesoitstable.

UneapplicationducritèredeJurydanscetobjectif est
donńeedansl’exemple3.7.Deplusenchoisissant:

D � z��� z3 / 0 X 75z / 0 X 25 N � z�¬� z

33
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l’exemple3.6montreuneapplicationducritèredeRouth
pourla synth̀esedugainderétroaction.

4.2.2 Lieu d’Evans

Définition 4.1 Le lieu d’Evansd’un syst̀emeG � z�­�
N � z�bP D � z� se définit commele lieu desracinesdu po-
lynômeD � z�!) KN � z� pour touteslesvaleursdeK � �®�

.

Pardéfinitionle lieud’Evansrepŕesentel’ensembledes
configurationspossiblespour lespôlesde la bouclefer-
mée repŕesent́ee sur la figure 4.2. Nous choisissonsde
donneruniquementquelquesrésultatsdeconstructiondu
lieu d’Evanssansen détailler les preuves.Le plus sou-
vent le lieu d’Evansestde nos jours traće ł’aide de lo-
gicielscommeparexempleMATLAB. Dansla CONTROL

TOOLBOX la fonctionquipermetdetracerle lieud’Evans
estrlocus.

Notations:

Le dénominateurdeG � z� estdonńepar

D � z���H� z / p1 �-� z / p2 �R`Z`Y` � z / pn �
où les pi sontlesn pôlesdu syst̀eme.Le numérateurde
G � z� donńepar

N � z��� Kg � z / z1 �-� z / z2 �R`Z`Y` � z / zm�
où les zi sont lesm zérosdu syst̀emeet Kg estun gain.
Pourchaquepôleet zéroonnote:

θi � z�V� arg � z / pi � φi � z�V� arg � z / zi �
lesarguments(ou phases)desvecteursde ¯ reliant res-
pectivementlespôleset leszérosaupointz.

MéthodedeconstructionpourKg � 0

Le lieu d’Evans de G � z� est constitúe de n courbes
continuesdansle plan complexe ¯ appeĺeeségalement
branchesdu lieu d’Evans.Globalementle lieu d’Evans
estsyḿetriqueparrapportà l’axeréel.

– Lespointsdedépartdupieud’Evanssontlesn pôles
pi repŕesent́esparunecroix.

– Le lieud’Evanscomportembranchesquiconvergent
versleszéroszi quandK devientgrand.

– Le lieu d’Evanscomporten / m branchesqui di-
vergentasymptotiquementversdesdroitescaract́e-
riséesparunpointd’intersectionréelunique:

σa � 1
n / m

: n

∑
i � 1

pi / m

∑
i � 1

zi ?
etqui font desanglesavecl’axe réeltelsque:

Φa T π
n / m

6 2π
n / m

8

– Uneportiondel’axe réelappartientaulieu d’Evans
si le nombrede pôleset zérosréelsà sadroite est
impaire.

– Les pointsde rencontreet d’éclatementsontparmi
lessolutionsréellesdel’ équation:

dD � z�
dz

N � z�R/ dN � z�
dz

D � z�V� 0

Le lieu d’Evansadmetunetangenteverticaleences
points.

– Les points d’intersectionavec le cercleunité sont
obtenuscommesolutions � k D θ � de l’ équationcom-
plexe:

D � ejθ �*) KN � ejθ ��� 0

– Au départd’un pôle complexe pk, le lieu d’Evansà
unetangented’angle:

π / ∑
i °� k

θi � pk �*) ∑
i

φi � pk �
– A l’arrivéesurunzérocomplexe zk, le lieu d’Evans

à unetangented’angle:

π / ∑
i °� k

φi � zk �*) ∑
i

θi � zk �
MéthodedeconstructionpourKg 1 0

Dansce casla constructionest quasimentidentique.
Lesdifférencessontlessuivantes:

– Anglesdesasymptotesauxbranchesinfinies:

Φ̃a T 0 6 2π
n / m

8
– Angleaudépartd’un pôlecomplexe pk :/ ∑

i °� k

θi � pk �*) ∑
i

φi � pk �
– Angled’arrivéesurunzérocomplexe zk :/ ∑

i °� k

φi � zk �*) ∑
i

θi � zk �
Exemple4.1 Reprenonsl’exemple3.6qui correspond
à l’analysedela stabilitédusyst̀eme

G � z��� z
z3 / 0 X 75z / 0 X 25

boucĺeparunerétroactionK.

Le lieu d’Evansdecesyst̀emeesttraćesurlafigure4.3
ainsiquesurla figure4.4(traće obtenuavecMatlab).
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FIG. 4.3– Lieud’EvansdeG � z��� z
z3 # 0f 75z# 0f 25

Le lieu d’Evansa lescaract́eristiquessuivantes:

– Il y aautantdebranchesquelesyst̀emeG � z� contient
de pôles.Dansl’exemplele syst̀emeestd’ordre 3,
lestrois branchesrepŕesententlesvaleursprisespar
lestroispôlesdusyst̀emeboucĺequandK croit de0
à ) ∞.

– le lieu d’Evansest syḿetriquepar rapport à l’axe
réel.

– Chacunedes branchespart (K � 0) d’un pôle du
syst̀emeen boucleouverte (pôlesde G � z� ) et tend
(K

� ) ∞) soitversunzérodela boucleouverte(ra-
cinedu numérateurdeG � z� ) soit versl’infini. Dans
l’exemple,l’un despôlesdela boucleferméeestsi-
tuéenfonctiondela valeurdeK entrele pointz � 1
(pôledela boucleouverte)et le pointz � 0 (zérode
la boucleouverte),lesdeuxautrespôlessontcom-
plexes conjugúes et sont situés en z ��/ 0 X 5 � j0
pour K � 0 (pôlesde la boucleouverte)et suivent
une asymptoted’angle de π P 2 quandK prendde
grandesvaleurs.

A partir de ce traće on notequequ’a partir de la va-
leur K � 1 X 6875lespôlesdela boucleferméesortentdu
disqueunité.Onendéduitqueaboucleferméeeststable
uniquementsi 0 1 K 1 1 X 6875.

Enplusdecesinformations,le lieu d’Evanspermetde
conclurequequellequesoit la valeurdeK le syst̀emeest
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FIG. 4.4– Lieud’EvansobtenuavecMatlab

compośededeuxmode.L’un réeldevientdeplusenplus
rapideà mesureque K est grand(le pôle se rapproche
del’origine). Le secondmodequandà lui estdeplusen
plusoscillantet deplusenplus lent à mesurequeK est
pris grand(partie imaginairedu pôle et le moduleaug-
mentent).
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FIG. 4.5– Zoomsur le lieu d’Evanset choixd’un gain

De cesconstations,il estpossibledefaire unchoix de
K envued’assurerunerapiditéglobaleausyst̀emeetévi-
terdetropgrandesoscillations(voir section2.3.3pourla
définition decespropríet́es).Si l’objectif du choix deK
estd’avoir unamortissementdeζ � 0 X 2 il estpossiblede
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choisirdirectementsurla courbela valeurdeK assocíee.
Ceciestfait sur le zoomdela figure4.5.Le point sélec-
tionnéestsur la courbeiso-amortissementζ � 0 X 2. Mat-
lab renvoie la valeurdu gainK � 0 X 848correspondantet
indiquequela pulsationproprenonamortieassocíeeest
de 2 X 07rad P s (en ayantfait le choix de T � 1s pour la
périodedeséchantillons). G
Exemple4.2 Reprenonsl’exemple3.7.La stabilitédu
mod̀eleéchantillonńeboucĺedépendduchoixdel’ échan-
tillonnageT . Ce résultatseretrouve quandon traceles
lieu d’Evansdesdeuxsyst̀emes

G � z���$� 6 B0 � p� 1
p � p ) 1� 8

obtenusaveclesdeuxéchantillonnageT � 1setT � 10s.
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FIG. 4.6– Lieud’EvanspourdifférentesvaleursdeT

Les courbes4.6 montrentque le choix de la période
d’échantillonnagemodifie fortementle type decompor-
tementatteignableparla bouclefermée. G
4.3 Calcul du gaindepr é-commande

Un gainde rétroactionK étantchoisi, le gainde pré-
commandeKc estutilisé pour régler le gain statiquedu
syst̀emeenréponsèa la consigne.

Définition 4.2 Le gain statiqued’un syst̀emeestla va-
leur à l’infini de la sortie du syst̀emeen réponseà un
échelon unité. Il caract́erise égalementle rapport entre
l’entréeet la sortiequandle syst̀emeestà l’ équilibre.

Théorème4.1 Legainstatiqued’un syst̀emedécrit par
safonctiondetransfertF � z� estdonńepar:

Fs � lim
zA 1

F � z�

Preuve Soit l’ échelonunité U � z�@� z
z# 1, la réponse

dusyst̀emeàcetéchelonestY � z�¬� F � z� U � z� . D’aprèsle
théor̀emedela valeurfinalela sortiedusyst̀emeconverge
vers:

y∞ � lim
zA 1

� 1 / z# 1 � Y � z�.� lim
zA 1

� 1 / z# 1 � F � z� U � z�.� lim
zA 1

F � z�
Cequi d’apr̀esla définitioncorrespondaugainstatique.

x
Commenousl’avonsindiqué,legaindepré-commande

permetderégler le gainstatiquedela boucleenréponse
à la consigne.Eneffet, la réponsedusyst̀emerégulépour
unsignaldeconsigneyc s’écrit:

Y � z�
Yc � z� � KcKG � z�

1 ) KG � z�
et songainstatiqueestdonńepar(la limite quandz tend
vers1 estatteintedèslors quele syst̀emeestasymptoti-
quementstable):

Fs � KcKG � 1�
1 ) KG � 1�

Onsouhaitegéńeralementréglercegainstatiquèal’unit é.
Ainsi, quandl’utilisateurenvoie uneconsigneconstante,
yck � yco, le syst̀eme,stablepar le choix deK, converge

versla valeurdeconsigne,yk
k A � ∞/ �

yco.

Pourassurerungainstatiqueunitaireonprend:

Kc � 1 ) KG � 1�
KG � 1�

4.4 Exercices

Exercice4.1

On consid̀ere le syst̀emede l’exercice1.1 de la page
11. Il s’agit de l’ évolution du chepteld’un éleveur de
bovins où l’action de commandeconsisteà acheterou
vendredesvacheset la mesureest la sommetotale de
bovins.Onrappellequele mod̀eleestdonńepar:

G � z��� 2 X 5z2 ) z / 1
2 X 5z3 / 1 X 75z2 / 2z ) 0 X 4

1. Etudierla stabilitédusyst̀emeenboucleouverte.

2. On consid̀ere une loi de commandestatiquetelle
que:

uk � K � Kcyc / yk �
Etudier la stabilité et le comportementen régime
transitoirede ce syst̀eme en fonction de K. Illus-
trer le comportementdecesyst̀emepourdesvaleurs
remarquablesde K en consid́erantque la consigne
fixéepar l’ éleveur estd’avoir un cheptelde trente
vaches(yc � 30).
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Solution

1. LespôlesdeG � z� sont:

λ1 �H/ 0 X 72 λ2 � 1 X 24 λ3 � 0 X 18

Le syst̀emeestdoncinstable.Il poss̀ededeuxmodes
stableset un modeinstableaṕeriodique(λ2 � 1).
Ceci signifie que toute initialisation non nulle du
troupeauconduit à une augmentationtendantvers
l’infini dela population.

2. Le traće du lieu d’Evansdu syst̀emeestdonńe sur
la figure 4.7. Il permetde voir que la stabilité est
atteinteuniquementpour1 X 86 � K � 0 X 33.Onpeut
alorsdistinguerplusieurstypesde choix de K qui
assurela stabilité:
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 Damping: −1 

 Overshoot (%): Inf 
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 System: G 
 Gain: 1.86 
 Pole: −0.874 − 0.464i 
 Damping: 0.00375 
 Overshoot (%): 98.8 
 Frequency (rad/sec): 2.65 

FIG. 4.7– Lieud’Evans

a - Si K estprisassezprochede0 X 33.Alors lestrois
pôlessontréelsetstableset l’un despôlesestoscil-
lant carnégatif. Cequi dominedanscecasc’est le
modeassocíe aupôleprochez � 1. Il estdemodule
élevé cequi conduitàunsyst̀emeboucĺe trèslent.

A titre d’illustration, la réponsedu syst̀emeà l’ état
initial x0 estrepŕesent́eesur la figure4.8 avec K �
0 X 4.Le traćeestfait avecunchoixdeKc � 0 X 15afin
d’assurerun gainstatiqueunitaireet lespôlesdela
boucleferméesont:

λ1 � 0 X 96 λ2 �H/ 0 X 66 λ3 � 0

Ce choix de régulation ne convient pasà l’ éleveur
qui ne souhaitepas attendre100 anńeesavant de
constituersontroupeau.

Pouracćelérerle processusonpeutprendreK � 0 X 7.
CelaimpliquedeprendreKc � 0 X 5143etlespôlesde
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FIG. 4.8– Evolutiondu troupeaupourK � 0 X 4
la boucleferméesontalors:

λ1 � 0 X 82 λ2 ��/ 0 X 55 λ3 �H/ 0 X 27

L’ évolution du troupeauestplus rapide(voir figure
4.9).

0 5 10 15 20 25
0

5

10

15

20

25

30

K=0.7, K
c
=0.5143

annees (sec)

N
om

br
e 

de
 v

ac
he

s

FIG. 4.9– Evolutiondu troupeaupourK � 0 X 7
b - Si K estpris suṕerieur à 0 X 76 (valeurpour la-
quelle un desmodesdevient complexe). Alors on
peuts’attendrèadesphénom̀enesoscillantmaiséven-
tuellementavecuneconvergencedunombredebêtes
assezrapide.

A titre d’illustration, la réponsedu syst̀emeà l’ état
initial x0 estrepŕesent́eesur la figure4.10avecK �
1. Le traće estfait avec un choix deKc � 0 X 66 afin
d’assurerun gainstatiqueunitaireet lespôlesdela
boucleferméesont:

λ1 � 0 X 72 λ2e 3 ��/ 0 X 51 � j0 X 27

La figure4.11montreplusendétail l’ évolution ex-
actedunombredevachesparcat́egories.Onconstate
uneconvergencerapideversunéquilibretel qu’il y a
environ 12vachesdemoinsd’un anet12vachesde
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FIG. 4.10– Evolutiondu troupeaupourK � 1
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FIG. 4.11– Evolutiondu troupeaupourK � 1

deuxans.Le nombredevachesde trois anset plus
convergevers6 et l’ éleveurvendprèsde10 vaches
chaqueanńee. La strat́egie sembleêtre de consti-
tuerdèsla premìereanńeeuntroupeaude20vaches
âǵeeset ensuitetrès vite l’ éleveur finit par vendre
lesvachesenexcès.

c - Si K estprisprochede1 X 86.Alors le syst̀emeest
prochede l’instabilit é et le modedominantestun
modeoscillant.

A titre d’illustration, la réponsedu syst̀emeà l’ état
initial x0 estrepŕesent́eesur la figure4.12avecK �
1 X 86.Le traće estfait avecunchoixdeKc � 0 X 8172
afin d’assurerun gain statiqueunitaireet les pôles
dela boucleferméesont:

λ1 � 0 X 59 λ2e 3 ��/ 0 X 88 � j0 X 46
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FIG. 4.12– EvolutiondutroupeauK � 1 X 86

Cechoix derégulationneconvient évidementpasà
l’ éleveur.

Exercice4.2

Onconsid̀erele proćed́edécritparla fonctiondetrans-
fert continue:

G � p��� 1
p2 ) 1

1. Etudier la stabilité et le comportementen régime
transitoireduproćed́edefonctiondetransfertG � p� .

2. Calculerla fonctiondetransfertG � z� deceproćed́e
échantillonńeselonle sch́emadela figure4.13,pour
unepérioded’échantillonnageT � π P 2s.

T
B0 � p� y � t � ykuk

Proćed́e
u � t �

FIG. 4.13– Procéd́e échantillonné

3. Ce syst̀emeestboucĺe par un retourunitaireselon
le sch́emade la figure 4.14.Etudiersa stabilité en
fonctiondeK � 0.

+ ykykc / K G � z�
FIG. 4.14– Syst̀emeboucĺe



4.4. EXERCICES 39

Solution

1. Lesmodesdusyst̀emesontp � � j . Le syst̀emeest
doncenlimite destabilitéoscillatoireavecunepul-
sationpropreω � 1rad P s.

2. La fonctiondetransfertdusyst̀emeéchantillonńeest
donńeepar:

G � z�~� z# 1
z � s Gc pd

p
t� z# 1

z � s 1
pc p2 � 1d t� z# 1

z � s 1
p / p

p2 � 1
t� z# 1

z � z
z# 1 / z2

z2 � 1
�� z� 1

z2 � 1

3. L’applicationducritèredeJuryconduità:/ 1 1 K 1 0

quiestincompatibleaveclaconditionK � 0.Lesys-
tèmeboucĺeavecK � 0 estdonctoujoursinstable.
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Chapitre5

Synthèse: Transpositiondesméthodes
analogiques

La synth̀esede correcteursnumériquespar extension
decorrecteursanalogiquesestuneapprochecouramment
utiliséedansle domaineindustriel.Celas’explique par
le fait queles techniquesd’étudedessyst̀emescontinus
sont géńeralementbien mâıtriséeset que les sṕecifica-
tionssontplusfacilementinterpŕetablessurdesmod̀eles
continusquesurdesmod̀eleséchantillonńes.

On s’intéressed’abord à desméthodesrelevant de la
discŕetisationdirected’un correcteuranalogiquecalcuĺe
à partir du mod̀elecontinudu proćed́e à commander. On
examineensuitedesméthodesdesynth̀esedanslesquelles
le correcteurestcoņcu à partir d’un mod̀ele prenanten
comptedemanìereapproch́eel’existencedubloqueuren
amontdu proćed́e. On examineensuitede manìeredé-
taill éela discŕetisationdu correcteuranalogiquele plus
répandu,le régulateurP.I.D.

5.1 Discrétisation

Cetteapprochesupposequel’on ait réaliśe la synth̀ese
d’un correcteuranalogiqueparlesméthodesd’étudedes
syst̀emescontinus.On recherchealorsunalgorithmenu-
mériquequi serapprochele pluspossibledu correcteur
analogique,en faisantdesapproximationsde la variable
de Laplace p, ou sur les pôles et zéros de la fonction
de transfertdu correcteuranalogique.Si on raisonneen
termesde fonctionsde transfert,on cherchèa obtenir la
fonctiondetransfertR� z� d’un correcteurnumériquepar
approximationdecelled’un correcteuranalogiqueR� p� ,
commeillustrésurla figure5.1.

5.1.1 Approximationsde la variable p

Le principede l’approcheconsisteà déduireun cor-
recteurRd � z� du correcteurRc � p� enchoisissantuneap-
proximationdela variablep, selonle sch́emadela figure
5.2.

¥ ¦
uk

¥ ¦
yck

T

yc { t |
G { p|

B0 { p| G { p| y { t | yk

y { t |
discŕetisation

Rd { z|
Rc { p|

FIG. 5.1– Discrétisationd’un correcteuranalogique

ukε � t � εku � t �
p � f � z�Rc � p� Rd � z�

FIG. 5.2– Approximationdela variable p

Lesapproximationslesplusutiliséessontlessuivantes:

discrétisation avant : p � z# 1
T

Elle résultedel’approximationdeladérivéed’unefonc-
tion entredeuxinstantsd’échantillonnageparla méthode
d’Euler:� # 1 
 pX � p� �4� dx � t �

dt ± x � t ) T �R/ x � t �
T

�²� # 1 6 z / 1
T

X � z� 8
discrétisation arri ère: p � z# 1

zT

Elle résultede l’approximationsuivantede la dérivée

41
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d’unefonctionentredeuxinstantsd’échantillonnage:� # 1 
 pX � p� �4� dx � t �
dt ± x � t �R/ x � t / T �

T
�u� # 1 6 z / 1

zT
X � z��8

approximation deTustin : p � 2
T

z# 1
z� 1

Cetteapproximation,connueégalementsousle nom
de transformationbilinéaire,résultede l’approximation
de l’int égrationnumériquepar la méthodedestrap̀ezes.
Eneffet, soit:

y � t ��� " x � t � dt / �
Y � p��� 1

p
X � p�

Par approximationentredeuxinstantsd’échantillonnage,
il vient:

yk � y � kT ��� yk # 1 ) xk l 1
� xk

2 T³ �� 1 / z# 1 � Y � z��� T
2 � 1 ) z# 1 � X � z�

soit la formule:

Y � z��� T
2

z ) 1
z / 1

X � z�
Un inconvénientdesapprochespar approximationde

la variablede Laplacep est qu’elles peuvent modifier
l’ échelledespulsationsdela réponsefréquentielleducor-
recteurquel’on a discŕetiśe,cequi peutêtregênantdans
le casd’un filtre passe-bandeparexemple.Cet effet est
connusousle nomdedistorsionfréquentielle(frequency
warping).

Examinonssesconśequencesdansle casdel’approxi-
mationdeTustin.Soit un correcteuranalogiquedefonc-
tion de transfertRc � p� . Saréponsefréquentielleestdé-
termińeeparla fonctioncomplexe Rc � jω � . Le régulateur
discretobtenupar la méthodedeTustin a pour fonction
detransfert

Rd � z��� Rc � 2
T

z / 1
z ) 1

�
Enutilisantla relationz � eTp � e jTω (voir section1.4.3),
sa réponsefréquentielleest détermińee par la fonction
complexe:

Rd ´ ejTω µ�¶ Rc ´ 2
T

e jTω · 1
e jTω ¸ 1

µ�¶ Rc ´ j
2
T

tg
ωT
2

µ­¹¶ Rc ´ jω µ
Manifestementla discŕetisationinduit deserreurssur le
comportementfréquentiel.Cecipeutêtrecorrigé auvoi-
sinaged’une fréquenceparticulìere.On peut mettreen
œuvreuneadaptationpourquele gainenamplitudedes
deuxcorrecteurs(continuet équivalentdiscret)soit iden-
tique à unepulsationparticulìereωc choisiepar l’utili-
sateur, parexemplela pulsationdecoupureducorrecteur

continu.Eneffet,si l’on choisitcommeapproximationde
Tustinadapt́ee(frequency prewarping):

p ¶ ωc

tgωcT
2

z · 1
z ¸ 1

il vient,pourla pulsationωc :

Rd ´ ejTωc µ�¶ Rc ´ j
ωc

tgωcT
2

tg
ωcT

2
µ�¶ Rc ´ jωc

µ
Les deux correcteurssont donc bien fréquentiellement
équivalentspourla pulsationωc.

5.1.2 Adaptation despôleset deszéros

Cetteapproche(matchedpole-zeromethod)consiste
à appliquerla transformationz ¶ eT p aux pôleset aux
zérosde la fonction de transfertdu correcteurcontinu,
avec un facteurmultiplicatif permettantde conserver le
gainauxbassesfréquencesc’est-̀a-direpour p º 0 ou
bienz º 1.

Par exemple,le correcteuranalogique:

Rc ´ pµ�¶ p ¸ a
p ¸ b

estapproch́e parle correcteurdiscret:

Rd ´ zµV¶ a
b

1 · e» bT

1 · e» aT

z · e» aT

z · e» bT

Une précautionà prendrelorsquele degré du numé-
rateurest inférieur à celui du dénominateur, consisteà
introduireaunumérateurducorrecteurdiscretdestermes´ z ¸ 1µ pourconserver ungainnul auxhautesfréquences
enrétablissantdesdegrésidentiques.Cecisejustifie par
le fait quele théor̀emede Shannonlimite la pulsationà
ω ¶ π ¼ T, soit z ¶ ejTω ¶ · 1. La valeurz ¶ · 1 joueen
discretle mêmerôlequeω ¶ ∞ encontinu.

Ainsi, le correcteuranalogique:

Rc ´ pµ�¶ p ¸ a´ p ¸ bµ ´ p ¸ cµ
estapproch́e parle correcteurdiscret:

a
2bc

´ 1 · e» bT µ ´ 1 · e» cT µ
1 · e» aT

´ z ¸ 1µ ´ z · e» aT µ´ z · e» bT µ ´ z · e» cT µ
5.1.3 Application

Position du problème

On consid̀erele proćed́e repŕesent́e par la fonctionde
transfert:

G ´ pµ�¶ 5
p ´ p ¸ 1µ
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Le gain de boucleayantét́e fixé à 5 pour satisfairedes
conditionsde précision.On veut faire la synth̀esed’un
réseaucorrecteurpermettantd’obtenir pour le syst̀eme
boucĺeunemargedephaseφm

¶ 45o.
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FIG. 5.3– RéponsefréquentielledeG ´ pµ
A partirdescourbesderéponseenfréquence(figure5.3)

dansle plandeBodedela fonctiondetransfertG ´ pµ , on
détermineun réseaucorrecteurparavancedephase:

Rc ´ pµ�¶ 1 ¸ 0 ½ 53p
1 ¸ 0 ½ 21p
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FIG. 5.4– RéponsefréquentielledeRc ´ pµ G ´ pµ
LescourbesderéponseenfréquencedeRc ´ pµ G ´ pµ (fi-

gure5.4) permettentde vérifier quel’on obtientbien la
margedephasesouhait́eeφm

¶ 45o.

La commandeen sortiedu correcteurRc ´ pµ et la ré-
ponseen bouclefermée du syst̀emeainsi corrigé, pour
uneconsigneenéchelonunitaire,sontdonńeesfigure5.5.

Ondésireétudierle comportementdecesyst̀emedans
le casd’un régulateurnumériquecalcuĺe par discŕetisa-
tion durégulateuranalogiquepréćedent,pourunepériode
d’échantillonnageT ¶ 0 ½ 3s.

Calcul descorrecteurs

Les correcteurs(sousforme de fonctionsde transfert
enz) obtenusparlesdifférentesapproximationssontdon-
nésci-apr̀es:

– discŕetisationsdirectesdep.

Avec p ¶ z» 1
T , il vient:

Rd ´ zµ�¶ 0 ½ 53z · 0 ½ 23
0 ½ 21z ¸ 0 ½ 09

Avec p ¶ z» 1
zT , il vient:

Rd ´ zµ�¶ 0 ½ 83z · 0 ½ 53
0 ½ 51z · 0 ½ 21

– méthodedeTustin

Rd ´ zµ�¶ 1 ½ 89z · 1 ½ 06
z · 0 ½ 17

– méthodede Tustin avec élimination de distorsion
fréquentielle(prewarp,enprenantwc

¶ 5rd ¼ s).

Rd ´ zµ�¶ 1 ½ 81z · 0 ½ 87
z · 0 ½ 06

– méthodedeconversiondespôleset deszéros(mat-
chedpole-zeromethod).

Rd ´ zµ�¶ 1 ½ 76z · 0 ½ 99
z · 0 ½ 24

Etude du syst̀emeboucléaveccorrecteur numérique

Lesréponsesdessyst̀emesobtenuespourlesdifférents
correcteursnumériquessontdonńeessur lesfiguressui-
vantes:

– discŕetisationsdirectesde p : figures5.6et 5.7.

– méthodedeTustin: figure5.8.

– méthodede Tustin avec élimination de distorsion
fréquentielle(prewarp),enprenantwc ¶ 5rd ¼ s: fi-
gure5.9.

– méthodedeconversiondespôleset deszéros(mat-
chedpole-zeromethod): figure5.10.

On notequelesdifférentesméthodesconduisent̀a des
correcteursrelativementsimilairesmêmesidansl’ensemble
les syst̀emescorrigés par des régulateursdiscretssont
pluslentset plusoscillantsqueavecRc ´ pµ .
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FIG. 5.5– CommandeetréponseindicielledeRc ´ pµ G ´ pµ
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FIG. 5.6– Réponses(correcteurdiscŕetiśeavecp ¶ z» 1
T )
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FIG. 5.7– Réponses(correcteurdiscŕetiśeavecp ¶ z» 1
zT )
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FIG. 5.8– Réponses(méthodedeTustin)
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FIG. 5.9– Réponses(méthodedeTustinavec“pr ewarp”)
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FIG. 5.10– Réponses(matchedpole-zero method)
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5.2 Priseencomptedu bloqueur dans
la synthèse

Lesméthodesprésent́eesdansle paragraphepréćedent
neprennentpasencomptela présencedansla boucledu
bloqueurd’ordrezéro.Si l’on reprendla logiquedela fi-
gure5.1,on notequ’ellesupposequeRd ´ zµ serauneap-
proximationdeRc ´ pµ et devrait doncsatisfairela boucle
réaliśeeavec un opérateurGd ´ zµ dont le comportement
seraittrèsprochedeG ´ pµ . Danscettelogiquecelarevient
à ignorerle comportementdubloqueur, B0 ´ pµ . Cecipeut
devenir trèspréjudiciablesi l’ échantillonnageT et élevé
cardanscecasle comportementde ¾�¿ Bo ´ pµ G ´ pµ À sedis-
tinguefortementdecelui deG ´ pµ .

Nousprésentonsci-apr̀esdesméthodesprenantencompte
l’existencedu bloqueurd’ordrezéro, demanìereexacte
ouapproch́ee.

5.2.1 Approximation du bloqueur par un re-
tard pur eÁ T p

2

Dansce cas,la synth̀eseestréaliśeecommedansles
méthodesduparagraphe5.1,maisla fonctiondetransfert
duproćed́e estchoisieégaleà:

e» T p
2 G ´ pµ

Cequi revient à faire l’approximationle bloquerd’ordre
zérocommeun retardpur d’unedemiepérioded’échan-
tillonnageet detenir comptedecetteapproximationlors
ducalculinitial deRc ´ pµ .

Consid́eronsle proćed́edela section5.1.3etla période
d’échantillonnage:

G ´ pµ�¶ 5
p ´ p ¸ 1µ T ¶ 0 ½ 3s

Lescourbesderéponseenfréquencedela fonctionde
transfert

e» T p
2 G ´ pµ

sontrepŕesent́eessur la figure 5.11.Sur la mêmefigure
sontrepŕesent́eeségalementles courbesde réponsefré-
quentiellede G ´ pµ . On remarqueraque le gain en am-
plitudeestidentique,maisquele retardpur introduit un
déphasageaux hautesfréquences(le déphasagediverge
pourω croissant).

On calculepour e» T p
2 G ´ pµ un réseaucorrecteurpar

avancedephase:

Rc ´ pµ�¶ 1 ¸ 0 ½ 6p
1 ¸ 0 ½ 1p
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FIG. 5.11– DiagrammedeBodedeG ´ pµ et e» T p
2 G ´ pµ

qui conduitàunemargedephasedeφm
¶ 35o. Par la mé-

thodedeTustin,la discŕetisationdececorrecteurdonne:

Rd ´ zµV¶ 3z · 1 ½ 8
z ¸ 0 ½ 2

La réponsedu syst̀emeéchantillonńeutilisantcecorrec-
teurestdonńeefigure5.12.
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FIG. 5.12– Réponses(correcteurtenantcomptedu blo-
queur)

5.2.2 Transformation en w

Cetteapprocheesttrèsdifférentedespréćedentes.Au-
cuneapproximationn’est faite a aucunmoment.L’id ée
estde faire la synth̀eseà partir du mod̀ele exact G ´ zµ�¶¾�¿ B0 ´ pµ G ´ pµ À . Cependant,la synth̀eseutilise les tech-
niquesdessyst̀emescontinuau traversde l’astucepure-
mentmath́ematiquede la transformationenw (voir sec-
tion 3.4également).
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On commenceparcalculerle mod̀ele discretde l’en-
semblebloqueur+ proćed́e:

F ´ zµ�¶ ¾�¿ B0 ´ pµ G ´ pµ À
Onutiliseensuitela transformationenw :

z ¶ 1 ¸ w
1 · w Â º w ¶ z · 1

z ¸ 1

pourdéfinirensuiteunefonctiondetransfertdetypecontinu:

F ´ zµ · º Fc ´ wµ�¶ F Ã 1 ¸ w
1 · w Ä

La transformationmath́ematiquefait que si le syst̀eme
continuFc ´ wµ eststable,alorsF ´ zµ eststable.Cependant
Fc ´ wµ n’a pasd’autresignificationphysique.

Lasynth̀eseduréseaucorrecteurHc ´ wµ s’effectuealors
selonune méthodeclassiquede synth̀esedessyst̀emes
continusappliqúeeà Fc ´ wµ . De cecorrecteuril vient par
la transformationinverseen w la fonction de transfert
H ´ zµ ducorrecteurnumériqueà utiliser:

H ´ zµ�¶ Hc Ã z · 1
z ¸ 1 Ä

Appliquonscetteapprocheauprobl̀emeduparagraphe
5.1.3.On calcule le mod̀ele discretde l’ensembleblo-
queur+ proćed́e:

F ´ zµ�¶ ¾�¿ B0 ´ pµ G ´ pµ À.¶ 0 ½ 204z ¸ 0 ½ 185
z2 · 1 ½ 74z ¸ 0 ½ 74

Onutiliseensuitela transformationenw pourdéfinir une
fonctiondetransfertfictivedetypecontinu:

Fc ´ wµ�¶ F Ã 1 ¸ w
1 · w Ä ¶ · 0 ½ 019w2 · 0 ½ 37w ¸ 0 ½ 389

3 ½ 58w2 ¸ 0 ½ 52w

On effectuela synth̀esed’un réseaucorrecteur̀a avance
de phaseHc ´ wµ à partir descourbesde réponseen fré-
quencedeFc ´ wµ repŕesent́eesfigure5.13.

Le choixd’un réseaucorrecteur:

Hc ´ wµ�¶ 1 ¸ 3 ½ 73w
1 ¸ 0 ½ 74w

conduità unemarge dephasede φm
¶ 35o. La transfor-

mationinverseenw permetd’obtenirla fonctiondetrans-
fert H ´ zµ ducorrecteurnumériqueà utiliser:

H ´ zµ�¶ Hc Ã z · 1
z ¸ 1 Ä ¶ 4 ½ 73z · 2 ½ 73

1 ½ 74z ¸ 0 ½ 26

La réponsedu syst̀emeéchantillonńeutilisantcecorrec-
teurestdonńeefigure5.14.
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FIG. 5.13– DiagrammedeBodedeFc ´ wµ
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FIG. 5.14– Syst̀emecorrigépar H ´ zµ
5.3 RégulateurP.I.D. numérique

Le régulateurP.I.D. est trèsrépandudansle domaine
industriel. Il constituel’outil standardde la commande
denombreuxproćed́esindustriels.Coņcuinitialementen
technologieanalogique(hydraulique,pneumatique,́elec-
tronique,...),il a ét́etranspośeennumériquepourpouvoir
êtreimplant́esurcalculateur. Cettetranspositionn’estrien
d’autrequel’applicationdela méthodedediscŕetisation
dela section5.1.

5.3.1 Rappelssur le r égulateur P.I.D. ana-
logique

La formulationdebasedu régulateurP.I.D. estdonńee
parla relationsuivante:

u ´ t µC¶ kp Å ε ´ t µ ¸ 1
τi Æ t

0 ε ´ t µ dt ¸ τd
dε Ç t È

dt ÉÊJË
U ´ pµ�¶ kp Å 1 ¸ 1

τi p
¸ τdpÉ¬Ì ´ pµ
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où ε repŕesentel’ écartentrele signaldeconsigneyc et le
signaldesortiemesuŕe duproćed́e y.

En pratique,desadaptationssontréaliśeesà partir de
la formulationdebase.

Adaptations de la partie dérivée.

L’effet dérivépur nepeutpasêtreimplément́e carnon
réalisablephysiquement.Deplus,l’effetdérivateurappli-
quéàdehautesfréquencesconduiraitàuneamplification
trop importantedesbruits de mesure.En approchantle
termeτdp parla fonctiondetransfert:

τdp

1 ¸ τd

N
p

on limite à N le gain aux hautesfréquencesde la par-
tie dérivée.LesvaleursdeN sontgéńeralementchoisies
dansla fourchette3-20,voir N ¶ 10pardéfaut.

Enrégulation,onéviteaussisouventdedériverle terme
deconsignepouréviterdesvariationsbrusquesdelacom-
mandelors dediscontinuit́essurla consigne.

Enconclusion,l’effet dérivé peutêtrepris suivantl’un
destroismod̀elessuivants:

D ´ pµ�¶ kpτdpÌ ´ pµÊ
limitationssurleshautesfréquences

D ´ pµ�¶ kp
τd p

1Í τd
N p Ì ´ pµÊ

limitationssurla consigne

D ´ pµ�¶ · kp
τd p

1Í τd
N p

Y ´ pµ
Adaptations de la partie proportionnelle.

Pourla mêmeraisonquepour l’effet dérivé, on peut
êtreameńe à n’injecterqu’unepartiedela consignedans
le termeproportionnel.La précisionestmalgŕetoutassu-
réegrâceautermeintégral.

L’effetproportionnelpeutêtreprissuivantl’un desdeux
mod̀elessuivants:

P ´ pµ�¶ kp Ì ´ pµÊ
limitationssur la consigne

P ´ pµ�¶ kp ´ bYc ´ pµ · Y ´ pµbµ
avec0 Î b Î 1.

Adaptations de la partie int égrale.

Lapartieintégralepeutentrâınerdeseffetsindésirables
lorsque,enraisond’un signald’erreurtrop grand,l’int é-
grateursature.L’actionneurrestealorsen butée,même
lorsquela sortieduproćed́evarie.Uneapprochepossible
pour éliminerceteffet consistèa introduireun bouclage
sur l’int égrateur, ramenantl’ écartentrel’entréevk et la

sortie uk de la saturation(réelle ou simuĺee),avec une
constanted’intégrationτt . Le principedecetteadaptation
estmontŕesur la figure5.15.

u¸ ¸
ε

es

kpτdp

kp ¸ ¸·
1
τt

1
p

v¸¸
kp

τi

· y

FIG. 5.15– Adaptationdela partie intégrale

La variablev, qui est la sortiedu P.I.D. classiquegé-
nèrela commandeu à traversunesaturationsimulantla
saturationréellede l’actionneur. L’ écartentreu et v est
reboucĺe sur la partieintégraledu correcteur. Le sch́ema
dusyst̀emepeutêtrerameńe à celuidela figure5.16.¸

¸ ·
v

u

es

P.I.D.

1
pτt

FIG. 5.16– Schémaéquivalent

Lorsquela commandesature,alorsu ¶ Cteestdetype
échelon.La bouclecomportantuneintégration,l’ écartes

tendverszéroetv tenddoncversu ¶ Cte, entrâınantune
dé-saturationdel’int égrateur.

Cecisetraduit,pourla partieintégraleducorrecteur, à
l’un desdeuxmod̀elessuivants:

I ´ pµ�¶ kp
1

τi p Ì ´ pµÊ
anti-d́erivedel’int égrateur

I ´ pµ�¶ kp
1

τi p Ì ´ pµ ¸ kp
1

τt p ´ U ´ pµ · V ´ pµbµ
5.3.2 Réglagedu P.I.D.

Le réglagedu régulateurP.I.D. passepar le choix des
param̀etreskp, τi , τd, τt , b et N. Les param̀etresfonda-
mentauxsontkp, τi etτd. Le param̀etreN estsouventfixé
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à la valeurpardéfautN ¶ 10. La constantede tempsτt

estchoisiedansla fourchette¿ 0 ½ 1τi Ï τi
À .

Pourla déterminationdesparam̀etreskp, τi et τd, des
méthodesexpérimentalesd’analysedu proćed́e ont ét́e
propośeesparZiegleret Nichols(entreautres).

Méthodedela réponseindicielle :

Pourunsyst̀emecaract́eriśe parun retardpurTr etune
pentea en régime transitoire,lesvaleursdesparam̀etres
sont:

Type kp τi τd

P 1¼ aTr

PI 0 ½ 9¼ aTr 3Tr

PID 1 ½ 2¼ aTr 2Tr 0 ½ 5Tr

Méthodedel’oscillation limite enbouclefermée:

Onbouclele syst̀emeavecunrégulateurproportionnel
degainK. Si Ko estle gainmettantle syst̀emeenoscilla-
tion limite depériodeTo, lesvaleursdesparam̀etressont:

Type kp τi τd

P 0 ½ 5Ko

PI 0 ½ 45Ko To ¼ 1 ½ 2
PID 0 ½ 6Ko To ¼ 2 To ¼ 8

5.3.3 Equations d’un correcteur P.I.D. nu-
mérique

Ayantfait unchoixdemod̀elepourleP.I.D. etayantré-
glélesparam̀etresil estpossibled’appliquercerégulateur
auxsyst̀emeéchantillonńesparla techniquedediscŕetisa-
tion. Prenonsparexemplele choix d’uneapproximation
arrière.

La partieproportionnelles’écritdoncsuivantl’une des
deuxformules:

pk
¶ kpεkÊ

limitationssurla consigne

pk
¶ kp ´ byck

· yk
µ

avec0 Î b Î 1.

La partieintégralevérifie l’une desdeuxéquationsré-
currentes:

ik
¶ ik » 1

¸ kpT
τi

εkÊ
anti-d́erivedel’int égrateur

ik
¶ ik » 1

¸ kpT
τi

εk
¸ kpT

τt
´ uk

· vk
µ

La partiedérivéevérifie l’une destrois équationsré-
currentes:

dk
¶ kpτd

T ´ εk
· εk » 1

µÊ
limitationssurleshautesfréquences

dk
¶ τd

τd Í NT dk » 1
¸ kpτdN

τd Í NT ´ εk
· εk » 1

µÊ
limitationssurla consigne

dk
¶ τd

τd Í NT dk » 1
· kpτdN

τd Í NT ´ yk
· yk » 1

µ
L’algorithme géńeral du P.I.D. numérique est donńe

commela sommedestrois termes:

uk
¶ pk

¸ ik ¸ dk

qui secalculententempsréel à la donńeedu signalεk et
desvaleurspréćedentes.

Adaptation prédictivedel’err eur.

Lorsquelapérioded’échantillonnageesttroppetitepour
quele tempsdecalculnepuisseplusêtrenégligé,l’hypo-
thèsedesynchronismeentreuk et εk peutconduireà des
résultatserrońes.OnmetalorsenœuvreunP.I.D. prédic-
teur. La valeurde εk estpréditepar la valeurε̂k obtenue
parl’extrapolationlinéaire:

ε̂k
· εk » 1

¶ εk » 1
· εk » 2

c’estàdire:
ε̂k

¶ 2εk » 1
· εk » 2

qui estport́eedansl’algorithmeà la placedeεk.

5.3.4 Exemple d’application du P.I.D. nu-
mérique

Exemple5.1 A titre d’exemple,nousprésentonsici les
résultatsde simulationobtenusdansle casde la régula-
tion parP.I. numériqued’un proćed́e continudefonction
detransfert:

G ´ pµ�¶ 1
p ´ p ¸ 1µ

en présenced’un bloqueurd’ordre zéro et avec unepé-
riode d’échantillonnageT ¶ 1s. Les param̀etresdu cor-
recteursontfixésà:

kp
¶ 1 b ¶ 1 τi

¶ 5s τt
¶ 5s

Lafigure5.17donnele résultat(commandeetsortie)dans
le casoù il n’y a pasde saturationde l’organedecom-
mande.La figure5.18correspondaucasoù l’amplitude
de la commandeest satuŕee à 0,1 en valeur absolueet
où il n’y a pasd’adaptationdu régulateur. La figure5.19
montrel’effet ducorrecteurdesaturation. Ð



5.4. EXERCICES 49

0 5 10 15 20 25 30 35 40
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Temps

A
m

pl
itu

de

Commande du systeme

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.5

1

1.5

2

Temps

A
m

pl
itu

de

Sortie du systeme

FIG. 5.17– Réponseindicielledusyst̀emeboucĺe
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FIG. 5.18– Réponseavecsaturationdela commande

5.4 Exercices

Exercice5.1

On consid̀erele syst̀emecontinudefonctiondetrans-
fert :

G ´ pµ�¶ 1
p

1. Etudierle comportementenfonctiondeK decesys-
tèmelorsqu’onle boucleavecun régulateur:

Rc ´ pµ�¶ K
p ¸ 1

2. On décidede mettreen œuvreune régulation nu-
mériqueet onchoisitunepérioded’échantillonnage
T ¶ 1s. Calculerlesrégulateursnumériquesobtenus
pardiscŕetisationdeŔ pµ enutilisantlesapproxima-
tionssuivantes:

p ¶ z · 1
T

p ¶ z · 1
zT

p ¶ 2
T

z · 1
z ¸ 1
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FIG. 5.19– Réponseindicielleavecanti-dérive

3. Etudieren fonction de K le comportementdu sys-
tèmeéchantillonnéboucĺeavecbloqueurd’ordrezéro,
enprésencedecesdifférentsrégulateurset compa-
rer avec la régulationcontinue(lieu d’Evans,limite
destabilité,comportementenrégimetransitoire).

Solution

1. Le syst̀emecontinuboucĺe a pouréquationcaract́e-
ristique

1 ¸ K
p ´ p ¸ 1µ ¶ 0

soit l’ équationcaract́eristique:

p2 ¸ p ¸ K ¶ 0

Le syst̀emeestdoncasymptotiquementstable,quel
quesoit K Ñ 0, avecle comportementsuivant

0 Î K Î 1¼ 4 aṕeriodique

K Ñ 1¼ 4 oscillatoire

2. Lesdifférentesapproximationsconduisentauxrégu-
lateursnumériques

p ¶ z · 1 º Rd ´ zµ�¶ K
z

p ¶ z · 1
z

º Rd ´ zµ�¶ Kz
2z · 1

p ¶ 2
z · 1
z ¸ 1

º Rd ´ zµ�¶ K ´ z ¸ 1µ
3z · 1

3. Lestrois régulateursconduisentrespectivementaux
résultatssuivants.
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Casno 1

Equationcaract́eristique

ź z · 1µ ¸ K ¶ 0

Le lieu d’Evansestrepŕesent́esurla figure5.20.Les
conditionsdestabilitésont:

Stabilitéasymptotique 0 Î K Î 1

aṕeriodique 0 Î K Î 1¼ 4

oscillatoire 1¼ 4 Î K Î 1
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FIG. 5.20– Lieud’Evanscasn0 1

Casno 2

Equationcaract́eristique´ z · 1µ ´ 2z · 1µ ¸ Kz ¶ 0

Le lieu d’Evansestrepŕesent́esurla figure5.21.Les
conditionsdestabilitésont:

Stabilitéasymptotique 0 Î K Î 6

aṕeriodique 0 Î K Î 0 ½ 17

oscillatoire 0 ½ 17 Î K Î 3

doublementoscillatoire 3 Î K Î 5 ½ 82

oscillatoire 5 ½ 82 Î K Î 6

Casno 3

Equationcaract́eristique´ z · 1µ ´ 3z · 1µ ¸ K ´ z ¸ 1µ¬¶ 0

Le lieu d’Evansestrepŕesent́esurla figure5.22.Les
conditionsdestabilitésont:

Stabilitéasymptotique 0 Î K Î 2

aṕeriodique 0 Î K Î 0 Ï 63

oscillatoire 0 Ï 63 Î K Î 2
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polynômecaract́eristique,7, 28,29
pulsationpropre,22,36

régimeforcé,17
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syst̀emesinterconnect́es,12

tempsderéponse,22
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2.1 Calculdela réponse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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3.1 Stabilité internedessyst̀emes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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