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Notations

R: corpsdesnombregeéels.
- A’: matricetranspogede la matriceA.
- A> 0: Amatricedéfiniepositive.

- || #]|: normeEuclidiennepourun vecteuretinduite parla normeEuclidiennepour
unematrice.

- L(e) transformeedeLaplace.

- %: derivéepartielledela fonction X parrapportala variablev.
- In: logarithmenépérien.

- |n: matriceidentite dedimensiom.

- A(C): noyaudela matriceC.

- R(C): espaceengende parlescolonnesiela matriceC.

- V: fonctiondeLyapuna.

- 31l existe.

- V: pourtout.

- [V: vecteurgradientdela fonctionV.
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Chapitrel

Intr oduction al’ etudedessysemesnon lin eaires

.1 Intr oduction

La premireétapdorsquel’on veutanalyseipuiscommandeun syseme,consistea
sedonnerun”bon” modelematrematiquede celui-ci. Celasignifiequel’on doit disposer
d’'un mockle matfematiqueréalisantun compromisentre sa fidelite de comportement
gualitatif et quantitatifet sasimplicité de miseen oeuvrea desfins d’analyseet de syn-
these Le deuxiemetermedececompromismpliquequel’ étapede mocklisationentrdne
obligatoirementlesapproximationet dessimplificationsafin de permettreuneanalyse
desproprietesdu mocdele qui ne soit pastrop complee et une procedurede synthesede
commandesfficace.

Souscertaineshypotheses(approximatiordesfaiblesdéviationsautourd’'un "mou-
vement’nominal),certainssysemespeuent &tre decrits par un modele matrematique
lineaire parexemple,uneéquatiordifférentiellea coeficientsconstants:

amy™ (1) + -+ awy(t) + aoy(t) = bae™(t) + -+ br&(t) + boe(t)  (1.1)

donton peutcalculerunesolutionanalytiqueexplicite par utilisationdu principe de su-
perposition. Dansce cadred’hypothesesles méthodeglassiquesinsiquede puissants
outils d’analyseet de synthesedesasservissements éairespeuent étreappliqueeset
dévelopges.

M éthodesfr equentielles:
(Utilisation dela transforneede Laplacenotee L(e))

£(1.1) -
Y(p)=L(yt) — EEE; ::r:gmi -:_li;c;
E(p) = L(&(t))

Fonctiondetransfert= Modeleentiee- sortie

Outils d’analyse Outils de synthese

Lieu deNyquist Correcteuraavancedephase
Lieu deBlack-Nichols| Correcteuraretardde phase
DiagrammedeBode | Commandé®ID ...

Lieu desracines
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Methodestemporelles:
Modeleinterne- vecteurdesvariablesd’ etatx € R".

{ X(t) = AX(t) + Bu(t)  ég. dynamique

y(t) = Cx(t) éq de sortie
Outils d’analyse Outils de synthese
Criteresde Kalman Retourd’ état
TheormedeLyapunw (stabilite) | Placementie pdles
Algebrelinéaire Commandd..Q. ...

Toutefois,afinde prendreencompteuneréalite pluscomplee, aussibiendu pointde
vue qualitatif quequantitatif,il estnecessaireleretenirdansla modelisationdu syseme
physiquedesélementsionlinéeairedifficilementmodelisableparailleursetquel’on ne
peutapproximerDifferentscasgénreriquesse présentenpourlesqueldes mocelisations
lineaireme peuentsufire.

- Dansle positionnementl’'un brasde robot, la geonetrieli éeaux transformations
de coordonreesfait intervenir desfonctionsnon linéairesde leur argumenttelles
guesinusetcosinus.

- Un moteuradeslimitationsintrinsequesn courantet doncencouple.Les satura-
tions surles signauxde commandesontdesnon linéaritscourantesDe mankire
plusgérérale lesphénonenegelsquesaturationzonemorte,seuilsdusadesfrot-
tementshystresissontdesnon linéariesfrequemmentencontéesdansce type
d’applications.

- Lesasservissementaisantintervenir dansle bloc decommandelesélementsion
lineairegels querelais,sysemesa commutationshysgresis,... . Ce sontdeséle-
mentsqui ne sontpaslinéarisablepar'approximationdessignauxde faible am-
plitude.

- D’importantsprocessuphysiquessontdecritspardesmodelesnonlinéairesLes
caracéristiquesourant/tensiodenombreuxsysemestlectroniquesontnonlinéaires.
Les attractionsgravitationnelleset électrostatiquesont inversemenfproportion-
nellesaucarre dela distance.

- A cesnon linéarites, plus ou moins classiquess’ajoutentd’autrestypesde non
linéaritesqui sonta prendreen comptedansles nouveauxchampsd’application
de I’Automatique. Par exemple,en mécaniquela déformationdes matriauxfait
apparére desdériveesnon entieresdansles moceles.En biologie et en chimie
interviennenteséquationgolynomialesa plusieursvariableset auxdériveespar
tielles.Dansla finance- domainegloigredel’ Automatiqueou lesmémesnéthodes
pourraient’avererutiles- lesfonctionsdécrivantlesévolutionsdesparanetressont
discontinuegntout point.
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Pourde tels moceles,le principe de superpositiome peutplus etre appliqLe et les
outils nécessitenle développementie matrematiquepluséelaboges.

Dufait dela diversitetdela puissanceesoutils developpesdande domaindinéaire,
il estusueldansunpremiertempsdelinéarisete modelenonlinéaireautourd’un pointde
fonctionnemenétd'utiliserle mocelelinéaireainsiobtenuafin d’en extrairele maximum
derenseignement3outefois la méthodelelinéarisatiom’estpassufisanteetil estdonc
néecessairale forger desoutils propresa I' etudedesmodelesnon linéaires Principale-
ment,deuxfaits limitent la porteedesrésultatobtenusparla méethodede linéarisation.
Toutd’abord,dufait quela méthodedelinéarisatiorestuneméthodeparapproximation,
elle n’estdoncvalide que localementutourdu point de fonctionnementoncerm et ne
peutcertainemenpaseétre utilisee pour en deduireun comportemenglobal Le deux-
iemepoint estqueles dynamiquesi’un sysemenonlinéairesontbeaucouplusriches
guecellesd’'un sysemelinéairedansle sensgu’ellesrefletentdescomportementst des
phénonenegpurementnonlinéaires Ce coursconstituedoncuneintroductionsuccincte
al’analysedessysemesonlinéairesainsiqu’al’utilisation decertainsoutils specifique-
mentdéveloppesdansce cadre.

1.2 Quelquescomportementsnon lin eaires

1.2.1 Points d’équilibr e multiples

A la differencedessysemedinéairesqui pos®dentun point d’équilibreunique,les
syskmesmonlinéairegpeuentposederplusieurgpointsd’ équilibre.

Exemple:
Soitle sysemephysiqueréegi parl’ equatiordifferentiellesuivante:

X(t) = =x(t) +3°(t) , Xo=xX(0)
Le sysémelinéari€ autourdu pointx = 0 estdonre par:
point d’équilibrex=0
X(t) = —x(t) —
solution x = xpe™

Le sysemenonlinéaire,quantalui alescaracéristiquesuivantes:

2 pointsd’équilibre (0, 1)
solution x(t) = 9%

Lessimulationsfigure 1.1, montrentclairementesdifferencesle comportemengn-
tre le mocdelelinéaireet non lineaire.Dansle caslinéaire,le point d’équilibre est sta-
ble et les trajectoiresd’ état pour differentesconditionsinitiales, déecroissenvers|’ état
d’equilibre.Dansle casnonlinéaire lesdeuxpointsd’ equilibresontde naturedifferente.
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Figurel.1: Sysemelinéari€ et Sysemenonlinéaire

Le pointd’equilibre0 eststabldocalemenpuisqueoutetrajectoireissued’'unecondition
initiale sufisammenprochecorverge verscetétatd’ equilibre.Le point 1 quantalui, est
instableconstitueen quelquesorteunefrontierede stabilite. L'axe esten effet divisé en
deuxrégionsdeconditionsinitialespourlesquelledestrajectoiressontcorvergentesvers
I étatd’ équilibre0 ou sontdivergentes.

1.2.2 Cycleslimites

Un syskémelinéaireinvariantdansle temps,pour osciller, doit avoir une paire de
pdlessurl’axe imaginaire.Cetteconditionestévidemmentresfragile vis a vis de per
turbationset/ouerreursde mocelisationpouvantaffecterla valeurde cespdles.De plus,
I'amplitude de 'oscillation obtenueen theorie dependuniquemente la conditionini-
tiale. Au contraire Jessysemesonlineairegpeuentétrele sieged’oscillations,(cycles
limites), caracériseesparleuramplitudeetleur frequenceindépendantedela condition
initiale, xg, et sansexcitation extérieure.ll estdoncindispensabl@’utiliser un syseme
nonlinéairesil'on souhaitaéaliserenpratiqgueuneoscillationstable.

Exemple:équatiorde VanderPol
L' équatiorde VanderPol estuneéquatiord’ordre 2 nonlinéairedonreepar:

mK(t) +2c(x® — L)x(t) + kx(t) =0 ¢>0
estsimuleepourdifférentesonditionsinitialesx(0).

La figure 1.2 fait clairementapparére une courbefermeeverslaquellecornvergent
touteslestrajectoiregjuelquesoitle pointinitial choisi.Celatraduitla natureoscillatoire
et approximatvementsinusddaledu comportementiu syseme.Cettecourbeferméeest
uncyclelimite. Cescycleslimites peuventétresouhaiés,(oscillateur£lectriquespu non
désiresdansle casdecertainssysemesmeécaniques.

1.2.3 Oscillations presquepériodiques- sous-harmoniques

Il estbienconnuqu’un sysemelinéaire,enréponsea uneentreepériodique produit
unesortie périodiquede mémepériodequel’entréeappliquee.Un sysemenonlinéaire
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Plan de phase
T T

dx/dt
=)

Figurel.2: EquationdeVVanderPol

soumisauneentieepériodiquedu type
e(t) = Esin(wt)

produit une sortie péeriodiquecompoge d’un signal periodiqueappeé fondamentatie
frequencen/ 2t et de signauxadditionnelsde frequencesultiplesnw/ 21 qui sontap-
pelesles harmoniquesDanscertainscas,la sortie peut égalementcomprendralessig-
nauxdont la frequenceest sous-multiplede la frequenced’entree.ll peutméme,dans
certainscas,produireune oscillation “presque”périodique.C’est le casquandla sortie
estla sommed’oscillationspériodiquesiefrequencelifferenteetnonmultipleslesunes
desautres.

1.2.4 Bifur cations

Deschangementguantitatifsdesparanetrepeuvententrdnerdeschangementgual-
itatifs desproprietesdusyseme (nombredepointsd’ équilibre stabilite despointsd’ équilibre).

Exemple:équatiomonamortiede Duffing
K(t) +ax(t) +x(t) =0 a>0
L' équatiordonnante pointd’equilibreest:
Xe(X+a) =0

Suivantquea seranégatif ou positif, le nombredepointsd’ equilibreseradifferent Quand
o varie,le nombrede pointsd’ équilibrevariede 1 a 3,

(X, %e) = (0,0), (vat,0) (—v/(,0)

Ainsi a = 0 estunevaleurdebifurcationcritique.
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.2.5 Chaos

Un syseémenonlinéairepeutavoir un comportemenénrégimepermanenpluscom-
plexe queceuxhabituellementépertoréstelsquel’ equilibre lesoscillationgpériodiques...
. Danscecas la sortiedu sysemeestextrememensensibleaux conditionsinitiales,d’ou
la non prévisibilité de la sortie. Certainscomportementshaotiquegont ainsiapparétre
un aspechleatoiremalgre leur naturedeterministantrinseque.

Exemple:
K(t) + 0.1X(t) +x°(t) = 6sin(t)

Pourles deuxconditionsinitiales differentessuivantes nousobtenondes deuxcourbes
présenkessurla figure1.3.

25

1
2r iy |
15 I I M

1

0.5 i I L

x(t)

L I

[ I

0 ' i 1! ! 1
I

I I I I I I I I
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t

Trait-: (x(0) =2; x(0) = 3) et Trait-.-: (x(0) = 2.01; x(0) = 3.01)

Figurel.3: Comportementhaotique

Certaingdecesphénonenesnanifestentiescomportementdetypealéatoireendépit
dela naturedeterministedu syseme.Ce comportemenéstprésentdansles phenonenes

de turbulencesen mécaniquelesfluides ou dansles phenonenesssusdesdynamiques
atmospleriques.

1.3 Deuxexemplesde modelisationsnon lin €aires

1.3.1 Equation du pendulesimple

Soitle pendulesimplerepresengé enfigure 1.4,0u | estla longueurdela cordecon-
sidereecommerigide et sanamassest m la masseenmouvement.On note8 I'angle que
la cordefait avecla verticale Afin d’ecrireles équationglu mouvement,l estnecessaire
d’identifier lesforcesagissansur la masseTout d’abord,il y ala force gravitationnelle
donreeparFy = mgou g estl'accélerationdela gravite. On supposealeplusquela masse
estsoumisea uneforce derésistancale friction proportionnellea la vitessede la masse
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et de coeficient de friction k. En appliquantle premierprincipe de la dynamiquepar
projectionsurl’axe tangentielpn obtientl’ equationdifferentielledu mouvement.

I
S
0
\/'[ m
Figurel.4: Pendulesimple

ml® = —mgsin®) —ki6

A partir de ce modele mathematiquejl estpossiblede dériver un modele dansl’espace
d’'etatnonlinéaireenchoisissantesvariablesd’étatx; = 6 etx, = 6.

{ X1 = X2
Xz = —%Siﬂ(xl) — %Xz

Si I'on souhaiteconnatre les pointsd’équilibrede ce syseme,il sufit de resoudrde
systmealgebriquesuivant.

{ 0= X2
0= —%Siﬂ(xl) — %Xz

Les points d’équilibresontdoncdonréspar (ntt, 0) pourn=0, +1, +2 --.
Physiquement;ela correspondh I'existencede deux pointsd’équilibre (0,0) et (1t 0),
lesautresn’ etantqu’uneduplicationmathematiquede cesdeuxpointsduea la possibil-
ité, pourle pendule de faire unecertainnombrede toursautourde sonpoint derotation.
Il estclair guedu point de vue physique cesdeuxpointsd’équilibresontdistincts.En
effet, alorsquele pendulepeutresteren équilibreen (0, 0), il ne peutmaintenirsaposi-
tion d’équilibreen (1t 0) puisqueune perturbatiorinfinitesimaleproduitun désquilibre
du pendule On parleracommeil seravu parla suite,d’équilibrestableet instable

L’ équationdu penduleestintéressantéu fait que de nombreuxsysemesphysiques
peuentétremodelisespar deséquationsemblables celle du pendule C’estle caspar
exempledecircuitsélectriquesomportantineinductionnonlinéairedetypejonctionde
Josephsonu encorede gérérateuisynchroneconneck aun businfini, [4].

Un autre exemple construitsur I'exemple du pendulesimple, montre que les non
linéaritesconduisentapidement dessyskmestrescompleesvoire chaotiquesSoit le
sysemecorguapartirdetrois pendulesimplesmis boutabout,represenédand’espace
surlafigurel.5.
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P

™)
@
@
®
@ . e

Figurel.5: Syseémeatrois pendulegprojectionssuivantlestrois axesdu plan)

On néglige les frottementsLes équationgdécrivantle comportementlynamiquedu
sysemesontfastidieuses établirmaisle modele estparfaitementéeterministe Ceciest
un exemplede mocklechaotiquePourunepositioninitiale destrois poids,le comporte-
mentne serani cornvergeant(frottementsconsiderésnuls) ni oscillatoire.De plus, pour
deux positionsinitiales infiniment proches,le comportementiu sysemediffere forte-
ment.

1.3.2 Oscillateur arésistancenegative

La figure 1.6(a)décritla structurefondamentala’un type d’oscillateurélectronique
tresrépandul’inductanceetla capacié sontsuppogedinéairesjnvariantedande temps
et passie, L > 0, C > 0. L’ elementrésistif estun circuit actif dont la caracéristique
tension/couranestnonlinéaire,j = h(v) etestprésenkeenfigure1.6(b).On supposele
plusquela fonctionh satisfaitlesconditions:

h(0) =0 H(0)<0

lim h(v) = lim h(v) — —oo
V—00 V——00

element
C —|— LV
) ) resistif v
i i -

@ (b)

Figurel.6: Oscillateurarésistanceégative
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En écrivantla loi desnoeudspna:

ic+iL+i=0
cequi seréecrit:
/ s)ds-+h(v) = 0
ou encoreaprésdifférenmatlon,
d?v ., dv
CL Ol2+V+Lh( )dt 0

Parunchangemerd’ echelledetemps cetteéquatiorpeutétrereduiteauneéquatiorbien

connueen théorie dessysemesnon linéaires.On poseainsit = t/v/LC, ce qui permet
d’écrire: i y
dt — dt

2 2

&L

L’ équatiordifférentielledu circuit estalorsdonreepar:

V+eh' (ViV+v=0
oue = 4/L/C. C’estuncasparticulierde!’ équatiorde Liénardqui ala formegérérale:

V+ef(viv+g(v) =0

z

Dansle casol h(v) = —v+ V3, onretrouwe I équatiorde Vander Pol, qui a &t utilisée
afin d’étudierles oscillationsdansles circuits a basede tubesa vide. En posantx; =

z

V, Xo =V, leséquationgl’ étatassodkesal’ equationde VanderPol sontalors:
X1 = X2
Xz = —X1— EhI(X]_)Xz

.4 Conclusions

Il estbien évidentquela liste préecedenten’ épuisepasl’ensembledesphénonenes
gui peuentserencontredand’ étudedessysemesonlinéairesetdesmodelesquel’on
peutdéduire.

Lessyskmesonlinéairesetudiesdansce coursserontdécritspardeséquationglifféeren-
tiellesordinairesnonlinéairesdu type suvant:

%(t) = fi(xe(t), -, Xm(t),t) i=1m

ouencore: _ _
X(m) (t) + g(x(m_l)(t)v o 7X(t)7t) =0

Lessolutionsanalytiquegie ceséquationsie sontengéréralpasaccessibledirecte-
ment. Elles s’exprimenten géréral a partir de fonctionstranscendantegsbtenuessous
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formededéveloppemengnséries,oupardesmethodesumeriquesetitératves.Cecours
exposeraun certainnombrede techniguepermettantie contournercettedifficulté.

Dansla majorite destechniquesles non lineéaries sontanalygesen réferenceaux
comportementiessyseémesdlinéaires En particulier, il estcourantde modeliserun sys-
temenonlinéairecommeforméd’unepartielineaireet d'unepartienonlinéaire L’ étude
peutalorsétreuneévaluationdel'influencedela partienonlinéairesurle comportement
linéarie du syseme.Danscetteoptigueles sysemessontrepresenéscommeforméesde
deuxsysemesnterconneds(figure 1.7).e et f sontlesentieespossiblesiu sysemeet
sett sontlessortiespossibles.

e s
+ Systeme Lineaire

Systeme Non Lineairg~——(+)=———————
t f

Figurel.7: Sysemesnterconnedts

Deuxexemplescourantde sysemeamocelisableslela sortesontles sysemescom-
mandesparunerétroactiomonlinéaire(f = 0) etlessysemesdontl’entrée f subitune
transformatiomonlinéaire(e = 0). Lessysemesonlinéairesenquestionpeuventalors
etrerespectrement,une portetout ou rien et une saturation Les méthodegprésenges
dansce coursabordentde mankere differentescertainscasde sysemesmis souscette
forme.
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La notion de stabilité

.1 Intr oduction et définitions fondamentales

Latheoriedela stabilite joueunrole centralenthéoriedessysemesDifferentsypes
de problemedle stabilite peuent étrerencontesdansl’ étudedessysemesdynamiques.
Dansce cours,nousentendongar stabilite, stabilite despointsd’équilibre.Nous évo-
gueronssandes éetudierla stabilite descycleslimite etla stabilite entree/sortieLa stabil-
iteéd’un pointd’équilibreestgénreralemenétudieeal’aide du concepdestabilit ausens
deLyapuna.

Par définition, si un sysemeestdansun etatd’équilibre,il resteradanscetétatpourt
variantdansle temps.L’ etudede la stabilite ausensde Lyapuna consisteen!’ étudedes
trajectoiresdu sysemequand!’ étatinitial est’pres”d’un étatd’équilibre.Celarefletela
possibilie de perturbationsaffectantle syseme,sousforme de conditionsinitiales non

nulles.

L'objet de la théorie de la stabilite estde tirer desconclusiongguantau comporte-
mentdu sysemesanscalculerexplicitementsestrajectoiresLa contribution majeurefut
apporeepar A.M. Lyapunw, en1892,dontlestravauxn’ont éte connusqu’a partir des
anrees60.1l aintroduitla majoritedesconceptetdefinitionsdebaseconcernania stabil-
ite dessyskmesrepresengspardessysemesdifferentielsarbitrairesmaisa aussifourni
les principauxrésultatgheoriguesNousne présentonslanscettepartie qu’uneversion
simplifieeet abregéede sestravaux.

I1.1.1 Quelquesrappels sur lesmodelesd’ etat

L’ évolution d’'un sysemepeutetre définie par une équationdifférentiellequi lie la
dérivéedu vecteurd’ étatal’ensembledesvaleursprecedentesle |’ etat,al’ensembledes
valeursprécedentesle'entreeet autemps:

X(t) = f(x",u7,t)

z z

ou x~ etu~ sontles fonctionnellesrepriesentant’ évolution de I’ étatde de I'entréedu
sysemepourlesinstantsprecedentgt~ < t).

19
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La théoriede Lyapuna pourl'analysede la stabilitt dessyseémess’inscrit dansce
cadretresgénreral. Dansce coursnousnouslimiterons a consicerer dessysemesnon
commanés (entreenulle) et non causaux!’ évolution du sysemene dépendquede la
valeurdel’ étatal’instantt):

Définition 1 SysémeAutonome
Un sysémeestdit autonomesi f nedépendpasdutemps:

x= f(X)

sinonle sysemeestdit nonautonome

Remarques:

1- Lesmocklesainsidéfinis géreralisentia notion de sysemesinvariantset variants
dansle tempspourlessysemedinéaires.

2- Un sysemeautonomeestindépendantiu tempsinitial alors qu’un sysemenon
autonomene I'est pas.Tout instantpeutétre considcere commeinstantinitial. Tout
étatx(t) du sysemepeutétreconsiceré commeun étatinitial.

Dansla suitenousne consicereronsggue dessysemesautonomesDe plus nousconsid-
ereronsiniquementiessysemegdontle vecteurd’ étatestréeldedimensiorfinie: x ¢ R".

Hypotheseclassique:
La solutionde I’ équationx = f(x) estuniquea la donreed’une conditioninitiale x, =
X(0). (Solutionuniqueau problemede Cauchy).

z

La solutionxy, de I’ equationdifférentiellepour une conditioninitiale X, donreeest
unetrajectoireavaleursdansl’espaced’ etat (espaceectorielR"):

“ - Rt —R"
%o t s X ()

Cettefonction estappetetrajectoir e d’' état du sysemedansl’espaced’ étatpour une
conditioninitiale donree.Quandcelaestpossible(étatde dimensiondeux, voire trois)
noustraceronda trajectoiredu sysemepourrepresentesonévolutiondynamiqueapartir
d’'uneconditioninitiale donree.

Exemple:Soitle sysemeadeuxétatsuivant:

{X]_ = X2$in(2X1)
X2 = —sd(_p505)(2X1+X)

oulafonctiondésigreeparsa_o 5 o.5)(X) estunesaturatiorguirenvoiexsix € [-0.5,0.5],
0.5six > 0.5et —0.5si x < —0.5. Pourquelquesonditionsinitiales choisiesaléatoire-
mentonpeutsimulerle sysemeettracerestrajectoires’ étatdu syseme(figure2.1).Les
trajectoiregepresengesévoluenttoutesversdespointsparticuliers(x). Ondiraqu’elles
convergentversdespointsd’équilibre.Pourdeuxétatinitiaux tresprocheson voit quele
comportementiu sysemepeutétretresdifferent.
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Figure2.1: trajectoireqd’ état

Définition 2 : pointsd’équilibre
x* estun état d’ equilibr e pourle sysemeautonomesi
X(t) =x"=xt>t)=x"
ou defagonéquivalentesi:
f(x)=0
I1.L1.2 Quelquesnotions mathématiques

Nous introduisonsou rappelonsguelquesdéfinitions et notions matrematiqueui
nousserontnécessaireparla suite.

Définition 3 : \Wbisinagedel'origine
Unvoisinagedel’origine, Q esttoutdomainefermé borné incluantl’origine.

Un exempledevoisinageestla boule:

Définition 4 : BouledansR"
OndéfinituneboulefermeedansR" commd’ensemble:

B = {xe R/ []x| <1}

ou la norme|| e || estunenormesurR"

Un exempledenormeestla normeeuclidiennehabituelle:

IX|| = 4/X2+---x¢ pour x€R"
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Commetoutesles normessontéquivalentesurR", le choix dela normen’estpasdéter
minantpourlesrésultatgjui suvent.La formedesboules parcontre seramodifie quand
onchangedenorme.

Définition 5 : fonctionsdéfiniespositives

1- UnefonctionscalaireV : R" —; R estlocalementdéfinie positive dansQ, ot Q
estunvoisinagedel’origine, si:

1-V(0)=0
2—Vx#0€Q V(x) >0
2- UnefonctionscalaieV : R" —: R estdéfinie positive si elle verifie:
1-V(0)=0
2—-Vx#0eR"V(x) >0

Exemples:
Soitx = [x1, %] € R?

- V(x) = X2 4 sir?(x2) estdéfiniepositive localement.
- V(X) = x2 + x5 estunefonctiondéfiniepositive.
Deéfinition 6 : fonctionssemi-dfiniespositives

1- UnefonctionscalaireV : R" — R estlocalementsemi-cefinie positive dansQ,
ou Q estunvoisinagedel’origine, si:

1-V(0)=0
2-Vx£0€Q V(x) >0

2- UnefonctionscalaieV : R" — R estsemi-cefinie positive si elle verifie:
1-V(0)=0

2—-Vx£0eR" V(x) >0
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Exemples:
Soitx = [x1, %] € R?
- V(X) = x1Sin(x1) estunefonctionlocalemensemi-ckfiniepositie.
- V(x) = x2 estunefonctionsemi-céfinie positive.
Remarques:
1- Si unefonctionV est(localement),(semi-)ckfinie negative alors —V est(locale-
ment),(semi-)cefiniepositive.

2- Casparticulier important: laformequadratiqu&/(x) = XPx, xe R"avecP="P'.
V est(semi-)Efiniepositive,(regative),si P estunematrice
(semi-)cefiniepositive, (négative).

3- Uneconditionnécessairetsufiisantepourquela matricesymétriqueP soit definie
positive estquesesvaleurspropressoienttoutespositives.

Définition 7 Fonctioncandidatede Lyapunov
SoitV : R" — R, unefonctiontelle que:

i) V estcontifimentdifféerentiableentouscesarguments.
i) V estdéfiniepositive
i) 1l existea etb deuxfonctionsscalaiesdeR; dansR,, continuesmonotonesnon

décmissantestellesque

a(0) = b(0) = 0
VxeR a([[x]) < V(x) < b(||x]])

alorsV estunefonctioncandidatede Lyapunov

Remarque

La définitionimplique quela fonctionV définit desequipotentiellesmbriquees.C’esta
dire queles courbesV(x) = Cge, appekeséquipotentiellesde Lyapunov, définissent
desdomainesonne&esautourdel’origine. De plusendéfinissantesdomaines:

Dy = {XV(X) <c1} ; Do={xV(X) < co}
alors

Ci<C—D1CD

exemple

Soitx = [x1,X%2]' € R?, etV(x) = x2 +x3 alorsleséquipotentiellesontdescerclesderayon
le cariedela normeeuclidiennedu vecteurx. CesontaussilesboulesdeR? définiespour
la normeeuclidienne.
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Définition 8 : dériveedeLyapunov
SoitV : R" — Runefonction continimentdifférentiableen tous sesargumentset soit
I’ équatiomonlinéaire differentiellex = f(x), x € R". OndéfinitalorsV : R" — Rpar:

Vi = | Fe0] 10
ou: Sﬂ(x)
[a—v(x)} gradient deV(x) ~ :
0x Sﬂ(x)

V(x) estappekela déeriveedeV(x) le long destrajectoiresdex = f(x).

Remarque:
La déeriveecorresponda unedériveetemporellede la fonctiont — V(x(t)) en consid-
erantquex estunetrajectoired’ état,c’estadire qu’elle satisfaitl’ equatiordifférentielle:

%X(t) _ [g_\;(x)}l.x(t) _ [g—\;(x)]l. f(x(t))

Exemple:
Soit V(x) = x2 +x3. Alors la dérivéele long destrajectoiresde x = f(x), ol f(x) =
[f1(x), f2(x)]’, s’écrit:

V(X) = [2x , 2¢]- { f;(") ]

1.2 Notionsde stabilite

11.2.1 Stabilitédu point d’equilibre

Définition 9 : stabilité/instabilie au sensde Lyapunov
L’ étatd’équilibre xe estdit stablesi Ve > 0, 3 a > 0 tel quesi ||X(0) — X¢|| < a alors
[IX(t) — Xe|| < € V't > 0. Dansle cascontraire, Xe estdit instable.

Nota:
(Ve > 0)(Fa > 0)(||X(0) — Xe|| < & = ||X(t) —Xe|| < €, ¥Vt >0)

Interprétation:

La stabilite au sensde Lyapuna signifie quela trajectoired’ étatpeutétregarceearbi-
trairemenfpresdexe, sil’on prenduneconditioninitiale sufisammenprochede xe, (voir
figure5.1).

Définition 10 Attractivité
L’ étatd’équilibre xe estattractif siil existed > 0 tel quesi ||x(0) — X¢|| < & alors pour
toutv > 0l existeT > O qui satisfait||x(t) — Xe|| < v, pourtoutt > T.
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X(t,x)

X1
Figure2.2: stabilitt de Lyapunw

Remarque

L'attractivité n’implique pasla stabilite ni I'in verse.La conditiond’attractvité exprime

guesi I’ etatinitial estdansun certainvoisinagede I etatd’equilibre,alorsl|’ eétatdu sys-

temereviendranécessairemetatl’origine auboutd’un tempssufiisant.

Surla figure2.3le sysemedécritdesellipsesdang’espaced’ etat. Touteslestrajectoires
convergentversl'origine. O estattractifsanstrestablecartoutedestrajectoiresiu demi-

plangauchecontournente points(0,1) ou (0, —1) avantdecornvemer.

Figure2.3: Sysemeattractifmaisinstable

Par contrele sysemex = 0 est stable(tout point au voisinagede 0 restedansle

voisinagede 0) maisO n’estpasattractif(l’ étatne corvergepasverso, il resteimmobile).

Définition 11 : stabilite asymptotique
Un pointd’équilibrexe estasymptotiguementstables’il eststableets’il existea > O tel
que||x(0) —X¢|| < a = tE}rrmx(t) = Xe.
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Interprétation:

Un point d’équilibre eststableasymptotiquemend’il eststableet attractif. La stabilite
asymptotiquesignifiequenonseulement equilibreeststablemaisquedepluson estca-
pablededéterminen voisinagedu pointd’équilibretel quen’importequelletrajectoire,
issued’un Xg appartenandun voisinagede Xe, tendversxe quandt — +o.

Définition 12 : stabilite exponentielle
Un pointd’équilibre xe estexponentiellemergtables’il existea > 0 etA > 0 telsque:

V>0, 3B(Xer), ¥x0 € Br, [IX(t) —Xel| < al|X(0) - xel[e

Interprétation:

Celasignifiequele vecteurd’ état pouruneconditioninitiale xg € B; convergeversxe plus
rapidemengu’unefonctionexponentielle A estappet le taux de corvergence D’autre
part,la stabilite exponentielledmpliquela stabilite asymptotiquegui impliquela stabilite.

Définition 13 : stabilite globale
Sila propriéte de stabilite asymptotique(exponentielleestvérifieequelquesoit x(0), le
pointd’equilibre estglobalementasymptotiquement,(exponentiellement)stable

A défautde pouwoir determinetta stabilitt asymptotiqueroire exponentielleglobaleon se
contenterale determineresvoisinagesiu pointd’équilibre lesplus“grands”’possibles,
ou cesproprietessontgaranties.

1.3 Stabilitéd’'une trajectoir e...

Danscertainscaslessysemesn’admettenpasdepointsd’équilibre,oualorsle point
d’equilibren’estpasstable PourautantestrajectoiresnedivergentpasforcementDivers
caspeuentalorsceproduire:

- Le sysemeadmetun domainestable:ll existeun domainede conditionsinitiales
tel quetouteslestrajectoiresrestentcomprises 'int erieurdu domainestable

- Le sysemeadmetun domaineattractif: 1l existeundomainede conditionsinitiales
tel quetouteslestrajectoiressontcomprisesiansle domaineattractif au boutd’'un
certaintemps.

- Le sysemeadmetunetrajectoirestablefe: Quelquesoite > 0il existea > O tels
quesi || f(0) — fe(0)|| < a alorspourtoutt > 0, || f(t) — fe(t)]| < €.

- Dela mémemankireon peutdéfinir unetrajectoireattractie.

- La stabilite asymptotiqueet exponentielle(globaleou non) peuent étre déefinies
égalemenpourlesdomainestlestrajectoires.
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Jusqua presenton a definit la stabilite dessysemesa partir de la stabilite de |’ état
d’equilibreautourd’un point, dansun domaine autourd’unetrajectoirell estegalement
possiblede consicrerla stabilite entree/sortie.

Soitle syseme:

X(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = g(x(t), u(t))

ou u estl’entréedu sysemeety la sortie.La stabilite entree/sortied’un pointd’équilibre
(Ue, Ye) sedéfinit par:

Quelguesoite > 0l existea > 0 etil existeundomainede conditionsinitiales del’ état
du syskmetelsquesi ||u(t) — ue/| < o pourtoutt etquex(0) appartientau domainede
conditionsinitiales alors ||y(t) — Ye|| < € pourtoutt.

Il esta noter que la stabilite entree/sortieest tres rarementutilisée. Il esten effet

primordial de connatre I’ évolution de tout I' etatdu syseme.ll n’est pasrare en effet,
pourdessyseémesnonobsenable,quela sortieait un comportemenstableet que pour

z

autant’ étatdu sysemediverge.

Exemple:

Soitle syseéme:
X1 = —Xg
X2 = X2
y=X1

z

Ce syskmea unesortie qui corverge vers 0 exponentiellemenet I etatx, qui diverge
exponentiellement.

1.4 Meéthodedir ectede Lyapunov ou secondanéthode

I1.4.1 Intr oduction par I'aspecténergétique

Laphilosophiedela méthodeésidedand’extensiormattematiqued’uneobsenation
fondamentalelela physique:
" Si I’ énegietotaled’un sysemeestdissiggede manierecontinuealorsle syseme,(qu’il
soitlinéaireou nonlinéaire),devrarejoindrefinalementun point d’équilibre”.
On pourradoncconclurea la stabilite d’'un sysemeparl’examend’une seulefonction

z

scalaire, ici I @énepietotale.

Exemple:le sysememasse-ressort-amortisseur
Enappliquante principefondamentatlela dynamiqueau centrede gravité dela masse,
onobtient:

1- Equationdu mouwement:

Mm%+ bX|X| + kox+ kpx = 0
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AN
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QQ
S S

Figure2.4: Sysememasse-ressort

2- Repksentation’ état:

5(1:X2
X1 =X

Xo =X

Posar { onohtient

5(2 X2|X2| X1 — le]_
3- Pointd’équilibre:(0,0).

La questionestde savoir si ce point d’eéquilibreeststable.La massessttireeloin de
sapositiond’equilibre,(longueurnaturelledu ressort) puis lackee.Reprendrat-elle sa
positiond’équilibre?

Etudedel’ énegie mécaniqueotale:

- Enegiecinétique:

- Enegie potentielle:
X 3 1 2 1 4
Epat. = | (KB + kif¥)dB = Shod + Zkod

- Enegietotale:
1 1 1
Em =V (X) = ZkoX® 4 =kix* 4+ =mié
m=V(X) = skox"+ Zkix" + 5

Remarques:

- Le pointd’enegie mecaniquenulle estle pointd’équilibre.
- Lastabilite asymptotiquempliquela corvergencedel’ énepie versO.

- Linstabilité estliéeala croissanca@el’ énegie mécanique.
On peutdoncsupposeque:

- L’énegie mécaniqueefleteindirectement'amplitudedu vecteurd’ état.



Méthodedirectede Lyapuna ou secondenéthode 29

- Les proprietesde stabilite peuwent étre caracériseespar la variationde I enepie
mécaniqueaucoursdutemps.

Etudedela variation:

%[V(X(t))] = (MK(t) + kox(t) + ko (1))X(t) = —blX(t)|* < 0

L' énegiedusyseme apartird’'unevaleurinitiale, estcontinimentdissigeeparl’amortisseur
jusqu’aupointd’equilibre.

La méthoddlirectedeLyapunw estfondeesurl’extensiondecesconceptsLa proce-
durede baseestde gerérerunefonction scalairede type énegie” pourle sysemedy-
namiqueetd’enexaminerla deriveetemporelle Onpeutainsiconclurequantala stabilite
sansavoir recoursala solutionexplicite desequationglifferentiellesionlinéaires.

I1.4.2 Theéoremessur la stabilité et la stabilité asymptotique

On consicerela stabilite du point d’equilibre0 pourles sysemesétudies.Pourtout

point d’équilibrexe # 0, on posele changementle variableX = x — X et |’ étudede la
stabilite estidentiqueacelle pourxe = 0.

Theoremel : stabilite (asymptotique)ocale
Siil existeunefonctionscalaire del’ étatV(x) dontlesdeériveespartiellespremieressont
continuesettelle que:

1- V estunefonction candidatede Lyapunov.

2- V estlocalemensemi-@finienggativedansun voisinagedel'origine, Q.

alors le point d’equilibre 0 eststable et un domainede conditionsinitiales stablesest
delimité par n'importe quelleéquipotentiellale LyapunowontenuedansQ.

SiV estlocalementéfinienégativedansQ, alors la stabilite estdite localementasymp-
totique dansla partie de I'espacedélimité par n'importe quelleéquipotentiellede Lya-
punovcontenuedansQ.

Remarque:
Cethéoremepermetégalementedéterminedesdomainegpourlesqueld’origine estun
pointd’équilibreinstableparrapportaux conditionsinitiales:

L'extérieur de n'importe quel domainedelimité par uneéquipotentiellede Lyapunowyui
englobde domaineot V estsemi-@&finienégative,estun domainede conditionsinitiales
pourlesquelled’origine n’estpas(asymptotiquemenstable

Il estimportantde noterqueentrelesdomainesie conditionsinitiales stablestinstables
demeuraunerégionou la stabilite ne peutétredetermiree.(voire figure 2.5).
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V=Cste X2

domaine d'instabilite

dv/dt=0

domaine de
stabilite

x1

V=Cste /

Figure2.5: Secondenéthodade Lyapunw

D: domaine ou (dV/dt < 0)

Exemple:
Soitle sysemenonlinéaireautonomedonre parsesequationsd’ état:

X1 = X (X2 4+ X5 — 2) — 4x1X3
Xo = Xo(X2 4 X5 — 2) + 4xpx2

(0,0) estun pointd’équilibrepource syseme.On choisitunefonctioncandidatale Lya-
punar V(x) = 1/2(x2 4 x3), cequi conduita calculer

V(X) = XgX1 4 Xo¥o = (X6 4 X3) (X2 + X3 — 2)

V(x) estdonclocalementisymptotiquemerdtabledansla boule:

B3 = {(x1,%2) | X§+ < 2}

z

C’estl'int érieurdel’ équipotentiell®/(x) = 4. De plus,le sysemeestinstableparrapport
al'origine pourtout conditioninitiale al’extérieurdu domainedélimité parV(x) = 4.

Remarques:

1- V estunefonctiondeLyapuna pourle syseme.

2- Laconditionprecedenteestuneconditionsuffisantejl fautdoncchoisirapriori une
fonction candidate de Lyapunov, V(x). Si la condition2 estvérifiee,la fonction
V(x) estunefonctiondeLyapuna etl'on peutconclureala stabilite sinonaucune
conclusiome peutétredonreeet il fautalorsrecommencele processusvecune
autrefonctioncandidatede Lyapuna.
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Theoreme2 : stabilite globaleasymptotique
S’il existeunefonctionV telle que

1- V estunefonction candidatede Lyapunov.
2- V estdéfinienégative

3- Lacondition||x|| — +oo impliqueV (x) — +-oco.

alors 0 estun pointd’équilibre globalemenaisymptotiquemerstable

Le problememajeurde cetteméthodeestde trouver unefonctionde Lyapun pour
le sysemeenl'absencede guideclair. Dansle casnonlinéaire,il n’existe pasde méth-
ode sysematiquepour choisir unefonction de Lyapune corvenable,d’ou I'utilisation
de I'expérience,de l'intuition et de consicerationsphysiqueset de quelquesméethodes
partielles(suffisantes)dontnousprésenterondeuxexemplesplusloin.

11.4.3 Application aux sysemeslin éairesinvariants

Etantdonre le sysemelinéaire
X = AX

on consicereunefonctioncandidatede Lyapune quadratique, V(x) = XPx, alors

V(X) = XPx+ XPx= —X (AP+PA)x = —XQx

Theoreme3 :

Une conditionnécessat et sufisantepour qu’un sysemex = Ax soit asymptotique-
mentstableestque¥ Q = Q' > 0, la matriceP, uniguesolutiondel’ equationdeLyapunov
qui suit, soit définiepositive

AP+PA+Q=0

Exemple:
Soitle syseémelinéaireautonomedonre parsamatricedynamique:

0o 4
A:{—s —12]

Enchoisissan@Q = 1, ontrouve

o_ [ 03125 0.0625
~ | 0.0625 0.0625
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4.4 Démarchea suivre pour étudier la stabilité

Pourrésumercettesectionde chapitrevoici la demarchea suivre quandon étudiela
stabilite d’un syseme:

1- Trouwerlespointsd’équilibredu sysemeenrésohantf(x) = 0.

2- Linéarisete sysemeautourdespointsd’ equilibrepourévaluerla stabilite/instabilie
despointsd’équilibre.(cetteétapeestsouent appebepremiereméethodede Lya-
punov). Au voisinaged’un pointd’équilibrexe:

X = f(X) = A(X—Xe) + O(X — Xe)

Si la matrice A estdéfinie négative le sysemeestlocalementasymptotiquement
stableautourde xe, maisaucundomainede conditionsinitiales stablemepeutétre
détermire a ce stade Si A estsemi-ckfinienégative, on ne peutrien dire. Sinonle
pointd’equilibreestinstable.

3- ChoisirunefonctioncandidatedeLyapunw V etenposante changemendevari-
ablexX = x — xe etudierles domainede stabilite/instabilig, a I'aide de la seconde
méthodedeLyapuna.

4- Silesrésultatsnesontpasconcluantsghoisiruneautrefonctioncandidatede Lya-
punos etrecommencer

Remarque:
A estla matricecalcukeparapproximatiorau premierordredela fonction f. C’estaussi
la Jacobiennele f aupointd’equilibrexe:

5

Le choixdela fonctionde Lyapune estexplicité parla suite.

1.5 Construction de fonctionsde Lyapunov

Dansle casgéréeralnonlinéaire,le principalincorvénientde la methodedirectede
Lyapunw estde ne pasdisposerde guide pour le choix de la fonction candidateNous
proposongjuelquedonctionsde Lyapune classiquegt nousprésentonsleuxméthodes
gui permettentderépondresnpartieace probleme.
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11.5.1 Quelquesexemplesde fonctionsde Lyapunov

Fonctionde Lyapunw quadratique

Soit n'importe quelle matrice symetrique définie positive P, alorsV(x) = XPx estune
fonctioncandidatede Lyapuna.

LeséquipotentielledeLyapuna sontdesellipsdidesdedemisaxesdéfinisparlesvaleurs
propresetvecteurgpropresdeP.

La deriveele long destrajectoiresleV s’éecrit:

V(x) = XPf(x) + f'(x)Px

Normedu max

Soitla fonctionV(x) = maxx;|. C’'estadire quel'’on prendla valeurabsoluemaximale
descoeficientsdu vecteurx.

Les equipotentiellesle Lyapuna sontdeshypercubegle cotes paralklesaux axesde
I'espacevectoriel.

La dérivéele long destrajectoires’ecrit:

V(X) = maxx| = X, - signex,,)
V(X) = fim(x) ' SignQXim)

Normedualedu max

Soitla fonctionV(x) = ¥ |xi|. C'estadire quel'on prendla sommedesvaleursabsolues
descoeficientsdu vecteurx.

Leséquipotentiellesle Lyapuna sontdeshypercubesle sommetplacessurlesaxesde
I'espacevectoriel.

La dérivéele long destrajectoiress’ecrit:

V() = 3 fi(x)- signex)

Leséequipotentiellesontrepresentesendimensiondeuxsurla figure 2.6

x2

Norme du max
pf 10— | /
“lo1

x1

Norme dual du max

Figure2.6: équipotentielle¥ (x) = 1
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II5.2 Methodede Krasovskii

Etantdonré un sysemenon linéaireautonomex = f(x) dontle point d’équilibre
etudieestl’origine, la méthodede Krasorskii consistea proposeunefonctioncandidate
delLyapunw dela formeV(x) = f'(x) f(x) etdetestersi cettefonctionestunefonction
deLyapuna.

Theoreme4 :

Soitle sysemeautonomex = f(x) dontle pointd’équilibre étudi estl’'origine etsoitla
matricejacobiennedu syseme:
of
AX) = | =—
0=|%

F(x) = AX)+A(X)

Sila matriceF(x) définiepar:

estdefinienégativedansunvoisinage del’origine alorsl'origine estunpointd’equilibre
localementasymptotiquemerstable Unefonctionde Lyapunowour ce sysemeestdon-
neepar:
V(x) = f'(x)f(x)
Sideplus,Q =R" et|| |I|im V(x) = + alorsle pointd’ équilibre estglobalemenasymp-
X||—+00
totiguemenstable

Exemple:Soitle syseme:
X1 = —6X1 + 2%

5(2 = 2X1 — 6X2 — 2X§

(0,0) estun pointd’équilibrepourcesyseéme.On calculela jacobienne.

-6 2
A(X):{ 2 —6—6x§]
alors:

F(x) = A+ A(x) { ~12 4 } D;=—12

4 —12-123 | Dy=-128-124

d'ou F(x) estdéfinienggative V(x1, x2) # 0 etl'origine estlocalementisymptotiquement
stable Deplus

V(X) = f/(X)F(X) = (—6X1 + 2X2)2 + (2X1 — 6X2 — 23)?
Visiblement,|| |I|im V(X) = +o ce qui implique quel’origine estun point d’équilibre
X||—+o00
globalemenasymptotiguemerdtable.

Cerésultatde Krasovskii, tressimple a utiliser, esttoutefoisrarementapplicabledu
fait deproblemegelsque:
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- jacobiennenondéfinienégative.

- difficulté pourtestera déefinienegativite deF .

Théeoreme5 :
Soitx = f(x) dontle pointd’équilibre étudiestl'origine et A(x) sajacobienneS’il existe
deuxmatricesP = P' > 0, Q= Q > Otellesque:

F(x) =A(X)P+PAX)+Q<0 xeQ

alorsl'origine estlocalementasymptotiquemerstable La fonctionV(x) = f/(x)Pf(x)

estunefonctionde Lyapunowpour le syséme Side plusQ = R" et | |I|im V(X) = 400
X||—+00

alorsle sysemeestglobalemenasymptotiguemeistable

11.5.3 Meéthodedu gradient variable

Cetteméthodeconstitueuneapprochdormellepermettante construiredesfonctions
deLyapuna.
Unefonctionscalaireestrelieea songradientparla relationintegrale:

kY
6X1

X

V() = / OVdB o0 OV =
0

0Xn

Afin quelarelationentregradientetfonctionscalairesoitbiunivoque Ja fonctiongradient
doit satisfairdesreglescroises:

ooV, onv; . .
—=— (i,j=21,2,---,n

axj 6X| ( 2 J 2 2 7 )

Principedela méethode:

Onsupposeaonreeuneformespecifiquepourle gradient]V enlieu etplaced’uneforme
specifiquepourla fonctioncandidateGéneralementon suppose:

n
UV = Z aijX;
=1

ou lesa;j sontlescoeficientsadéterminer
Procdure:
- [V estdonreeparla forme precedente.
- Résoudrdesrelationscroiseespoura;j.

- Choisirlesa;j pourqueV soitdéfinienégative.
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- CalculerV parintégrationapartirde V.

- TestersiV > 0.

Nota:
PourobtenirV, onintegre:

X1 Xn
V(x):/o DVl(xl,O---O)d[31+---+/O OVi(X41, X2, - - -X) AP

Exemple:
Soit: _
X1 = —2X1
Xo = —2Xo + 2X1X%
Onsupposauel’on aun gradientdonre par:
(V1 = ag1x1 + a12%2
(V2 = ap1x1 + agoXe
Lesreglescroiseessont;

oV oVo 0ajo dap;
—=—=a Xo—— =a X1——
% Xt 12+ X2 % 21+ X1 %

Onpeutchoisirparexemple:

ar—apn=1 V1 =Xx1
a2=an=0 Vo = X2
alors: _
V(X1,X2) = —2x% — 2x§ + 2x1xg = —2x% — 2x§(1 — 2X1X2)
Soit:

V(x1,%2) <0 pour 1—2x3x2 >0

d’ouoncalcule:

X1 X2
V(X]_,Xz):/o X]_dX]_—I—/O X2dX2:X%/2—|—X%/2>O
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1.6 Stabilité absolue

Lessysemesquel’on étudieontla structuredonréepartla figure2.7.

e

G(p)

D(y)

Figure2.7: screma-blocassoc ala stabilite absolue

- G(p) ~ [A,B,C, 0] estlafonctiondetransferid’un sysemelin éaireinvariantstricte-
mentpropre.

- ®(y) estunenonlinéariéstatique.

11.6.1 ProblemedeLur’e

Onimposeala nonlinéariedevérifierune condition de secteur.

Définition 14 :
Unefonctioncontinue® appartientau secteurfk; ko] s'il existedeuxréelsnon n&gatifs
k1 etks telsque:

Y%Oéklﬁyﬁkz

Interprétationgraphique:
®(y) doit étrecontenualansle secteukyy, koy. (cf. figure2.8)

a(y) Ky

ky

Figure2.8: Secteurconique

Nota: La conditiondesecteuimplique ®(0) = 0 etyd(y) > 0.
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Hypothesedl :

H1- Aestunematricestable
H2- La paire (A, B) estunepaire commandable

H3

La paire (C,A) estunepaire observable

H4- Lanonlinéarite d(y) verifiela conditionde secteur

Définition 15 : problemedelLur’e

SoudeshypothesesH1 - H4, le problemede Lur’e consistea déterminerdesconditions
sur(A, B,C) assuantquele pointd’équilibre 0 estunpointd’équilibreasymptotiquement
stablepour cesyseme

Remarque:

On nesepreoccupgasseulemente la propriéte de stabilite d’un syseEmeuniquemais
dela stabilite d’'un ensemblale syseEmespourtouteslesnonlinéarites,d’ou le termede
stabilitt absolue.

11.6.2 Deuxconjectures

M. A. Aizermann,en 1949 fit la conjecturesuivantepour resoudrde problemede
Lure.

Conjecturel : Aizermann
Sipourtoutk € [k; kp], la matrice A— BCk eststablealors le point d’équilibre O est
globalemenasymptotiguemestablepourle sysemenonlinéaire défini.

Denombreuxcontre-eemplesont, parla suite,montrequecetteconjectureestfausse.
En1957,Kalmana propo la conjecturesuivante.

Conjecture2 : Kalman
Sila fonctionnonlinéaire verifie

0P(y)

ks <
3< 3y

<ks

et quela matrice A— BCk eststableV k € [k3 ks, alors le sysemenon linéaire est
globalemenasymptotiquemeistable

Conjectureplusforte quecelle d’Aizermann,la conjecturede Kalmann’en restepas
moinsfausse.
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11.6.3 Crit erede Popov

Afin derésoudrde problemede Lur’e, le criterede Popw renforceles conditionset
hypotresessurle sysemelinéaire,conduisant une conditionsuffisantequi estdéduite
decelle,nécessairet suffisante du criterede Nyquist.

HypotheseL :
- ®c [0 K.
- A estunematriceasymptotiquemeistable

Theoremesb :
S'il existea > 0tel que: (inegalité de Popov)

Vw>0 RE(l+ jow)G(jw)+1/k>0
alors 0 estglobalemenasymptotiquemerstable
Interprétationgéonetrique:

Réecrivonsl'in égalitede Popw avec G( jw) = G1(jw) + jG2( jw)

Vw>0 REl+ jow)G(jw)+1/k>0

estéquialenta:
Vw>0 Gi(jw)—awG(jw)+1/k>0

Si 'on définit le point M d’affixe (G1(jw),wGz(jw)) alorson appellele tracé de
Popov deG le trace dansle plancomplee despointsM pourw > 0.
Graphiquemente criterede Popor signifiequele trace de Popw dela fonctiondetrans-
fert G(p) doit étreadroitedela droite définieparl’ @quation:

x—ay+1/k=0
Voir figure 2.9.
Exemplenumerique:
p+3
== <dP(y) <Kk

Le syskmelinéaireeststrictementtable,commandablet obsenable, (pasde simplifi-
cationpodles- zéros).

G(jw) = 3+jw  30+4w— jo(11+ «?)
I = 10— @@+ 7j0 (10— P2+ 4967
d’ou
Gyjw) = 304407
1t (10— w?)2+49%7
— o (114+wP)

WG2(JW) = (75 gr7ra007

Dansle casprésent,on peutprendren’importe quelreela > 0 tel quela droite x —
ay+ 1/k = 0 soitendessuslutrace dePopw de G(jw) Voir figure2.10.
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w IM(G(jw)) pente
1/a

Vo k

Lieu de Popov

-1k / \

Figure2.9: Trace de Popw

w IM(G(jw)) pente

1/a

-1/k 3/10

U Re(G(1)

Figure2.10: Trace de Popw

11.6.4 Crit eredu cercle

Le criteredu cercleestunegéreralisationdirectedu criterede Nyquistenvue de la
résolutiondu problemedeLur’e.

Hypotheses3 :

H1- La matriceA n'a pasdevaleurpropre sur'axe imaginaire eta p valeurspropres
instables.

H2- @(y) verifiela conditiondesecteurdans[k; ko].

Theoreme7 :
Sile sysemenonlinéaire verifie 'une desconditionssuivantes:

- 0<k; <k
LetracedulieudeNyquistdeG( jw) n’entrepasdansle disqueD(ky, kp) etl’encercle
p fois dansle sendrigonomnétrique

-0=ki <k
Le tracé du lieu de Nyquistde G( jw) restedansle demi-plandéfini par Rg p) >
—1/ko.
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- ki <0<k
Letracé dulieu de Nyquistde G( jw) restea I'int érieurdu disqueD(ky, kz).

- k1 < k2 <0
Letracé dulieu de Nyquistde —G( jw) n’entre pasdansle disqueD(—kj, —kp) et
I'entoure p fois dansle sengrigononetrique

alors 0 estun pointd’équilibre asymptotiguemerstablepour le syseme

D(k, k,) IM(G(jw))

-1k, 1k,

v(w/ Re(c

Figure2.11: criteredu cercle

Exemplenumerique:
Soitl’ equatioramortiede Mathieu:

Y+ 2y + (W2 +a® — gcogpt))y =0

Enposantx; =y, X =y, onobtient:

{ X1 = X2
%o = — (2 4 a%)xq — 2% + qcog wot)y

soit
0 1 0
A:{ (12 +282) —ZH} B_{l c=i10
(0]
P(y) = gcoguot)y —q§¥§q
1
G —
R T RNTCR

d’oul’on obtientle trace dela figure2.12
Danscet exemple,noussommegdansle cas3 et le cercleestcenté en 0 et a pour
rayonl/q. De plus,

B 1 P4t 2jpw
Rt aZ - WP 2jpw (P24 af — w?)2 + ARwP

G(iw)
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q=5-mu=1-a=1
0.5 T T T

0.4 e
03f
02

0.1

Imag Axis
o

I I I I I i I I I I I
-05 -04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05
Real Axis

Figure2.12: Lieu de Nyquist

soit

. 2182 2
REG(jw)] = Grrar o

Im[G(j(,o)] = (u2-|—a2—_u2)2L'1)02)—|—4uzu)2

Le moduleatteintson maximumpour @ = ++/a2 — 2, |G|max= z—ﬁa Pourquele

point d'équilibresoit stable,il suffit doncque 55 < g, d'oll la condition suffisantede
stabilite asymptotiqueglobale.



Chapitrellll

AnalysedesS.N.L. du secondordre - methode
du plan de phase

I1I.1  Intr oduction et définitions génerales

La méthodedu plande phasea ete unedespremierestechniquesitiliseepourl’ étude
dessolutionsdeséquationdifferentiellesnon lineaires.Son principal incorvénientest
gu’elle ne peut étre appliquee qu’a des équationsdu secondordre. De plus, étantune
méthodegraphiqueglle peutétreparfoisfastidieuseparticulieremenpourles équations
comportantdesnon linéariespolynomiales.Toutefois,uneinterpretationgraphiqueest
toujourssouhaitableafin de mieuxcomprendrdée comportement’'un syseme.

Cetteméethodegraphiquepourl’ etudedessysemesdu secondrdrefut introduitepar
H. Poincare.L’id eede baseestde gérererdansl’espaced’ étatd’un sysemedynamique
dusecondrdre,(plande phase)|estrajectoiresdu mouvement,(solutionsdeséquations
nonlinéaires)correspondarddesconditionsinitialesvariees et d’en examineralorsles
caracéristiquegjualitatives.

On consiceredessysemesdu secondordre, c’est a dire régis par une équationdif-
férentielledu secondordre.

f(X,x,x,t) =0
Onpeutassocier cetteéquatiordifferentielleunerepresentatiom’ étatd’ordre 2.
{ X1 = f1(x1,%2) _ { x1(0) ]
X2 = fa(X1,%2) X2(0)

L'espaced’étatainsi déefini estun plan puisquede dimension2. L'id ee de baseest
alorsdechoisirunerepresentatiorl’ etatparticuliere,(xi, x2) = (x,X), d’enreprésentefa
solutiondandle plan(x, x) appeé plan de phaseetd’en étudierles propriétesqualitative-
ment.

Interéts:

- Il estinutile de résoudreanalytiquementes équationglifferentiellesnonlinéaires
puisqud’on disposede méthodegle constructiorpratique.

43
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- Il n'y apasderestrictionsurla "nature” dela nonlinéarit.

- On disposed’interprétationsgéonetriguessimplesde conceptstels que : cycles
limites, stabilite...

Incorvénient:
Ondoit serestreindreala classadessysemesnonlinéairesdu deuxiemeordre.

Vocallaire:
Un sysemedu secondrdreautonomepeutétrerepreseng parle sysemededeuxéqua-

tionsdifferentiellescalaires: _
X1 = f1(x1, %)

X2 = fa(X1,%2)
ou (X1, X2) sontlesvariables de phaseou d’ état. f1, f» sontdesfonctionsnonlinéaires
quelconqued.e plandecoordonmees(xi, x2) estappeé le plan de phase
Pourx(0) = X = (x1(0) x2(0)), uneconditioninitiale donree,cette equationdifferen-
tielle définit une solutionx(t). Quandt varie de O a I'infini, la solutionx(t) peutétre
represengéeparunecourbeparanetréepart dansle plandephasel’ensembledestrajec-
toiresde phasepourdifferentesonditionsinitialesestle portrait de phase

Exemple:
Soit I' equationdifferentiellemocdelisantle mouvementd’un ressortde raideurl et de

massel .
%(t) £ X(t) =0

z

A partird’'unepositioninitiale Xg, I’ &olutiondela positionet dela vitesseestdonreepar

leséquationgparangtriques:
X(t) = Xpcost)

X(t) = —Xosin(t)
cequi conduitauneéquatiordela trajectoiredansle plan(x, x),

dx/dt

%

S

@

Figure3.1: Trajectoiresdansle plande phase

SR

qui estl’ equatiord’un cercledépendantie la conditioninitiale xg, voir figure 3.1.
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I1.2  Construction pratique destrajectoir esde phase

Unefigure approximatve du portraitde phasepeutétredonreeentracantdestrajec-
toiresapartird'un grandnombrede conditionsinitialesdifferentes.
Il existe de nombreuseméthodesle constructiondestrajectoiresde phasepourlessys-
temedinéairesounonlinéaires.

- Méthodeanalytique.
- Méthodeadesisoclines.
- Méthodalelta.

- MéthodedeLiénard.

- MéethodedePell.

Disposantiesormaisie moyengde calculsinformatiquegerformantst efficaces)es
méthodegraphiquepermettent’obtenirdetresbonsrésultatsDu fait deleursimplicite,
nousn’ étudierongjuelesdeuxpremeres:

- La méethodeanalytiqueutilise la solution analytiquedes équationdifférentielles
décrivantle syseme.C’estdoncuneméthoded’utilisation limit ée.

- Laméthodedesisoclinesestuneméthodepuremengraphiquegui estun boncom-
plementde la precedentgoour les sysemespourlesquelson ne disposepasd’une
solutionanalytique.

I11.2.1 La méthodeanalytique

Il existedeuxtechniquepourgénrereranalytiquemenlestrajectoireslephaseToutes
deuxconduisentunerelationfonctionnelleentrelesvariablesde phasgxs, x2) dutype:

g(xl, X2, C) =0

Premeretechnique: A partirdesequationgl’état:

X1 = f1(X1,%2)

Xo = fa(X1,%2)

on obtientlessolutionspourlesvariablesde phasesousformede courbeparangtrees:
X1 = 0a(t)

X2 = g2(t)
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desquelle®n élimine la variabletempspour obtenirl’ equationde la trajectoiredansle
plandephasey(xy, x2,¢) = 0.

Deuxiemetechnique: On éliminedirectemente tempsen posant:

dxp _ fa(x1,%2)
dxg  f1(X1,X%2)

puisl'on résoutcette equationdifferentielle,quandelle esta variablesseparablespour
obtenirla relationfonctionnelleg(xs, X2, c) = 0.

Nota:
Cettetechniqueestevidemmentimit éeparle typedenonlinéarierencontee.Toutefois,
elle estparticulierementutiliseepourlessysemedineairegparmorceaux.

Exemple:sysememasse-ressogrécedent.

[11.2.2 La méthodedesisoclines

L'id éeprincipaleresidedansle motisocline.

Définition 16 :
Uneisoclineestune courbedansle plan de phasedéfiniecommee lieu despointsdes
trajectoiresde phasede pentea donree

dx;  fa(xq, %)

(X1, X2) =8(X) =a = —=

dxg  fi(x1,%2)

Onremarquesneffet quelatangenteilatrajectoirepassanparle point(xg, X2) apour
pente:
dxe  fa(x1, %)
dX1 f1(X1,X2)

L' équatiors(x) = a définitla courbeisoclinedansle plan(x1,x2), le longdelaquelle
lestangentes la trajectoirede phaseont unepentea. La procedureconsistea tracerla
courbesoclinedande plandephasestatracere longdecettecourbe decourtssegments
dedroitede pentea. Cessagmentssontparalkleset leur directionestdétermireeparle
signede f1(x), f2(x) aupointx. Onrépeteensuitela procedurepour différentessaleurs
dela constante.

Unefois le plande phaserempli d’isoclines,a partir d’'un point initial donreé xg, on
construitla trajectoirepartantde xp etreliantles segmentsentreeux.

Exemple:
Soitle sysemenonlinéairedonre par:

X]_ = X2 .
—SINn(X

alors g(x) = —sini) =a

Xz = —sin(xl) X2



Comportemenqualitatif: étudedespointssinguliers a7

d’oul'on peutdéduirequelesisoclinessontdéfiniesparlessinusddesparanetrees:
1.
X2 = ——SIN( X1
S sin(x)

Nota:
Pourutiliser la méthodedesisoclines,il estnécessairguel’ échelleenx; etenxy soitla
meme.

1.3 Comportementqualitatif: etudedespointssinguliers

[11.3.1 Deéfinition

Un point singulier estun pointd’équilibredansle plande phaseencoreappet point
stationnairelUn point d’équilibreestdefini parx; = x2 = 0. On obtientdoncles points
d’equilibreenréesohantles équationsonlinéairesalgébriques:

f1(X1,%2) =0
fa(x1, %) =0

Lespointsd’équilibred’un sysemedusecondrdresontappeéspointssinguliers,du
fait quesil’'on désirecalculerla penteentout pointdela trajectoirede phasegelle-ciest
donréepar:

dxz  fa(xg,%2)

dxg  f1(xq, %)

En un point d’equilibre, cette penten’est donc pas définie et plusieurstrajectoires
peuwentsecroiserenun memepoint.

Exemple:
Soitle sysemegouwerre parl’ equatiordifférentielle:

%4 0.6x+3x+x* =0
guel'on peutrééecriresousformed’équationgl’ etat:
X1 = X2
Xp = —0.6X2 — X1(X1 + 3)
Lespointssingulierssontobtenugarla résolutiondeséquations:
xX2=0
—0.6x2 —x1(x1+3)=0

soitlesdeuxpoints(0,0) et(—3,0).
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Il1.3.2 Casdessysemeslinéaires

Un sysemelinéaireautonomes’ecrit

X1(t) = axg(t) + bxp(t)
' ' sot X=AXx avec A:(il 3)
Xz(t) = cxl(t) + dX2(t)

etpos®deun point d’équilibreunique x = 0, I'origine du plande phaseLa solutionde
I' équatiorx = Ax pouruneconditioninitiale donreeparxg s’éecrit:
X(t) = MeXM~1xg

ou Jr estlaformedeJordarréellede A etM estla matricenonsingulierede passageeéri-
fiant: M~1AM = J;. Suivantla naturedesvaleurspropresieA, J, peutprendredifférentes
formes.

Premiercas: Formediagonale

At O
—M-1aM — 1
J=M AM_<O )\2)

Pourz= Mx alors:
Z]_(t) = e)‘ltZ]_o
2(t) = ez

Eliminantle tempsentreles deux équationspn obtient!’ @quationde la courbedansle
plandephase:

Z A2/
2(t) = 52547 0)
40

Laformedescourbedle phase®btenueva ainsidependralu signerespectifdesvaleurs
propres\i etAo.

1- A1, A2 demémesigne,(> 0ou < 0).
Le pointd’equilibreestun noeudstableou instable.
2- A1, A2 designeoppo%.
Le pointd’equilibreestun point selle

Deuxiemecas: FormedeJordan

Al
—M1iaM —
J=M AM_<O )\>

21(t) = z20eM + zpoteM

2(t) = zp0eM



Comportemenqualitatif: étudedespointssinguliers 49

L' équatiordela trajectoireestalors:

2(t) = 2(t) {@ + %I n (ZZ_(UH

20 20

Le pointd’équilibreestun noeudstable ou instable.

Troisiemecas: Formecomplee conjuglee

_ a —B
Jr:MlAM:<B a)

Encoordoni@espolairesf (t) = /Z(t) + Z(t), 8(t) = arctg {Z—m , I"équationdela tra-
jectoireestdonreepar: '

r(t) = roe™

G(t) = 0o+ Pt

cequi définit unespiralelogarithmique.
Le pointd’equilibreestunfoyer stableou instable.

Casparticulier: a =0

La matriceA a desvaleurspropressurl’axe imaginaire Dansce cas,(0,0) n’estpas
un pointd’équilibrehyperboliqueCelasignifiequela naturedu pointd’ equilibreesttres
sensibleadesperturbationslansles elementdela matriceA.

Le pointd’equilibreestun centre.

Nota:
Lescaracéristiquesen stabilite dessysemeslineairessontdétermireesuniquemenpar
la naturedespointssinguliers ce qui estdifferentdu casnonlinéaire.

111.3.3 Casnon linéaire- Comportementlocal

En examinantle portrait de phasedu sysemenon linéairedonre commeexemplea
la sectionlll.3.1, on peutconstatequedansle voisinagedesdeuxpointsd’equilibre,le
comportementu sysemes’identifieaceluid’'un sysemelinéaire foyer stablepour (0, 0)
et point sellepour (—3,0). Cesobsenationsfaitesdansun casparticulier peuvent étre
gérerali®eset le comportementjualitatif d’'un sysemenon linéaireau voisinaged’un
point d’equilibre peut étre determire par linéarisationautourde ce point. Cesrésultats
sontdoncvalideslocalement



50 AnalysedesS.N.L. dusecondrdre- méthodedu plande phase

Principedela méthode
SoitXe ~ (a, ) pointd’équilibred’un sysemenonlinéairedonré par:

X1 = f1(x1,%2)

Xo = f2(X1,%2)

La proceduresedecomposentrois etapes:

- Changementecoordontes:

X]_ =X1—qa X]_ = F]_(X]_,Xz)
Xo=%—P Xo = Fa(Xg, Xo)
- Linearisation: _
X = AX
ou

aF]_(X]_,Xz) aF]_(X]_,Xz:)
X1 |0 0X2 |0

IR (X1,X2) IR (X1,X2)
X1 |0 X2 |0

estla matrice Jacobiennede f(x) = ( f(x) ) évaluéeau point( g )
2
- Etudedesproprietesdu point singulierO pourle sysemelinéaris.

Conclusions:

Sile point (0, 0) estun noeudstable,(resp.instable),unfoyer stable (resp.instable),
ou un point sellepourle sysemelinéari€, alorsdansun voisinagedu point d’équilibre
(a,B), lestrajectoiresde phasedu syseémenon linéairese comporteroncommecelles
assodeesa un noeudstable (resp.instable),un foyer stable (resp.instable),ou un point
selle.Nousqualifieronslemankreidentiqueespointsd’équilibrepourle sysemelinéarie
etpourle sysemenonlinéaire.

Exemple: Equationd’'un penduleavecfriction

X1:X2

k/m=1/2 g/l =1

Xz = —%Siﬂ(xl) — %Xz

qui posgde deux points d’équilibre (0,0), (1t,0). La matrice Jacobienneassodge est

donréepar:
0 1
A= ( —cogxy) —0.5 )
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Evaluéeauxdeuxpointsd’équilibre,on obtientlesdeuxmatriceslacobiennes:

0 1
Al:(—l —o.5>

aveclesvaleurspropres—0.25+ j0.97 et

0 1
A2—<1 —o.5>

aveclesvaleurspropres—1.28, 0.78. Ainsi, le pointd’équilibre(0, 0) estunfoyer stable
et (1t 0) unpointselle.

CascritiquedeLyapune:

Danscequi precade nousn’avonspaservisace le casou le sysemelineari€ posede
aumoinsunevaleurpropresurl’axeimaginaire Danscecas,le comportementdusyseme
lineari€ et le comportementocal du sysemenon linéairepeuent étretresdifférents.
C’estun cascritique de Lyapunov.

Exemple: Soitle sysemedonre par:
X1 = —X2 — Wxa (X2 + X3)

Xo = X1 — (X2 + X3)

qui aun pointd’equilibreen0. Le sysemelinéari€ al’origine alesvaleursproprestj.
C’estdoncuncentre Sil'on repiesentde sysemeencoordonmeespolaires:

X1 = rcog90)
Xp = rsin(8)
on peutréécrireles équationpréccdentesousla forme:
F=—purd
0=1

doncpourp > 0, le pointd’eéquilibreseraun foyer stableet instablepourp < 0.

111.3.4 Lescycleslimites
Nousavonsvu atraversl’exemplelinéairedela sectionlll.1, un exemplede moue-
mentoscillatoire:
X1(t) = Xpcost)

Xo(t) = —Xosin(t)
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L'origine du plande phaseestdoncun centre.Le sysemeestoscillantd’amplitude
Xo. C’estun oscillateur harmonique. Lestrajectoireslephasesontdescourbedermees.
Toutefois,deschangementmfinitesimauxdansles paranetresdu sysemeannuleraient
cesoscillations.L’oscillateur n’est passtructur ellement stable En fait, il estimpossi-
ble de construireun oscillateurharmoniquedu fait de I'in évitable dissipationd’énepie.
Mé&medansle casou ce problemeseraitévité, on constateque'amplitude desoscilla-
tions,dansle casdel'oscillateur harmoniquedéependde la conditioninitiale. Cecin’est
pasle casen ce qui concerndes oscillateursnon linéaires.ll esten effet possiblede
construirgphysiquementlesoscillateuranonlinéairegelsque:

- l'oscillateurnonlinéairesoit structurellemenstable,

- 'amplitudedel’'oscillation estindependantéela conditioninitiale.

Ondit alorsquele syseEmenonlinéairepos®deun cyclelimite.

Définition 17 :
Un cyclelimite estdéfinicommeune courbeferméeuniquedansle plan de phase Elle
refletela péeriodicite du mouvemengt soncaractere oscillatoire.

Exemple:Oscillateurde VanderPol
Leséquationgl’étatde I'oscillateurde VanderPol sont:
x1(t) = —xo(t)
%o(t) = —Xa(t) +&(1—xg(t))%(t)
dontle portraitde phaseestdonre figure 1.2 poure = 1. Le comportemenéstdifferent

deceluidel’oscillateurharmoniqueourlequelil y avait unensembleontinudecourbes
ferméesvariantpourxg.

Il existetroistypesde cycleslimites: stable,instable, et semi-stable

I11.4  Application

11.4.1 Assewnissementarelais

Soitl'asservissememntonlinéairedela figure 3.2.
e + € ‘ w s
T e O

Figure3.2: Asservissemerde position
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Lescaracéristiguegle cetasservissememionlinéairesontdonreespar:

k-
P(l+Tp)

ou F (&) estunefonctionnonlinéairedel’ écart.
Onpeutassociern la partielineaireL(p), I' equatiordifférentiellesuivante:

r&SO  dsO) kMF (g)

L(p) = w = MF(¢)

de? + dt

ou I'on consicereF (€) = Signe) = +1 = A. Onpeutdoncécrire:

d?s(f) 1ds(f) kM
o TTodt T

Recherche’unerepresentatiom’ etat:

Onposet =1/T etl'on choisitcommevariabledd’ état:

X1 = o

=]
—

cequi permetd’écrire:

dxl_ 1 ds_ 1 dsdf_ 1d_s

dt ~ kMT dt ~ kMT dfdt = kM dt

ds dX]_
@t~ Mt
D’autrepart:

d*s_ 9 (dx1> _ kM d*q

g2 dt\dt /) T diz
donc X
d X1 Xm
— 4+ —= =F(—kMT
az T x)
soitla representatioml’ état:
X1 = X x1(0) = kSIE/I—O'I)' ‘
Xo = —=X2+F(—kMTx1) X2(0)= ﬁ%tO)
=1

Equationdela trajectoire:

La deuxiemeéquatiord’ etatestuneéquatiordifférentielledu premierordrequel’on
peutintégrerparla méethodedela variationde la constante.

Xo(t) = Xpoe '+ A(L—€™)
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D’autrepartx; = xo et

t t
X1 — X10 = /O Xo(T)dT = /O Xo0e T+ A(1— e T)]dt

d'ou:
X1(t) = Xgo+ At + (X0 —A)(1— €7

Equationgaranetriquesdela trajectoire:

X1 = X10+ At + (Xzo— )\)(1— e‘t)

Xo = X20e_t + )\(1— e‘t)

Afin dedéterminen’ équationde la trajectoire,on €liminele tempsentreles deuxéqua-
tions:
X1(t) 4+ Xo(t) = X10+ X0+ At

t:ln{x)z(?g)%)\)\]

et

Equationdela trajectoire:

X1(t) +X2(t) = X10+X20+ Aln {X);%?)__AA}

Nota: L’ équatiordelatangenteestdonréepar:
dxo(t) B —Xo(t) + A
dX]_(t) Xz(t)

Onauratoujoursunetangenteverticaleal’intersectiondel’axe ox.

Suivantla valeurde A, (—1,0,1), I'équationde la trajectoireseradifférente;a chaque
changemendeA, on auraune commutation de trajectoir e.

— 400 quand x(t) - O

l11.4.2 Assewnissementarelaisaveccontre-réaction tachymetrique

Le syseémeasserviestdécritparle sckemadela figure 3.3.

Danscetasservissemendn supposeajuela partienonlinéairecomporteun éléement
hystrésis,(h) ouunezonemorte,(h).
Leséquationdi eesau sclemasontdonreespar:
d’s | d
TS+ §=kw=kMF(g)

w = MF(¢)

g=—(TRE+5)
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e+ + € w s
4»/\—>©_> NL k

p(1+Tp)

BTp

Figure3.3: Asservissemerd contreréactiontachynetrique

Enposantdesvariablesd’ étatréduitest = %

_ S
X1= [T
Xo = X1 = %
on obtientle modeled’ état:
X]_ = X2 -
{ Xo=—Xo+A A=+1

Equationdela trajectoire:

X1(t) +X2(t) = X104+ X20+ Aln [)()2(??)7_—)\)\]
Commutation:
Il 'y adeuxdroitesde commutatiordéfiniespar:
—h/2 = —kMT (Bxz +Xx1) X2=—1/[3X1—|—23k%
h/2= —kMT (Bx2 + x1 - X = —1/B¥1 — st

Effet qualitatif:

L'introductiond’une contre-gactiontachynetriqueentrdne l'inclinaison desdroites
de commutationdoncuneavancede la commutationCelaimplique doncla diminution
del'amplitudedesauto-oscillationgjuandellesexistent.

l11.4.2.1 Regimeglissant

Danscettesection,nousaborderonsle manereextrememensimplifieele probleme
durégimeglissant.Ce paragrapha pourprincipalbut d’étreuneintroductionsimplifiee
ala commande structurevariablepresenéedansun prochainchapitre.

On consiceretoujoursle mémeasservissemente qui impliquela préesencale deux
droitesde commutatiorespaéesde h. On diminuela pentedesdroitesde commutation,
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doncon augmentde coeficient de la contre-gactiontachynetrique,f3, jusqu’a ce que
la pentede la tangentea la trajectoireaprescommutatiorsoit sugerieurea la pentede la
droitede commutation.

1/B < |F]

ou P, estla pentede la tangentea la trajectoirede phaseaprescommutationau point de
commutationM. Danscecas |atrajectoirenetraversepasla droitedecommutatiormais
seréflechitdessusll y areflexiondela trajectoirede phasesurla droite decommutation
(c.f.figure3.4).

Figure3.4: Conditionderégimeglissant

Celaconduita unesuitede réflexions (figure 3.5) entreles droitesde commutation,
(réfraction) Le syskmeestalorsenréegimeglissant

Conditionderégimeglissant:

Dansnotrecas,P; estla pentedela tangenteala trajectoireau point decommutation
Mc, aprescommutation.

Rl =}

Régimeglissantiimite:

Si I'on fait tendrela distanceentreles deuxdroitesde commutationvers0, h — 0,
ce qui correspond faire tendrele relaisversun relaisidéal, sansseuil ni hysgrésis,la
frequencelescommutationgendversl'infini etle pointglissesurla droitede commuta-
tion x; + Bx2 = 0. Noussommesnr égimeglissantlimite . Pendanterégime,|’ équation
du mouvementest:

Bx1+x1=0 sot X]_(t) = X]_oe_t/B

Celaimplique donc que le sysemea une dynamiquefixée par les caracéristiquesdu
régimeglissant.
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Trajectoire

Droites dg commutation

Figure3.5: Suitederéflexions

I11.4.2.2 Regimeoptimal

Le sysemedoit mettrele tempsminimum pouraller de la conditioninitiale au point
d’equilibre,l’'origine, soitapresseulemenunecommutation(cf. figure3.6).

Figure3.6: Commandeptimale

Il fautdoncdétermineie coeficientdela contre-gactiontachynetriquef3 etles co-
ordonreesdu pointde commutation x;c, Xoc) afinderéalisercetobjectif.

La trajectoireavantcommutatiorestdonréepar:

. X20— A
X1c(t) + X2c(t) = X104+ X20+ Aln [ch(t) — )\}
etaprescommutation:
Xoc(t) — A
0+ 0 = Xqo(t) + Xoo(t) + Aln {%]
A
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De plusl’ équatiorde la droite decommutatiorest:

h
2kMTB

Ondisposdaletrois equationgourtrois inconnues.

Xoe(t) = —1/Pxac(t)

111.4.3 Exemples

Danscettesection deuxexemplessonttraiteésafin d’illustrer lesnotionsprécedentes.

l11.4.4 Assewnissementavecrelaiset hysteresis

Nousconsiceronsdansunpremiertemps/asservissementelafigure3.2Lesparangtres
définissante sysemesontdonréspar:

k=1 M=1
T=1 h=0.2
X]_o:—l X20:O

+M

-h/2 h/2

Figure3.7: Hysterésis

L' elementnon linéaire est un cycle d’hysterésisrepreseng en figure 3.7 dont les
paranetressontdonresci-dessusLa mocelisationusuelleconduita définir le modele
d’etatsuivantainsiquel’ équationdela trajectoire.

Equationd’ état:

{ Xl(t) = Xz(t)
Xo(t) = —X2(t) + A

Equationdela trajectoire:

X20— A
X1(t) +Xo(t) = X10+ X20+ AlN [L]

Xz(t) —A
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Lesdroitesdecommutatiorsontdétermireesa partir du cycle d’hysteresiset dansce cas
particuliersontverticaleset definiscommesuit.

Equationgdesdroitesde commutation:

{ x1(t) =h/2=0.1

xi(t) = —h/2= 0.1

Avec les conditionsinitiales donreesplus haut,une simulationdestrajectoiresdansle
plandephaseconduitala figure 3.8.

Plan de phase
T T

Figure3.8: Plande phasesanscontrereactiontachymnetrique

L'analysedesdifferenteportionsdetrajectoiresdela figure 3.8 peutétremereesim-
plementa partir deséquationetdesdonreespréccdentes.

Premeretrajectoire:

Partantde la conditioninitiale x;0 = —1, soit g = —X10 = 1, la premiere portion

detrajectoireestdefinieparA = 1 surle cycle d’hystéerésis.L’ équationde la trajectoire
jusquala premirecommutatiorpourxic = 0.1, (¢ = —0.1), estdonréepar:

x1(t) +X%(t) = —=1+1In {Wl—l}

Deuxiemetrajectoire:

Lesconditionsinitialesde cettedeuxiemetrajectoiresontcalcukesa partir dela pre-
miereet correspondera sonpointterminal.Celadonnedoncx;c = 0.1 et x,c = 0.85 ou
Xoc estcalcuk apartirde

Xoc+ X1c = —1+1In|—

2¢ + X1¢ + L(Zc—l}

Du fait dela commutatiordela commande\ = —1, I’ équatiorde cettedeuxiemeportion
s’écritalors:

Xoc+1

W] =0.95—In {&51}

X1(t) +X2(t) = X+ Xoc — IN [ Xo(t) +
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Cetteanalysepeutétreainsipoursuvie et conduita montrerquele sysemeadmetun
cycle limite represeng en figure 3.8 par I'unique courbeferméedansle plan de phase.
Cetteanalyseestconfirmeepar celle quel’'on pourraitfaire parla methodedu premier
harmoniquévoir chapitre5 etla figure 3.9).

Plan de Nyquist
T T

02k UNGE

Figure3.9: Plande Nyquist:criterede Loeb

Danscette deuxieme partie, nousreprenond’asservissemente la figure 3.3 avec
unecontre-gactiontachynetriquede gain 3. Les équationgilesdroitesde commutation
deviennentalors:

Plan de phase: beta=0.4
T

Figure3.10: Plandephasepour3 = 0.4

Pourf3 = 0.4 (figure3.10),on voit clairementuel’amplitudedu cycle limite estplus
faible que precedemmentSi 'on augmente, on vérifie la conditionde glissementce
qui estillustré parla figure3.11.
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Plan de phase: beta=1.2
T

Figure3.11: Plandephasepour3 = 0.8

111.4.5 Assewnissementavecrelaiset zonemorte

Nous conserensles caracéristiquesprecedentesnis a partla non linéarite qui est
cettefois unezonemorte avec saturation(cf figure 3.12).Les paranetresdéefinissante
sysemesontdonrespar:

k=1 M=1
T=1 h=0.2
X10=—1 X0=0

+M

+M

-h/2 h/2 M+a 2M-a

X=x,sin(wt)

wt

Figure3.12: Nonlinéaritaveczonemorte

z

Les équationsd’ étatsontles mémesque precedemmentinsi que I’ équationde la
trajectoire.

Equationd’ état:

{ Xl(t) = Xz(t)
Xz(t) = —Xz(t) +A
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Equationdela trajectoire:

X20 — A
Xz(t) —A

avecA = 1, 0, — 1. Lesdroitesdecommutatiorsontdétermireesal’aide dela caracéris-
tiquedela nonlinéarit,ici la zonemorte.

X1(t) +X2(t) = X10+ %20+ Aln {

Equationgdesdroitesde commutation:

{ x1(t) =h/2=0.1
xi(t) = —h/2= 0.1

Avec les conditionsinitiales donreesplus haut, une simulationdestrajectoiresdansle
plandephaseconduitala figure 3.13.

1

0.5F

x2

-05 I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Figure3.13: Plande phasesanscontre-gactiontachynetrique

L'analysedesdifferenteportionsdetrajectoirede la figure 3.13 peutétremereede
mankereidentiqueacequi a etefait dande casducycle d’hysteresisa partirdeséquations
etdesdonréesdu probleme.

Premeretrajectoire:

Partantde la conditioninitiale x;0 = —1, soiteg = —x30 = 1, la premiereportionde
trajectoireestdéfinieparA = 1. L’ équationdela trajectoirejusquala premierecommu-
tationpourx;c = —0.1, (€ = 0.1), estdonreepar:

X1(t) +Xp(t) = ~1+1In {Wl—l}

Deuxiemetrajectoire:

Lesconditionsinitialesde cettedeuxiemetrajectoiresontcalcukesa partir dela pre-
miereet correspondend sonpoint terminal. Celadonnedoncxic = —0.1 et Xpc = 0.85
ou Xo¢ estcalcuk apartirde

-1
X2C_1
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z

Du fait dela commutatiordela commanddA = 0), I' équatiorde cettedeuxiemeportion
s’écritalors:
X1(t) +X2(t) = X3¢+ Xoc = 0.75

qui correspondh une portion de droite traduisante fait quel’on setrouve dansla zone
morteet cecijusqu’ala deuxemecommutatiorpourx;, = 0.1 etx,, = 0.65.

Troisiemetrajectoire:

Lesconditionsinitiales de cettetroisiemeportionde trajectoiresont(x) ., X,.) cequi
conduitapresla commutatiorh = —1 al’ équation:

Xl(t) + X2(t) = XI]_C‘|‘ XIZC— In |: XZC—I— 1 1.75 :|

Xz<t>+1] =0.75-1n [x‘2<t>+1

Cetteanalysegoeutétreainsipoursuvie pourla suitedesportionsde trajectoiremon-
trantenfinal quela trajectoiredansle plan de phasesebloquedansla zonemorte pour
(X1f,%2¢) = (0.1,0). Pour éviter ce phénoneneou du moinsen limiter I'importance, il
estpossibled’introduire unecontre-gactiontachynetriguede gain 3. Les équationsles
droitesdecommutatiordeviennentalors:

Xa(t) = _Xé(t) -%

—Xq(t

Xa(t) = 230 + o

[EY

Lesfigures3.14 et 3.15represententes trajectoiresdansle plan de phasepour dif-
férentevaleursdu gainde contre-eactiontachynetrique.

-15
-1

Figure3.14: Plandephasepour3 = 0.2

La conditiond’existencedu régimeglissantestici donréepar:

1

=<1

B
puisqueapresla premierecommutation)’ @quationde la trajectoireestune équationde
droitede pentel. Unefois la commutatioreffectuee,la trajectoirede phaseestbloquee
dansla zonemortecommele montrela figure 3.15.
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X 041

-0.2
-1

0.8

0.6

0.2

| | | | |
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2
x1

Figure3.15: Plandephasepour =1



Chapitre IV

Intr oduction a la commandea structure
variable

Nousavonsvu danda sectionprécedentda notionderégimeglissanidansuncastrespar

ticulier. De fait, le regimeglissantintervientde manirepréponcrantedansla déefinition
etlesproprietesd’'une classale sysemesde commandegfrésimportanteiessysemesle
commandea structurevariable.Cettepartiea doncpour objetd’introduire les principes
etlesproprietesdetels sysemesde commande.

V.1 Intr oduction

Le but de cettepartieestd’introduireal’aide d’un exemplehistorique Jesnotionsde
basesurlessysemesiecommandestructurevariablenecessairegla bonnecompiéehen-
siondela suitedececours.Lespremierdravauxconcernankessysemeslecommande
structurevariableenmodedeglissemenbnt éte propogset elaboésaudehut desanrees
1950en Union Soviétiquepar Emelyane. L'id éefondamentaldut illustreea l'origine
parun sysemedu secondordre. Les termeset notionsqui sontdéfinis sur cet exemple
serontgererali€set explicitésparla suite.

Le mockledu secondbrdreestdéfini parleséquationsl’ état:

{ X1 (t) = X2(t)
%o(t) = —xa(t) + 2(t) + ut)

k=4 pour s(x1,X2) >0

u(t) = oy @ { k= —4 pour s(x1,%) <0

S(X1,X2) estdéfinieparla formequadratique:
S(X1,X2) = X1(0.5%1 4 X2)
Dansle plande phasela fonctions(xi, x2) correspond deuxdroitesdivisantle plan

en desrégionsou le signede cettefonction changeet doncla commandéanduite. La
fonction s(xy,X2) estappeée fonction de commutatioralors quel'ensembledespoints
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dansle plande phaseels ques(x;, x2) = 0 estappet la surfacede commutationLa loi

decommande(ici ungainderetourd’état),commutedoncpourchaquetraversee”’dela
surfacede commutatioretle sysemecommane estainsideéfini analytiquemenpardeux
modelesdifferentddansdeuxrégionsdu plande phase.

Le premiermockleestdonreeparles équationsl’ étatlinéairessuvantes:

. X (t) = Xa(t)
regionl { g(t) :)i25x1(t)—|-2X2(t)

Sil'on étudiela naturedu pointd’ equilibredecesysemeaveclestechniquesléveloppees
dansle chapitreprécedentalorsle pointd’équilibre(0, 0) apparét étreun foyerinstable.
Le deuxememoceleci-dessous pourpointd’équilibrel’origine qui est,danscecas,un
pointselle.

xa(t) = X2(t)

régionl| { Xo(t) = 3x1(t) + 2%o(t)

20

Figure4.1: Plandephase

Larégion| estdéfiniepars(x;,x2) > O alorsquelarégionll estdéfiniepars(x,Xz) <
0. Lesalluresdestrajectoiresde phasedansla region| et ll sontdonctresdifferentesSi
I'on desireetudiermaintenantestrajectoiresiephasealu sysemeglobal,il estnecessaire
d’ajouteral’ étudedanschacunedesrégionsl et ll, I' etudede la trajectoiredu syseme
surla surfacedeglissementlLa droitex; = 0 correspondunefrontiereou lestrajectoires
d’allure differentesejoignentalorsquela droite 0.5x; + X = 0.5x; + X; = 0 décritune
trajectoirede phaseparticuliere,representanta dynamiqued’ordre inferieurdonreepar
0.5x1 + X1 = 0. Quandla dynamiquedu syseémeestdecritede cettemaniere,on dit gu'il

esten modeglissant

Cet exemplede syseéme de commandea structurevariable montre que ce type de
syskmesa engéreraldeuxmodesdefonctionnement

- Le modenonglissant(reachingnode)ou encoremoded’acces.

- Le modeglissant(slidingmode).
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Ainsi, la trajectoirede phase partantd’'une conditioninitiale quelconqueatteintla
surfacede commutationen un tempsfini, (modenon glissant),puis tendasymptotique-
mentversle point d’équilibreavec une dynamiquedéfinie parle modeglissant.Quatre
caracéristiquegrincipalesde cefonctionnemensontillustreesparcetexemple:

Puisqud’ etatd’ equilibredu sysemeestl’origine du plan de phase)e comporte-
mentdu sysemeenmodeglissantestle comportementlu sysemeen modetransi-
toire.

Pendanie modeglissant,les dynamiquesdu sysemesontd’ordre inférieuraux
dynamiquesiu sysemeoriginal.

Pendante modeglissant)esdynamiquesiu sysemesontuniquementétermirees
parlesparanetresdecrivantla droitex; = 0.

Le modeglissantn’estintrinsequeaaucunedesstructured oull.

Il estanoterquetouslessysemesde commandestructurevariablenepos&dentpas
un régime glissantmais queles proprietesde celui-ci constituentune grandepartie des
méritesde cetypede sysemesde commande.

V.2 Principes de la commandea structur e variable en
modeglissant
Apresla présentatiorde cet exemplesimple, nousallons définir plus formellement

et plus rigoureusementoutesles notionsintroduites.Les modelesconsicerés dansce

méemoiresontdefinispar:
X(t) = A(x,t) + B(x,t)u(t)

ou x € R" estle vecteurd’ état,u € R™ le vecteurde commandevecn > m. La structure
d’'un sysemedecommande& structurevariableestdéfiniepourchacunelescomposantes
duvecteurdecommandey; (i = 1,...,m), par:

- m fonctionsde commutationgepresengessousforme vectorielle par la fonction
S(X).-
- Unecommande structurevariable,
ui(X) = Wit (x) pour s(x) >0
ui(X) =i (x) pour §(x) <0 i=12---,m

telle quela conditiond’accessoit vérifiee,c’estadire telle quela trajectoired’ état
atteignda surfacede commutatiors(x) = 0 enuntempsfini.



68 Introductionala commande structurevariable

Deéfinition 18 : fonctionde commutation

La structue de commandeestcaractérisee par le signed’une fonctionvectorielles(x)
appekefonction de commutation. Dansle casde mockleslinéaires,la fonctiondecom-
mutationestchoisiecommeunefonctionlinéaire del’ etat:

S(x) = [s1(X) S2(X) - sm(X)]" = Cx
ouC=|cicy -+ cm] € R™" etcf estunvecteurigne.

Chaquéonctionscalairede commutatiors;j(x) décritunesurfaceinéaire
sj(x) = 0.

Définition 19 : hyperplande commutation
La surfacede commutatiorassoceeau sysemede commande structue variable défini
precedemment:

Sj = {xe R":sj(x) = 0}, j=1,....m

estappekehypersurfacede glissement

Dansle casde surfacesde commutationlinéaires desdéfinitionsprécedentesil est
faciled’induirelesconclusionsuiantes:

Un systmed’ordren avecm commandepos&dera2™ — 1 surfacesie commuta-
tion.

Il existem hypersurfacede commutatior5; dedimensiomn — 1.

L'intersectionde deux surfacesde commutationS et S; estunehypersurfacele
commutatiordedimensiom—2, §j = S S;.

Il existe unehypersurfacele commutatiorunique,intersectiorde toutesles m hy-
persurfacede commutationgui estdedimensiom — m.

m
S=(1S ={xeR":Cx=0} (4.2)
j=1

Entermesgéonétriques,le sous-espacsestle noyaudeC, note A[(C).

Définition 20 : régimeglissant
Si,pourtoutvecteurd’étatinitial x(tp) € S,la trajectoire d’ étatrestedansl’hypersurface
S,X(t) € § Vt > tg alorsx(t) estun modeglissantpourle syseme

Deéfinition 21 : surfacedeglissement
Sitoutpointde Sesttel qu’il existedestrajectoiresd’étathorsde Sle contenantlorsla
surfacede commutatiorS estappekesurfacede glissement
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Le but d’'un syseEmede commandea structurevariableestd’amenerasymptotique-
mentl’ étatdu sysemeapartird’'uneconditioninitiale quelconque(0) = Xg versl’origine
del'espaced’étatquandt — «. Pourcela,deuxmodesdistincts,le reachingmodeetle
modede glissementsontconsiceres.Dansla premierephase)’ eétatdu syseme,partant
d’'une conditioninitiale tendvers une surfacede commutationsur laquelleil va glisser
pouratteindrel’hypersurfacede glissement. Certainsauteurgaralusdelangagecon-
siderentle mouvementsur unesurfacede commutationcommeun mouvementglissant.
Nousconsiceronde modedeglissementommeexclusvementdéfinissante mouvement
dans’hypersurfaces, intersectiordetoutesles surfacesle commutation.

Cemodede glissemenestsouwentqualifie d’idéaldu fait qu’il requiertpour exister,
une fréequencale commutationinfiniment grande.De fait, tout sysemede commande
comprenddesimperfectiongellesqueretards hysieresis,qui imposentunefrequencele
commutatiorfinie. La trajectoired’ étatoscille alorsdansun voisinagede la surfacede
glissementphénoneneappeé chattering ou broutement

Xy X2

Phase d’acce\s\

Phase d'acces
(tps fini) N

Mode glissant (tps fini) /
Chattering
&~

x(t) X(1)

X1 X1
Figure4.2: Phenonenede chattering

De ce qui preacde,on peut déduireque la synthesed’'un sysemede commandea
structurevariablese decomposen deux phasesLa phasel consisteen la synthesede
I'hypersurfacele glissemengfin d’obtenirun comportementlynamiquedésite enmode
deglissementlLa phase2 seresumeenla constructiordelois decommandeé commuta-
tion conduisanta trajectoired’ etatsurl’hypersurfacede glissemenenun tempsfini.

V.3 Le régimeglissant

IV.3.1 Intr oduction

L’ étudedu regime glissantd’un syseme de commandea structurevariable sous-

entenda définition et!’ etudede problemegarticulierstelsque:

- Définitionde conditionsd’existencedu régimeglissant.
- Existenceet unicité dessolutionsenrégimeglissant.

- Choixdela surfacedeglissement.
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- Invariancedu regimeglissantvis avis d’incertitudesparanetrigueset/ouperturba-
tions.

Danscettesection nousdéavelopperonsiniguementestrois dernierspointsrésenantles
conditionsd’existencedu modedeglissementla sectionconcernanke moded’acces.

IV.3.2 La commandeéquivalente

Lessysemesdecommande structurevariablesontmocelisespardesequationglif-
ferentielleprésentantesdiscontinuiés,(dansle secondnembre) du fait dela commu-
tationde la commandells ne satisfontdoncpaslesrésultatscornventionnelsd’existence
etd’'unicitédela théoriedesequationglifferentielleordinairesLa questiorestde savoir
si le sysemea un comportementlynamiqueuniquequands(x) = 0. Differentesnéth-
odesde prolongemenpar continuite ont éte propoges.Toutefois,unedesapprocheses
plusanciennegt les plusformalistesmattematiquemengstla méthodedéveloppeepar
Filippov. Elle constitueune théorie mattematiquesyseématiquepour les equationdif-
ferentiellesavecdiscontinuies.Elle posgdeneéanmoind'inconvénientde s’appliquerau
casmono-entee.Dansle casmulti-entiées)a méthodedela commandeéquivalentepeut
etreconsicereecommeuneextensionformellede cettederniere.

IV.3.2.1 Casgeéneral

Pourdéeveloppercettetechniquepn consicerele modeled’ étatprecedent,
X(t) = A(x,t) + B(x,t)u(t)

On supposeajuela trajectoired’ étatatteint!’hypersurfacede glissement l'instant ty et
gu’un modeglissantexiste pourt > to. Celaimplique

sx)=0 e §x)=0
cequi conduitapressubstitutiondex a écrire

g‘i*: Z—i[A(x,w +B(X,t)Ueq ()] = 0

z

ol Ueq (t) estla commandeéquivalente qui résoutl’ équation.Cette commandectant
suppog&econnueet introduitedansl’ equationdu mockle,on obtientalorsle modeledu
comportementu sysemesur la surfacede glissementen supposantjue la condition
initiale x(tp) verifie s(x(tp)) = 0.

Le calcul de la commandeequivalenteest possiblesi [0s/0x]B(x,t) estinversible pour
toutt etx. Alors,

Ueg(t) = — Hg—)s(] B(x,t)] _1g—)s(A(x,t)
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Ainsi, pours(X(tp)) = 0 donrg, le modeledu sysemesurla surfacedeglissemenest:
_ -1
X(t) = [I “B(xt) Hg} B(x,t)} g] A(x,t)

S(x) =0

Il estremarquablade constateque les dynamiquesdu sysemeen modeglissantsont
d’ordreinféerieurausysemeoriginal. Cettereductiond’ordre estaissmentexplicablepar
le nombredevariablesd’ étatcontraintegarla relations(x) = 0.

IV.3.2.2 Caslineaire

Un casparticulieremenimportantdu fait de sasimplicité estcelui ou les dynamiques
du syseémeainsi que la surfacede glissementont suppogesou choisieslinéaires.Le
modeledu sysemeestalors:

X(t) = AXt)+But) AcR™" BcR™M
etla surfacedeglissemenest:
s(x) =Cx CeR™"
Sile syskmeestenrégimeglissantalors:
SX) =Cx(t)=0 Vt>to

ou tg estle tempspour lequelle modede glissementest atteint. En difféerenciantpar
rapportautempset enutilisantla mémedemarchequepreccdemmenton obtient:

$ = ZAXt)+ EBut)=0
$ = CAX1)+CBut)=0, Vt>to

Si|CB| # 0, cequi estassue parleshypothesegjuel’on poseenpreamhule,lacommande
équivalenteugq peutétredétermireepar:

bedt) = (%) ZA
Ueq(t) = KX(t)

ou la matricederetourd’étatk ¢ R™" estdonreepar:

K=—(CB)"*CA

z

Ainsi le mouvementdeglissemengestdecritparl’ equatiordu sysemeenbouclefermée:
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X(t) = AegX(t) = |In—B(CB)IC| AX(t), Vt>to

L’ équationenmodeglissantestainsile résultatde la projectiondu membrede droite

z

del’ équationinitiale surla variéte s(x) = 0 avecl'op érateuide projectiondéfini par:

In—B(CB)~1C

Cetteméthodede la commandeequivalentepeut etre illustree geonetriquemente
manieresimple.La commandeéquialente gtantdéduitede $ = 0, estla commandeon-
tinue remplacantla commandeliscontinuetelle quele vecteurd’ étatdérivé appartienne
ala varietetangentades(x) = 0.

Cetteméthodeformelle peutétre pleinemenfjustifiee par I'utilisation du conceptde
couchdimite. La couchélimite ||s(x)|| < d estdéfiniecommeun voisinagedela variete
s(x) = 0 danslequella commandeliscontinueidealeestrempla@epar unecommande
réelletelle quelestrajectoiresd’ étatdu sysemerestentdansla couchelimite. Quandla

couchdimite tendvers0, la limite dela solutiondel’ équatiordifférentielleainsidéefinie
existeet estchoisiecommela solutiondu sysemeenmodeglissantdéal.

IV.3.3 Synthesede I'hypersurfacede glissement

Danscettepartie,nousneprésenteronguele casentierementinééairepourdesraisons
de simplification. Toutefois, les développementprésengsici peuwent étre étendusau
modelegéeréralnonlinéairededéepart.

Le dernierpoint a aborderafin de définir parfaitemente régime de glissementon-
cernela synthesede I'hypersurfacede glissementLes dynamiquespendantle régime
glissantsontindépendantede la loi de commandeonlinéaireréellemenimplanteet
dépendentiniguementu choix de la matriceC, ce qui en retourdéterminela matrice
de“retour d’état”K dela commandeequialente Le problemepeutdoncétrereduitau
choix dela matriceK qui peutétreréali® sansconnaissanca priori du vecteurde com-
manderéelu(t). Afin de simplifier la présentatiordesprincipesd’une telle syntrese,il
estsouhaitablel’utiliser uneforme canoniqueparticuliere.

On supposejuela matriceB estderangplein m, si bienqu’il existe unematricede
transformationT orthogonalen x ntelle que:

(5 )

ou B, € R™™M estnonsinguliere.La contrainted’orthogonali€ estimposeesur T pour
desraisonsde stabilite numérigue.Une méthodequi permetde déterminerT estla fac-
torisationQU, parlaquelleB estdecompogéesousla forme:

(5 )
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avec Q € R™" orthogonaleet U € R™™, non singuliére et triangulairesugerieure. T
estainsidéetermireeparpermutatiordeslignesde Q'. La variabled’ étattransforneeest
définiepary = Tx etl’ équatiord’ étatseréecrit:

yi(t) = Aqrya(t) +Agoya(t)
Yo(t) = Aoctya(t) + Asaya(t) + Bou(t)
Enpartitionnant’ etaty comme:
Y =(y] ¥J), yneR"™™ y,eR"
La conditionde glissementevientalors:
Ciy1(t) +Cay2(t) =0
ou:
A1 A

etC, estnonsinguliere,(doncCB nonsinguliere).
La conditionqui définit le modede glissemengestequialentea:

Y2(t) = Fya(t)

ou la matriceF dedimensionm x (n— m) estdéfiniepar:

TATT:<A11 Alz), CTT=(C C)

F=-Clc

Cetteéquationindiquequel’ évolutiondey, dansle modede glissementstlinéairepar
rapportay;. Le modedeglissementdéalestdoncgouwerre parlesequations:

yi(t) = Awaya(t) + Agaya(t)

y2(t) = Fy(t)

L'ordre du sysemeestréduita (n—m) ety, joue alorsle role de commandelLa com-
mandeéquialentedéfiniecommesolutiondu problemes(x) = 0, ala forme:

Ueq(t) = — (CoB2) " [(C1A11+ CoPo1)Xa(t) + (C1A12 4+ Cooo)Xo(t)]

Cemoceledéterminade maniereuniquelesdynamiquesiansie modedeglissement.
Le sysemeenboucleferméeestdonre parl’ équation:

yi(t) = (A1 + AroF )ya(t)

La synthesed’'un modede glissementstableentrdne donc la déterminationd’une
matrice de retour d’état stabilisanteF sur le sysemereduit, pour laquelle différentes
méthodesontpossibles:
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- Minimisationd’un criterequadratique(commandeptimalelinéairequadratique).

- Placementie pdlesparretourd’ état.

Une fois determireela matriceF, nouspouwnscalculerla matriceC. Il estanoter
guel’'on disposealorsd’un certainnombrede degrésde liberte du fait de la liberté de
choix surla matriceinversibleC,. Ensupposant; = Iy,

C=[F In]T

ou T estla matricedetransformatiorpre-cefinie.

IV.3.4 Principe d’invariance

Dans cette section,une propriete essentielledu fonctionnementen mode glissant
estprésenge:l'insensibilit &€ ou la robustessevis a vis d’'une certaineclassed’erreurs
de mocklisationou de perturbationsLe mocdele differentieldu sysemeen modeglis-
santpeutainsiétrecomplketementndépendant’ éventuellesrreursde mocelisationsou
d’éventuelsperturbationsOn dit alorsquele sysemeveérifie la propriéte d’in variance.
Cetteproprieté necessitdoutefoisque certaineshypothesesappekesmatching condi-
tions soientvéerifieesparlesperturbations.

Onconsickreun mocelelineairedonre par:

X(t) = (A+ AAYX(t) + Bu(t) + f(t)

ou AA et f(t) sontrespectrementle termed’erreursde mocklisationet uneperturbation
externe.

Définition 22 : matding conditions N N
AA et f(t) verifient'hypothesedesmatding conditionss’il existe AA € R™" et Af ¢
R"™M tellesque:

A =BAA  f(t) =BAf

La significationphysiquede cettehypotheseestquel’on consiceredesincertitudesle
modelisationou uneperturbatiorattaguante sysemeparla matriced’entree.L'int eretde
consicererunteltyped’incertitudesappardt clairemensil’on supposeérifieel’hypothese
Suiante.

Hypothesest :
Onsupposeourla suiteque
R(B)(NN(C)=0
ou R déenotel'espaceengende par les colonnesde B et C estla matrice définissant
I'hypersurfacede glissement.
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Du fait quela trajectoiredusysemeenmodeglissantidéalestconfinreedansiA/(C), le
comportementlynamiquedu sysemen’estalorspasaffecté partout vecteurappartenant
aR (B). Celaimpliquedoncuneinvariancetotaledu modeglissantvis avis d'incertitudes
vérifiantles matchingconditionssousrésere d’un choix adequatdesvaleurslimites de
la commande.

Exemple: Soitle modelesuivant:

el =[ate o] L] [3]ec

ou p € [-10, 1] estle termeincertain.L’ eéquationprécedentepeutétreréécritesousla

forme: [’Xﬁﬂz[gé][§§}+{ﬂu(t)+{ﬂ[pp][g]

montrantclairemenigueles matchingconditionssontvérifiees.

V.4 Le modenon glissant

Le modepréliminaireau modeglissant,partantd’'une conditioninitiale quelconque
pour atteindrela surfacede glissemenestappeé mode d’accesou mode non glissant,
(reachingmodeen anglais).La définition compkte de ce mode nécessitda définition
d’'unecondition d’accesainsiquela définition dela loi de commandeaonlinéaireetde
sastructure.

IV.4.1 Conditions d’acces

Cetteconditionestenfait la conditionsouslaquellele modede glissemengxiste et
soudlaquellela trajectoired’ étatva effectivementatteindrda surfacede glissemenenun
tempsfini. Deuxtypesde conditionsd’aceesala surfacede glissemensontpresengs.

IV.4.1.1 Approchedirecte

Cetteapprocheestla plusancienneElle estglobalemaisne garantitpasenrevanche
untempsd’accesfini.

S(xt)s(xt)<0 i=1,---,m

Cettecondition esttoutefoisdifficile a utiliser pour faire la synthesede la loi de com-
mande particulierementiansle casd’un sysememulti-entrees.
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IV.4.1.2 Approchede Lyapunov

Uneconditionglobaled’accesestdonreepar:

V(x,t) = §(x,t)'s(x,t) <0 pours(xt)#0

Sil'on souhaitegarantiruntempsd’accesfini, la conditiondevient

V(xt) =§(xt)'s(x,t) < —& pourg(xt)#0,€>0

Il esta noterqueV(x,t) estune fonction candidatede Lyapuna pour le syseme,(cf
chapitreV). D’autresconditionsd’accesquenousne présenteronpaspourdesraisonsie
concisionexistentdansla litt ératurespecialie.

IV.4.2 Synthesedela loi decommande

Lorsdela syntresedela loi decommandeonlinéaire 'objectif estdesatisfaireune
conditiond’acces.Sil'on nesouhaitgpasdonnermunestructureparticulierealaloi decom-
mande celle-ci peutétresimplementdetermireeen la contraignant satisfaireune des
deuxconditionsprécedentesDanscertainscas,il esttoutefoisintéressanti’assignemune
structuredecommandetd’en determinetesparanetresoutenrespectantnecondition
d’accees.Lesstructuredesplusutiliseessontlestrois suvantes.

IV.4.2.1 La commandearelais

La formedela commandestdonreepar:

ui(x) = P (x) pour s(x)>0
— Y (x) pour S(x) <0 i=1.-m

Les valeursexactesde Wit (x), W (x) sontchoisiesafin qu’une condition d’acees soit
vérifiee.

IV.4.2.2 Le retour lin eaire a gainscommutées

La formedela commandestdonreepar:

ij i>0
u(x) = P(x)x P = [Yij] eRmxn Yij = Ei; ggﬂ: :Ei;i:zo

Unefois de plus, les paranetresaij, (3ij sontchoisisafin qu'uneconditiond’acassoit
verifiee.
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IV.4.2.3 La commandeunitair e

La formedela commandestdonreepar:

U(X) = Ueq + ﬁCx p>0

ol Ugq estla commandeéquivalenteissuedu calculdela surfacedeglissemenC et p est
uneconstantea determinerafin deveérifieruneconditiond’acces.

V.5 Conclusions

Bien entendunousn’avonspastraite dansce chapitretousles problemesencontés
dansle calculetla miseenoeuvred’'une commandei structurevariable,(€liminationdu
broutement)ni toutesles méethodeseliees|l fautvoir ce chapitrecommeuneintroduc-

z

tion sommaireal’ étudede cetypede sysemesde commande.

Lessysemesdecommande&structurevariablesontapparuslanslesanrees60 etont
longtempssoufert dela difficulté deleur miseenoeuvrepratiquedueprincipalemenau
phénonenede broutementt a la discontinuié de la commandeCesproblemesétaient
principalementis al'inadéquationdesmaterielsélectronique®u mecaniqueslediesa
la fonction de commutation Cessysemescomportantdesdelais,desretardsou encore
presentantlesphénonmenedd’hysterésisnonnéegligeablesnepermettaienpasd’atteindre
unefréquencele commutatiorsufisammentlevée.

Cet étatde fait estlargementdépasé du fait desavan@estechnologiquesiansle
domainede! électroniquale puissancet particulierementanscelui descorvertisseurs
depuissanceCestechnologiesrouventainsidenombreuseapplicationslande domaine
dessysemesdecommandeapides.

Les applicationsde la commandea structurevariableen modeglissantvont ainside la
commandeade robot manipulateura dynamiquedortementcoupkesa la commandele
moteursélectriquespour lesquelscette techniqguesemblenaturelleet particulierement
bienadapée.
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ChapitreV

Approximation de I’ équivalent harmonique

Dansla litt erature pn trouve galementes denomination€quialentessuvantesmeéth-
odede linéarisatiorharmoniqueméthodede I' équivalentharmoniqueméthodedu pre-
mier harmoniquegdescribingfunction method.Les méthodesharmonique®u méthodes
fondeessur I'utilisation de la réponsefrequentielleont montie leur efficacite en vue
de I'analyseet de la synthesedessysemesde commanddinéaires.On substituea la
representationemporellepar équationglifférentielledinéairesa coeficientsconstants,
unerepresentatiomlansle domainedesfréquenced.esavantagegnsontprincipalement
lesoutilsgraphiqueslisponibles(cf. introduction) facilitantl’analyseetla syntreseainsi

guelesinterpréetationphysiquesjuecesméethodegpermettentie degager

La méthodedelinéarisatiorharmoniqueestunetentatve de géréralisatiordesmeéth-
odesharmonique<lassiquesElle consistea remplacermun élementnon linéairepar un
" équivalent’lin éaireinvariantqui constitueenquelquesorteuneapproximatiordel’ element
nonlinéairedonre.

Cetteméethodeestutiliseeafin d’analyseret prévoir approximatvementcertainscom-
portementsion linéaires Elle permetprincipalemente prévoir les cycleslimites, mais
égalementes phenonenesde saut,les sous-harmoniquesnsiquelesréponseslessys-
temesnon linéairesa desentréessinusddales.Dansle cadrede ce cours,nousappli-
querongetteméthodepourla prévision descycleslimites et afin de determiner@pproxi-
mativementieur amplitudeet fréquence.

V.1 La méthodede linéarisationharmonique

V.1.1 Hypothésed'application

H1- Onconsickreuniquementes sysemesasservigpos&dantun elementonlinéaire
dansla chdned’asservissemeigfigure5.1).

H2- L’ elementonlinéaireserainvariantdansle temps.

H3- Lespartieslinéairesdansla chdne d’asservissemersontstableset secomportent
commedesfiltres passe-baghypothesedefiltrage).

79
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Figure5.1: Schema-blocstandard

V.1.2 Equivalent harmonique

V.1.2.1 Rappelsur lessysemesdlin éaires

(e,s) sontrespectrementessignauxd’entreeetdesortie.

€ s

F(p) —

Si e(t) = epsin(wt) alors §(t) = spsin(wt + @)

A=Aw) =2 — gaindusyseme

L'hypathésedelinéarité =
® = ®(w) — phasedu syseme

Dansle casdessysemedinéaires)’ equivalentharmoniquesstdéfini exactement.

V.1.2.2 Casdessysemesnon linéaires

(x,w) sontrespectiementiessignauxd’entreeet de sortie.

X w

N.L.

Pourun signald’entreesinusadal, la reponsedansla majorite descas,estun signal
périodiquebienquenonsinusddal etpeutdoncétredecompogensériesde Fourier w(t)
estunesommeinfinie de signauxsinusdédaux,lesharmoniques.

+o00
Si X(t) =xsin(wt)  alors  w(t) = % whsin(nwt + ®n) +wo
n=1

Onneretientquele premier harmonique, w(t) ~ wysin(wt + ®1).

V.1.2.3 Justification del'appr oximation a traversun exemple

Cettejustification reposeessentiellemensur le filtrage des hautesfrequencegpar
I étagelinéaireen cascade(filtrage desharmoniquesugerieures)ci, L(p) = KG(p)
etlanonlinéariestdutypetoutourien avecsaturatiorrepresengeala figure5.2.
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w w
+M +M
T2 | T
X t
-M M|
x=x,sin(wt)
T2
T
W

Figure5.2: Nonlinéaritoutourien avecsaturation

Etudedel’'organenonlinéaire:

Laréponsdarmoniqueestdonreeparle développemenensériesde Fourier:

+o00
W(t) = 3 Wnsin(not + ®n) +wo
n=1

Danscecas,du fait dela symeétriedu signalw(t), wp = 0.
L'amplitudedesdifferentsharmoniquegstalorsdonréepar:

- Harmoniquel : wy = %’Vl

- Harmonique2 : w, =0

aMm

- Harmonique3 : w3 = 3

Etudedel’ elementinéaire:
Onachoisiun élementineairecompogd’un intégrateuretd’un premierordredonre par
saconstanteletempst.

K

G = o)

. K
KG S
R

+o00
D’apréesle principede superpositionpn peutécrires(t) = Z Sn(t).
n=1

|S1] k |S3] k
= et =
w1 v1+ 1202 IWa|  3wv/1+ 91202
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[KG( w)l

-20dB/decade

-40 dB/decade
1 ®

Figure5.3: Diagrammede Bodedel’ elementinéaire

d'ou

S L 1/27~3%
S1

La contributiondel’harmoniqueémmédiatemensuperieuraufondamentapeutdoncétre
negligée.

V.1.3 Fonction detransfert généralisée

On consicere un organenon linéaire quelconquea I'entrée duquelon appliqueun
signalsinusadal d’'amplitudex; etdefréquence = f, x(t) = x;sin(wt). Commenous
'avonsvu precedemmentune fois le régime transitoireachee, le signal de sortie de
I' elementnon linéaireest en génreral une fonction périodiquesymetrique pouvant étre
décompogeensériede Fourier:

-0 +o0
w(t) =wo+ Y ansin(not) + bncognut) = wo+ 3 wasin(not + ®p)
n=1 n=1

ou lescoeficientsde Fouriersontdonrespar:

Remarques:

1- Pourn = 1, le signal sinusddal est appe€ signal fondamental alors que pour
n> 1, onparleradesharmoniguessupeérieures
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2- Engereral,le signaldesortieestpériodiqguedemémepériodequele signald’entree
saufdanscertainscas,(résonanceous-harmoniquescillationspropresnon péri-
odicité).

3- Pourles nonlinéarisimpaires,(w(t) = —w(—t) Vt), by = 0 alorsquepourles
nonlinéariespaires,(w(t) = w(—t) Vt), a, =0.

V.1.3.1 Approximation du premier harmonique

L'hypothesede I’ équivalentharmoniquepermetde substituerau signalglobal w(t),
unsignaléquialentcompo® uniquementu signalfondamentabu premierharmonique.
Cetteapproximatiordel’ equivalentharmoniquesstappeteégalementipproximatiorde
Dutilh.

w(t) ~ azsin(wt) + bycogwt)

ag=© /O " w(t)sinat )t

by =@ /O " W(t)cog at)dt

Cequi permetd’écrire:

A(x1,0) d0a0)
“ar” b
w(t) = azsin(wt) + bicogwt) = X—l xysin(wt) + X—l X cogwt)
1 1
_ / Ldx(t)
W(t) = d(xe, )X(t) + of (X1, W) ==

guel'on peutréécriresousla forme:

W(t) = x1B(xq, w)sin(wt + ®)

Module Phase
——

~ = /
B(xa,w) =P+q? & =Arctg[d]

A0, ©) = 52 /O "wtsinat)dt o (xa, 00) = Xlin /O " Wit)cogat )t

La composantéondamentalelu signalw(t) correspondana uneentreesinusadale
estunesinusdde de mémefréquenceEn representatiorcomplee, cettesinusadde peut
etrerepresengepar:

W = B(xq, w)x e/ (4 +®)
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Ainsi, demankreéquivalenteauconcepteréponsdréquentiellalande caslineaire,
qui n'estrien d’autrequele rapportfréquentielentrel’entréesinusaddaleet la sortiesi-
nusddaledu syseme,il estpossiblede définir la fonction de transfert generaliseede
I élementnonlineéairecommeétantle rapportcomplee de la composantéondamentale
surl’entréesinusadale:

; | X]_B(X]_ (,O)ej(wt—l_q))
N (X1, ) = B(xq, w)el P00 — ha)
(17 ) (17 ) X]_e]wt

z

La fonctiondetransfertgéreralierepresentda reponsdréquentiellede I’ elementnon
lineaire.

X, Sin(wt) B(x,, w) Sin(wt + ®)
— 1 N(x, w)

A l'inversedu caslinéaire la fonctiondetransfertgeréraliedependconjointement
del'amplitude et de la frequencealu signalsinusddal d’entree.Le fait de passera une

z

telle representatiomstégalementippeé quasi-linéarisationdel’ eléemennonlinéaire.

Casparticulierimportant:
Dansle casd’'une nonlinéariie statique Ja fonction de transfertgéreraliseeN(x;, w) est
indépendanteela frequence

N(x1) = B(xq)el®*0)

Exemples:

Seuils,saturationshysgréesistout ou rien et combinaisonslespréecedentes.

Dansla suite de ce cours,nousne consicereronsque les non linéarigsvérifiant cette
hypothese.

V.1.3.2 Représentationgraphique: lieu critique

Plutot quedetracerdirectementlansle plande Nyquistou Black, le lieu despoints
N(x1) , ontracele lieu critique qui estle lieu despointscompleesdonréspar:

module 1/B(x1)

argumen 11— ®(Xq)

Remarque:

- Enlinéaire,il estnécessairae connatre (A(w), P(w)), c'estadire la reponse
frequentielladu sysemequel’on peuttracerdansBode,Black, Nyquist, pour car
acérisercompktemente sysemeasservi.
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- Ennonlinéaire,dansle cadrede I'approximationdu premierharmoniquele sys-
temeasserviestcompktementaracéris par:

z

- lelieu deréeponseenfréquencealel’ élementinéaire,

- lelieu critiquedel’organenonlinéaire.

V.1.4 Calcul dela fonction de transfert généralisée

Differenteaméthodegpeuent étre utiliseesafin de determinera fonction de trans-
fert geréraliged’'un élementnon linéaire.Quandla caracéristiquede la non linéarit
w = f(x) estconnueanalytiquemenet si I'int égrationentrantdansle calcul descoefi-
cientsdeFourierpeutétremereefacilementuneévaluationanalytique dela fonctionde
transfergeréralifepeutétrecalcuke.C’estle casnotammentesnonlinéariesquenous
examinerongarla suite.Dansd’autrecas,la caracéristiquedela nonlinéarit peutétre
donréepar un grapheou unetable.La fonction de transfertgererali€e peutalors étre
évaluée par intégration numerique. On obtientdansce casdirectementun graphique
representanta fonctiondetransfertgéréeraliee.

Finalementdansle casde nonlinéaritescomplees,il peutétrenécessaire’utiliser
uneévaluationexpérimentalenexcitantla nonlinearigparuneentreesinusddaled’amplitude
etdefréquencalonree.La fonctiondetransfertgéréraliseeestalorsobtenuesn utilisant
un analyseutharmoniqueDansle casnonlinéaire,il estnécessair@le faire variernon
seulemenla frequencelu signald’entreecommeenlineairemaiségalement’amplitude,
conduisana unensemblele courbesdansle plancomplee, decrivantN(xy, w).

Nous presentonsnaintenantjuelquescalculs de fonction de transfertgéréralies
assodeesadesnonlinéariesusuelles.

V.1.4.1 Tout ou rien avecsaturation

- nonlinéarite symétriqgue/ar desabscissestimpaire:

wo=0 d(x,w)=0

- nonlinéarite statique:
N(X1,w) = N(X1)

d’ou'on effectuelescalculssuivants:

B(x1) = /0P + 0 = q(xa)

N(x1) = B(x;)e/®00) ,
®(x1) = arctg[ ] =0
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w w
+M e +M
T2 | T
X
-M M
X=x,sin(wt)
T/2
T
w

Figure5.4: Nonlinéarittoutourien

Calculdeq(x) :

§‘|

/ t)sin(wt)dt = %I\f [/OT/Zsin(cot)dt—/szsin(cot)dt]
{

—cogw)lg/?+ [coga)lf o} T=2

M
™

Im[.] Module A

Rel[.] Phase

Nyquist Black-Nichols

Figure5.5: Nonlinéarittoutourien

Lieu critique:
-1 e 11
N(x1)  4M
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V.1.4.2 Tout ou rien aveczonemorte et saturation

+M

+M

-h/2 h/2 M+a

2M-a

X=x,sin(wt)

wt

Figure5.6: Nonlinéari aveczonemorte

- nonlinéarite symétrigue/ar desabscissestimpaire:
wp=0 q (x1,w) =0

- nonlinéarite statique:
N(x1, @) = N(x1)

Remarque:

- qx) = 2 /O Tw(t)sin(cot)dt = nxil /O 2ﬂw(cot)sin(cot)ol(cot)

2n

- qx) = 2 /O " Wit)cogot)dt — T[Xil /O w(ct)cog et )d(ct)

d’ouI'on effectuelescalculssuivants:

B(x1) = v+ q2=q(x1)

N(x1) = B(x1)e!®>)  avec ,
P(x1) = Arctg {%}

0
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Calculdeq(xy):

ax) = = /O T w(ct)sin(at)d(ct) % [ /a " sin(cat)d(ct) — /ﬂ i_asin(wt)d(wt)

qxa) = i {[~cog )i + [cos )] |

d(x1) = fgcoga)

Calculdecogo):

xisin(a) = n sin(a) = n co§a) =,/1 i
1 2 T2 N 4x2
Soit
aM h2
N(Xp)=—4/1——
(xa) TIX, 4X%
Nota: cetteformuleestvraiepourx; > 5.
Lieucritique: figure5.7
Im[] Module “
Re[.] Phase
Nyquist Black-Nichols
Figure5.7: Nonlinéari aveczonemorte
—1 —T¢
N>a) oM, faxz — k2
qui estunefonctionréelletoujoursnégative.
Cxy) — —oo
x1—+0 dC(x1) —mxq[2x§—h]
dxg 2 w2y a2
Cha) —» —oo M(4x3 —h?)4/4xs —h
L X1—+0o

h

Le pointannulantettedériveeestdonreeparx; = 75

cequi donneC(x}) = 0.
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V.1.4.3 Elementavechysterésis

- nonlinéari&ni paireni impairemaissymetrique/ axe desabscisses.
Wo = 0
- nonlinéarie statique

N(X]_, (,0) = N(X]_)

B(x1) = v/&?+ 0>

®(x,) = arctg[d]

+M w
+M

A

-h/2 h/2 M+a

Y

-M

-M

a
€= €0 sin(wt)
< Mn+a

wt

Figure5.8: Nonlineariavechysgerésis

Calculdeq(x1) etdeq/(x1) :

2n
o a0a) = [ wiesin(ei)d(e)

- % {_ /oa sin(ot)d(ot) +/an+a sin(wt)d(wt) _/21'[ sin(cot)d(cot)}

T+Ha
= - Tlcogat)]§ — [cos ot )" + [cog t) 2T, |

__ 4Mcoqa)
=
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2n
¢ q0a) = [ wiwtcosed(e)

TH-a

=M {_ /Oa cos((,ot)d((,ot)—l—/awra cos{cot)d(cot)—/zT COS{&I)d(M)}

M | [=sin(cat)J§ -+ [sin(ct) ]~ + [sin(6) 7 |

— m TH-a

__ —4Msin(a)
= T

Calculdecoga) etdesin(a):

x1sin(a _n sin(a) = n coga) =4/1 LLis
1 ( ) - 2 ( - 2X]_ i - 4X%
Onobtientdonc: ™
B(x1) = ¢
®(x1) = —arcsin(zx)
Soit

N(x1) = %Nll [coga) — jsin(a)]

Nota: cetteformuleestvraiepourx; > 5.
Lieu critique: figure5.9

1 - 2 mh
Cx1) = Npy = am' /L= 52— aw

C(x1) = — el o =arcsin]

Im[.]
Nyquist
Rel[.]

——==<— -TU8M

Figure5.9: Hysterésis
Le lieu critiqueC(x1) estdéfini par:
{ Module= 73

Argumet = arcsin x| + 1t
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V.1.4.4 Elementlineairesaturée

- nonlinéarieimpaireet symétrie/ axe desabscisses.

wWo=0 q’(xl) =0

- nonlinéarie statique

N(x1,w) = N(x1) = B(x1)

. kx, | A—
MN+a 2MN-a

a MN-a wt
_ kx,, -kx,, -
o]
€= €0 sin(wt)
n-a
M +a
2M-a

Figure5.10: Elémentiinéairesatué

kx,,

Calculdeq(xy):
pourxy > Xwu

ax) = /O n/zw(u)t)sin(u)t)d(u)t) - T%kl { /O " kasir(ct)d(ox) + n/zkstin(cot)d(cot)

a

q(x1) = me [—XM [cos(u)t)]g/2+x1/oa [1—cog2at)]

5 d(cot)]
Q) = g | gt 451
Calculdecoga) etdesin(a):
xisin(a) =xv  sin(a) = il coga) =4/1— @
X1 xé

On obtientdonc:
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2k Y X2
XL AICSIN ] + X4 /1 — e
1 X1 Xl

N(X]_) = K

Nota:pourxs < Xm, onaN(x1) = k.
Lieu critique: figure5.11
-1 _

2
= = n—]+ 1--%
C(x1) NDx) K [xlarcsu Xt |+ Xm x% ]

Nota: C(x;) estréelettoujoursnégatif.
Im[.]

-1/k Re[.]

- - : -

Nyquist
Figure5.11: Linéarie satuee
limites:

C(xq) — -—-1/k

X1—+XMm

Clxy) — —oo
X1—+00

V.2 Cycleslimites et méthodesdu premier harmonique

Commeil estmentionré enintroductionde ce chapitre,la méethodedu premierhar
moniquepeutetreutiliseeafin deprévoir I'existencede cycleslimitesdanslesasservisse-
mentscomportantin élemennonlinéaireetd’endétermineapproximatvement'amplitude
etla frequencele principeestfondé suruneutilisation gérérali®edu criteredu revers,
lui mémeversionsimplifieedu criterede Nyquist,développgedande cadredesasservisse-
mentslinéaires.

V.2.1 Rappelssur le crit éredu revers

Soit 'asservissemeritnéairede la figure 5.12,0u G(p), la fonction de transferten

boucleouwerte,(B.O.), estdonreeparG(p) = %.

Lafonctiondetransferenbouclefermee, (B.F), s’écritHg r.(p) = 155((3%) = D(;;T&p&(p).




Cycleslimites et méthodegiu premierharmonique 93

TS KG(p)

Figure5.12: Asservissemerinéeaire

Définition 23 : Stabilite

L'asservissemerti-dessuseststablesi le polymdmecaracteristiquedu sysemeasservi,
(denominateude la fonctionde transferten bouclefermée),a desracines,(polesde la
fonctiondetransfert),a partie reellenégative

Re[.]

-1/K

Instable

Oscillant Stable

Figure5.13: Criteredureversdanse plandeNyquist

Theoreme8 : Critere durevers

Le sysemeeststablesi le lieu de Nyquist,(resp.Black), de G( jw), (fonctiondetransfert
en boucle ouverte),parcouru dansle sensdes w croissants laissea gaude, (resp.a
droite), le point critique -1/K.

Nota:

- Cecriterenes’appliquegu’auxsystmesstablesetaminimum de phaseenboucle
ouerte.

- Le polyndbmecaracéristiques’écrit1 + KG(p) = 0.
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V.2.2 Extensionau casdesasserissementaion linéaires

Nousdonnongoutd’abordla définition d’un cycle limite.

Définition 24 : Cyclelimite

Lessyseémesonlinéairespeuventtrele sieged’oscillationsd’amplitudeetdefrequence
fixeesjndependantedesconditionsnitialesetsansexcitationextérieure, (auto-oscillations)
denomneescycleslimites.

o [l -

Figure5.14: Schema-blocstandard

Conditionsd’existence:
Supposongjue le sysemenon linéaireasserviprecadentsoit le siege d’une oscillation
d’amplitudeg; etdepulsationwy, avece = 0, ete = g1Sin(wot ), alors

£(t) = —s(t

W=N(e)e  —  S14L(juo)N(E)] =0

S=L(jao)W

CommeS=# O alors1+ L(jwp)N(g1) = 0. Le cycle limite estalorscaracérise parson
amplitudeg; etsapulsationwy qui doiventvérifierla conditiond’existence:

L(jw0) = ey

Larelationprécedenteestéquivalenteadeuxéquationsionlinéaires(unepourla par
tie réelleet unepourla partieimaginaire) algébriguesnlesdeuxvariables(e1, w). Ces
deuxéquationsontgéneralementifficiles arésoudreanalytiquementge qui a entrdné
la recherchale méthodegraphiques.
L'asservissemermonsiceré a unefonctiondetransferigerérali€eenboucleouverte.

> = N(E)L ()

Poure; fixé, N(g1) estun nombrefixé, (qui peut étre complece dansle casd’un
cycled’hysteresis)’'asservissememteutdoncétreconsicere commdinéairedefonction

de transferten boucleouverte N(g1)L(p), (N(g1) étantconsiceré commeun gain fixe),

auquelon peutappliquere criteredu reversparrapportaupointcritique (—811)
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Quandeg; varie, ngl) parcourtle lieu critique,donca l'amplitude €1, la stabilite du

sysemeva dependrede la position de ce point par rapportau lieu L(jw). Le lieu cri-
tiquesetrouve ainsipartag enregionsd’amplitudede stabilite et enrégionsd’amplitude
d’instabilité, (importanceadespointsd’intersectiorentrele lieu critiqueetle lieu detrans-
fert).

Nota:
la differenceavecles sysemesdinéairesestqu’un asservissememion lin éaireeststable
ouinstableal’amplitudeg;.

Im[]

L(jw)
/\ -

Auto-oscillations
— e

Stabilite

-1N( €)

Stabilite Instabilite

Figure5.15: Lieu de Nyquist

Pourey < g, stabilite, lesauto-oscillationsontdéecrdtre.

Poureg, < €1 < g¢, instabilite,lesauto-oscillationyontcroitre, & 7 €.

Poure! < €1, stabilite,lesauto-oscillationsontdécrdtre, ey \ €.
d’ou 'on peutdéduire

- lanotiond’auto-oscillationstablestinstables.

- lanotiond’oscillationslimites de stabilite.
Conclusions

1- Une oscillationlimite instablen’apparat pasphysiguemenéen tantqu’oscillation
du sysememaisconstitueunefrontierede stabilite.

- Pourdesamplitudessugerieures)e sysemediverge et tendversune oscilla-
tion limite stablede plusgrandeamplitude.

z

- Pourdesamplitudesnférieuresil reviental étatd’ equilibreou versuneos-
cillation limite stablede plusfaible amplitude.
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2- Uneoscillationlimite stableappardt physiquement.

Il estimportant,afin de comprendrde fonctionnementu syseéme de trouver ses
solutionspériodiquesetd’ etudierleur stabilite. La méthodeestdoncla suivante:

1- Pourtrouverlesoscillationslimites
Lieu critique N Lieu detransfert
2- Pourdétermineileur stabilite

Crit erede Loeb

V.2.3 Etude desauto-oscillationset deleur stabilite

Cetteétudesefait demanieresysematiqueal’aide d’un criteregéonetrique ayantsa
contrepartiealgébrique.

Theoreme9 : Critere deLoeb- geonetrique
Soitune oscillation limite obtenuecommeintersectiondu lieu de transfertL(jw) etdu
lieu critique o~ N(e L pos€dantunepulsationw = wyp rd/s etuneamplitudeg; = £g. Cette

oscillationeststablesi l'intersectionesttelle que,enparcourant le lieu deNyquistL( jw)
dansle sensdesfréquencesroissantespn laissea sa gaude la directiondeseg; crois-
santssur le lieu critique,

TheoremelO : Critere deLoeb- algébrique
Soituneoscillationlimite obtenueeommentersectiordulieu detransfertl( jw) etdulieu
critique o~ N(e -, posgdantunepulsationw = wp rd/s etuneamplitudeg; = €o, racinesde

I equatloncomple(e
L(jw)N(e1)+1=0

Sepamantlespartiesréellesetimaginairesdanscetteequation
X(w,€1) +jY(w,€1) =0
L’oscillation sema stablesi la conditionsuivanteestvérifiee:

xav _avax)
0€1 00 0€10W (£0,6%0)
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Figure5.16: CriteredeLoeb
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Figure5.17: Nonlinéarig avechysgresis

Im[.]

LGW)/\
Rel[.]
C
-1/N( £)
A / -1/N( €)

Figure5.18: Lieu de Nyquist

V.2.4 Exemplesd’application

Auto-oscillation stabled’'un sysiemepar plus ou moins
Soitl'asservissementonlinéairedonre ala figure 5.17 dontI’ elementnon linéaireest
constitie d’'un tout ourien avec seuilplushyserésis.

Cetasservissememistcaracérise dansle plande Nyquistparsonlieu critique et par
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sonlieu detransfertrepreseng ala figure5.18,d’ou I'on peutdéduireparapplicationdu
criterede Loebquel’on auneoscillationlimite stable.

Remarques:

- L'augmentatiorde la zonemortedu relaisdéplacee lieu critique versla gauche,
d’ou la disparitiondel'oscillation libre stable.

- Laprésence’hysteresisdiminuela frequencetaugmentéamplitudedel’oscillation
libre.

Conclusions:

Cetteoscillationlibre d’un sysemearelaisseproduitordinairement hautesréquences
et pos&de une petite amplitude.Cela entrdne une vibration du syseme autourde sa
positiond’ équilibrequi peutétregénantell estpossibledela faire disparatre enagissant
surl’organenonlinéaire (augmentatiomiu seuil),ousurl’or gandinéaireparl’utilisation
d’'unréseatcorrecteur

Auto-oscillationsstablesd’un sysemelin éaire saturé : pompage

Consiceronsle syskmeasservilinéairedonre a la figure ci-dessousLorsquel’on
augmentée gainstatiquegeréralementle sysemesedeéstabiliseetdevientle sieged’'une
oscillationde grandeamplitudefixe a la frequenceelle que ArglKG( jw)] = T, C’estle
phénomenede pompage quela théorielinéairene peutexpliquert

TS KG(p)

Cecipeutétreexpliqué enintroduisantdansle modelelinéaireun organenonlinéaire
detypesaturationconduisanitracerunlieu critiqueéquivalentaceluidela figure5.11.
En tracantle lieu de transfertde I' elementinéaire,il y auraintersectiorentreles deux
courbespour unevaleurde K = Kjin, soit en appliquantle criterede Loeb, une auto-
oscillationstable. Le sysemetend,entoutescirconstancesersuneauto-oscillatiorsta-
ble.L’'amplitudedecetteauto-oscillatiorestfixe, totalementiétermireeparlintersection
entrele lieu de transfertet le lieu critique (figure 5.19). Elle differeainsid’une oscilla-
tion libre d’un sysemelinéairejuste oscillant, extremementsensibleaux variationsde
parangtres.
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Figure5.19: Phenonenede pompage
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AnnexeA

Recueild’exercices

Exercicel
Soit le syseémeasservinon linéairedonre parla figure 1.1 avecL(p) =

w = g3,
ot

Figurel.l:

1
ppri)(pro ©t

1- Calculerla fonctiondetransfertgéneraligeassodeeal’ eléementonlinéaire.

2- Déterminerl’existenced’un ou plusieurscycles limites pour ce sysemeasservi.
Dansl'affirmative, déterminerla stabilite, la frequenceet 'amplitude descycles
limites. On utiliserala méthodealgébriqueetla méthodegraphique.

Nota: sirf(wt) =3 - lcogut) + tcog4ut).

101
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Exercice?2
Soitl' elementineaireparmorceauxdontla caracéristiqueestdonreeparla figure 1.2.

f(x)

Figurel.2:

1- Calculerla fonctiondetransfertgérerali€eassodeeacetélementnonlinéaire.

2- Onassocieetélementonlinéaireaun élementinéairedu premierordrede con-
stantede tempsT avec uneintégration.Etudierl’existenceet la stabilite desauto-
oscillations,(cycleslimites), du sysemeasservia retourunitairerésultant(meth-
odeanalytiqueou graphique).

Nota: sir?(a) = 1=29%2)

Exercice3
Onconsicereun eélementnonlinéairedontla caracéristiqueentree-sortieestdefinie par:

y = b1x+ bgx® + bsx® + b7x” + - -

z

ou x estl’entreedetype sinusddalede ' elementnonlinéaireety sasortie.Montrerque
la fonctiondetransfertgéréralisede cettenonlin éarie peutétredonreepar:

3 5 35
N = b]_—l— Zngz—l— —X4

X8 ...
g Tea T

ou X estl’'amplitudedel’entréesinusddalex = Xsin(wt).

Exercice4
Soitun asservissemeidentiquea celuidel'exercicel ou la fonctiondetransfert:

K
p(1+0.1p)(1+ 0.002p)

L(p) =

etla nonlinéari€ estune saturationintervenanten +20. Déterminere plus grandK =
Kmax présenantla stabilite du syseme.Si K = 2Kmax trouverlamplitudeetla fréequence
desauto-oscillations.
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Exerciceb
Onconsicretoujoursle mémetyped’asservissementexercicel), aveccettefois:
L(p) = (P+20)°
p(1+ p)(2+ p)(P+3)

etl’ elementnonlinéaireestdonre parle schemal.3:

f(x)

Pente m

Figurel.3:

Etudierl’existencedecycleslimitespouruntel asservissemer®'il enexiste,ondonnera
leurscaracéristiquegespectres.

Exercice6
Onconsitkrelessysemesnonlinéairesdéecritsparles équationgl’ étatsuivantes:

a— )'(1:X2—X1(X%—|—X%—1) Xo = —X1—X2(X%‘|‘X%—1)
b— X =X+x(E+x—-1) Xo=-—X1+X%(X+x5—1)
C— X=X~ X1 +x2—1)% Xp = —xX1—Xo(X¢ + X5 — 1)2

En utilisant les coordonreespolaires,déterminer’existencede cycles limites pour ces
trois sysemesainsiqueleur naturedansl’affirmative.

Exercice7
Tracerle portraitde phasedessystémessuivantsenutilisantla méthodedesisoclines:

a— 6+6+050=0
b— 6+6+050=1
c— 64+624+050=0

Exercice8
Consicererle sysemenonlinéairedonre par:

X = Y+ X(X2 _|_y2 — 1)Sin (le—l)

y=—X+y(x?+y>—1)sin (le—1>
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Sangrésoudrdes équationexplicitement,montrerquele sysemea un nombreinfini de
cycleslimites. Détermineta stabilite de cescycleslimites. On utiliserales coordonrees
polaires.

Exercice9
Soitle sysemepréesengé ala figure1.4. Tracerle portraitde phasede ce sysemeet déeter
minerla stabilite du syseme.

iQH p+a %M?TA .

Figurel.4:

Exercice10
Onconsicerel’asservissemerdtla fonctionnonlinéairerepresengésala figure 1.5.

o X L K
~O) —. P +1

Figurel.5:

1- Donnerleséquationgiela trajectoire.

2- Tracerles trajectoiresdansle plan de phasepour les conditionsinitiales x1(0) =
1, X2(0) = 0 etkM = 1.

3- Donner’'amplitudeetla périodedesoscillations.

4- Etudedu régimeglissantet optimal. On rajouteunecontre-gactiontachynetrique
degainT.

z

41- Donnerl’ equatiordesdroitesde commutation.
42- QuelleestlavaleurdeT pourétreenrégimeglissant?
43- QuelleestlavaleurdeT pourétreenrégimeoptimal ?

Exercicell
Les equationgdynamiquesion linéairesd’'un manipulateum joints flexibles sansamor
tissemensontdonreespar:

|61+ MgLsin(o) + k(g1 —g2) =0

Jo— k(g —q2)=u
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ou g1, g2 sontdespositionsangulaires), J sontdesmomentsd’inertie, k estune con-
stanted’élasticie, M estla massedotale,L estunedistanceget u estun coupled’entrée.
Choisirlesvariablesd’ etatpource sysemeet écrireles equationgl’ état.

Exercice12
Un géréerateursynchroneeonneck a un businfini peutétrerepreseng par:

M& = P — D3 — n1Eqsin(3)

TEq = —N2Eq+N3c0g8) + Erp

ou 6 estunangleenradians Fq estunetension,P estunepuissancenecaniquel’entréee,
Erp estun champélectriqgued’entrée,D estun coeficient d’'amortissementiM estun
coeficientd’inertie,T uneconstanteletempsetny, N2, N3 sontdesparanetresconstants.

1- Enutilisantd, 5 et Eq commevariablesd’ état,donnerles équationsi’ étatdu sys-
teme.

2- Soit P =0.815 Erp = 1.22 n1 =2, N2 = 2.7 etnz = 1.7. Donnerles points
d’equilibre.

3- Ensupposantiuet estrelativementgrandtel queEq ~ 0. Donnerle modeleréduit
assock. Conclusions.

Exercicel3
Pourtousles sysemessuivants,trouver les pointsd’equilibre et determinerle type de
chaquepointd’équilibre.

1-
X1 = X2
: 3
Xo=—-X1+ 5 —X2
2.
X1 = —X1+ X
o 2 3
X2 = 0.1x3 — 2% — x{ — 0.1x7
3-
VR 1 2X1X2
X1 = (1—X1)X1 — T

. Xo
X2 = ( - 1—|—X]_> X2
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X1:X2

%o = —X1+ (1— 23— 3%¢) %2

Exercice 14
Trouwvertouslespointsd’équilibredu syseme:

Xl = axg — X1X2
Xp = bX21 —CX

pourtoutesles valeursréellespositivesde a, b, ¢ et determineie type de chaquepoint
d’equilibre.

Exercice15
Onconsicerel’asservissemerdela figure 1.6.
F(x)
OQ X +5] 1 S
T 10 /] +5 2
| - -10 p
Figurel.6:

1- Onsupposauey = X:

11- Donnerla natureetla positiondespointssinguliers.
12- Tracerlestrajectoiresdansle plandephasepourx; = —20, xo = 0.
13- Endéduirel’'amplitude etla périodedesoscillations.

2- OnconsiceremaintenangueF (x) estlafonctionnonlinéairerepresengéeci-dessus.

21- Donnerla natureetla positiondespointssinguliers.
22- Tracerlestrajectoiredansle plande phasgyourx; = —20, x, = 0.
23- Endeduirel’amplitude etla periodedesoscillations.

3- Onconserelafonctionnonlinéaireetonrajouteunecontre-gactiortachynetrique
degainT = 0.33.

31- Quelleestle rdle dela contre-eactiontachynetrique.
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32- Donnerla natureetla positiondespointssinguliers.
33- Tracerlestrajectoiredansle plandephase.

Exercice 16
Consicererle syseme:
X1 = —X1+ X%

X2 = —X2
L'origine est-elleasymptotiquemerstable? Est-elleglobalemenasymptotiquemersta-
ble?

Exercice 17
Etudierla stabilitt del'origine du syseéme:

%1= (X1 — %) (0 +35 — 1)

%o = (X1 +%2) (X +35 — 1)
enutilisantla fonctioncandidatelde Lyapuna:
V(x) = ad + b3
Exercice 18
Etudierla stabilitt del'origine du syseéme:
X1 = —X1 — X2

X2:X1—Xg

Exercice 19
Etudierla stabilitt del'origine du syseéme:
X1 = X1 (K2 — X2 — X3) + Xo(X2 4 X3 4 K?)
Xo = —X1 (X2 4+ X5+ K2) — Xp(X2 4 X5 — k?)
enutilisantla fonctioncandidatelde Lyapuna:
V(X) = X5+ %5

quand(a) k= 0et(b) k # 0.

Exercice20

Consicererle sysemedu secondordre:
5(1 = —% + 2Xo
X2 = 7_2();1;—)(2)
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ouu=1+ x{. En utilisantla fonctioncandidatele Lyapunae:

2

X
V(X)= —2L _ 1 x3
() 1—|—X%+2

montrerqueV (x) > 0 etV(x) < 0 pourtoutx € R?.

Exercice21
Consicererle syseme:

X1 = —X1+ g(x3)
X2 = —Q(X3)

X3 = —axy 1 bxe — cg(Xs)
ou a, b etc sontdesconstantepositivesetq(.) satisfait:

g0)=0 e ygy >0 VO<l|y <k

pourtoutk > 0.

1- Montrerquel’origine estun pointd’équilibreunique.

2- Avec 2
V(x) = a/2¢+b/2¢+ [ “gly)ay

commefonction candidatede Lyapunw, montrerquel’origine estasymptotique-
mentstable.

Exercice22

Consicererle syseme:
. 1
X1 =—X1+ 155

5(2 =X1— 2X2

X3 = —3X3+ X2

et montrerqu’il pos&deun pointd’equilibreuniquedansla régionx; <0, i = 1,2 3, et
étudiera stabilite dece pointd’équilibreenutilisantla méthodedelinéarisation.

Exercice23
Consicererle syseme:

X1 = (XaXo — 1)55 + (XaXo — 14 X3)X1

Xo = —X2
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1- Montrerquel’origine estun pointd’equilibreunique.
2- Montrerparla méthodedelinéarisatiorgquel’origine estasymptotiquemerdtable.

3- Est-ceunpointd’équilibreglobalemenasymptotiguemerdtable?

Exercice24
Consicererle syseme:
X1 = —X1+X2

Xo = (Xl + X2)Sin(X1) )
1- Montrerquel’origine estun pointd’equilibreunique.

2- Montrerparla méthodedelinéarisatiorquel’origine estasymptotiquemerdtable.

3- Est-ceunpointd’équilibreglobalemenasymptotiguemerdtable?

Exercice25
Consicererle syseme:

X1 = X2
Xo = —X1 — Xp — (X]_—I— 2X2)(1— X%)

En utilisant la fonction candidatede Lyapune V(Xx) = 5x% + 2X1 %2 + 2x§, montrerque
I'origine estasymptotiquemersgtable.

Exercice26

Pourles sysemesde fonction de transfertdonreesci-dessousgtudierle problemede
stabilite absoluepour @y) € [0 k]|, enutilisantdanschaquecasle criterede Popo etle
criteredu cercle.

1- G(p) = (11_;52

1
2- G(P) = e
3- G(p) = =

o opP-ptl
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