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Notations

- R: corpsdesnombresréels.

- A
�
: matricetranspośeedela matriceA.

- A � 0: A matricedéfiniepositive.

- ����� : normeEuclidiennepourun vecteuret induiteparla normeEuclidiennepour
unematrice.

- ���	��
 transforḿeedeLaplace.

- ∂X
∂v : dérivéepartielledela fonctionX parrapportà la variablev.

- l n: logarithmenéṕerien.

- In: matriceidentit́ededimensionn.

- �
� C 
 : noyaudela matriceC.

- ��� C 
 : espaceengendŕeparlescolonnesdela matriceC.

- V: fonctiondeLyapunov.

- � : il existe.

- � : pourtout.

- ∇V: vecteurgradientdela fonctionV.
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IV.3.2 La commandéequivalente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70



TabledesMatières 7

IV.3.3 Synth̀esedel’hypersurfacedeglissement . . . . . . . . . . . . . 72

IV.3.4 Principed’invariance. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

IV.4 Le modenonglissant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

IV.4.1 Conditionsd’acc̀es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

IV.4.2 Synth̀esedela loi decommande. . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

IV.5 Conclusions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

V Approximation de l’ équivalentharmonique 79
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Chapitre I

Intr oduction à l’ étudedessyst̀emesnon lin éaires

I.1 Intr oduction

La premìereétapelorsquel’on veutanalyserpuiscommanderun syst̀eme,consistèa
sedonnerun”bon” mod̀elemath́ematiquedecelui-ci.Celasignifiequel’on doit disposer
d’un mod̀ele math́ematiqueréalisantun compromisentresa fidélité de comportement
qualitatif et quantitatifet sasimplicité demiseenoeuvreà desfins d’analyseet desyn-
thèse.Le deuxìemetermedececompromisimpliquequel’ étapedemod́elisationentrâıne
obligatoirementdesapproximationset dessimplificationsafin depermettreuneanalyse
despropríet́esdu mod̀elequi nesoit pastrop complexe et uneproćeduredesynth̀esede
commandeefficace.

Souscertaineshypoth̀eses,(approximationdesfaiblesdéviationsautourd’un ”mou-
vement”nominal),certainssyst̀emespeuvent êtredécritspar un mod̀elemath́ematique
linéaire,parexemple,uneéquationdifférentiellèacoefficientsconstants:

amy� m� � t 
��������	� a1ẏ � t 
�� a0y � t 
�� bne� n� � t 
��������	� b1ė� t 
�� b0e� t 
 (1.1)

donton peutcalculerunesolutionanalytiqueexplicite parutilisationdu principe de su-
perposition. Danscecadred’hypoth̀eses,lesméthodesclassiquesainsiquedepuissants
outils d’analyseet de synth̀esedesasservissementslinéairespeuvent êtreappliqúeeset
dévelopṕes.

Méthodesfr équentielles:
(Utilisationdela transforḿeedeLaplace,not́ee���	��
 )�� � ��� 1 � 1 


Y � p 
!�"��� y � t 
#

E � p
!�"�$� e� t 
#
 %'& Y � p 


E � p
 � bnpn �������	� b0

ampm �������	� a0

Fonctiondetransfert( Modèleentŕee- sortie

Outils d’analyse Outils desynthèse
Lieu deNyquist Correcteur̀aavancedephase
Lieu deBlack-Nichols Correcteur̀aretarddephase
DiagrammedeBode CommandePID ...
Lieu desracines
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10 Introductionà l’ étudedessyst̀emesnonlinéaires

M
)

éthodestemporelles:
Modèleinterne- vecteurdesvariablesd’étatx * Rn.+

ẋ � t 
,� Ax� t 
�� Bu� t 
 éq - dynamique

y � t 
!� Cx � t 
 éq- de sortie

Outils d’analyse Outils de synthèse
CritèresdeKalman Retourd’état
Théor̀emedeLyapunov (stabilit́e) Placementdepôles
Algèbrelinéaire CommandeL.Q. ...

Toutefois,afindeprendreencompteuneréalit́epluscomplexe,aussibiendupointde
vuequalitatif quequantitatif,il estnécessairederetenirdansla mod́elisationdu syst̀eme
physiquedesélémentsnonlinéairesdifficilementmod́elisablesparailleursetquel’on ne
peutapproximer. Dif férentscasgéńeriquesseprésententpourlesquelslesmod́elisations
linéairesnepeuventsuffire.

- Dansle positionnementd’un brasde robot, la géoḿetrieli éeaux transformations
de coordonńeesfait intervenir desfonctionsnon linéairesde leur argumenttelles
quesinusetcosinus.

- Un moteura deslimitationsintrinsèquesencourantet doncencouple.Lessatura-
tionssur les signauxde commandesontdesnon linéarit́escourantes.De manìere
plusgéńerale,lesphénom̀enestelsquesaturation,zonemorte,seuilsdusàdesfrot-
tements,hyst́erésissontdesnon linéarit́esfréquemmentrencontŕeesdansce type
d’applications.

- Lesasservissementsfaisantintervenirdansle blocdecommandedesélémentsnon
linéairestelsquerelais,syst̀emesà commutations,hyst́erésis,... . Cesontdesélé-
mentsqui nesontpaslinéarisablespar l’approximationdessignauxde faible am-
plitude.

- D’importantsprocessusphysiquessontdécritspardesmod̀elesnon linéaires.Les
caract́eristiquescourant/tensiondenombreuxsyst̀emeśelectroniquessontnonlinéaires.
Les attractionsgravitationnelleset électrostatiquessont inversementproportion-
nellesaucarŕedela distance.

- A cesnon linéarit́es,plus ou moins classiques,s’ajoutentd’autrestypesde non
linéarit́esqui sonta prendreen comptedansles nouveauxchampsd’application
de l’Automatique.Par exemple,en mécanique,la déformationdesmat́eriauxfait
apparâıtre desdérivéesnon entìeresdansles mod̀eles.En biologie et en chimie
interviennentdeséquationspolynomiales̀aplusieursvariableset auxdérivéespar-
tielles.Dansla finance- domainéeloigńedel’Automatiqueoù lesmêmesméthodes
pourraients’avérerutiles- lesfonctionsdécrivantlesévolutionsdesparam̀etressont
discontinuesentoutpoint.
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Pourde tels mod̀eles,le principede superpositionne peutplus êtreappliqúe et les
outilsnécessitentle développementdemath́ematiquesplusélaboŕees.

Du fait dela diversit́eetdelapuissancedesoutilsdévelopṕesdansle domainelinéaire,
il estusueldansunpremiertempsdelinéariserle mod̀elenonlinéaireautourd’un pointde
fonctionnementetd’utiliser le mod̀elelinéaireainsiobtenuafind’enextrairele maximum
derenseignements.Toutefois,la méthodedelinéarisationn’estpassuffisanteetil estdonc
nécessairede forger desoutils propresà l’ étudedesmod̀elesnon linéaires.Principale-
ment,deuxfaits limitent la port́eedesrésultatsobtenuspar la méthodede linéarisation.
Toutd’abord,du fait quela méthodedelinéarisationestuneméthodeparapproximation,
elle n’estdoncvalidequelocalementautourdu point defonctionnementconcerńe et ne
peutcertainementpasêtreutiliséepour en déduireun comportementglobal. Le deux-
ièmepoint estquelesdynamiquesd’un syst̀emenonlinéairesontbeaucoupplus riches
quecellesd’un syst̀emelinéairedansle sensqu’ellesreflètentdescomportementset des
phénom̀enespurementnonlinéaires.Cecoursconstituedoncuneintroductionsuccincte
àl’analysedessyst̀emesnonlinéairesainsiqu’à l’utilisation decertainsoutilssṕecifique-
mentdévelopṕesdanscecadre.

I.2 Quelquescomportementsnon lin éaires

I.2.1 Points d’ équilibr emultiples

A la différencedessyst̀emeslinéairesqui poss̀edentun point d’équilibreunique,les
syst̀emesnonlinéairespeuventposśederplusieurspointsd’équilibre.

Exemple:
Soit le syst̀emephysiquerégi parl’ équationdifférentiellesuivante:

ẋ � t 
!� % x � t 
�� x2 � t 
/. x0 � x � 0 

Le syst̀emelinéariśeautourdupointx � 0 estdonńepar:

ẋ � t 
!� % x � t 
 & �� � point d
�
équilibrex � 0

solution x � x0e0 t

Le syst̀emenonlinéaire,quantà lui a lescaract́eristiquessuivantes:�� � 2 pointsd
�
équilibre � 0 . 1 


solution x � t 
,� x0e1 t

1 0 x0 2 x0e1 t

Lessimulations,figure1.1,montrentclairementlesdifférencesdecomportementen-
tre le mod̀ele linéaireet non linéaire.Dansle caslinéaire,le point d’équilibreeststa-
ble et les trajectoiresd’étatpour différentesconditionsinitiales, décroissentvers l’ état
d’équilibre.Dansle casnonlinéaire,lesdeuxpointsd’équilibresontdenaturedifférente.
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Figure1.1: Syst̀emelinéariśeet Syst̀emenonlinéaire

Le pointd’équilibre0 eststablelocalementpuisquetoutetrajectoireissued’unecondition
initiale suffisammentprocheconvergeverscet étatd’équilibre.Le point1 quantà lui, est
instableconstitueenquelquesorteunefrontièredestabilit́e.L’axe esteneffet divisé en
deuxrégionsdeconditionsinitialespourlesquelleslestrajectoiressontconvergentesvers
l’ étatd’équilibre0 ousontdivergentes.

I.2.2 Cycleslimites

Un syst̀emelinéaireinvariantdansle temps,pour osciller, doit avoir une paire de
pôlessur l’axe imaginaire.Cetteconditionest évidemmenttrèsfragile vis à vis de per-
turbationset/ouerreursdemod́elisationpouvantaffecterla valeurdecespôles.De plus,
l’amplitude de l’oscillation obtenueen théoriedépenduniquementde la condition ini-
tiale.Au contraire,lessyst̀emesnonlinéairespeuvent êtrele sièged’oscillations,(cycles
limites), caract́eriśeesparleuramplitudeet leur fréquence,indépendantesdela condition
initiale, x0, et sansexcitation extérieure.Il estdoncindispensabled’utiliser un syst̀eme
nonlinéairesi l’on souhaiteréaliserenpratiqueuneoscillationstable.

Exemple:équationdeVanderPol
L’ équationdeVanderPolestuneéquationd’ordre2 nonlinéairedonńeepar:

mẍ � t 
�� 2c � x2 % 1 
 ẋ � t 
�� kx � t 
3� 0 c � 0

estsimuĺeepourdifférentesconditionsinitialesx � 0 
 .
La figure 1.2 fait clairementapparâıtre unecourbeferméevers laquelleconvergent

touteslestrajectoiresquelquesoit le point initial choisi.Celatraduitla natureoscillatoire
et approximativementsinusöıdaleducomportementdu syst̀eme.Cettecourbeferméeest
uncyclelimite. Cescycleslimitespeuventêtresouhait́es,(oscillateurśelectriques)ounon
désiŕesdansle casdecertainssyst̀emesmécaniques.

I.2.3 Oscillationspresquepériodiques- sous-harmoniques

Il estbienconnuqu’un syst̀emelinéaire,enréponsèa uneentŕeepériodique,produit
unesortiepériodiquedemêmepériodequel’entréeappliqúee.Un syst̀emenon linéaire
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Figure1.2: EquationdeVanderPol

soumisàuneentŕeepériodiquedu type

e� t 
,� Esin� ωt 

produit unesortiepériodiquecompośeed’un signalpériodiqueappeĺe fondamentalde
fréquenceω 4 2π et de signauxadditionnelsde fréquencesmultiplesnω 4 2π qui sontap-
peĺesles harmoniques.Danscertainscas,la sortiepeut égalementcomprendredessig-
nauxdont la fréquenceest sous-multiplede la fréquenced’entrée.Il peutmême,dans
certainscas,produireuneoscillation“presque”périodique.C’est le casquandla sortie
estla sommed’oscillationspériodiquesdefréquencedifférentesetnonmultipleslesunes
desautres.

I.2.4 Bifur cations

Deschangementsquantitatifsdesparam̀etrespeuvententrâınerdeschangementsqual-
itatifsdespropríet́esdusyst̀eme,(nombredepointsd’équilibre,stabilit́edespointsd’équilibre).

Exemple:équationnonamortiedeDuffing

ẍ � t 
�� αx � t 
�� x3 � t 
!� 0 α 5 0

L’ équationdonnantle pointd’équilibreest:

xe � x2
e � α 
!� 0

Suivantqueα seranégatifoupositif, le nombredepointsd’équilibreseradifférent.Quand
α varie,le nombredepointsd’équilibrevariede1 à3,� xe . ẋe
��6� 0 . 0
�.,�	7 α . 0 
3� % 7 α . 0 

Ainsi α � 0 estunevaleurdebifurcationcritique.



14 Introductionà l’ étudedessyst̀emesnonlinéaires

I.2.58 Chaos

Un syst̀emenonlinéairepeutavoir uncomportementenrégimepermanentpluscom-
plexequeceuxhabituellementrépertoríestelsquel’ équilibre,lesoscillationspériodiques...
. Danscecas,la sortiedusyst̀emeestextrêmementsensibleauxconditionsinitiales,d’où
la nonprévisibilit éde la sortie.Certainscomportementschaotiquesfont ainsiapparâıtre
unaspectaléatoiremalgŕe leurnaturedéterministeintrinsèque.

Exemple:

ẍ � t 
�� 0 � 1ẋ � t 
�� x5 � t 
!� 6sin� t 

Pourles deuxconditionsinitialesdifférentessuivantes,nousobtenonsles deuxcourbes
présent́eessurla figure1.3.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

t

x(
t)

Trait - : � x � 0 
3� 2 ; ẋ � 0 
!� 3 
 et Trait -.- : � x � 0 
,� 2 � 01; ẋ � 0 
!� 3 � 01

Figure1.3: Comportementchaotique

Certainsdecesphénom̀enesmanifestentdescomportementsdetypealéatoireendépit
dela naturedéterministedu syst̀eme.Cecomportementestprésentdanslesphénom̀enes
de turbulencesenmécaniquedesfluidesou dansles phénom̀enesissusdesdynamiques
atmosph́eriques.

I.3 Deuxexemplesdemodélisationsnon lin éaires

I.3.1 Equation du pendulesimple

Soit le pendulesimplerepŕesent́eenfigure1.4,où l estla longueurdela cordecon-
sidéréecommerigideet sansmasseet m la masseenmouvement.On noteθ l’angle que
la cordefait avecla verticale.Afin d’écrireleséquationsdu mouvement,il estnécessaire
d’identifier les forcesagissantsur la masse.Tout d’abord,il y a la forcegravitationnelle
donńeeparFg � mgoù g estl’accélérationdela gravité.Onsupposedeplusquela masse
estsoumisèa uneforcederésistancedefriction proportionnellèa la vitessedela masse
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et de coefficient de friction k. En appliquantle premierprincipede la dynamiquepar
projectionsurl’axe tangentiel,onobtientl’ équationdifférentielledumouvement.

.

.
θ

l

m

Figure1.4: Pendulesimple

mlθ̈ � % mgsin� θ 
 % kl θ̇

A partir decemod̀elemath́ematique,il estpossiblededériver un mod̀eledansl’espace
d’étatnonlinéaireenchoisissantlesvariablesd’étatx1 � θ etx2 � θ̇.+

ẋ1 � x2

ẋ2 � % g
l sin� x1 
 % k

mx2

Si l’on souhaiteconnâıtre les pointsd’équilibrede ce syst̀eme,il suffit de résoudrele
syst̀emealgébriquesuivant. +

0 � x2

0 � % g
l sin� x1 
 % k

mx2

Les points d’équilibresont donc donńes par � nπ . 0 
 pour n � 0 .:9 1 .;9 2 .<����� .
Physiquement,celacorrespond̀a l’existencede deuxpointsd’équilibre � 0 . 0 
 et � π . 0 
 ,
lesautresn’étantqu’uneduplicationmath́ematiquedecesdeuxpointsdueà la possibil-
ité,pourle pendule,defaireunecertainnombredetoursautourdesonpointderotation.
Il estclair quedu point de vue physique,cesdeuxpointsd’équilibresontdistincts.En
effet, alorsquele pendulepeutresteren équilibreen � 0 . 0 
 , il nepeutmaintenirsaposi-
tion d’équilibreen � π . 0 
 puisqueuneperturbationinfinitésimaleproduitun déśequilibre
dupendule.Onparlera,commeil seravu parla suite,d’équilibrestableet instable.

L’ équationdu penduleestintéressantedu fait quedenombreuxsyst̀emesphysiques
peuvent êtremod́eliséspardeséquationssemblables̀a celledu pendule.C’est le caspar
exempledecircuitsélectriquescomportantuneinductionnonlinéairedetypejonctionde
Josephsonouencoredegéńerateursynchroneconnect́e àunbusinfini, [4].

Un autreexempleconstruitsur l’exempledu pendulesimple, montreque les non
linéarit́esconduisentrapidement̀a dessyst̀emestrèscomplexesvoire chaotiques.Soit le
syst̀emecoņcuàpartirdetroispendulessimplesmisboutàbout,repŕesent́edansl’espace
surla figure1.5.
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= == == => >> >> >
Figure1.5: Syst̀emeà troispendules(projectionssuivantlestroisaxesduplan)

On néglige les frottements.Les équationsdécrivantle comportementdynamiquedu
syst̀emesontfastidieuses̀a établirmaisle mod̀eleestparfaitementdéterministe.Ceciest
un exempledemod̀elechaotique.Pourunepositioninitiale destrois poids,le comporte-
mentne serani convergeant(frottementsconsid́erésnuls) ni oscillatoire.De plus,pour
deuxpositionsinitiales infiniment proches,le comportementdu syst̀emediffère forte-
ment.

I.3.2 Oscillateur à r ésistancenégative

La figure1.6(a)décrit la structurefondamentaled’un typed’oscillateurélectronique
trèsrépandu.L’inductanceetla capacit́esontsuppośeeslinéaires,invariantedansle temps
et passive, L � 0 . C � 0. L’ élémentrésistif est un circuit actif dont la caract́eristique
tension/courantestnonlinéaire,i � h � v
 et estprésent́eeenfigure1.6(b).On supposede
plusquela fonctionh satisfaitlesconditions:

h � 0 
�� 0 h
� � 0 
,? 0

lim
v @ ∞

h � v 
 & ∞ lim
v @ 0 ∞

h � v
 &A% ∞

+

-ii
C L

vL
element

resistif

(a)

i

v

(b)

C

Figure1.6: Oscillateurà résistancenégative
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En écrivantla loi desnoeuds,on a:

iC � iL � i � 0

cequi seréécrit:

C
dv
dt

� 1
L B t0 ∞

v � s
 ds � h � v
,� 0

ouencore,apr̀esdifférenciation,

CL
d2v
dt2 � v � Lh

� � v
 dv
dt

� 0

Parunchangementd’échelledetemps,cetteéquationpeutêtreréduiteàuneéquationbien
connueen théoriedessyst̀emesnon linéaires.On poseainsi τ � t 4 7 LC, ce qui permet
d’écrire:

dv
dτ � 7 LCdv

dt

d2v
dτ2 � LCd2v

dt2

L’ équationdifférentielleducircuit estalorsdonńeepar:

v̈ � εh
� � v 
 v̇ � v � 0

où ε �DC L 4 C. C’estuncasparticulierdel’ équationdeLi énardqui a la formegéńerale:

v̈ � ε f � v
 v̇ � g � v
�� 0

Dansle casoù h � v
3� % v � 1
3v3, on retrouve l’ équationdeVanderPol,qui a ét́eutilisée

afin d’étudierles oscillationsdansles circuits à basede tubesà vide. En posantx1 �
v. x2 � v̇, leséquationsd’étatassocíeesà l’ équationdeVanderPol sontalors:+

ẋ1 � x2

ẋ2 � % x1 % εh
� � x1 
 x2

I.4 Conclusions

Il estbien évidentquela liste préćedenten’épuisepasl’ensembledesphénom̀enes
qui peuventserencontrerdansl’ étudedessyst̀emesnonlinéairesetdesmod̀elesquel’on
peutdéduire.
Lessyst̀emesnonlinéaireśetudíesdanscecoursserontdécritspardeséquationsdifféren-
tiellesordinairesnonlinéairesdu typesuivant:

ẋi � t 
!� fi � x1 � t 
E.������F. xm � t 
E. t 
 i G 1 H I I IJH m
ouencore:

x� m� � t 
�� g � x� m0 1� � t 
�.������F. ẋ � t 
E. t 
!� 0

Lessolutionsanalytiquesdeceséquationsnesontengéńeralpasaccessiblesdirecte-
ment.Elles s’expriment en géńeral à partir de fonctionstranscendantesobtenuessous
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formeK dedéveloppementenséries,oupardesméthodesnumériquesetitératives.Cecours
exposeraun certainnombredetechniquespermettantdecontournercettedifficulté.

Dansla majorité destechniques,les non linéarit́essontanalyśeesen référenceaux
comportementdessyst̀emeslinéaires.En particulier, il estcourantdemod́eliserun sys-
tèmenonlinéairecommeforméd’unepartielinéaireet d’unepartienonlinéaire.L’ étude
peutalorsêtreuneévaluationdel’influencedela partienonlinéairesurle comportement
linéariśedu syst̀eme.Danscetteoptiquelessyst̀emessontrepŕesent́escommeformésde
deuxsyst̀emesinterconnect́es(figure1.7).e et f sontlesentŕeespossiblesdu syst̀emeet
set t sontlessortiespossibles.

Systeme Lineaire

Systeme Non Lineaire

+

+

s

t f

e

Figure1.7: Syst̀emesinterconnect́es

Deuxexemplescourantsdesyst̀emesmod́elisablesdela sortesontlessyst̀emescom-
mand́esparunerétroactionnonlinéaire( f � 0) et lessyst̀emesdontl’entrée f subitune
transformationnonlinéaire(e � 0). Lessyst̀emesnonlinéairesenquestionpeuventalors
êtrerespectivement,uneporte tout ou rien et unesaturation.Les méthodesprésent́ees
dansce coursabordentde manìeredifférentescertainscasde syst̀emesmis souscette
forme.



Chapitre II

La notion destabilit é

II.1 Intr oduction et définitions fondamentales

La théoriedela stabilit́e joueunrôlecentralenthéoriedessyst̀emes.Dif férentstypes
deprobl̀emesdestabilit́epeuvent êtrerencontŕesdansl’ étudedessyst̀emesdynamiques.
Dansce cours,nousentendonspar stabilit́e, stabilit́e despointsd’équilibre.Nous évo-
queronssanslesétudierla stabilit́edescycleslimite et la stabilit́eentŕee/sortie.La stabil-
itéd’un pointd’équilibreestgéńeralement́etudíeeà l’aide duconceptdestabilit́eausens
deLyapunov.

Pardéfinition,si unsyst̀emeestdansun étatd’équilibre,il resteradanscetétatpourt
variantdansle temps.L’ étudedela stabilit́eausensdeLyapunov consisteenl’ étudedes
trajectoiresdu syst̀emequandl’ étatinitial est”près”d’un étatd’équilibre.Celareflètela
possibilit́e de perturbationsaffectantle syst̀eme,sousforme de conditionsinitiales non
nulles.

L’objet de la théoriede la stabilit́e estde tirer desconclusionsquantau comporte-
mentdu syst̀emesanscalculerexplicitementsestrajectoires.La contributionmajeurefut
apport́eeparA.M. Lyapunov, en1892,dont les travauxn’ont ét́e connusqu’à partir des
anńees60.Il aintroduitla majoritédesconceptsetdéfinitionsdebaseconcernantla stabil-
itédessyst̀emesrepŕesent́espardessyst̀emesdifférentielsarbitrairesmaisa aussifourni
lesprincipauxrésultatsthéoriques.Nousneprésentonsdanscettepartiequ’uneversion
simplifiéeetabŕegéedesestravaux.

II.1.1 Quelquesrappelssur lesmodèlesd’ état

L’ évolution d’un syst̀emepeut-̂etredéfinie par une équationdifférentiellequi lie la
dérivéeduvecteurd’étatà l’ensembledesvaleurspréćedentesdel’ état,à l’ensembledes
valeurspréćedentesdel’entréeet autemps:

ẋ � t 
,� f � x0 . u 0 . t 

où x0 et u 0 sont les fonctionnellesrepŕesentantl’ évolution de l’ étatde de l’entréedu
syst̀emepourlesinstantspréćedents(t 0 ? t).

19
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La théoriede Lyapunov pour l’analysede la stabilit́e dessyst̀emess’inscrit dansce
cadretrèsgéńeral.Dansce coursnousnouslimiterons à consid́ererdessyst̀emesnon
command́es(entŕeenulle) et non causaux(l’ évolution du syst̀emene dépendquede la
valeurdel’ étatà l’instant t):

ẋ � t 
,� f � x � t 
E. t 

Définition 1 Syst̀emeAutonome
Un syst̀emeestdit autonomesi f nedépendpasdu temps:

ẋ � f � x

sinonle syst̀emeestdit nonautonome.

Remarques:

1- Lesmod̀elesainsidéfinisgéńeralisentla notionde syst̀emesinvariantset variants
dansle tempspourlessyst̀emeslinéaires.

2- Un syst̀emeautonomeest indépendantdu tempsinitial alorsqu’un syst̀emenon
autonomenel’est pas.Tout instantpeutêtreconsid́erécommeinstantinitial. Tout
étatx � t 
 du syst̀emepeutêtreconsid́erécommeun étatinitial.

Dansla suitenousneconsid́ereronsquedessyst̀emesautonomes.De plusnousconsid-
éreronsuniquementdessyst̀emesdontle vecteurd’étatestréeldedimensionfinie: x * Rn.

Hypoth̀eseclassique:
La solutionde l’ équationẋ � f � x
 estuniqueà la donńeed’uneconditioninitiale xo �
x � 0
 . (Solutionuniqueauprobl̀emedeCauchy).

La solutionxxo de l’ équationdifférentiellepouruneconditioninitiale xo donńeeest
unetrajectoireàvaleursdansl’espaced’ état (espacevectorielRn):

xxo :

+
R2 %L& Rn

t M %!& xxo � t 

Cettefonction estappeĺee trajectoir e d’ état du syst̀emedansl’espaced’étatpour une
conditioninitiale donńee.Quandcelaestpossible(étatde dimensiondeux,voire trois)
noustraceronsla trajectoiredusyst̀emepourrepŕesentersonévolutiondynamiquèapartir
d’uneconditioninitiale donńee.

Exemple:Soit le syst̀emeàdeuxétatsuivant:+
ẋ1 � x2 sin� 2x1 

ẋ2 � % sat � 0 0 - 5 H 0 - 5� � 2x1 � x2 


où la fonctiondésigńeeparsat � 0 0 - 5 H 0 - 5� � x
 estunesaturationqui renvoiex six *ON % 0 � 5 . 0 � 5P ,
0 � 5 si x 5 0 � 5 et % 0 � 5 si x Q % 0 � 5. Pourquelquesconditionsinitialeschoisiesaléatoire-
mentonpeutsimulerlesyst̀emeettracerlestrajectoiresd’étatdusyst̀eme(figure2.1).Les
trajectoiresrepŕesent́eesévoluenttoutesversdespointsparticuliers( R ). On dira qu’elles
convergentversdespointsd’équilibre.Pourdeuxétatinitiaux trèsprocheson voit quele
comportementdusyst̀emepeutêtretrèsdifférent.
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Figure2.1: trajectoiresd’état

Définition 2 : pointsd’équilibre
xS estun état d’ équilibr epour le syst̀emeautonomesi

x � t1 
!� xSUT x � t 5 t1 
!� xS
oudefaçonéquivalentesi:

f � xS 
,� 0

II.1.2 Quelquesnotionsmathématiques

Nous introduisonsou rappelonsquelquesdéfinitionset notionsmath́ematiquesqui
nousserontnécessairesparla suite.

Définition 3 : Voisinagedel’origine
Un voisinagedel’origine, Ω esttoutdomaineferméborné incluantl’origine.

Un exempledevoisinageestla boule:

Définition 4 : BouledansRn

OndéfinitunebouleferméedansRn commel’ensemble:

Br �WV x * Rn 4$XYX x XYXZQ r [
où la norme X\XF��XYX estunenormesurRn

Un exempledenormeestla normeeuclidiennehabituelle:X\X x X\X]�D^ x2
1 �_����� x2

n pour x * Rn
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CommeK touteslesnormessontéquivalentessurRn, le choix dela normen’estpasdéter-
minantpourlesrésultatsqui suivent.La formedesboules,parcontre,seramodifiéquand
onchangedenorme.

Définition 5 : fonctionsdéfiniespositives

1- UnefonctionscalaireV : Rn %'& R estlocalementdéfiniepositive dansΩ, où Ω
estun voisinagedel’origine, si:

1 % V � 0
!� 0

2 % � x `� 0 * Ω V � x 
 � 0

2- UnefonctionscalaireV : Rn %L& Restdéfiniepositivesi ellevérifie:

1 % V � 0 
!� 0

2 % � x `� 0 * Rn V � x
 � 0

Exemples:
Soitx �6N x1 . x2 P � * R2

- V � x
,� x2
1 � sin2 � x2 
 estdéfiniepositive localement.

- V � x
,� x2
1 � x2

2 estunefonctiondéfiniepositive.

Définition 6 : fonctionssemi-d́efiniespositives

1- UnefonctionscalaireV : Rn %'& Restlocalementsemi-d́efiniepositivedansΩ,
où Ω estun voisinagedel’origine, si:

1 % V � 0
!� 0

2 % � x `� 0 * Ω V � x 
a5 0

2- UnefonctionscalaireV : Rn %'& Restsemi-d́efiniepositivesi ellevérifie:

1 % V � 0 
!� 0

2 % � x `� 0 * Rn V � x
35 0
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Exemples:
Soitx �DN x1 . x2P � * R2

- V � x 
,� x1sin� x1 
 estunefonctionlocalementsemi-d́efiniepositive.

- V � x 
,� x2
1 estunefonctionsemi-d́efiniepositive.

Remarques:

1- Si unefonctionV est (localement),(semi-)d́efinienégative alors % V est (locale-
ment),(semi-)d́efiniepositive.

2- Casparticulier important: la formequadratiqueV � x
'� x
�
Px. x * Rn avecP � P

�
.

V est(semi-)d́efiniepositive,(ńegative),si P estunematrice
(semi-)d́efiniepositive,(négative).

3- Uneconditionnécessaireetsuffisantepourquela matricesymétriqueP soitdéfinie
positiveestquesesvaleurspropressoienttoutespositives.

Définition 7 FonctioncandidatedeLyapunov
SoitV : Rn %'& R2 unefonctiontelleque:

i) V estcontin̂umentdifférentiableentouscesarguments.

ii) V estdéfiniepositive.

iii) Il existea et b deuxfonctionsscalairesdeR2 dansR2 , continues,monotones,non
décroissantes,tellesque

a � 0 
!� b � 0
�� 0� x * Rn a �b� x �Z
aQ V � x
3Q b �]� x �Z

alorsV estunefonctioncandidatedeLyapunov.

Remarque
La définition impliquequela fonctionV définit deséquipotentiellesimbriquées.C’est à
dire queles courbesV � x
c� Cste, appeĺeeséquipotentiellesde Lyapunov, définissent
desdomainesconnexesautourdel’origine. Deplusendéfinissantlesdomaines:d

1 �WV x X V � x 
aQ c1 [ ;
d

2 �WV x X V � x 
aQ c2 [
alors

c1 ? c2 � T d
1 e d

2

exemple
Soitx ��N x1 . x2P � * R2, etV � x
'� x2

1 � x2
2 alorsleséquipotentiellessontdescerclesderayon

le carŕedela normeeuclidienneduvecteurx. CesontaussilesboulesdeR2 définiespour
la normeeuclidienne.
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Définition 8 : dérivéedeLyapunov
SoitV : Rn %'& R unefonctioncontin̂umentdifférentiableen toussesargumentset soit
l’ équationnonlinéairedifférentielleẋ � f � x 
E. x * Rn. OndéfinitalorsV̇ : Rn %'& Rpar:

V̇ � x
,�gf ∂V
∂x

� x 
ih � � f � x 

où: f ∂V

∂x
� x
ih gradient deV � x
kjmlno ∂V

∂x1
� x

...

∂V
∂xn

� x

pZqr

V̇ � x
 estappeĺeela dérivéedeV � x 
 le longdestrajectoiresdeẋ � f � x 
 .
Remarque:
La dérivéecorrespond̀a unedérivéetemporellede la fonction t M %'& V � x � t 
s
 en consid-
érantquex estunetrajectoired’état,c’estàdirequ’ellesatisfaitl’ équationdifférentielle:

dV
dt

x � t 
,�gf ∂V
∂x

� x
ih � � ẋ � t 
,�gf ∂V
∂x

� x
ih � � f � x � t 
s

Exemple:
Soit V � x
�� x2

1 � x2
2. Alors la dérivée le long destrajectoiresde ẋ � f � x
 , où f � x 
t�N f1 � x
�. f2 � x
uP � , s’écrit:

V̇ � x
��DN 2x1 . 2x2Pv� f f1 � x

f2 � x
 h

II.2 Notionsdestabilit é

II.2.1 Stabilit édu point d’ équilibr e

Définition 9 : stabilité/instabilit́eausensdeLyapunov
L’ étatd’équilibre xe estdit stablesi � ε � 0 .c� α � 0 tel quesi X\X x � 0 
 % xe X\Xw? α alorsX\X x � t 
 % xe XYXx? ε � t 5 0. Dansle cascontraire,xe estdit instable.

Nota: �y� ε � 0
��	� α � 0 
E�bXYX x � 0
 % xe XYXx? α T X\X x � t 
 % xe XYXx? ε .z� t 5 0

Interpŕetation:
La stabilit́e au sensde Lyapunov signifie quela trajectoired’étatpeut êtregard́eearbi-
trairementprèsdexe, si l’on prenduneconditioninitiale suffisammentprochedexe, (voir
figure5.1).

Définition 10 Attractivité
L’ étatd’équilibre xe estattractif si il existeδ � 0 tel quesi � x � 0 
 % xe �t? δ alors pour
tout ν � 0 il existeT � 0 qui satisfait � x � t 
 % xe �{? ν, pour tout t 5 T.



Notionsdestabilit́e 25
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Figure2.2: stabilit́edeLyapunov

Remarque:
L’attractivité n’implique pasla stabilit́e ni l’in verse.La conditiond’attractivité exprime
quesi l’ étatinitial estdansun certainvoisinagede l’ étatd’équilibre,alorsl’ étatdu sys-
tèmereviendranécessairementà l’origine auboutd’un tempssuffisant.
Surla figure2.3 le syst̀emedécritdesellipsesdansl’espaced’état.Touteslestrajectoires
convergentversl’origine. 0 estattractifsanŝetrestablecartouteslestrajectoiresdudemi-
plangauchecontournentle points � 0 . 1 
 ou � 0 . % 1 
 avantdeconverger.

1

-1

Figure2.3: Syst̀emeattractifmaisinstable

Par contre le syst̀eme ẋ � 0 est stable(tout point au voisinagede 0 restedansle
voisinagede0) mais0 n’estpasattractif(l’ étatneconvergepasvers0, il resteimmobile).

Définition 11 : stabilitéasymptotique
Un pointd’équilibrexe estasymptotiquementstables’il eststableets’il existeα � 0 tel
que X\X x � 0 
 % xe X\Xx? α T lim

t @ 2 ∞
x � t 
,� xe.
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Interpr| étation:
Un point d’équilibreeststableasymptotiquements’il eststableet attractif.La stabilit́e
asymptotiquesignifiequenonseulementl’ équilibreeststablemaisquedeplusonestca-
pablededéterminerunvoisinagedupointd’équilibretel quen’importequelletrajectoire,
issued’un x0 appartenant̀aunvoisinagedexe, tendversxe quandt & � ∞.

Définition 12 : stabilitéexponentielle
Un pointd’équilibrexe estexponentiellementstables’il existeα � 0 etλ � 0 telsque:� t � 0 .L� Br � xe . r 
}.~� x0 * Br .cXYX x � t 
 % xe X\X�Q α XYX x � 0 
 % xe X\X e0 λt

Interpŕetation:
Celasignifiequele vecteurd’état,pouruneconditioninitiale x0 * Br convergeversxe plus
rapidementqu’unefonctionexponentielle.λ estappeĺe le tauxdeconvergence.D’autre
part,la stabilit́eexponentielleimpliquela stabilit́easymptotiquequi impliquela stabilit́e.

Définition 13 : stabilitéglobale
Si la propriét́edestabilitéasymptotique,(exponentielle)estvérifiéequelquesoit x � 0 
 , le
pointd’équilibreestglobalementasymptotiquement,(exponentiellement)stable.

A défautdepouvoir déterminerla stabilit́easymptotiquevoireexponentielleglobaleonse
contenteradedéterminerdesvoisinagesdupointd’équilibre,lesplus“grands”possibles,
où cespropríet́essontgaranties.

II.3 Stabilit éd’une trajectoir e �~���
Danscertainscaslessyst̀emesn’admettentpasdepointsd’équilibre,oualorsle point

d’équilibren’estpasstable.Pourautantlestrajectoiresnedivergentpasforcément.Divers
caspeuventalorsceproduire:

- Le syst̀emeadmetun domainestable:Il existeun domainede conditionsinitiales
tel quetouteslestrajectoiresrestentcomprises̀a l’int érieurdudomainestable.

- Le syst̀emeadmetundomaineattractif:Il existeundomainedeconditionsinitiales
tel quetouteslestrajectoiressontcomprisesdansle domaineattractif auboutd’un
certaintemps.

- Le syst̀emeadmetunetrajectoirestable fe: Quelquesoit ε � 0 il existeα � 0 tels
quesi � f � 0 
 % fe � 0
Z��? α alorspour toutt � 0, � f � t 
 % fe � t 
Z��? ε.

- De la mêmemanìereonpeutdéfinir unetrajectoireattractive.

- La stabilit́e asymptotiqueet exponentielle(globaleou non) peuvent êtredéfinies
égalementpourlesdomaineset lestrajectoires.
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Jusqu’̀a présenton a définit la stabilit́e dessyst̀emesà partir de la stabilit́e de l’ état
d’équilibreautourd’un point,dansundomaine,autourd’unetrajectoire.Il estégalement
possibledeconsid́ererla stabilit́eentŕee/sortie.
Soit le syst̀eme:

ẋ � t 
,� f � x � t 
E. u � t 
#

y � t 
,� g � x � t 
�. u � t 
#


où u estl’entréedu syst̀emeet y la sortie.La stabilit́eentŕee/sortied’un pointd’équilibre� ue . ye 
 sedéfinit par:
Quelquesoit ε � 0 il existeα � 0 et il existeun domainedeconditionsinitiales del’ état
du syst̀emetelsquesi � u � t 
 % ue ��? α pour tout t et quex � 0 
 appartientau domainede
conditionsinitialesalors � y � t 
 % ye �{? ε pour tout t.

Il est a noter que la stabilit́e entŕee/sortieest très rarementutilisée. Il est en effet
primordial de connâıtre l’ évolution de tout l’ étatdu syst̀eme.Il n’est pasrareen effet,
pourdessyst̀emesnonobservable,quela sortieait un comportementstableet quepour
autantl’ étatdusyst̀emediverge.

Exemple:
Soit le syst̀eme:

ẋ1 � % x1
ẋ2 � x2
y � x1

Ce syst̀emeà unesortiequi converge vers0 exponentiellementet l’ étatx2 qui diverge
exponentiellement.

II.4 Méthodedir ectedeLyapunov ou secondeméthode

II.4.1 Intr oduction par l’aspect énergétique

La philosophiedela méthoderésidedansl’extensionmath́ematiqued’uneobservation
fondamentaledela physique:
”Si l’ énergietotaled’un syst̀emeestdissiṕeedemanìerecontinuealorsle syst̀eme,(qu’il
soit linéaireounonlinéaire),devra rejoindrefinalementunpointd’équilibre”.
On pourradoncconclureà la stabilit́e d’un syst̀emepar l’examend’une seulefonction
scalaire, ici l’ énergietotale.

Exemple:le syst̀ememasse-ressort-amortisseur
Enappliquantle principefondamentaldela dynamiqueaucentredegravitédela masse,
onobtient:

1- Equationdumouvement:

mẍ � bẋ X ẋ X	� k0x � k1x3 � 0
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M

Figure2.4: Syst̀ememasse-ressort

2- Repŕesentationd’état:

Posant

+
x1 � x
x2 � ẋ

on obtient

�� � ẋ1 � x2

ẋ2 � % b
mx2 X x2 X % k0

mx1 % k1
mx3

1

3- Pointd’équilibre: � 0 . 0 
 .
La questionestdesavoir si cepoint d’équilibreeststable.La masseesttiréeloin de

sapositiond’équilibre,(longueurnaturelledu ressort),puis lâch́ee.Reprendra-t-elle sa
positiond’équilibre?

Etudedel’ énergiemécaniquetotale:

- Energiecinétique:

Ec � 1
2

mẋ2 � 1
2

mẋ2
2

- Energiepotentielle:

Epot - � B x

0
� k0β � k1β3 
 dβ � 1

2
k0x2

1 � 1
4

k1x4
1

- Energie totale:

Em � V � x 
,� 1
2

k0x2 � 1
4

k1x4 � 1
2

mẋ2

Remarques:

- Le pointd’énergiemécaniquenulleestle pointd’équilibre.

- La stabilit́easymptotiqueimpliquela convergencedel’ énergievers0.

- L’instabilitéestli éeà la croissancedel’ énergiemécanique.

Onpeutdoncsupposerque:

- L’ énergiemécaniquereflèteindirectementl’amplitudeduvecteurd’état.
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- Les propríet́esde stabilit́e peuvent êtrecaract́eriśeespar la variationde l’ énergie
mécaniqueaucoursdu temps.

Etudedela variation:

d
dt

N V � x � t 
#
�P~�6� mẍ � t 
�� k0x � t 
�� k1x3 � t 
s
 ẋ � t 
�� % b X ẋ � t 
ZX 3 ? 0

L’ énergiedusyst̀eme,̀apartird’unevaleurinitiale,estcontin̂umentdissiṕeeparl’amortisseur
jusqu’aupointd’équilibre.

La méthodedirectedeLyapunov estfondéesurl’extensiondecesconcepts.La proće-
duredebaseestdegéńererunefonctionscalaire“de type énergie” pour le syst̀emedy-
namiqueetd’enexaminerla dérivéetemporelle.Onpeutainsiconclurequantàla stabilit́e
sansavoir recours̀a la solutionexplicite deséquationsdifférentiellesnonlinéaires.

II.4.2 Théorèmessur la stabilit é et la stabilit éasymptotique

On consid̀erela stabilit́e du point d’équilibre0 pour les syst̀emesétudíes.Pourtout
point d’équilibrexe `� 0, on posele changementde variablex̂ � x % xe et l’ étudede la
stabilit́eestidentiqueàcellepourxe � 0.

Théorème1 : stabilité (asymptotique)locale
Si il existeunefonctionscalaire del’ étatV � x 
 dontlesdérivéespartiellespremìeressont
continueset telleque:

1- V estunefonction candidatedeLyapunov.

2- V̇ estlocalementsemi-d́efinienégativedansunvoisinagedel’origine, Ω.

alors le point d’équilibre 0 eststable et un domainede conditionsinitiales stablesest
délimitépar n’importequelleéquipotentielledeLyapunovcontenuedansΩ.
SiV̇ estlocalementdéfinienégativedansΩ, alors la stabilitéestdite localementasymp-
totique dansla partie de l’espacedélimité par n’importequelleéquipotentielledeLya-
punovcontenuedansΩ.

Remarque:
Cethéor̀emepermet́egalementdedéterminerdesdomainespourlesquelsl’origine estun
pointd’équilibreinstableparrapportauxconditionsinitiales:
L’extérieurden’importequeldomainedélimitépar uneéquipotentielledeLyapunovqui
englobele domaineoù V̇ estsemi-d́efinienégative,estundomainedeconditionsinitiales
pour lesquellesl’origine n’estpas(asymptotiquement)stable.
Il estimportantdenoterqueentrelesdomainesdeconditionsinitialesstableset instables
demeureunerégionoù la stabilit́enepeut-̂etredétermińee.(voirefigure2.5).
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x1

x2

domaine de 
stabilite

domaine d’instabilite

V=Cste

V=Cste

dV/dt = 0

D: domaine ou (dV/dt  < 0)

Figure2.5: SecondeméthodedeLyapunov

Exemple:
Soit le syst̀emenonlinéaireautonomedonńeparseséquationsd’état:�� � ẋ1 � x1 � x2

1 � x2
2 % 2 
 % 4x1x2

2

ẋ2 � x2 � x2
1 � x2

2 % 2 
�� 4x2x2
1� 0 . 0 
 estunpointd’équilibrepourcesyst̀eme.OnchoisitunefonctioncandidatedeLya-

punov V � x
�� 1 4 2 � x2
1 � x2

2 
 , cequi conduità calculer

V̇ � x 
,� x1ẋ1 � x2ẋ2 �6� x2
1 � x2

2 
�� x2
1 � x2

2 % 2 

V̇ � x
 estdonclocalementasymptotiquementstabledansla boule:

B� 2 �D�~� x1 . x2 
�X x2
1 � x2

2 ? 2 �
C’estl’int érieurdel’ équipotentielleV � x
!� 4. Deplus,le syst̀emeestinstableparrapport
à l’origine pourtoutconditioninitiale à l’extérieurdudomainedélimitéparV � x
,� 4.

Remarques:

1- V estunefonctiondeLyapunov pourle syst̀eme.

2- Laconditionpréćedenteestuneconditionsuffisante;il fautdoncchoisirapriori une
fonction candidatede Lyapunov, V � x
 . Si la condition2 estvérifiée,la fonction
V � x
 estunefonctiondeLyapunov et l’on peutconclureà la stabilit́esinonaucune
conclusionnepeutêtredonńeeet il faut alorsrecommencerle processusavecune
autrefonctioncandidatedeLyapunov.
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Théorème2 : stabilitéglobaleasymptotique
S’il existeunefonctionV telleque

1- V estunefonction candidatedeLyapunov.

2- V̇ estdéfinienégative.

3- La condition � x � %'& � ∞ impliqueV � x
 %'& � ∞.

alors0 estun pointd’équilibreglobalementasymptotiquementstable.

Le probl̀ememajeurdecetteméthodeestde trouver unefonctiondeLyapunov pour
le syst̀emeen l’absencedeguideclair. Dansle casnonlinéaire,il n’existepasdeméth-
odesyst́ematiquepour choisir unefonction de Lyapunov convenable,d’où l’utilisation
de l’expérience,de l’intuition et de consid́erationsphysiqueset de quelquesméthodes
partielles,(suffisantes),dontnousprésenteronsdeuxexemplesplusloin.

II.4.3 Application aux syst̀emeslin éairesinvariants

Etantdonńe le syst̀emelinéaire
ẋ � Ax

onconsid̀ereunefonctioncandidatedeLyapunov quadratique, V � x 
,� x
�
Px, alors

V̇ � x
�� ẋ
�
Px � x

�
Pẋ � % x

� � A�
P � PA
 x � % x

�
Qx

Théorème3 :

Uneconditionnécessaire et suffisantepour qu’un syst̀emeẋ � Ax soit asymptotique-
mentstableestque� Q � Q

� � 0, la matriceP,uniquesolutiondel’ équationdeLyapunov
qui suit,soitdéfiniepositive.

A
�
P � PA � Q � 0

Exemple:
Soit le syst̀emelinéaireautonomedonńeparsamatricedynamique:

A � f 0 4% 8 % 12
h

EnchoisissantQ � 1, on trouve

P � f 0 � 3125 0 � 0625
0 � 0625 0 � 0625

h
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II.4.4� Démarcheà suivre pour étudier la stabilit é

Pourrésumercettesectiondechapitrevoici la démarchèa suivre quandon étudiela
stabilit́ed’un syst̀eme:

1- Trouver lespointsd’équilibredusyst̀emeenrésolvant f � x 
3� 0.

2- Linéariserlesyst̀emeautourdespointsd’équilibrepourévaluerlastabilit́e/instabilit́e
despointsd’équilibre.(cetteétapeestsouvent appeĺeepremìereméthodedeLya-
punov). Au voisinaged’un pointd’équilibrexe:

ẋ � f � x 
,� A � x % xe 
�� o � x % xe 

Si la matriceA estdéfinie négative le syst̀emeest localementasymptotiquement
stableautourdexe, maisaucundomainedeconditionsinitialesstablesnepeut-̂etre
détermińe à cestade.Si A estsemi-d́efinienégative,on nepeutrien dire. Sinonle
pointd’équilibreestinstable.

3- ChoisirunefonctioncandidatedeLyapunov V etenposantle changementdevari-
ablex̂ � x % xe étudierles domainesde stabilit́e/instabilit́e, à l’aide de la seconde
méthodedeLyapunov.

4- Si lesrésultatsnesontpasconcluants,choisiruneautrefonctioncandidatedeLya-
punov et recommencer.

Remarque:
A estla matricecalcuĺeeparapproximationaupremierordredela fonction f . C’estaussi
la Jacobiennede f aupointd’équilibrexe:

A � f ∂ f
∂x

h � xe 

Le choixdela fonctiondeLyapunov estexplicitéparla suite.

II.5 Construction de fonctionsdeLyapunov

Dansle casgéńeralnon linéaire,le principal inconvénientde la méthodedirectede
Lyapunov estde ne pasdisposerde guidepour le choix de la fonctioncandidate.Nous
proposonsquelquesfonctionsdeLyapunov classiqueset nousprésentonsdeuxméthodes
qui permettentderépondreenpartieàceprobl̀eme.
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II.5.1 Quelquesexemplesde fonctionsdeLyapunov

FonctiondeLyapunov quadratique
Soit n’importe quellematricesymétriquedéfinie positive P, alorsV � x 
{� x

�
Px estune

fonctioncandidatedeLyapunov.
LeséquipotentiellesdeLyapunov sontdesellipsöıdesdedemisaxesdéfinisparlesvaleurs
propresetvecteurspropresdeP.
La dérivéele longdestrajectoiresdeV s’écrit:

V̇ � x 
,� x
�
Pf � x
�� f

� � x 
 Px

Normedumax
Soit la fonctionV � x 
}� maxX xi X . C’est à dire quel’on prendla valeurabsoluemaximale
descoefficientsdu vecteurx.
Les équipotentiellesde Lyapunov sontdeshypercubesde cot́esparall̀elesaux axesde
l’espacevectoriel.
La dérivéele longdestrajectoires’écrit:

V � x
�� maxX xi XZ� xim � signe� xim 

V̇ � x
�� fim � x
�� signe� xim 


Normedualedumax
Soit la fonctionV � x 
a� ∑ X xi X . C’est à direquel’on prendla sommedesvaleursabsolues
descoefficientsdu vecteurx.
LeséquipotentiellesdeLyapunov sontdeshypercubesdesommetsplaćessurlesaxesde
l’espacevectoriel.
La dérivéele longdestrajectoiress’écrit:

V̇ � x
!� ∑ fi � x 
�� signe� xi 

Leséquipotentiellessontrepŕesent́eesendimensiondeuxsurla figure2.6

P=
0  1
1  0

  5  -3
-3    5P = 1/2

Norme du max

Norme dual du max

x1

x2

Figure2.6: équipotentiellesV � x
�� 1
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II.5.2� MéthodedeKrasovskii

Etant donńe un syst̀emenon linéaireautonomeẋ � f � x 
 dont le point d’équilibre
étudíeestl’origine, la méthodedeKrasovskii consistèaproposerunefonctioncandidate
deLyapunov dela formeV � x
3� f

� � x
 f � x
 et detestersi cettefonctionestunefonction
deLyapunov.

Théorème4 :
Soit le syst̀emeautonomėx � f � x
 dontle point d’équilibre étudíeestl’origine et soit la
matricejacobiennedusyst̀eme:

A � x
3� f ∂ f
∂x

h
Si la matriceF � x
 définiepar:

F � x 
,� A � x
�� A
� � x


estdéfinienégativedansunvoisinageΩ del’origine alorsl’origine estunpointd’équilibre
localementasymptotiquementstable. UnefonctiondeLyapunovpourcesyst̀emeestdon-
néepar:

V � x
,� f
� � x
 f � x


Sideplus,Ω ( Rn et lim� �
x

� � @ 2 ∞
V � x
��:� ∞ alorsle pointd’équilibreestglobalementasymp-

totiquementstable.

Exemple:Soit le syst̀eme: �� � ẋ1 � % 6x1 � 2x2

ẋ2 � 2x1 % 6x2 % 2x3
2� 0 . 0 
 estunpointd’équilibrepourcesyst̀eme.Oncalculela jacobienne.

A � x 
,�gf % 6 2
2 % 6 % 6x2

2
h

alors:

F � x 
,� A � x
�� A
� � x
�� f % 12 4

4 % 12 % 12x2
2

h D1 � % 12
D2 � % 128 % 12x2

2

d’où F � x 
 estdéfinienégative ��� x1 . x2 
{`� 0 et l’origine estlocalementasymptotiquement
stable.Deplus

V � x
�� f
� � x
 f � x 
a�6� % 6x1 � 2x2 
 2 ��� 2x1 % 6x2 % 2x3

2 
 2

Visiblement, lim� �
x

� � @ 2 ∞
V � x
}��� ∞ ce qui implique quel’origine estun point d’équilibre

globalementasymptotiquementstable.

CerésultatdeKrasovskii, trèssimpleà utiliser, esttoutefoisrarementapplicabledu
fait deprobl̀emestelsque:



ConstructiondefonctionsdeLyapunov 35

- jacobiennenondéfinienégative.

- difficultépourtesterla définienégativitédeF .

Théorème5 :
Soitẋ � f � x
 dontle pointd’équilibreétudíeestl’origine etA � x
 sajacobienne. S’il existe
deuxmatricesP � P

� � 0 . Q � Q
� � 0 tellesque:

F � x
�� A
� � x
 P � PA � x
�� Q ? 0 x * Ω

alors l’origine estlocalementasymptotiquementstable. La fonctionV � x 
}� f
� � x 
 Pf � x


estunefonctiondeLyapunovpour le syst̀eme. Si deplusΩ ( Rn et lim� �
x

� � @ 2 ∞
V � x
3��� ∞

alors le syst̀emeestglobalementasymptotiquementstable.

II.5.3 Méthodedu gradient variable

Cetteméthodeconstitueuneapprocheformellepermettantdeconstruiredesfonctions
deLyapunov.
Unefonctionscalaireestreliéeàsongradientparla relationintégrale:

V � x 
,� B x

0
∇Vdβ où ∇V � ��� ∂V

∂x1
...

∂V
∂xn

����
Afin quela relationentregradientet fonctionscalairesoitbiunivoque,la fonctiongradient
doit satisfairelesrèglescroiśees:

∂∇Vi

∂x j
� ∂∇Vj

∂xi
� i . j � 1 . 2 .�������. n 


Principedela méthode:
Onsupposedonńeeuneformesṕecifiquepourle gradient∇V enlieu etplaced’uneforme
sṕecifiquepourla fonctioncandidate.Géńeralement,onsuppose:

∇Vi � n

∑
j G 1

ai jx j

où lesai j sontlescoefficientsàdéterminer.

Proćedure:

- ∇V estdonńeeparla formepréćedente.

- Résoudrelesrelationscroiśeespourai j .

- Choisirlesai j pourqueV̇ soit définienégative.
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- CalculerV parintégrationàpartirde∇V.

- Testersi V � 0.

Nota:
PourobtenirV, on intègre:

V � x
�� B x1

0
∇V1 � x1 . 0 ����� 0 
 dβ1 �������	� B xn

0
∇Vn � x1 . x2 .������ xn 
 dβn

Exemple:
Soit: �� � ẋ1 � % 2x1

ẋ2 � % 2x2 � 2x1x2
2

Onsupposequel’on aun gradientdonńepar:�� � ∇V1 � a11x1 � a12x2

∇V2 � a21x1 � a22x2

Lesrèglescroiśeessont;

∂V1

∂x2
� ∂V2

∂x1
� a12 � x2

∂a12

∂x2
� a21 � x1

∂a21

∂x1

Onpeutchoisirparexemple:�� � a11 � a22 � 1 ∇V1 � x1

a12 � a21 � 0 ∇V2 � x2

alors:
V̇ � x1 . x2 
!� % 2x2

1 % 2x2
2 � 2x1x3

2 � % 2x2
1 % 2x2

2 � 1 % 2x1x2 

soit:

V̇ � x1 . x2 
,Q 0 pour 1 % 2x1x2 5 0

d’où on calcule:

V � x1 . x2 
!� B x1

0
x1dx1 � B x2

0
x2dx2 � x2

1 4 2 � x2
2 4 2 � 0
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II.6 Stabilit éabsolue

Lessyst̀emesquel’on étudieont la structuredonńeepartla figure2.7.

G(p)

Φ (y)

-
e

y

Figure2.7: sch́ema-blocassocíe à la stabilit́eabsolue

- G � p 
�jWN A . B . C . 0P estla fonctiondetransfertd’un syst̀emelinéaireinvariantstricte-
mentpropre.

- Φ � y
 estunenonlinéarit́estatique.

II.6.1 ProblèmedeLur’e

Onimposeà la nonlinéarit́edevérifierunecondition desecteur.

Définition 14 :
UnefonctioncontinueΦ appartientau secteurN k1 k2 P s’il existedeuxréelsnonnégatifs
k1 etk2 telsque:

y `� 0 T k1 Q Φ � y

y

Q k2

Interpŕetationgraphique:
Φ � y
 doit êtrecontenuedansle secteurk1y. k2y. (cf. figure2.8)

yΦ( )
k1 y

k2 y

y

Figure2.8: Secteurconique

Nota: La conditiondesecteurimpliqueΦ � 0 
,� 0 etyΦ � y 
a5 0.
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Hypoth� èses1 :

H1- A estunematricestable.

H2- La paire � A . B
 estunepaire commandable.

H3- La paire � C . A
 estunepaire observable.

H4- La nonlinéaritéΦ � y 
 vérifie la conditiondesecteur.

Définition 15 : problèmedeLur’e
Sousleshypoth̀esesH1 - H4, le problèmedeLur’e consistèa déterminerdesconditions
sur � A . B . C 
 assurantquele pointd’équilibre0 estunpointd’équilibreasymptotiquement
stablepourcesyst̀eme.

Remarque:
On nesepréoccupepasseulementdela propríet́edestabilit́e d’un syst̀emeuniquemais
dela stabilit́e d’un ensembledesyst̀emespourtouteslesnonlinéarit́es,d’où le termede
stabilit́eabsolue.

II.6.2 Deuxconjectures

M. A. Aizermann,en 1949,fit la conjecturesuivantepour résoudrele probl̀emede
Lur’e.

Conjecture1 : Aizermann
Si pour tout k * N k1 k2 P , la matriceA % BCk eststablealors le point d’équilibre 0 est
globalementasymptotiquementstablepour le syst̀emenonlinéairedéfini.

Denombreuxcontre-exemplesont,parla suite,montŕequecetteconjectureestfausse.
En1957,Kalmana propośela conjecturesuivante.

Conjecture2 : Kalman
Si la fonctionnonlinéairevérifie

k3 Q ∂Φ � y

∂y

Q k4

et que la matrice A % BCk eststable � k * N k3 k4 P , alors le syst̀emenon linéaire est
globalementasymptotiquementstable.

Conjectureplusforte quecelled’Aizermann,la conjecturedeKalmann’en restepas
moinsfausse.
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II.6.3 Crit èredePopov

Afin derésoudrele probl̀emedeLur’e, le critèredePopov renforcelesconditionset
hypoth̀esessur le syst̀emelinéaire,conduisant̀a uneconditionsuffisantequi estdéduite
decelle,nécessaireet suffisante,du critèredeNyquist.

Hypothèses2 :

- Φ *�N 0 kP .
- A estunematriceasymptotiquementstable.

Théorème6 :
S’il existeα � 0 tel que:(inégalitédePopov)� ω 5 0 ReN�� 1 � jαω 
 G � jω 
uPx� 1 4 k � 0

alors0 estglobalementasymptotiquementstable.

Interpŕetationgéoḿetrique:
Réécrivonsl’in égalitédePopov avecG � jω 
�� G1 � jω 
�� jG2 � jω 
� ω 5 0 ReN 1 � jαω 
 G � jω 
uPx� 1 4 k � 0

estéquivalentà: � ω 5 0 G1 � jω 
 % αωG2 � jω 
�� 1 4 k � 0

Si l’on définit le point M d’affixe � G1 � jω 
�. ωG2 � jω 
s
 alorson appellele tracé de
PopovdeG le traćedansle plancomplexedespointsM pourω 5 0.
Graphiquement,le critèredePopov signifiequele traćedePopov dela fonctiondetrans-
fert G � p 
 doit êtreàdroitedela droitedéfinieparl’ équation:

x % αy � 1 4 k � 0

Voir figure2.9.

Exemplenumérique:

G � p 
,� p � 3
p2 � 7p � 10

0 Q Φ � y 
aQ ky

Le syst̀emelinéaireeststrictementstable,commandableet observable,(pasdesimplifi-
cationpôles- zéros).

G � jω 
�� 3 � jω
10 % ω2 � 7 jω

� 30 � 4ω2 % jω � 11 � ω2 
� 10 % ω2 
 2 � 49ω2

d’où
G1 � jω 
a� 302 4ω2� 100 ω2 � 2 2 49ω2

ωG2 � jω 
3� 0 ω2 � 112 ω2 �� 100 ω2 � 2 2 49ω2

Dansle casprésent,on peutprendren’importequel réelα � 0 tel quela droitex %αy � 1 4 k � 0 soitendessusdu traćedePopov deG � jω 
 Voir figure2.10.
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Figure2.9: TraćedePopov

Im(G(jω ))ω
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Re(G(jω))

3/10-1/k

Figure2.10: TraćedePopov

II.6.4 Crit èredu cercle

Le critèredu cercleestunegéńeralisationdirectedu critèredeNyquistenvuede la
résolutiondu probl̀emedeLur’e.

Hypothèses3 :

H1- La matriceA n’a pasdevaleurpropre sur l’axe imaginaire et a ρ valeurspropres
instables.

H2- Φ � y
 vérifie la conditiondesecteurdans N k1 k2 P .
Théorème7 :
Si le syst̀emenonlinéairevérifie l’une desconditionssuivantes:

- 0 ? k1 Q k2
LetracédulieudeNyquistdeG � jω 
 n’entrepasdansledisqueD � k1 . k2 
 etl’encercle
ρ fois dansle senstrigonoḿetrique.

- 0 � k1 ? k2

Le tracé du lieu deNyquistde G � jω 
 restedansle demi-plandéfini par Re� p 
 �% 14 k2.
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- k1 ? 0 ? k2
Le tracédu lieu deNyquistdeG � jω 
 resteà l’int érieurdudisqueD � k1 . k2 
 .

- k1 ? k2 ? 0
Le tracé du lieu deNyquistde % G � jω 
 n’entre pasdansle disqueD � % k1 . % k2 
 et
l’entoureρ foisdansle senstrigonoḿetrique.

alors0 estun pointd’équilibreasymptotiquementstablepour le syst̀eme.

D(k , k )1 2

-1/k 1 2-1/k

Im(G(jω ))

Re(G(jω))

Figure2.11: critèreducercle

Exemplenumérique:
Soit l’ équationamortiedeMathieu:

ÿ � 2µẏ ��� µ2 � a2 % qcos� ω0t 
#
 y � 0

Enposantx1 � y. x2 � ẏ, onobtient:�� � ẋ1 � x2

ẋ2 � % � µ2 � a2 
 x1 % 2µx2 � qcos� ω0t 
 y
soit

A � f 0 1% � µ2 � a2 
 % 2µ
h B � f 0

1
h C �DN 1 0P

Φ � y
�� qcos� ω0t 
 y % q Q Φ � y

y

Q q

G � p
!� 1
p2 � 2µp � µ2 � a2

d’où l’on obtientle traćedela figure2.12

Danscet exemple,noussommesdansle cas3 et le cercleestcentŕe en 0 et a pour
rayon1 4 q. De plus,

G � jω 
3� 1
µ2 � a2 % ω2 � 2 jµω

� µ2 � a2 % ω2 % 2 jµω� µ2 � a2 % ω2 
 2 � 4µ2ω2
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Figure2.12: Lieu deNyquist

soit
ReN G � jω 
�P'� µ2 2 a2 0 ω2� µ2 2 a2 0 ω2 � 2 2 4µ2ω2

ImN G � jω 
uP�� 0 2µω� µ2 2 a2 0 ω2 � 2 2 4µ2ω2

Le moduleatteint sonmaximumpour ω ��9 C a2 % µ2 .�X G X max � 1
2µa. Pourque le

point d’équilibresoit stable,il suffit doncque 1
2µa ? 1

q, d’où la conditionsuffisantede
stabilit́easymptotiqueglobale.

q ? 2µa



Chapitre III

AnalysedesS.N.L. du secondordre - méthode
du plan dephase

III.1 Intr oduction et définitions générales

La méthodedu plandephasea ét́eunedespremìerestechniquesutiliséepourl’ étude
dessolutionsdeséquationsdifférentiellesnon linéaires.Sonprincipal inconvénientest
qu’elle ne peut êtreappliqúeequ’à deséquationsdu secondordre.De plus, étantune
méthodegraphique,ellepeutêtreparfoisfastidieuse,particulìerementpourleséquations
comportantdesnon linéarit́espolynomiales.Toutefois,uneinterpŕetationgraphiqueest
toujourssouhaitableafindemieuxcomprendrele comportementd’un syst̀eme.

Cetteméthodegraphiquepourl’ étudedessyst̀emesdusecondordrefut introduitepar
H. Poincarŕe.L’id éedebaseestdegéńererdansl’espaced’étatd’un syst̀emedynamique
dusecondordre,(plandephase),lestrajectoiresdumouvement,(solutionsdeséquations
nonlinéaires),correspondant̀adesconditionsinitialesvariées,et d’enexamineralorsles
caract́eristiquesqualitatives.

On consid̀eredessyst̀emesdu secondordre,c’est à dire régis par uneéquationdif-
férentielledusecondordre.

f � ẍ . ẋ. x . t 
!� 0

Onpeutassocier̀acetteéquationdifférentielleunerepŕesentationd’étatd’ordre2.+
ẋ1 � f1 � x1 . x2 

ẋ2 � f2 � x1 . x2 
 x0 � f x1 � 0 


x2 � 0 
 h
L’espaced’étatainsi défini estun plan puisquede dimension2. L’id éede baseest

alorsdechoisirunerepŕesentationd’étatparticulìere, � x1 . x2 
!��� x . ẋ 
 , d’en repŕesenterla
solutiondansle plan � x . ẋ 
 appeĺeplan dephaseetd’en étudierlespropríet́esqualitative-
ment.

Intérêts:

- Il estinutile derésoudreanalytiquementles équationsdifférentiellesnon linéaires
puisquel’on disposedeméthodesdeconstructionpratique.

43
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- Il n’y a pasderestrictionsurla ”nature”dela nonlinéarit́e.

- On disposed’interprétationsgéoḿetriquessimplesde conceptstels que : cycles
limites,stabilit́e...

Inconvénient:
Ondoit serestreindrèa la classedessyst̀emesnonlinéairesdudeuxìemeordre.

Vocabulaire:
Un syst̀emedusecondordreautonomepeutêtrerepŕesent́eparle syst̀emededeuxéqua-
tionsdifférentiellesscalaires: �� � ẋ1 � f1 � x1 . x2 


ẋ2 � f2 � x1 . x2 

où � x1 . x2 
 sontlesvariablesde phaseou d’ état. f1 . f2 sontdesfonctionsnonlinéaires
quelconques.Le plandecoordonńees� x1 . x2 
 estappeĺe le plan dephase.
Pourx � 0 
}� x0 ��� x1 � 0 
 x2 � 0 
#
 , uneconditioninitiale donńee,cetteéquationdifféren-
tielle définit une solutionx � t 
 . Quandt varie de 0 à l’infini, la solutionx � t 
 peut être
repŕesent́eeparunecourbeparaḿetréepart dansle plandephase.L’ensembledestrajec-
toiresdephasepourdifférentesconditionsinitialesestle portrait dephase.

Exemple:
Soit l’ équationdifférentiellemod́elisantle mouvementd’un ressortde raideur1 et de
masse1:

ẍ � t 
�� x � t 
�� 0

A partird’unepositioninitiale x0, l’ évolutiondela positionetdela vitesseestdonńeepar
leséquationsparaḿetriques: �� � x � t 
�� x0cos� t 


ẋ � t 
�� % x0sin� t 

cequi conduitàuneéquationdela trajectoiredansle plan � x . ẋ 
 ,

dx/dt

x

Figure3.1: Trajectoiresdansle plandephase

x2 � ẋ2 � x2
0

qui estl’ équationd’un cercledépendantdela conditioninitiale x0, voir figure3.1.
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III.2 Construction pratique destrajectoir esdephase

Unefigureapproximative du portraitdephasepeutêtredonńeeentraçantdestrajec-
toiresàpartir d’un grandnombredeconditionsinitialesdifférentes.
Il existedenombreusesméthodesdeconstructiondestrajectoiresdephasepourlessys-
tèmeslinéairesounonlinéaires.

- Méthodeanalytique.

- Méthodedesisoclines.

- Méthodedelta.

- MéthodedeLi énard.

- MéthodedePell.

Disposantdésormaisdemoyensdecalculsinformatiquesperformantsetefficaces,les
méthodesgraphiquespermettentd’obtenirdetrèsbonsrésultats.Dufait deleursimplicité,
nousn’étudieronsquelesdeuxpremìeres:

- La méthodeanalytiqueutilise la solutionanalytiquedeséquationsdifférentielles
décrivantle syst̀eme.C’estdoncuneméthoded’utilisation limit ée.

- La méthodedesisoclinesestuneméthodepurementgraphiquequi estunboncom-
plémentde la préćedentepour lessyst̀emespourlesquelson nedisposepasd’une
solutionanalytique.

III.2.1 La méthodeanalytique

Il existedeuxtechniquespourgéńereranalytiquementlestrajectoiresdephase.Toutes
deuxconduisent̀aunerelationfonctionnelleentrelesvariablesdephase� x1 . x2 
 du type:

g � x1 . x2 . c
!� 0

Premìeretechnique: A partir deséquationsd’état:�� � ẋ1 � f1 � x1 . x2 

ẋ2 � f2 � x1 . x2 


onobtientlessolutionspourlesvariablesdephasesousformedecourbesparaḿetrées:�� � x1 � g1 � t 

x2 � g2 � t 
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desquelles� on élimine la variabletempspourobtenirl’ équationde la trajectoiredansle
plandephaseg � x1 . x2 . c 
!� 0.

Deuxìemetechnique: On éliminedirectementle tempsenposant:

dx2

dx1
� f2 � x1 . x2 


f1 � x1 . x2 

puis l’on résoutcetteéquationdifférentielle,quandelle est à variablesséparables,pour
obtenirla relationfonctionnelleg � x1 . x2 . c
!� 0.

Nota:
Cettetechniqueestévidemmentlimit éeparle typedenonlinéarit́erencontŕee.Toutefois,
elleestparticulìerementutiliséepourlessyst̀emeslinéairesparmorceaux.

Exemple:syst̀ememasse-ressortpréćedent.

III.2.2 La méthodedesisoclines

L’id éeprincipalerésidedansle mot isocline.

Définition 16 :
Une isoclineestunecourbedansle plan de phasedéfiniecommele lieu despointsdes
trajectoiresdephasedepenteα donńee.

s� x1 . x2 
�� s� x
,� α � dx2

dx1
� f2 � x1 . x2 


f1 � x1 . x2 

Onremarqueeneffetquela tangentèala trajectoirepassantparle point � x1 . x2 
 apour

pente:
dx2

dx1
� f2 � x1 . x2 


f1 � x1 . x2 

L’ équations� x 
,� α définit la courbeisoclinedansle plan � x1 . x2 
 , le longdelaquelle

les tangentes̀a la trajectoiredephaseont unepenteα. La proćedureconsistèa tracerla
courbeisoclinedansle plandephaseet àtracerle longdecettecourbe,decourtssegments
dedroitedepenteα. Cessegmentssontparall̀eleset leur directionestdétermińeeparle
signede f1 � x
�. f2 � x
 aupoint x. On rép̀eteensuitela proćedurepourdifférentesvaleurs
dela constanteα.

Une fois le plande phaserempli d’isoclines,à partir d’un point initial donńe x0, on
construitla trajectoirepartantdex0 et reliantlessegmentsentreeux.

Exemple:
Soit le syst̀emenonlinéairedonńepar:�� � ẋ1 � x2

ẋ2 � % sin� x1 
 alors s� x
�� % sin� x1 

x2

� α
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d’où l’on peutdéduirequelesisoclinessontdéfiniesparlessinusöıdesparaḿetrées:

x2 � % 1
α

sin� x1 

Nota:
Pourutiliser la méthodedesisoclines,il estnécessairequel’ échelleenx1 et enx2 soit la
même.

III.3 Comportementqualitatif: étudedespointssinguliers

III.3.1 Définition

Un point singulier estunpointd’équilibredansle plandephaseencoreappeĺepoint
stationnaire.Un point d’équilibreestdéfini par ẋ1 � ẋ2 � 0. On obtientdoncles points
d’équilibreenrésolvantleséquationsnonlinéairesalgébriques:�� � f1 � x1 . x2 
!� 0

f2 � x1 . x2 
!� 0

Lespointsd’équilibred’un syst̀emedusecondordresontappeĺespointssinguliers,du
fait quesi l’on désirecalculerla penteentoutpointdela trajectoiredephase,celle-ciest
donńeepar:

dx2

dx1
� f2 � x1 . x2 


f1 � x1 . x2 

En un point d’équilibre,cettepenten’est doncpasdéfinie et plusieurstrajectoires

peuventsecroiserenunmêmepoint.

Exemple:
Soit le syst̀emegouverńeparl’ équationdifférentielle:

ẍ � 0 � 6ẋ � 3x � x2 � 0

quel’on peutréécriresousformed’équationsd’état:�� � ẋ1 � x2

ẋ2 � % 0 � 6x2 % x1 � x1 � 3 

Lespointssingulierssontobtenusparla résolutiondeséquations:�� � x2 � 0

% 0 � 6x2 % x1 � x1 � 3 
!� 0

soit lesdeuxpoints � 0 . 0
 et � % 3 . 0 
 .
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III.3.2� Casdessyst̀emeslin éaires

Un syst̀emelinéaireautonomes’écrit�� � ẋ1 � t 
�� ax1 � t 
�� bx2 � t 

ẋ2 � t 
�� cx1 � t 
�� dx2 � t 
 soit ẋ � Ax avec A ��� a b

c d �
et poss̀edeun point d’équilibreunique,x � 0, l’origine du plandephase.La solutionde
l’ équationẋ � Axpouruneconditioninitiale donńeeparx0 s’écrit:

x � t 
�� MeJr tM 0 1x0

où Jr estla formedeJordanréelledeA etM estla matricenonsingulìeredepassagevéri-
fiant:M 0 1AM � Jr . Suivantla naturedesvaleurspropresdeA, Jr peutprendredifférentes
formes.

Premiercas: Formediagonale

Jr � M 0 1AM ��� λ1 0
0 λ2 �

Pourz � Mx alors: �� � z1 � t 
�� eλ1tz10

z2 � t 
�� eλ2tz20

Eliminant le tempsentreles deuxéquations,on obtient l’ équationde la courbedansle
plandephase:

z2 � t 
�� z20

zλ2 � λ1
10

zλ2 � λ1
1 � t 


La formedescourbesdephasesobtenuesvaainsidépendredusignerespectifdesvaleurs
propresλ1 etλ2.

1- λ1 . λ2 demêmesigne, � � 0 ou ? 0 
 .
Le pointd’équilibreestunnoeudstableou instable.

2- λ1 . λ2 designeoppośe.

Le pointd’équilibreestunpoint selle.

Deuxìemecas: FormedeJordan

Jr � M 0 1AM � � λ 1
0 λ ��� � z1 � t 
!� z10eλt � z20teλt

z2 � t 
!� z20eλt
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L’ équationdela trajectoireestalors:

z1 � t 
!� z2 � t 
 f z10

z20
� 1

λ
l n � z2 � t 


z20 � h
Le pointd’équilibreestunnoeudstableou instable.

Troisièmecas: Formecomplexe conjugúee

Jr � M 0 1AM ��� α % β
β α �

Encoordonńeespolaires,r � t 
�� ^ z2
1 � t 
�� z2

2 � t 
]. θ � t 
�� arctg   z2 � t �
z1 � t �	¡ , l’ équationdela tra-

jectoireestdonńeepar: �� � r � t 
,� r0eαt

θ � t 
�� θ0 � βt

cequi définit unespiralelogarithmique.

Le pointd’équilibreestun foyer stableou instable.

Casparticulier: α � 0

La matriceA a desvaleurspropressur l’axe imaginaire.Danscecas, � 0 . 0 
 n’estpas
unpointd’équilibrehyperbolique.Celasignifiequela naturedupointd’équilibreesttrès
sensiblèadesperturbationsdanslesélémentsdela matriceA.

Le pointd’équilibreestuncentre.

Nota:
Lescaract́eristiquesenstabilit́e dessyst̀emeslinéairessontdétermińeesuniquementpar
la naturedespointssinguliers,cequi estdifférentducasnonlinéaire.

III.3.3 Casnon lin éaire- Comportement local

En examinantle portrait dephasedu syst̀emenon linéairedonńe commeexempleà
la sectionIII.3.1, on peutconstaterquedansle voisinagedesdeuxpointsd’équilibre,le
comportementdusyst̀emes’identifieàceluid’unsyst̀emelinéaire,foyerstablepour � 0 . 0 

et point sellepour � % 3 . 0 
 . Cesobservationsfaitesdansun casparticulierpeuvent être
géńeraliśeeset le comportementqualitatif d’un syst̀emenon linéaireau voisinaged’un
point d’équilibrepeut êtredétermińe par linéarisationautourde ce point. Cesrésultats
sontdoncvalideslocalement.
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Principe¢ dela méthode:
SoitXe j6� α . β 
 pointd’équilibred’un syst̀emenonlinéairedonńepar:�� � ẋ1 � f1 � x1 . x2 


ẋ2 � f2 � x1 . x2 

La proćeduresedécomposeentrois étapes:

- Changementdecoordonńees:�� � X1 � x1 % α

X2 � x2 % β
T �� � Ẋ1 � F1 � X1 . X2 


Ẋ2 � F2 � X1 . X2 

- Linéarisation:

Ẋ � AX

où

A � lnno ∂F1 � X1 H X2 �
∂X1

�
0

∂F1 � X1 H X2 �
∂X2

�
0

∂F2 � X1 H X2 �
∂X1

�
0

∂F2 � X1 H X2 �
∂X2

�
0

p qqr
estla matrice Jacobiennede f � x 
a��� f1 � x


f2 � x
�� évaluéeaupoint � α
β � .

- Etudedespropríet́esdupoint singulier0 pourle syst̀emelinéariśe.

Conclusions:

Si le point � 0 . 0 
 estun noeudstable,(resp.instable),un foyerstable,(resp.instable),
ou un point sellepour le syst̀emelinéariśe,alorsdansun voisinagedu point d’équilibre� α . β 
 , les trajectoiresde phasedu syst̀emenon linéairesecomporterontcommecelles
assocíeesà un noeudstable,(resp.instable),un foyerstable,(resp.instable),ou un point
selle.Nousqualifieronsdemanìereidentiquelespointsd’équilibrepourle syst̀emelinéariśe
etpourle syst̀emenonlinéaire.

Exemple: Equationd’un penduleavecfriction�� � ẋ1 � x2

ẋ2 � % g
l sin� x1 
 % k

mx2

k 4 m � 1 4 2 g 4 l � 1

qui poss̀ededeux points d’équilibre � 0 . 0 
E.£� π . 0
 . La matriceJacobienneassocíee est
donńeepar:

A �¤� 0 1% cos� x1 
 % 0 � 5 �
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Evaluéeauxdeuxpointsd’équilibre,onobtientlesdeuxmatricesJacobiennes:

A1 � � 0 1% 1 % 0 � 5 �
aveclesvaleurspropres% 0 � 25 9 j0 � 97et

A2 ��� 0 1
1 % 0 � 5 �

aveclesvaleurspropres% 1 � 28. 0 � 78.Ainsi, le pointd’équilibre � 0 . 0 
 estun foyerstable
et � π . 0
 unpoint selle.

CascritiquedeLyapunov:

Danscequi préc̀ede,nousn’avonspasenvisaǵele casoù le syst̀emelinéariśeposs̀ede
aumoinsunevaleurpropresurl’axeimaginaire.Danscecas,le comportementdusyst̀eme
linéariśe et le comportementlocal du syst̀emenon linéairepeuvent êtretrèsdifférents.
C’estun cascritique deLyapunov.

Exemple: Soit le syst̀emedonńepar:�� � ẋ1 � % x2 % µx1 � x2
1 � x2

2 

ẋ2 � x1 % µx2 � x2

1 � x2
2 


qui a un point d’équilibreen0. Le syst̀emelinéariśe à l’origine a lesvaleurspropres9 j.
C’estdoncuncentre.Si l’on repŕesentele syst̀emeencoordonńeespolaires:�� � x1 � rcos� θ 


x2 � rsin� θ 

onpeutréécrireleséquationspréćedentessousla forme:�� � ṙ � % µr3

θ̇ � 1

doncpourµ � 0, le pointd’équilibreseraun foyerstableet instablepourµ ? 0.

III.3.4 Lescycleslimites

Nousavonsvu à traversl’exemplelinéairedela sectionIII.1, un exempledemouve-
mentoscillatoire: �� � x1 � t 
!� x0cos� t 


x2 � t 
!� % x0sin� t 
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L’origine du plande phaseestdoncun centre.Le syst̀emeestoscillantd’amplitude
x0. C’estun oscillateurharmonique. Lestrajectoiresdephasesontdescourbesfermées.
Toutefois,deschangementsinfinitésimauxdansles param̀etresdu syst̀emeannuleraient
cesoscillations.L’oscillateurn’est passtructur ellementstable. En fait, il est impossi-
ble de construireun oscillateurharmoniquedu fait de l’in évitabledissipationd’énergie.
Mêmedansle casoù ce probl̀emeseraitévité, on constatequel’amplitude desoscilla-
tions,dansle casdel’oscillateurharmonique,dépenddela conditioninitiale. Cecin’est
pasle casen ce qui concerneles oscillateursnon linéaires.Il est en effet possiblede
construirephysiquementdesoscillateursnonlinéairestelsque:

- l’oscillateurnonlinéairesoit structurellementstable,

- l’amplitudedel’oscillation estindépendantedela conditioninitiale.

Ondit alorsquele syst̀emenonlinéaireposs̀edeun cyclelimite .

Définition 17 :
Un cyclelimite estdéfini commeunecourbeferméeuniquedansle plan de phase. Elle
reflètela périodicitédumouvementetsoncaract̀ere oscillatoire.

Exemple:OscillateurdeVanderPol

Leséquationsd’étatdel’oscillateurdeVanderPol sont:�� � ẋ1 � t 
!� % x2 � t 

ẋ2 � t 
!� % x1 � t 
�� ε � 1 % x2

1 � t 
s
 x2 � t 

dont le portraitdephaseestdonńe figure1.2 pourε � 1. Le comportementestdifférent
deceluidel’oscillateurharmoniquepourlequelil y avait unensemblecontinudecourbes
ferméesvariantpourx0.

Il existetrois typesdecycleslimites:stable,instable,et semi-stable.

III.4 Application

III.4.1 Asservissementà relais

Soit l’asservissementnonlinéairedela figure3.2.

+ s

-
N.L. L(p)

e ε w

Figure3.2: Asservissementdeposition
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Lescaract́eristiquesdecetasservissementnonlinéairesontdonńeespar:

L � p
!� k
p � 1 � Tp 
 w � MF � ε 


où F � ε 
 estunefonctionnonlinéairedel’ écart.
Onpeutassocier̀a la partielinéaireL � p 
 , l’ équationdifférentiellesuivante:

T
d2s� t 


dt2 � ds� t 

dt

� kMF � ε 

où l’on consid̀ereF � ε 
!� Sign� ε 
��¥9 1 � λ. Onpeutdoncécrire:

d2s� t 

dt2 � 1

T
ds� t 


dt
� kM

T
F � ε 


Recherched’unerepŕesentationd’état:

Onposet � t 4 T et l’on choisitcommevariablesd’état:�� � x1 � s
kMT

x2 � ẋ1 � dx1
dt

cequi permetd’écrire:

dx1

dt
� 1

kMT
ds
dt

� 1
kMT

ds
dt

dt
dt

� 1
kM

ds
dt

ds
dt

� kM
dx1

dt
D’autrepart:

d2s

dt2
� kM

d
dt

� dx1

dt � � kM
T

d2x1

dt2

donc
d2x1

dt2 � dx1

dt
� F � % kMTx1 


soit la repŕesentationd’état:�¦� ¦� ẋ1 � x2 x1 � 0 
!� s� 0�
kMT

ẋ2 � % x2 � F � % kMTx1 
§ ¨Z© ª
λ G'« 1

x2 � 0 
!� 1
kMT

ds� 0�
dt

Equationsdela trajectoire:

La deuxìemeéquationd’étatestuneéquationdifférentielledu premierordrequel’on
peutintégrerparla méthodedela variationdela constante.

x2 � t 
,� x20e0 t � λ � 1 % e0 t 
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D’autrepart ẋ1 � x2 et

x1 % x10 � B t

0
x2 � τ 
 dτ � B t

0
N x20e0 τ � λ � 1 % e0 τ 
uP dτ

d’où:
x1 � t 
�� x10 � λt �_� x20 % λ 
�� 1 % e0 t 


Equationsparaḿetriquesdela trajectoire:�� � x1 � x10 � λt �_� x20 % λ 
E� 1 % e0 t 

x2 � x20e0 t � λ � 1 % e0 t 


Afin dedéterminerl’ équationde la trajectoire,on éliminele tempsentrelesdeuxéqua-
tions:

x1 � t 
�� x2 � t 
�� x10 � x20 � λt

et

t � l n f x20 % λ
x2 � t 
 % λ

h
Equationdela trajectoire:

x1 � t 
�� x2 � t 
!� x10 � x20 � λl n   x20 0 λ
x2 � t � 0 λ ¡

Nota: L’ équationdela tangenteestdonńeepar:

dx2 � t 

dx1 � t 
 � % x2 � t 
�� λ

x2 � t 
 %'& � ∞ quand x2 � t 
 & 0

Onauratoujoursunetangenteverticaleà l’intersectiondel’axeox.
Suivant la valeurde λ .¬� % 1 . 0 . 1 
 , l’ équationde la trajectoireseradifférente;̀a chaque
changementdeλ, on auraunecommutation de trajectoir e.

III.4.2 Asservissementà relaisaveccontre-réaction tachymétrique

Le syst̀emeasserviestdécritparle sch́emadela figure3.3.

Danscetasservissement,on supposequela partienonlinéairecomporteun élément
hyst́erésis,(h) ouunezonemorte,(h).
Leséquationsli éesausch́emasontdonńeespar:�¦¦¦¦� ¦¦¦¦� T d2s

dt̄2 � ds
dt̄ � kw � kMF � ε 


w � MF � ε 

ε � % � Tβds

dt̄ � s
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βTp

NL k
p(1+Tp)

- -

++ εe sw

Figure3.3: Asservissement̀acontreréactiontachyḿetrique

Enposantdesvariablesd’étatréduites:t � t̄
T�� � x1 � s
kMT

x2 � ẋ1 � dx1
dt

onobtientle mod̀eled’état: +
ẋ1 � x2

ẋ2 � % x2 � λ λ �W9 1

Equationdela trajectoire:

x1 � t 
�� x2 � t 
,� x10 � x20 � λl n f x20 % λ
x2 � t 
 % λ

h
Commutation:

Il y a deuxdroitesdecommutationdéfiniespar:�� � % h 4 2 � % kMT � βx2 � x1 

h 4 2 � % kMT � βx2 � x1 ­

�¦� ¦� x2 � % 1 4 βx1 � h
2βkMT

x2 � % 1 4 βx1 % h
2βkMT

Effet qualitatif:

L’introductiond’unecontre-ŕeactiontachyḿetriqueentrâınel’inclinaison desdroites
decommutation,doncuneavancedela commutation.Celaimpliquedoncla diminution
del’amplitudedesauto-oscillationsquandellesexistent.

III.4.2.1 Régimeglissant

Danscettesection,nousaborderonsdemanìereextrêmementsimplifiéele probl̀eme
du régimeglissant.Ceparagraphea pourprincipalbut d’êtreuneintroductionsimplifiée
à la commandèastructurevariableprésent́eedansunprochainchapitre.

On consid̀eretoujoursle mêmeasservissement,cequi impliquela présencededeux
droitesdecommutationespaćeesdeh. On diminuela pentedesdroitesdecommutation,
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doncK on augmentele coefficient de la contre-ŕeactiontachyḿetrique,β, jusqu’̀a ce que
la pentedela tangentèa la trajectoireapr̀escommutationsoit suṕerieureà la pentedela
droitedecommutation.

14 β ?
X Pc X
où Pc estla pentedela tangentèa la trajectoiredephaseapr̀escommutation,aupoint de
commutation,Mc. Danscecas,la trajectoirenetraversepasladroitedecommutationmais
seréfléchitdessus.Il y a r éflexiondela trajectoiredephasesurla droitedecommutation
(c.f. figure3.4).

x

x
.

h

Mc

Figure3.4: Conditionderégimeglissant

Celaconduit à unesuitede réflexions(figure 3.5) entreles droitesde commutation,
(réfraction). Le syst̀emeestalorsenr égimeglissant.

Conditionderégimeglissant:

Dansnotrecas,Pc estla pentedela tangentèa la trajectoireaupoint decommutation
Mc, apr̀escommutation. X Pc XZ� 1

β

Régimeglissantlimite:

Si l’on fait tendrela distanceentreles deuxdroitesde commutationvers0, h & 0,
cequi correspond̀a faire tendrele relaisversun relaisidéal,sansseuil ni hyst́erésis,la
fréquencedescommutationstendversl’infini et le pointglissesurla droitedecommuta-
tion x1 � βx2 � 0.Noussommesenr égimeglissantlimite . Pendantcerégime,l’ équation
dumouvementest:

βẋ1 � x1 � 0 soit x1 � t 
,� x10e0 t � β

Cela implique donc que le syst̀emea une dynamiquefixéepar les caract́eristiquesdu
régimeglissant.



Application 57

Trajectoire

Droites de commutation

Figure3.5: Suitederéflexions

III.4.2.2 Régimeoptimal

Le syst̀emedoit mettrele tempsminimumpouraller dela conditioninitiale aupoint
d’équilibre,l’origine, soitapr̀esseulementunecommutation,(cf. figure3.6).

cM

x
.

x

Figure3.6: Commandeoptimale

Il faut doncdéterminerle coefficient dela contre-ŕeactiontachyḿetriqueβ et lesco-
ordonńeesdupointdecommutation� x1c . x2c 
 afinderéalisercetobjectif.

La trajectoireavantcommutationestdonńeepar:

x1c � t 
�� x2c � t 
�� x10 � x20 � λl n f x20 % λ
x2c � t 
 % λ

h
etapr̀escommutation:

0 � 0 � x1c � t 
�� x2c � t 
�� λl n f x2c � t 
 % λ
λ

h
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Deplusl’ équationdela droitedecommutationest:

x2c � t 
!� % 1 4 βx1c � t 
 % h
2kMTβ

Ondisposedetrois équationspourtrois inconnues.

III.4.3 Exemples

Danscettesection,deuxexemplessonttraitésafind’illustrer lesnotionspréćedentes.

III.4.4 Asservissementavecrelaiset hystérésis

Nousconsid́erons,dansunpremiertemps,l’asservissementdelafigure3.2Lesparam̀etres
définissantle syst̀emesontdonńespar:�� � k � 1 M � 1

T � 1 h � 0 � 2
x10 � % 1 x20 � 0

ε

w

h/2

-M

-h/2

+M

Figure3.7: Hyst́erésis

L’ élémentnon linéaireest un cycle d’hyst́erésisrepŕesent́e en figure 3.7 dont les
param̀etressontdonńesci-dessus.La mod́elisationusuelleconduit à définir le mod̀ele
d’étatsuivantainsiquel’ équationdela trajectoire.

Equationsd’état: +
ẋ1 � t 
,� x2 � t 

ẋ2 � t 
,� % x2 � t 
�� λ

Equationdela trajectoire:

x1 � t 
�� x2 � t 
�� x10 � x20 � λl n f x20 % λ
x2 � t 
 % λ

h
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Lesdroitesdecommutationsontdétermińees̀apartirducycle d’hyst́erésisetdanscecas
particuliersontverticalesetdéfiniscommesuit.

Equationsdesdroitesdecommutation:+
x1 � t 
,� h 4 2 � 0 � 1
x1 � t 
,� % h 4 2 � % 0 � 1

Avec les conditionsinitiales donńeesplus haut,unesimulationdestrajectoiresdansle
plandephaseconduità la figure3.8.
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Figure3.8: Plandephasesanscontreréactiontachyḿetrique

L’analysedesdifférentesportionsdetrajectoiresdela figure3.8peutêtremeńeesim-
plementàpartir deséquationsetdesdonńeespréćedentes.

Premìeretrajectoire:

Partantde la condition initiale x10 � % 1, soit ε0 � % x10 � 1, la premìereportion
de trajectoireestdéfiniepar λ � 1 sur le cycle d’hyst́erésis.L’ équationde la trajectoire
jusqu’̀a la premìerecommutationpourx1c � 0 � 1 .3� ε � % 0 � 1 
 , estdonńeepar:

x1 � t 
�� x2 � t 
�� % 1 � l n f % 1
x2 � t 
 % 1

h
Deuxìemetrajectoire:

Lesconditionsinitialesdecettedeuxìemetrajectoiresontcalcuĺeesàpartir dela pre-
mièreet correspondent̀a sonpoint terminal.Celadonnedoncx1c � 0 � 1 et x2c � 0 � 85 où
x2c estcalcuĺe àpartirde

x2c � x1c � % 1 � l n f % 1
x2c % 1

h
Du fait dela commutationdela commandeλ � % 1, l’ équationdecettedeuxìemeportion
s’écritalors:

x1 � t 
�� x2 � t 
,� x1c � x2c % l n f x2c � 1
x2 � t 
�� 1

h � 0 � 95 % l n f 1 � 85
x2 � t 
�� 1

h
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Cetteanalysepeutêtreainsipoursuivie etconduitàmontrerquele syst̀emeadmetun
cycle limite repŕesent́e en figure 3.8 par l’unique courbeferméedansle plan de phase.
Cetteanalyseestconfirméepar celle quel’on pourrait faire par la méthodedu premier
harmonique(voir chapitre5 et la figure3.9).
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Figure3.9: PlandeNyquist:critèredeLoeb

Danscettedeuxìemepartie,nousreprenonsl’asservissementde la figure 3.3 avec
unecontre-ŕeactiontachyḿetriquedegainβ. Les équationsdesdroitesdecommutation
deviennentalors: ®¯° ¯± x2 ² t ³�´¶µ x1 · t ¸

β ¹ h
2β

x2 ² t ³�´ µ x1 · t ¸
β º h

2β
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Figure3.10: Plandephasepourβ ´ 0 » 4
Pourβ ´ 0 » 4 (figure3.10),onvoit clairementquel’amplitudeducycle limite estplus

faible quepréćedemment.Si l’on augmenteβ, on vérifie la conditionde glissement,ce
qui estillustréparla figure3.11.
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Figure3.11: Plandephasepourβ ´ 0 » 8
III.4.5 Asservissementavecrelaiset zonemorte

Nousconservonsles caract́eristiquespréćedentesmis à part la non linéarit́e qui est
cettefois unezonemorteavecsaturation,(cf figure3.12).Lesparam̀etresdéfinissantle
syst̀emesontdonńespar: ®° ± k ´ 1 M ´ 1

T ´ 1 h ´ 0 » 2
x10 ´ ¹ 1 x20 ´ 0

x=x1

w

sin(ω t)

ω

Π

2 Π−α

+α

Π −α

α

-h/2 h/2

t

-M

+M

-M

+M
w

α −αΠ

Π+α Π−α2

ω tx

Figure3.12: Non linéarit́eaveczonemorte

Les équationsd’étatsont les mêmesque préćedemmentainsi que l’ équationde la
trajectoire.

Equationsd’état: ¼
ẋ1 ² t ³,´ x2 ² t ³
ẋ2 ² t ³,´ ¹ x2 ² t ³ º λ
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Equation½ dela trajectoire:

x1 ² t ³ º x2 ² t ³�´ x10 º x20 º λl n ¾ x20 ¹ λ
x2 ² t ³ ¹ λ ¿

avecλ ´ 1 À 0 À ¹ 1.Lesdroitesdecommutationsontdétermińees̀al’aide dela caract́eris-
tiquedela nonlinéarit́e,ici la zonemorte.

Equationsdesdroitesdecommutation:¼
x1 ² t ³,´ h Á 2 ´ 0 » 1
x1 ² t ³,´ ¹ hÁ 2 ´ ¹ 0 » 1

Avec les conditionsinitiales donńeesplus haut,unesimulationdestrajectoiresdansle
plandephaseconduità la figure3.13.
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Figure3.13: Plandephasesanscontre-ŕeactiontachyḿetrique

L’analysedesdifférentesportionsdetrajectoiresdela figure3.13peutêtremeńeede
manìereidentiqueàcequi a ét́efait dansle casducycled’hyst́erésis̀apartirdeséquations
etdesdonńeesduprobl̀eme.

Premìeretrajectoire:

Partantde la conditioninitiale x10 ´ ¹ 1, soit ε0 ´ ¹ x10 ´ 1, la premìereportionde
trajectoireestdéfinieparλ ´ 1. L’ équationdela trajectoirejusqu’̀a la premìerecommu-
tationpourx1c ´ ¹ 0 » 1 À ² ε ´ 0 » 1 ³ , estdonńeepar:

x1 ² t ³ º x2 ² t ³,´ ¹ 1 º l n ¾ ¹ 1
x2 ² t ³ ¹ 1 ¿

Deuxìemetrajectoire:

Lesconditionsinitialesdecettedeuxìemetrajectoiresontcalcuĺeesàpartir dela pre-
mièreet correspondent̀a sonpoint terminal.Celadonnedoncx1c ´ ¹ 0 » 1 et x2c ´ 0 » 85
où x2c estcalcuĺe àpartirde

x2c ¹ 0 » 1 ´ ¹ 1 º l n ¾ ¹ 1
x2c ¹ 1 ¿
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Du fait dela commutationdela commande(λ ´ 0), l’ équationdecettedeuxìemeportion
s’écritalors:

x1 ² t ³ º x2 ² t ³�´ x1c º x2c ´ 0 » 75

qui correspond̀a uneportionde droite traduisantle fait quel’on setrouve dansla zone
morteet cecijusqu’̀a la deuxìemecommutationpourxÂ1c ´ 0 » 1 etxÂ2c ´ 0 » 65.

Troisièmetrajectoire:

Lesconditionsinitialesdecettetroisièmeportiondetrajectoiresont ² xÂ1c À xÂ2c ³ cequi
conduitapr̀esla commutationλ ´ ¹ 1 à l’ équation:

x1 ² t ³ º x2 ² t ³,´ xÂ1c º xÂ2c ¹ l n ¾ xÂ2c º 1
x2 ² t ³ º 1 ¿ ´ 0 » 75 ¹ l n ¾ 1 » 75

x2 ² t ³ º 1 ¿
Cetteanalysepeutêtreainsipoursuivie pourla suitedesportionsdetrajectoiremon-

trantenfinal quela trajectoiredansle plandephasesebloquedansla zonemortepour² x1 f À x2 f ³}´ ² 0 » 1 À 0 ³ . Pour éviter ce phénom̀eneou du moinsen limiter l’importance,il
estpossibled’introduireunecontre-ŕeactiontachyḿetriquedegainβ. Les équationsdes
droitesdecommutationdeviennentalors:®¯° ¯± x2 ² t ³,´¶µ x1 · t ¸

β ¹ 0 Ã 1
β

x2 ² t ³,´¶µ x1 · t ¸
β º 0 Ã 1

β

Les figures3.14et 3.15repŕesententles trajectoiresdansle plan de phasepourdif-
férentesvaleursdugaindecontre-ŕeactiontachyḿetrique.
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Figure3.14: Plandephasepourβ ´ 0 » 2
La conditiond’existencedurégimeglissantestici donńeepar:

1
β Ä 1

puisqueapr̀esla premìerecommutation,l’ équationde la trajectoireestuneéquationde
droitedepente1. Unefois la commutationeffectúee,la trajectoiredephaseestbloqúee
dansla zonemortecommele montrela figure3.15.
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Figure3.15: Plandephasepourβ ´ 1



Chapitre IV

Intr oduction à la commandeà structure
variable

Nousavonsvu dansla sectionpréćedentela notionderégimeglissantdansuncastrèspar-
ticulier. De fait, le régimeglissantintervientdemanìereprépond́erantedansla définition
et lespropríet́esd’uneclassedesyst̀emesdecommandestrèsimportante:lessyst̀emesde
commandèa structurevariable.Cettepartiea doncpourobjetd’introduire les principes
et lespropríet́esdetelssyst̀emesdecommande.

IV.1 Intr oduction

Le but decettepartieestd’introduireà l’aide d’un exemplehistorique,lesnotionsde
basesurlessyst̀emesdecommandèastructurevariablenécessaires̀alabonnecompŕehen-
siondela suitedececours.Lespremierstravauxconcernantlessyst̀emesdecommandèa
structurevariableenmodedeglissementont ét́epropośeset élaboŕesaudébut desanńees
1950en Union Soviétiquepar Emelyanov. L’id éefondamentalefut illustréeà l’origine
parun syst̀emedu secondordre.Les termeset notionsqui sontdéfinissur cet exemple
serontgéńeraliśesetexplicitésparla suite.

Le mod̀eledusecondordreestdéfini parleséquationsd’état:¼
ẋ1 ² t ³�´ x2 ² t ³
ẋ2 ² t ³�´ ¹ x1 ² t ³ º 2x2 ² t ³ º u ² t ³

où :

u ² t ³,´ ¹ kx1 et

¼
k ´ 4 pour s² x1 À x2 ³,Å 0
k ´ ¹ 4 pour s² x1 À x2 ³ Ä 0

s² x1 À x2 ³ estdéfinieparla formequadratique:

s² x1 À x2 ³!´ x1 ² 0 » 5x1 º x2 ³
Dansle plandephase,la fonctions² x1 À x2 ³ correspond̀a deuxdroitesdivisantle plan

en desrégionsoù le signede cettefonction changeet donc la commandeinduite. La
fonctions² x1 À x2 ³ estappeĺeefonction de commutationalorsquel’ensembledespoints

65
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dansÆ le plandephasetelsques² x1 À x2 ³�´ 0 estappeĺe la surfacedecommutation. La loi
decommande,(ici ungainderetourd’état),commutedoncpourchaque“traverśee”dela
surfacedecommutationet le syst̀emecommand́eestainsidéfini analytiquementpardeux
mod̀elesdifférentsdansdeuxrégionsduplandephase.
Le premiermod̀eleestdonńeeparleséquationsd’étatlinéairessuivantes:

régionI

¼
ẋ1 ² t ³!´ x2 ² t ³
ẋ2 ² t ³!´ ¹ 5x1 ² t ³ º 2x2 ² t ³

Si l’on étudiela naturedupointd’équilibredecesyst̀emeaveclestechniquesdévelopṕees
dansle chapitrepréćedent,alorsle pointd’équilibre ² 0 À 0 ³ apparâıt êtreun foyer instable.
Le deuxìememod̀eleci-dessousa pourpointd’équilibrel’origine qui est,danscecas,un
pointselle.

régionI I

¼
ẋ1 ² t ³�´ x2 ² t ³
ẋ2 ² t ³�´ 3x1 ² t ³ º 2x2 ² t ³
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Figure4.1: Plandephase

La régionI estdéfiniepars² x1 À x2 ³!Å 0 alorsquela régionII estdéfiniepars² x1 À x2 ³ Ä0. Lesalluresdestrajectoiresdephasedansla région I et II sontdonctrèsdifférentes.Si
l’on désireétudiermaintenantlestrajectoiresdephasedusyst̀emeglobal,il estnécessaire
d’ajouterà l’ étudedanschacunedesrégionsI et II, l’ étudede la trajectoiredu syst̀eme
surla surfacedeglissement.La droitex1 ´ 0 correspond̀aunefrontièreoù lestrajectoires
d’alluredifférentessejoignentalorsquela droite0 » 5x1 º x2 ´ 0 » 5x1 º ẋ1 ´ 0 décrit une
trajectoiredephaseparticulìere,repŕesentantla dynamiqued’ordre inférieurdonńeepar
0 » 5x1 º ẋ1 ´ 0. Quandla dynamiquedu syst̀emeestdécritedecettemanìere,on dit qu’il
estenmodeglissant.

Cet exemplede syst̀emede commandèa structurevariablemontreque ce type de
syst̀emesaengéńeraldeuxmodesdefonctionnement:

- Le modenonglissant,(reachingmode)ouencoremoded’acc̀es.

- Le modeglissant,(slidingmode).
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Ainsi, la trajectoirede phase,partantd’une condition initiale quelconque,atteint la
surfacedecommutationenun tempsfini, (modenon glissant),puis tendasymptotique-
mentversle point d’équilibreavec unedynamiquedéfiniepar le modeglissant.Quatre
caract́eristiquesprincipalesdecefonctionnementsontillustréesparcetexemple:

- Puisquel’ étatd’équilibredu syst̀emeestl’origine du plan dephase,le comporte-
mentdusyst̀emeenmodeglissantestle comportementdusyst̀emeenmodetransi-
toire.

- Pendantle modeglissant,les dynamiquesdu syst̀emesontd’ordre inférieuraux
dynamiquesdusyst̀emeoriginal.

- Pendantle modeglissant,lesdynamiquesdusyst̀emesontuniquementdétermińees
parlesparam̀etresdécrivantla droitex1 ´ 0.

- Le modeglissantn’estintrinsèqueàaucunedesstructuresI ou II.

Il estànoterquetouslessyst̀emesdecommandèastructurevariableneposs̀edentpas
un régimeglissantmaisqueles propríet́esde celui-ci constituentunegrandepartiedes
méritesdecetypedesyst̀emesdecommande.

IV.2 Principes de la commandeà structur e variable en
modeglissant

Aprèsla présentationde cet exemplesimple,nousallonsdéfinir plus formellement
et plus rigoureusementtoutesles notionsintroduites.Les mod̀elesconsid́erésdansce
mémoiresontdéfinispar:

ẋ ² t ³�´ A ² x Ç t ³ º B ² x Ç t ³ u ² t ³
où x È Rn estle vecteurd’état,u È Rm le vecteurdecommandeavecn Å m. La structure
d’un syst̀emedecommandèastructurevariableestdéfiniepourchacunedescomposantes
duvecteurdecommande,ui ² i ´ 1 Ç�»�»�»uÇ m³ , par:

- m fonctionsde commutationsrepŕesent́eessousforme vectoriellepar la fonction
s² x ³ .

- Unecommandèastructurevariable,®° ± ui ² x³�´ ψ Éi ² x³ pour si ² x ³aÅ 0

ui ² x³�´ ψ µi ² x³ pour si ² x ³ Ä 0 i ´ 1 Ç 2 Ç�Ê�Ê�ÊuÇ m
tellequela conditiond’acc̀essoit vérifiée,c’est àdire telle quela trajectoired’état
atteignela surfacedecommutations² x³�´ 0 enun tempsfini.
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Définition 18 : fonctiondecommutation
La structure de commandeestcaract́eriséepar le signed’une fonctionvectorielles² x³
appeĺeefonctiondecommutation. Dansle casdemod̀eleslinéaires,la fonctiondecom-
mutationestchoisiecommeunefonctionlinéairedel’ état:

s² x ³,´DË s1 ² x³ s2 ² x³�Ê�Ê�Ê sm ² x³uÌ Â ´ Cx

où C ´DË c1 c2 Ê�Ê�Ê cmÌ Â È Rm Í n etcÂi estunvecteurligne.

Chaquefonctionscalairedecommutationsj ² x³ décritunesurfacelinéaire
sj ² x ³,´ 0.

Définition 19 : hyperplandecommutation
La surfacedecommutationassocíeeausyst̀emedecommandèa structure variabledéfini
préćedemment:

Sj ´WÎ x È Rn : sj ² x³,´ 0 Ï�Ç j ´ 1 Ç�»�»�»uÇ m
estappeĺeehypersurfacedeglissement.

Dansle casdesurfacesde commutationlinéaires,desdéfinitionspréćedentes,il est
faciled’induire lesconclusionssuivantes:

- Un syst̀emed’ordren avecm commandesposśedera2m ¹ 1 surfacesdecommuta-
tion.

- Il existem hypersurfacesdecommutationSj dedimensionn ¹ 1.

- L’intersectionde deuxsurfacesde commutationSi et Sj estunehypersurfacede
commutationdedimensionn ¹ 2, Si j ´ Si Ð Sj.

- Il existeunehypersurfacedecommutationunique,intersectiondetouteslesm hy-
persurfacesdecommutation,qui estdedimensionn ¹ m.

S ´ mÑ
j Ò 1

Sj ´¥Î x È Rn : Cx ´ 0 Ï (4.2)

Entermesgéoḿetriques,le sous-espaceSestle noyaudeC, not́e Ó ² C ³ .
Définition 20 : régimeglissant
Si,pour toutvecteurd’étatinitial x ² t0 ³,È S,la trajectoired’étatrestedansl’hypersurface
S,x ² t ³aÈ SÇ~Ô t Å t0 alorsx ² t ³ estunmodeglissantpour le syst̀eme.

Définition 21 : surfacedeglissement
Si toutpointdeSesttel qu’il existedestrajectoiresd’étathorsdeSle contenantalors la
surfacedecommutationSestappeĺeesurfacedeglissement.
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Le but d’un syst̀emede commandèa structurevariableestd’amenerasymptotique-
mentl’ étatdusyst̀emeàpartird’uneconditioninitiale quelconquex ² 0 ³'´ x0 versl’origine
del’espaced’étatquandt Õ ∞. Pourcela,deuxmodesdistincts,le reachingmodeet le
modedeglissement,sontconsid́erés.Dansla premìerephase,l’ étatdu syst̀eme,partant
d’une conditioninitiale tendversunesurfacede commutationsur laquelleil va glisser
pouratteindrel’hypersurfacedeglissementS. Certainsauteursparabusdelangagecon-
sidèrentle mouvementsurunesurfacedecommutationcommeun mouvementglissant.
Nousconsid́eronsle modedeglissementcommeexclusivementdéfinissantle mouvement
dansl’hypersurfaceS, intersectiondetouteslessurfacesdecommutation.

Cemodedeglissementestsouventqualifiéd’idéaldu fait qu’il requiertpourexister,
une fréquencede commutationinfiniment grande.De fait, tout syst̀emede commande
comprenddesimperfectionstellesqueretards,hyst́erésis,qui imposentunefréquencede
commutationfinie. La trajectoired’étatoscille alorsdansun voisinagede la surfacede
glissement,phénom̀eneappeĺechattering ou broutement.

x

x

x(t)

1

2

Phase d’acces
(tps fini)

Chattering

x

x

x(t)

1

2

Phase d’acces
Mode glissant(tps fini)

Figure4.2: Ph́enom̀enedechattering

De ce qui préc̀ede,on peut déduireque la synth̀esed’un syst̀emede commandèa
structurevariablesedécomposeen deuxphases.La phase1 consisteen la synth̀esede
l’hypersurfacedeglissementafin d’obtenirun comportementdynamiquedésiŕeenmode
deglissement.La phase2 serésumeenla constructiondelois decommandèacommuta-
tion conduisantla trajectoired’étatsurl’hypersurfacedeglissementenun tempsfini.

IV.3 Le r égimeglissant

IV.3.1 Intr oduction

L’ étudedu régime glissantd’un syst̀emede commandèa structurevariablesous-
entendla définitionet l’ étudedeprobl̀emesparticulierstelsque:

- Définitiondeconditionsd’existencedurégimeglissant.

- Existenceetunicitédessolutionsenrégimeglissant.

- Choixdela surfacedeglissement.
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- Invariancedu régimeglissantvis àvis d’incertitudesparaḿetriqueset/ouperturba-
tions.

Danscettesection,nousdévelopperonsuniquementlestrois dernierspointsréservantles
conditionsd’existencedumodedeglissement̀a la sectionconcernantle moded’acc̀es.

IV.3.2 La commandeéquivalente

Lessyst̀emesdecommandèastructurevariablesontmod́eliséspardeséquationsdif-
férentiellesprésentantdesdiscontinuit́es,(dansle secondmembre),du fait dela commu-
tationdela commande.Ils nesatisfontdoncpaslesrésultatsconventionnelsd’existence
etd’unicitédela théoriedeséquationsdifférentiellesordinaires.La questionestdesavoir
si le syst̀emea un comportementdynamiqueuniquequands² x³c´ 0. Dif férentesméth-
odesdeprolongementparcontinuit́eont ét́epropośees.Toutefois,unedesapprochesles
plusancienneset lesplusformaliśeesmath́ematiquementestla méthodedévelopṕeepar
Filippov. Elle constitueunethéoriemath́ematiquesyst́ematiquepour les équationsdif-
férentiellesavecdiscontinuit́es.Elle poss̀edenéanmoinsl’inconvénientdes’appliquerau
casmono-entŕee.Dansle casmulti-entŕees,la méthodedela commandéequivalentepeut
êtreconsid́eréecommeuneextensionformelledecettedernìere.

IV.3.2.1 Casgénéral

Pourdéveloppercettetechnique,onconsid̀erele mod̀eled’étatpréćedent,

ẋ ² t ³�´ A ² x Ç t ³ º B ² x Ç t ³ u ² t ³
On supposequela trajectoired’étatatteintl’hypersurfacede glissement̀a l’instant t0 et
qu’unmodeglissantexistepourt Ö t0. Celaimplique

s² x ³a´ 0 et ṡ² x³�´ 0

cequi conduitapr̀essubstitutiondeẋ à écrire

∂s
∂x

ẋ ´ ∂s
∂x

Ë A ² x Ç t ³ º B ² x Ç t ³ ueqÃ ² t ³uÌ�´ 0

où ueqÃ×² t ³ est la commandeéquivalentequi résoutl’ équation.Cettecommandéetant
suppośeeconnueet introduitedansl’ équationdu mod̀ele,on obtientalorsle mod̀eledu
comportementdu syst̀emesur la surfacede glissementen supposantque la condition
initiale x ² t0 ³ vérifies² x ² t0 ³#³!´ 0.
Le calcul de la commandéequivalenteestpossiblesi Ë ∂sÁ ∂xÌ B ² x Ç t ³ est inversiblepour
tout t etx. Alors,

ueqÃJ² t ³,´ ¹ ¾�¾ ∂s
∂x ¿ B ² x Ç t ³ ¿ µ 1 ∂s

∂x
A ² x Ç t ³
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Ainsi, pours² x ² t0 ³s³�´ 0 donńe,le mod̀eledusyst̀emesurla surfacedeglissementest:®¯¯° ¯¯± ẋ ² t ³,´ ¾ I ¹ B ² x Ç t ³{ØÙØ ∂s
∂x Ú B ² x Ç t ³ Ú µ 1 ∂s

∂x ¿ A ² x Ç t ³
s² x³�´ 0

Il est remarquablede constaterque les dynamiquesdu syst̀emeen modeglissantsont
d’ordreinférieurausyst̀emeoriginal.Cetteréductiond’ordreestaiśementexplicablepar
le nombredevariablesd’étatcontraintesparla relations² x³3´ 0.

IV.3.2.2 Caslin éaire

Un casparticulìerementimportantdu fait de sasimplicité estcelui où les dynamiques
du syst̀emeainsi que la surfacede glissementsontsuppośeesou choisieslinéaires.Le
mod̀eledusyst̀emeestalors:

ẋ ² t ³�´ Ax² t ³ º Bu² t ³ A È Rn Í n Ç B È Rn Í m

et la surfacedeglissementest:

s² x³,´ Cx C È Rm Í n

Si le syst̀emeestenrégimeglissantalors:

s² x³3´ Cx ² t ³!´ 0 Ô t Ö t0

où t0 est le tempspour lequel le modede glissementest atteint.En différenciantpar
rapportautempsetenutilisantla mêmedémarchequepréćedemment,onobtient:

ṡ ´ ∂s
∂xAx² t ³ º ∂s

∂xBu² t ³,´ 0

ṡ ´ CAx² t ³ º CBu² t ³3´ 0 Ç�Ô t Ö t0

Si Û CB ÛvÜ´ 0,cequiestassuŕeparleshypoth̀esesquel’on poseenpréambule,la commande
équivalenteueqÃ peutêtredétermińeepar:

ueq² t ³Ý´ ¹WÞ ∂s
∂x ß µ 1 ∂s

∂xA

ueq² t ³Ý´ Kx ² t ³
où la matricederetourd’étatK È Rm Í n estdonńeepar:

K ´ ¹ ² CB³ µ 1CA

Ainsi le mouvementdeglissementestdécritparl’ équationdusyst̀emeenbouclefermée:
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ẋ ² t ³!´ Aeqx ² t ³�´gØ In ¹ B ² CB³ µ 1CÚ Ax² t ³�Ç Ô t Å t0

L’ équationenmodeglissantestainsile résultatdela projectiondu membrededroite
del’ équationinitiale surla variét́es² x³�´ 0 avecl’opérateurdeprojectiondéfini par:

In ¹ B ² CB³ µ 1C

Cetteméthodede la commandéequivalentepeut être illustréegéoḿetriquementde
manìeresimple.La commandéequivalente,́etantdéduitede ṡ ´ 0, estla commandecon-
tinuerempla̧cantla commandediscontinuetelle quele vecteurd’étatdérivéappartienne
à la variét́etangentedes² x³,´ 0.

Cetteméthodeformellepeutêtrepleinementjustifiéepar l’utilisation du conceptde
couchelimite. La couchelimite ÛYÛ s² x³ZÛYÛ Ä δ estdéfiniecommeun voisinagedela variét́e
s² x³}´ 0 danslequella commandediscontinueidéaleestremplaćeeparunecommande
réelletelle queles trajectoiresd’étatdu syst̀emerestentdansla couchelimite. Quandla
couchelimite tendvers0, la limite dela solutiondel’ équationdifférentielleainsidéfinie
existeet estchoisiecommela solutiondusyst̀emeenmodeglissantidéal.

IV.3.3 Synthèsede l’h ypersurfacedeglissement

Danscettepartie,nousneprésenteronsquele casentìerementlinéairepourdesraisons
de simplification.Toutefois,les développementsprésent́es ici peuvent être étendusau
mod̀elegéńeralnonlinéairededépart.

Le dernierpoint à aborderafin de définir parfaitementle régimede glissementcon-
cernela synth̀esede l’hypersurfacede glissement.Les dynamiquespendantle régime
glissantsontindépendantesde la loi decommandenon linéaireréellementimplant́eeet
dépendentuniquementdu choix de la matriceC, ce qui en retourdéterminela matrice
de“retour d’état” K de la commandéequivalente.Le probl̀emepeutdoncêtreréduitau
choix dela matriceK qui peutêtreréaliśesansconnaissancea priori du vecteurdecom-
manderéelu ² t ³ . Afin de simplifier la présentationdesprincipesd’une telle synth̀ese,il
estsouhaitabled’utiliser uneformecanoniqueparticulìere.

On supposequela matriceB estde rangplein m, si bienqu’il existeunematricede
transformationT orthogonalen à n telleque:

TB ´�á 0
B2 â

où B2 È Rm Í m estnonsingulìere.La contrainted’orthogonalit́e estimpośeesurT pour
desraisonsde stabilit́e numérique.Uneméthodequi permetde déterminerT estla fac-
torisationQU , parlaquelleB estdécompośeesousla forme:

B ´ Q á U
0 â
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avec Q È Rn Í n orthogonaleet U È Rm Í m, non singulìereet triangulairesuṕerieure.T
estainsidétermińeeparpermutationdeslignesdeQT. La variabled’étattransforḿeeest
définiepary ´ Tx et l’ équationd’étatseréécrit:®° ± ẏ1 ² t ³ã´ A11y1 ² t ³ º A12y2 ² t ³

ẏ2 ² t ³ã´ A21y1 ² t ³ º A22y2 ² t ³ º B2u ² t ³
Enpartitionnantl’ étaty comme:

yT ´åä yT
1 yT

2 æ Ç y1 È Rn µ m Ç y2 È Rm

La conditiondeglissementdevientalors:

C1y1 ² t ³ º C2y2 ² t ³,´ 0

où:

TATT ´ á A11 A12
A21 A22 â Ç CTT ´ ä C1 C2 æ

etC2 estnonsingulìere,(doncCB nonsingulìere).
La conditionqui définit le modedeglissementestéquivalentèa:

y2 ² t ³,´ Fy1 ² t ³
où la matriceF dedimensionm à ² n ¹ m³ estdéfiniepar:

F ´ ¹ C µ 1
2 C1

Cetteéquationindiquequel’ évolutiondey2 dansle modedeglissementestlinéairepar
rapportày1. Le modedeglissementidéalestdoncgouverńeparleséquations:®° ± ẏ1 ² t ³ã´ A11y1 ² t ³ º A12y2 ² t ³

y2 ² t ³ã´ Fy1 ² t ³
L’ordre du syst̀emeestréduit à ² n ¹ m³ et y2 joue alorsle rôle de commande.La com-
mandéequivalentedéfiniecommesolutionduprobl̀emeṡ² x³,´ 0, a la forme:

ueq² t ³,´ ¹ ² C2B2 ³ µ 1 Ë ² C1A11 º C2A21 ³ x1 ² t ³ º ² C1A12 º C2A22 ³ x2 ² t ³�Ì
Cemod̀eledéterminedemanìereuniquelesdynamiquesdansle modedeglissement.

Le syst̀emeenboucleferméeestdonńeparl’ équation:

ẏ1 ² t ³!´ ² A11 º A12F ³ y1 ² t ³
La synth̀esed’un modede glissementstableentrâıne donc la déterminationd’une

matricede retour d’état stabilisanteF sur le syst̀emeréduit, pour laquelledifférentes
méthodessontpossibles:
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- Minimisationd’un critèrequadratique,(commandeoptimalelinéairequadratique).

- Placementdepôlesparretourd’état.

Une fois détermińeela matriceF , nouspouvonscalculerla matriceC. Il est à noter
quel’on disposealorsd’un certainnombrede degrésde liberté du fait de la liberté de
choixsurla matriceinversibleC2. EnsupposantC2 ´ Im,

C ´�ç F Im è T

où T estla matricedetransformationpré-d́efinie.

IV.3.4 Principe d’invariance

Dans cette section,une propríet́e essentielledu fonctionnementen modeglissant
estprésent́ee: l’insensibilit é ou la robustessevis à vis d’une certaineclassed’erreurs
de mod́elisationou de perturbations.Le mod̀ele différentieldu syst̀emeen modeglis-
santpeutainsi êtrecompl̀etementindépendantd’éventuelleserreursdemod́elisationsou
d’éventuelsperturbations.On dit alorsquele syst̀emevérifie la propríet́e d’in variance.
Cettepropríet́e nécessitetoutefoisquecertaineshypoth̀esesappeĺeesmatching condi-
tions soientvérifiéesparlesperturbations.
Onconsid̀ereunmod̀elelinéairedonńepar:

ẋ ² t ³,´ ² A º ∆A³ x ² t ³ º Bu² t ³ º f ² t ³
où ∆A et f ² t ³ sontrespectivementle termed’erreursdemod́elisationet uneperturbation
externe.

Définition 22 : matchingconditions
∆A et f ² t ³ vérifient l’hypothèsedesmatching conditionss’il existe∆Ã È Rn Í n et ∆ f̃ È
Rn Í m tellesque:

∆A ´ B∆Ã f ² t ³�´ B∆ f̃

La significationphysiquedecettehypoth̀eseestquel’on consid̀eredesincertitudesde
mod́elisationouuneperturbationattaquantle syst̀emeparla matriced’entrée.L’int érêtde
consid́ereruntel typed’incertitudesapparâıt clairementsi l’on supposevérifiéel’hypothèse
suivante.

Hypothèses4 :
Onsupposepour la suiteque é ² B³ Ñ Ó ² C ³,´ /0

où
é

dénotel’espaceengendŕe par les colonnesde B et C est la matrice définissant
l’hypersurfacedeglissement.
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Du fait quela trajectoiredusyst̀emeenmodeglissantidéalestconfińeedansÓ ² C ³ , le
comportementdynamiquedusyst̀emen’estalorspasaffect́epartout vecteurappartenant
à

é ² B³ . Celaimpliquedoncuneinvariancetotaledumodeglissantvis àvisd’incertitudes
vérifiant lesmatchingconditionssousréserve d’un choix ad́equatdesvaleurslimites de
la commande.

Exemple: Soit le mod̀elesuivant:¾ ẋ1
ẋ2 ¿ ´ ¾ 0 1

1 º p p ¿ ¾ x1
x2 ¿ º ¾ 0

1 ¿ u ² t ³
où p È�Ë ¹ 10 Ç 1Ì estle termeincertain.L’ équationpréćedentepeutêtreréécritesousla
forme: ¾ ẋ1

ẋ2 ¿ ´ ¾ 0 1
1 0 ¿ ¾ x1

x2 ¿ º ¾ 0
1 ¿ u ² t ³ º ¾ 0

1 ¿ Ë p pÌ ¾ x1

x2 ¿
montrantclairementquelesmatchingconditionssontvérifiées.

IV.4 Le modenon glissant

Le modepréliminaireau modeglissant,partantd’une conditioninitiale quelconque
pouratteindrela surfacedeglissementestappeĺe moded’accèsou modenon glissant,
(reachingmodeen anglais).La définition compl̀etede ce modenécessitela définition
d’unecondition d’accèsainsiquela définitiondela loi decommandenonlinéaireet de
sastructure.

IV.4.1 Conditions d’accès

Cetteconditionesten fait la conditionsouslaquellele modedeglissementexisteet
souslaquellela trajectoired’étatvaeffectivementatteindrela surfacedeglissementenun
tempsfini. Deuxtypesdeconditionsd’acc̀esà la surfacedeglissementsontprésent́es.

IV.4.1.1 Approchedir ecte

Cetteapprocheestla plusancienne.Elle estglobalemaisnegarantitpasenrevanche
un tempsd’acc̀esfini.

ṡi ² x Ç t ³ si ² x Ç t ³ Ä 0 i ´ 1 Ç�Ê�Ê�ÊuÇ m
Cetteconditionest toutefoisdifficile à utiliser pour faire la synth̀esede la loi de com-
mande,particulìerementdansle casd’un syst̀ememulti-entŕees.
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IVê .4.1.2 ApprochedeLyapunov

Uneconditionglobaled’acc̀esestdonńeepar:

V ² x Ç t ³!´ ṡ² x Ç t ³ Â s² x Ç t ³ Ä 0 pour s² x Ç t ³{Ü´ 0

Si l’on souhaitegarantirun tempsd’acc̀esfini, la conditiondevient

V ² x Ç t ³,´ ṡ² x Ç t ³ Â s² x Ç t ³ Ä ¹ ε pour s² x Ç t ³{Ü´ 0 Ç ε Å 0

Il est à noter queV ² x Ç t ³ estune fonction candidatede Lyapunov pour le syst̀eme,(cf
chapitreV). D’autresconditionsd’acc̀esquenousneprésenterontpaspourdesraisonsde
concisionexistentdansla litt ératuresṕecialiśee.

IV.4.2 Synthèsede la loi decommande

Lorsdela synth̀esedela loi decommandenonlinéaire,l’objectif estdesatisfaireune
conditiond’acc̀es.Si l’on nesouhaitepasdonnerunestructureparticulìereàla loi decom-
mande,celle-ci peut êtresimplementdétermińeeen la contraignant̀a satisfaireunedes
deuxconditionspréćedentes.Danscertainscas,il esttoutefoisintéressantd’assignerune
structuredecommandeetd’endéterminerlesparam̀etrestoutenrespectantunecondition
d’acc̀es.Lesstructureslesplusutiliséessontlestroissuivantes.

IV.4.2.1 La commandeà relais

La formedela commandeestdonńeepar:

ui ² x³,´ ψ Éi ² x³ pour si ² x³aÅ 0´ ψ µi ² x³ pour si ² x³ Ä 0 i ´ 1 Ç�Ê�Ê�ÊuÇ m
Les valeursexactesde ψ Éi ² x ³EÇ ψ µi ² x³ sont choisiesafin qu’uneconditiond’acc̀essoit
vérifiée.

IV.4.2.2 Le retour lin éaire à gainscommutés

La formedela commandeestdonńeepar:

u ² x ³,´ ψ ² x³ x ψ ´6Ë ψi j Ì�È Rm à n ψi j ´ αi j pour si ² x³ x j Å 0
βi j pour si ² x³ x j Ä 0

Unefois de plus, les param̀etresαi j Ç βi j sontchoisisafin qu’uneconditiond’acc̀essoit
vérifiée.
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IV.4.2.3 La commandeunitair e

La formedela commandeestdonńeepar:

u ² x³,´ ueqÃ º ρë ë
Cx

ë ë Cx ρ Å 0

où ueqÃ estla commandéequivalenteissueducalculdela surfacedeglissementC et ρ est
uneconstantèadéterminerafindevérifieruneconditiond’acc̀es.

IV.5 Conclusions

Bien entendu,nousn’avonspastraitédanscechapitretouslesprobl̀emesrencontŕes
dansle calculet la miseenoeuvred’unecommandèastructurevariable,(éliminationdu
broutement),ni touteslesméthodesreliées.Il fautvoir cechapitrecommeuneintroduc-
tion sommairèa l’ étudedecetypedesyst̀emesdecommande.

Lessyst̀emesdecommandèastructurevariablesontapparusdanslesanńees60etont
longtempssouffert dela difficultédeleurmiseenoeuvrepratiquedueprincipalementau
phénom̀enede broutementet à la discontinuit́e de la commande.Cesprobl̀emesétaient
principalementdûs à l’inadéquationdesmat́erielsélectroniquesou mécaniquesdédíesà
la fonctiondecommutation.Cessyst̀emescomportantdesdélais,desretardsou encore
présentantdesphénom̀enesd’hyst́erésisnonnégligeables,nepermettaientpasd’atteindre
unefréquencedecommutationsuffisamment́elevée.

Cet étatde fait est largementdépasśe du fait desavanćeestechnologiquesdansle
domainedel’ électroniquedepuissanceet particulìerementdanscelui desconvertisseurs
depuissance.Cestechnologiestrouventainsidenombreusesapplicationsdansle domaine
dessyst̀emesdecommanderapides.
Les applicationsde la commandèa structurevariableen modeglissantvont ainsi de la
commandede robot manipulateur̀a dynamiquesfortementcoupĺeesà la commandede
moteursélectriquespour lesquelscette techniquesemblenaturelleet particulìerement
bienadapt́ee.
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ChapitreV

Approximation de l’ équivalent harmonique

Dansla litt érature,on trouve égalementlesdénominationśequivalentessuivantes:méth-
odede linéarisationharmonique,méthodede l’ équivalentharmonique,méthodedu pre-
mier harmonique,describingfunctionmethod.Lesméthodesharmoniquesou méthodes
fondéessur l’utilisation de la réponsefréquentielleont montŕe leur efficacit́e en vue
de l’analyseet de la synth̀esedessyst̀emesde commandelinéaires.On substitueà la
repŕesentationtemporellepar équationsdifférentielleslinéairesà coefficientsconstants,
unerepŕesentationdansle domainedesfréquences.Lesavantagesensontprincipalement
lesoutilsgraphiquesdisponibles,(cf. introduction),facilitantl’analyseetla synth̀eseainsi
quelesinterpŕetationsphysiquesquecesméthodespermettentdedégager.

La méthodedelinéarisationharmoniqueestunetentativedegéńeralisationdesméth-
odesharmoniquesclassiques.Elle consisteà remplacerun élémentnon linéairepar un
” équivalent”linéaireinvariantquiconstitueenquelquesorteuneapproximationdel’ élément
nonlinéairedonńe.

Cetteméthodeestutiliséeafind’analyseretprévoir approximativementcertainscom-
portementsnon linéaires.Elle permetprincipalementdeprévoir lescycleslimites, mais
égalementlesphénom̀enesdesaut,lessous-harmoniquesainsiquelesréponsesdessys-
tèmesnon linéairesà desentŕeessinusöıdales.Dansle cadrede ce cours,nousappli-
queronscetteméthodepourla prévisiondescycleslimiteset afin dedéterminerapproxi-
mativementleuramplitudeet fréquence.

V.1 La méthodede lin éarisationharmonique

V.1.1 Hypothèsesd’application

H1- On consid̀ereuniquementlessyst̀emesasservisposśedantun élémentnonlinéaire
dansla châıned’asservissement(figure5.1).

H2- L’ élémentnonlinéaireserainvariantdansle temps.

H3- Lespartieslinéairesdansla châıned’asservissementsontstableset secomportent
commedesfiltrespasse-bas,(hypoth̀esedefiltrage).

79
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+ s

-
N.L. L(p)

e ε w

Figure5.1: Sch́ema-blocstandard

V.1.2 Equivalent harmonique

V.1.2.1 Rappelsur lessyst̀emeslin éaires² eÇ s³ sontrespectivementlessignauxd’entréeetdesortie.

F(p)
se

Si e² t ³,´ e0sin² ωt ³ alors s² t ³,´ s0sin² ωt º Φ ³
L Â hypothèsede l inéarité ì ®° ± A ´ A ² ω ³,´ s0

e0
Õ gaindu système

Φ ´ Φ ² ω ³íÕ phasedu système

Dansle casdessyst̀emeslinéaires,l’ équivalentharmoniqueestdéfini exactement.

V.1.2.2 Casdessyst̀emesnon lin éaires² x Ç w³ sontrespectivementlessignauxd’entréeetdesortie.

N.L.
x w

Pourun signald’entréesinusöıdal, la réponse,dansla majoritédescas,estun signal
périodiquebienquenonsinusöıdaletpeutdoncêtredécompośeensériesdeFourier. w ² t ³
estunesommeinfinie designauxsinusöıdaux,lesharmoniques.

Si x ² t ³!´ x1sin² ωt ³ alors w ² t ³,´ É ∞

∑
nÒ 1

wnsin² nωt º Φn ³ º w0

Onneretientquele premier harmonique, w ² t ³�î w1sin² ωt º Φ1 ³ .
V.1.2.3 Justification de l’appr oximation à traversun exemple

Cette justification reposeessentiellementsur le filtrage des hautesfréquencespar
l’ étagelinéaireen cascade,(filtrage desharmoniquessuṕerieures).Ici, L ² p ³c´ KG ² p ³
et la nonlinéarit́eestdu typetoutou rienavecsaturationrepŕesent́eeà la figure5.2.
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x=x1

ω

T

T/2

-M

w

+M

w

T/2 T

t

-M

ω t)

+M

sin(

x

Figure5.2: Non linéarit́etoutou rienavecsaturation

Etudedel’organenonlinéaire:

La réponseharmoniqueestdonńeeparle développementensériesdeFourier:

w ² t ³�´ É ∞

∑
nÒ 1

wnsin² nωt º Φn ³ º w0

Danscecas,du fait dela symétriedu signalw ² t ³ , w0 ´ 0.
L’amplitudedesdifférentsharmoniquesestalorsdonńeepar:

- Harmonique1 : w1 ´ 4M
πx1

- Harmonique2 : w2 ´ 0

- Harmonique3 : w3 ´ 4M
3πx1

Etudedel’ élémentlinéaire:
Onachoisiun élémentlinéairecompośed’un intégrateuretd’un premierordredonńepar
saconstantedetempsτ.

KG ² p ³!´ K
p ² 1 º τp ³ Û KG ² jω ³ZÛx´ K

ω ï 1 º τ2ω2

D’aprèsle principedesuperposition,onpeutécrires² t ³,´ É ∞

∑
nÒ 1

sn ² t ³ .Û s1 ÛÛ w1 Û ´ k

ω ï 1 º τ2ω2
et

Û s3 ÛÛ w3 Û ´ k

3ω ï 1 º 9τ2ω2
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1/τ

|KG(j ω )|

ω
-40 dB/decade

-20dB/decade

Figure5.3: DiagrammedeBodedel’ élémentlinéaire

d’où

s3

s1
î 1 Á 27 î 3%

La contributiondel’harmoniqueimmédiatementsuṕerieuraufondamentalpeutdoncêtre
négligée.

V.1.3 Fonction detransfert généralisée

On consid̀ereun organenon linéairequelconquèa l’entréeduquelon appliqueun
signalsinusöıdal d’amplitudex1 et defréquenceω

2π ´ f , x ² t ³3´ x1sin² ωt ³ . Commenous
l’avonsvu préćedemment,une fois le régime transitoireachevé, le signal de sortiede
l’ élémentnon linéaireest en géńeral une fonction périodiquesymétriquepouvant être
décompośeeensériedeFourier:

w ² t ³,´ w0 º É ∞

∑
nÒ 1

ansin² nωt ³ º bncos² nωt ³,´ w0 º É ∞

∑
nÒ 1

wnsin² nωt º Φn ³
où lescoefficientsdeFouriersontdonńespar:

w0 ´ ω
π ð T

0
w ² t ³ dt

an ´ ω
π ð T

0
w ² t ³ sin² nωt ³ dt

bn ´ ω
π ð T

0
w ² t ³ cos² nωt ³ dt

Remarques:

1- Pour n ´ 1, le signal sinusöıdal est appeĺe signal fondamental, alors que pour
n Å 1, onparleradesharmoniquessupérieures.
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2- Engéńeral,le signaldesortieestpériodiquedemêmepériodequele signald’entrée
saufdanscertainscas,(résonancesous-harmonique,oscillationspropres,nonpéri-
odicité).

3- Pourles non linéarit́esimpaires, ² w ² t ³}´ ¹ w ² ¹ t ³¥Ô t ³ , bn ´ 0 alorsquepour les
nonlinéarit́espaires,² w ² t ³,´ w ² ¹ t ³ñÔ t ³ , an ´ 0.

V.1.3.1 Approximation du premier harmonique

L’hypothèsede l’ équivalentharmoniquepermetde substituerau signalglobal w ² t ³ ,
unsignaléquivalentcompośeuniquementdusignalfondamentaloupremierharmonique.
Cetteapproximationdel’ équivalentharmoniqueestappeĺeeégalementapproximationde
Dutilh.

w ² t ³,î a1sin² ωt ³ º b1cos² ωt ³
a1 ´ ω

π ð T

0
w ² t ³ sin² ωt ³ dt

b1 ´ ω
π ð T

0
w ² t ³ cos² ωt ³ dt

Cequi permetd’écrire:

w ² t ³,´ a1sin² ωt ³ º b1cos² ωt ³,´ q · x1 ò ω ¸óZôZõZö
a1

x1
x1sin² ωt ³ º q÷ · x1 ò ω ¸óZôZõZö

b1

x1
x1cos² ωt ³

w ² t ³�´ q ² x1 Ç ω ³ x ² t ³ º qÂ ² x1 Ç ω ³ 1
ω

dx ² t ³
dt

quel’on peutréécriresousla forme:

w ² t ³�´ x1B ² x1 Ç ω ³ sin² ωt º Φ ³
Moduleó ôZõ ö

B ² x1 Ç ω ³!´6ø q2 º qÂ 2 PhaseóZô�õZö
Φ ´ Arctg Ë q÷

q Ì
q ² x1 Ç ω ³!´ ω

x1π ð T

0
w ² t ³ sin² ωt ³ dt qÂ ² x1 Ç ω ³!´ ω

x1π ð T

0
w ² t ³ cos² ωt ³ dt

La composantefondamentaledu signalw ² t ³ correspondant̀a uneentŕeesinusöıdale
estunesinusöıdedemêmefréquence.En repŕesentationcomplexe, cettesinusöıdepeut
êtrerepŕesent́eepar:

W ´ B ² x1 Ç ω ³ x1ej · ωt É Φ ¸
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Ainsi, demanìereéquivalenteauconceptderéponsefréquentielledansle caslinéaire,
qui n’est rien d’autrequele rapportfréquentielentrel’entréesinusöıdaleet la sortiesi-
nusöıdaledu syst̀eme,il estpossiblede définir la fonction de transfert généraliséede
l’ élémentnonlinéairecommeétantle rapportcomplexe dela composantefondamentale
surl’entréesinusöıdale:

N ² x1 Ç ω ³!´ B ² x1 Ç ω ³ ejΦ · x1 ò ω ¸ ´ x1B ² x1 Ç ω ³ ej · ωt É Φ ¸
x1ejωt

La fonctiondetransfertgéńeraliśeerepŕesentela réponsefréquentiellede l’ élémentnon
linéaire.

1
, ω)

1
, ω)B(x Sin(ω tSin(ω t1x + Φ)

N(x
)

A l’inversedu caslinéaire,la fonctiondetransfertgéńeraliśeedépendconjointement
de l’amplitude et de la fréquencedu signalsinusöıdal d’entrée.Le fait de passer̀a une
telle repŕesentationestégalementappeĺequasi-linéarisationdel’ élémentnonlinéaire.

Casparticulierimportant:
Dansle casd’unenonlinéarit́estatique,la fonctiondetransfertgéńeraliśeeN ² x1 Ç ω ³ est
indépendantedela fréquence:

N ² x1 ³!´ B ² x1 ³ ejΦ · x1 ¸
Exemples:
Seuils,saturations,hyst́erésis,toutou rienet combinaisonsdespréćedentes.
Dansla suite de ce cours,nousne consid́ereronsque les non linéarit́esvérifiant cette
hypoth̀ese.

V.1.3.2 Représentationgraphique: lieu critique

Plutôt quedetracerdirectementdansle plandeNyquistou Black, le lieu despoints
N ² x1 ³ , on tracele lieu critique qui estle lieu despointscomplexesdonńespar:

C ² x1 ³,´ µ 1
N · x1 ¸ ®° ± module 1 Á B ² x1 ³

argument π ¹ Φ ² x1 ³
Remarque:

- En linéaire,il est nécessairede connâıtre ² A ² ω ³EÇ Φ ² ω ³#³ , c’est à dire la réponse
fréquentielledu syst̀emequel’on peuttracerdansBode,Black,Nyquist,pourcar-
act́erisercompl̀etementle syst̀emeasservi.
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- En non linéaire,dansle cadrede l’approximationdu premierharmonique,le sys-
tèmeasserviestcompl̀etementcaract́eriśepar:

- le lieu deréponseenfréquencedel’ élémentlinéaire,

- le lieu critiquedel’organenonlinéaire.

V.1.4 Calcul de la fonction de transfert généralisée

Différentesméthodespeuvent êtreutiliséesafin de déterminerla fonction de trans-
fert géńeraliśeed’un élémentnon linéaire.Quandla caract́eristiquede la non linéarit́e
w ´ f ² x³ estconnueanalytiquementet si l’int égrationentrantdansle calculdescoeffi-
cientsdeFourierpeutêtremeńeefacilement,uneévaluationanalytique dela fonctionde
transfertgéńeraliśeepeutêtrecalcuĺee.C’estlecasnotammentdesnonlinéarit́esquenous
examineronsparla suite.Dansd’autrecas,la caract́eristiquedela nonlinéarit́epeutêtre
donńeepar un grapheou unetable.La fonction de transfertgéńeraliśeepeutalors être
évaluéepar int égration numérique. On obtientdansce casdirectementun graphique
repŕesentantla fonctiondetransfertgéńeraliśee.

Finalement,dansle casdenonlinéarit́escomplexes,il peutêtrenécessaired’utiliser
uneévaluationexpérimentaleenexcitantla nonlinéarit́eparuneentŕeesinusöıdaled’amplitude
etdefréquencedonńee.La fonctiondetransfertgéńeraliśeeestalorsobtenueenutilisant
un analyseurharmonique.Dansle casnon linéaire,il estnécessairede faire varier non
seulementla fréquencedusignald’entréecommeenlinéairemaiségalementl’amplitude,
conduisant̀aunensembledecourbesdansle plancomplexe,décrivantN ² x1 Ç ω ³ .

Nous présentonsmaintenantquelquescalculsde fonction de transfertgéńeraliśees
assocíeesàdesnonlinéarit́esusuelles.

V.1.4.1 Tout ou rien avecsaturation

- nonlinéarit́esymétrique/axedesabscisseset impaire:

w0 ´ 0 qÂ ² x1 Ç ω ³�´ 0

- nonlinéarit́estatique:

N ² x1 Ç ω ³!´ N ² x1 ³
d’où l’on effectuelescalculssuivants:

N ² x1 ³!´ B ² x1 ³ ejΦ · x1 ¸ ®¯° ¯± B ² x1 ³�´ ø q2 º qÂ 2 ´ q ² x1 ³
Φ ² x1 ³!´ arctg Ë q÷

q Ì�´ 0
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x=x1

ω

T

T/2

-M

w

+M

w

T/2 T

t

-M

ω t)

+M

sin(

x

Figure5.4: Non linéarit́etoutou rien

Calculdeq ² x1 ³ :

q ² x1 ³,´ ω
πx1 ð T

0
w ² t ³ sin² ωt ³ dt ´ ωM

πx1
¾ ð T ù 2

0
sin² ωt ³ dt ¹ ð T

T ù 2
sin² ωt ³ dt ¿

q ² x1 ³,´ M
πx1 ú Ë ¹ cos² ωt ³uÌ T ù 2

0 º Ë cos² ωt ³uÌ TT ù 2 û T ´ 2π
ω

N ² x1 ³!´ 4M
πx1

Nyquist Black-Nichols

Re[.]

Module

Phase

Im[.]

Figure5.5: Non linéarit́etoutou rien

Lieu critique:

C ² x1 ³!´ ¹ 1
N ² x1 ³ ´ ¹ πx1

4M
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V.1.4.2 Tout ou rien aveczonemorte et saturation

x=x1

w

sin(ω t)

ω

Π

2 Π−α

+α

Π −α

α

-h/2 h/2

t

-M

+M

-M

+M
w

α −αΠ

Π+α Π−α2

ω tx

Figure5.6: Non linéarit́eaveczonemorte

- nonlinéarit́esymétrique/axedesabscisseset impaire:

w0 ´ 0 qÂ ² x1 Ç ω ³!´ 0

- nonlinéarit́estatique:

N ² x1 Ç ω ³!´ N ² x1 ³
Remarque:

- q ² x1 ³!´ ω
πx1 ð T

0
w ² t ³ sin² ωt ³ dt ´ 1

πx1
ð 2π

0
w ² ωt ³ sin² ωt ³ d ² ωt ³

- q ² x1 ³ Â ´ ω
πx1 ð T

0
w ² t ³ cos² ωt ³ dt ´ 1

πx1
ð 2π

0
w ² ωt ³ cos² ωt ³ d ² ωt ³

d’où l’on effectuelescalculssuivants:

N ² x1 ³!´ B ² x1 ³ ejΦ · x1 ¸ avec

®¯° ¯± B ² x1 ³!´Dø q2 º qÂ 2 ´ q ² x1 ³
Φ ² x1 ³,´ Arctg Ø q÷

q Ú ´ 0
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CalculÆ deq ² x1 ³ :
q ² x1 ³,´ 1

πx1 ð 2π

0
w ² ωt ³ sin² ωt ³ d ² ωt ³a´ M

πx1
¾ ð π µ α

α
sin² ωt ³ d ² ωt ³ ¹ ð 2π µ α

π É α
sin² ωt ³ d ² ωt ³ ¿

q ² x1 ³,´ M
πx1 ú Ë ¹ cos² ωt ³uÌ π µ α

α º Ë cos² ωt ³uÌ 2π µ α
π É α û

q ² x1 ³,´ 4M
πx1

cos² α ³
Calculdecos² α ³ :

x1sin² α ³�´ h
2

sin² α ³,´ h
2x1

cos² α ³a´ 1 ¹ h2

4x2
1

Soit

N ² x1 ³!´ 4M
πx1

1 ¹ h2

4x2
1

Nota: cetteformuleestvraiepourx1 Å h
2.

Lieu critique: figure5.7

Nyquist Black-Nichols

Re[.]

Module

Phase

Im[.]

h/4M−π

Figure5.7: Non linéarit́eaveczonemorte

C ² x1 ³!´ ¹ 1
N ² x1 ³ ´ ¹ πx2

1

2M ü 4x2
1 ¹ h2

qui estunefonctionréelletoujoursnégative.ýþþþþþþÿ C ² x1 ³ ¹ Õ ¹ ∞
x1 � 0

C ² x1 ³ ¹ Õ ¹ ∞
x1 � É ∞

dC ² x1 ³
dx1

´ ¹ πx1 Ë 2x2
1 ¹ h2Ì

M ² 4x2
1 ¹ h2 ³ ü 4x2

1 ¹ h2

Le pointannulantcettedérivéeestdonńeeparx
�
1 ´ h�

2
, cequi donneC ² x�1 ³!´ µ πh

4M .
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V.1.4.3 Elémentavechystérésis

- nonlinéarit́eni paireni impairemaissymétrique/ axe desabscisses.

w0 ´ 0

- nonlinéarit́estatique:
N ² x1 Ç ω ³!´ N ² x1 ³

B ² x1 ³!´ ø q2 º qÂ 2
Φ ² x1 ³,´ arctg Ë q÷

q Ì

ε

w

ε = ε0 sin(ω t)

ω

Π +α

α

h/2

t

-M

+M
w

Π+α

ω t

-M

-h/2

+M

α

Figure5.8: Non linéarit́eavechyst́erésis

Calculdeq ² x1 ³ etdeqÂ ² x1 ³ :� q ² x1 ³ã´ 1
πx1 ð 2π

0
w ² ωt ³ sin² ωt ³ d ² ωt ³

´ M
πx1

¾ ¹ ð α

0
sin² ωt ³ d ² ωt ³ º ð π É α

α
sin² ωt ³ d ² ωt ³ ¹ ð 2π

π É α
sin² ωt ³ d ² ωt ³ ¿´ M

πx1
ØuË cos² ωt ³�Ì α

0 ¹ Ë cos² ωt ³uÌ π É α
α º Ë cos² ωt ³�Ì 2π

π É α Ú´ 4Mcos· α ¸
πx1
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πx1 ð 2π

0
w ² ωt ³ cos² ωt ³ d ² ωt ³´ M

πx1
¾ ¹ ð α

0
cos² ωt ³ d ² ωt ³ º ð π É α

α
cos² ωt ³ d ² ωt ³ ¹ ð 2π

π É α
cos² ωt ³ d ² ωt ³ ¿´ M

πx1
ØiË ¹ sin² ωt ³uÌ α0 º Ë sin² ωt ³�Ì π µ α

α º Ë sin² ωt ³uÌ 2π
π É α Ú´ µ 4Msin· α ¸

πx1

Calculdecos² α ³ et desin² α ³ :
x1sin² α ³�´ h

2
sin² α ³,´ h

2x1
cos² α ³a´ 1 ¹ h2

4x2
1

Onobtientdonc:
B ² x1 ³�´ 4M

πx1

Φ ² x1 ³!´ ¹ arcsin² h
2x1

³
Soit

N ² x1 ³,´ 4M
πx1

Ë cos² α ³ ¹ jsin² α ³�Ì
Nota:cetteformuleestvraiepourx1 Å h

2.

Lieu critique: figure5.9

C ² x1 ³�´ µ 1
N · x1 ¸ ´ µ πx1

4M

�
1 ¹ h2

4x2
1

¹ j πh
8M

C ² x1 ³�´ ¹ πx1
4M ejα α ´ arcsinË h

2x1
Ì

−π/8Μ

Re[.]
Nyquist

Im[.]

Figure5.9: Hyst́erésis

Le lieu critiqueC ² x1 ³ estdéfini par:®° ± Module ´ πx1
4M

Argument ´ arcsinË h
2x1

Ì º π
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V.1.4.4 Elémentlin éairesaturé

- nonlinéarit́eimpaireet symétrie/ axe desabscisses.

w0 ´ 0 qÂ ² x1 ³,´ 0

- nonlinéarit́estatique:
N ² x1 Ç ω ³!´ N ² x1 ³!´ B ² x1 ³

ε

w

ε = ε0 sin(ω t)

ω

Π

2 Π−α

+α

Π −α

α

t

w

ω tα Π−α

+αΠ Π−α2

kx

x

kx

kx

-kx

M

M

MM

M

Figure5.10: Elémentlinéairesatuŕe

Calculdeq ² x1 ³ :
pourx1 Å xM

q ² x1 ³!´ 4
πx1 ð π ù 2

0
w ² ωt ³ sin² ωt ³ d ² ωt ³}´ 4k

πx1
¾ ð α

0
kx1sin2 ² ωt ³ d ² ωt ³ º ð π ù 2

α
kxMsin² ωt ³ d ² ωt ³ ¿

q ² x1 ³!´ 4k
πx1

¾ ¹ xM Ë cos² ωt ³uÌ π ù 2
α º x1 ð α

0

Ë 1 ¹ cos² 2ωt ³�Ì
2

d ² ωt ³ ¿
q ² x1 ³!´ 4k

πx1
Ø xMcos· α ¸

2 º x1α
2 Ú

Calculdecos² α ³ etdesin² α ³ :
x1sin² α ³�´ xM sin² α ³3´ xM

x1
cos² α ³3´ 1 ¹ x2

M

x2
1

Onobtientdonc:
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N ² x1 ³!´ 2k
πx1 � x1ArcsinË xM

x1
Ì º xM 1 ¹ x2

M

x2
1 �

Nota:pourx1 Ä xM, ona N ² x1 ³,´ k.

Lieu critique: figure5.11

C ² x1 ³!´ ¹ 1
N ² x1 ³ ´ ¹ πx1

2k � x1arcsinË xM

x1
Ì º xM 1 ¹ x2

M

x2
1 �

Nota: C ² x1 ³ estréelet toujoursnégatif.

Re[.]-1/k

Nyquist

Im[.]

Figure5.11: Linéarit́esatuŕee

limites: ýþþþþþþÿ C ² x1 ³ ¹ Õ ¹ 1 Á k
x1 � xM

C ² x1 ³ ¹ Õ ¹ ∞
x1 � É ∞

V.2 Cycleslimites et méthodesdu premier harmonique

Commeil estmentionńe en introductionde cechapitre,la méthodedu premierhar-
moniquepeutêtreutiliséeafindeprévoir l’existencedecycleslimitesdanslesasservisse-
mentscomportantunélémentnonlinéaireetd’endéterminerapproximativementl’amplitude
et la fréquence.Le principeestfondésuruneutilisationgéńeraliśeedu critèredu revers,
lui mêmeversionsimplifiéeducritèredeNyquist,dévelopṕedansle cadredesasservisse-
mentslinéaires.

V.2.1 Rappelssur le crit èredu revers

Soit l’asservissementlinéairede la figure5.12,où G ² p³ , la fonctionde transferten
boucleouverte,(B.O.),estdonńeeparG ² p ³!´ N · p̧

D · p̧ .

La fonctiondetransfertenbouclefermée, (B.F.), s’écritHB Ã F ÃY² p³�´ KG · p̧
1É KG · p̧ ´ KN · p̧

D · p̧ É KN · p̧ .
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G(p)K
+ s

-

e ε

Figure5.12: Asservissementlinéaire

Définition 23 : Stabilité
L’asservissementci-dessuseststablesi le polyn̂omecaract́eristiquedu syst̀emeasservi,
(dénominateurde la fonctionde transfertenbouclefermée),a desracines,(pôlesde la
fonctiondetransfert),à partie réellenégative.

Instable

Oscillant Stable

-1/K

Im[.]

Re[.]

Figure5.13: Critèredureversdansle plandeNyquist

Théorème8 : Critère durevers
Lesyst̀emeeststablesi le lieu deNyquist,(resp.Black), deG ² jω ³ , (fonctiondetransfert
en boucleouverte),parcouru dansle sensdesω croissants,laisseà gauche, (resp.à
droite), le point critique -1/K.

Nota:

- Cecritèrenes’appliquequ’auxsyst̀emesstableset àminimum dephaseenboucle
ouverte.

- Le polynômecaract́eristiques’écrit1 º KG ² p ³!´ 0.
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V
�

.2.2� Extensionau casdesasservissementsnon lin éaires

Nousdonnonstoutd’abordla définitiond’un cycle limite.

Définition 24 : Cyclelimite
Lessyst̀emesnonlinéairespeuvent̂etrele sièged’oscillationsd’amplitudeetdefréquence
fixées,indépendantesdesconditionsinitialesetsansexcitationextérieure,(auto-oscillations)
dénomḿeescycleslimites.

+ s

-
N.L. L(p)

e ε w

Figure5.14: Sch́ema-blocstandard

Conditionsd’existence:
Supposonsquele syst̀emenon linéaireasservipréćedentsoit le siège d’une oscillation
d’amplitudeε1 etdepulsationω0, avece 	 0 Ç etε ´ ε1sin² ω0t ³ , alors®¯¯¯¯° ¯¯¯¯± ε ² t ³,´ ¹ s² t ³

W ´ N ² ε1 ³ ε
S ´ L ² jω0 ³ W ¹ Õ SË 1 º L ² jω0 ³ N ² ε1 ³uÌ�´ 0

CommeS Ü	 0 alors1 º L ² jω0 ³ N ² ε1 ³!´ 0. Le cycle limite estalorscaract́eriśeparson
amplitudeε1 et sapulsationω0 qui doiventvérifier la conditiond’existence:

L ² jω0 ³,´ µ 1
N · ε1 ¸

La relationpréćedenteestéquivalentèadeuxéquationsnonlinéaires,(unepourla par-
tie réelleet unepourla partieimaginaire),algébriquesenlesdeuxvariables² ε1 Ç ω ³ . Ces
deuxéquationssontgéńeralementdifficiles à résoudreanalytiquement,cequi a entrâıné
la recherchedeméthodesgraphiques.
L’asservissementconsid́eréaunefonctiondetransfertgéńeraliśeeenboucleouverte.

S
ε

´ N ² ε1 ³ L ² jω ³
Pour ε1 fixé, N ² ε1 ³ est un nombrefixé, (qui peut être complexe dansle casd’un

cycled’hyst́erésis).L’asservissementpeutdoncêtreconsid́erécommelinéairedefonction
de transferten boucleouverteN ² ε1 ³ L ² p ³ , (N ² ε1 ³ étantconsid́eré commeun gain fixe),
auquelonpeutappliquerle critèredureversparrapportaupoint critique µ 1

N · ε1 ¸ .
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Quandε1 varie, µ 1
N · ε1 ¸ parcourtle lieu critique,doncà l’amplitude ε1, la stabilit́e du

syst̀emeva dépendrede la positionde ce point par rapportau lieu L ² jω ³ . Le lieu cri-
tiquesetrouveainsipartaǵeenrégionsd’amplitudedestabilit́eetenrégionsd’amplitude
d’instabilité,(importancedespointsd’intersectionentrele lieu critiqueet le lieu detrans-
fert).

Nota:
la différenceavec lessyst̀emeslinéairesestqu’un asservissementnonlinéaireeststable
ou instableà l’amplitudeε1.

Auto-oscillations
ε εc c

,, ,
Stabilite

Stabilite

c’’

c’

-1/N( ε)

Im[.]

Re[.]

Instabilite

L(jw)

Figure5.15: Lieu deNyquist

Pourε1 Ä ε Âc, stabilit́e, lesauto-oscillationsvontdécrôıtre.

Pourε Âc Ä ε1 Ä ε Â Âc , instabilit́e,lesauto-oscillationsvontcrôıtre,ε1 
 ε Â Âc .

Pourε Â Âc Ä ε1, stabilit́e, lesauto-oscillationsvontdécrôıtre,ε1 � ε Â Âc .

d’où l’on peutdéduire

- la notiond’auto-oscillationsstableset instables.

- la notiond’oscillationslimitesdestabilit́e.

Conclusions:

1- Une oscillationlimite instablen’apparâıt pasphysiquementen tantqu’oscillation
dusyst̀ememaisconstitueunefrontièredestabilit́e.

- Pourdesamplitudessuṕerieures,le syst̀emedivergeet tendversuneoscilla-
tion limite stabledeplusgrandeamplitude.

- Pourdesamplitudesinférieures,il revient à l’ étatd’équilibreou versuneos-
cillation limite stabledeplusfaibleamplitude.
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2- Uneoscillationlimite stableapparâıt physiquement.

Il est important,afin de comprendrele fonctionnementdu syst̀emede trouver ses
solutionspériodiquesetd’étudierleurstabilit́e.La méthodeestdoncla suivante:

1- Pourtrouver lesoscillationslimites

Lieu critique Ð Lieu de transfert

2- Pourdéterminerleurstabilit́e

Crit èrede Loeb

V.2.3 Etude desauto-oscillationset de leur stabilit é

Cetteétudesefait demanìeresyst́ematiquèal’aide d’un critèregéoḿetriqueayantsa
contrepartiealgébrique.

Théorème9 : Critère deLoeb- géoḿetrique
Soit uneoscillation limite obtenuecommeintersectiondu lieu de transfertL ² jω ³ et du
lieu critique µ 1

N · ε1 ¸ , posśedantunepulsationω ´ ω0 rd Á s et uneamplitudeε1 ´ ε0. Cette

oscillationeststablesi l’intersectionesttelleque,enparcourant le lieu deNyquistL ² jω ³
dansle sensdesfréquencescroissantes,on laisseà sa gauche la directiondesε1 crois-
santssur le lieu critique.

Théorème10 : Critère deLoeb- algébrique
Soituneoscillationlimiteobtenuecommeintersectiondulieu detransfertL ² jω ³ etdulieu
critique µ 1

N · ε1 ¸ , posśedantunepulsationω ´ ω0 rd Á s et uneamplitudeε1 ´ ε0, racinesde
l’ équationcomplexe:

L ² jω ³ N ² ε1 ³ º 1 ´ 0

Śeparant lespartiesréelleset imaginairesdanscetteéquation

X ² ω Ç ε1 ³ º jY ² ω Ç ε1 ³!´ 0

L’oscillation sera stablesi la conditionsuivanteestvérifiée:¾ ∂X
∂ε1

∂Y
∂ω ¹ ∂Y

∂ε1

∂X
∂ω ¿ · ε0 ò ω0 ¸ Å 0
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ε1-1/N( )

ε0 ω0C( ),

ε1-1/N( )

L(j ω )

ε0 ω0C( ),

L(j ω )

Oscillations stables Oscillations instables

Figure5.16: CritèredeLoeb

w

ε

Figure5.17: Non linéarit́eavechyst́erésis

)ε-1/N(

)ε-1/N(

L(jw)

∆

C

Im[.]

Re[.]

Figure5.18: Lieu deNyquist

V.2.4 Exemplesd’application

Auto-oscillation stabled’un syst̀emepar plus ou moins
Soit l’asservissementnon linéairedonńe à la figure5.17dont l’ élémentnon linéaireest
constitúed’un toutou rienavecseuilplushyst́erésis.

Cetasservissementestcaract́eriśedansle plandeNyquistparsonlieu critiqueet par
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son� lieu detransfertrepŕesent́e à la figure5.18,d’où l’on peutdéduireparapplicationdu
critèredeLoebquel’on auneoscillationlimite stable.

Remarques:

- L’augmentationde la zonemortedu relaisdéplacele lieu critiqueversla gauche,
d’où la disparitiondel’oscillation libre stable.

- Laprésenced’hyst́erésisdiminuela fréquenceetaugmentel’amplitudedel’oscillation
libre.

Conclusions:
Cetteoscillationlibre d’un syst̀emeà relaisseproduitordinairement̀ahautesfréquences
et poss̀edeune petite amplitude.Cela entrâıne une vibration du syst̀emeautourde sa
positiond’équilibrequi peutêtregênante.Il estpossibledela fairedisparâıtreenagissant
surl’organenonlinéaire,(augmentationduseuil),ousurl’organelinéaireparl’utilisation
d’un réseaucorrecteur.

Auto-oscillationsstablesd’un syst̀emelin éairesaturé : pompage

Consid́eronsle syst̀emeasservilinéairedonńe à la figure ci-dessous.Lorsquel’on
augmentele gainstatique,géńeralement,le syst̀emesedéstabiliseetdevientlesièged’une
oscillationde grandeamplitudefixe à la fréquencetelle queArg 
KG � jω ����� π, c’est le
phénomènedepompage, quela théorielinéairenepeutexpliquer.

G(p)K
+ s

-

e ε

Cecipeutêtreexpliquéenintroduisantdansle mod̀elelinéaireunorganenonlinéaire
detypesaturation,conduisant̀atracerun lieu critiqueéquivalentàceluidela figure5.11.
En traçantle lieu de transfertde l’ élémentlinéaire,il y auraintersectionentreles deux
courbespour unevaleurde K � Kl im, soit en appliquantle critèrede Loeb, uneauto-
oscillationstable.Le syst̀emetend,entoutescirconstancesversuneauto-oscillationsta-
ble.L’amplitudedecetteauto-oscillationestfixe,totalementdétermińeeparl’intersection
entrele lieu de transfertet le lieu critique(figure 5.19).Elle diffèreainsi d’uneoscilla-
tion libre d’un syst̀emelinéairejusteoscillant,extrêmementsensibleaux variationsde
param̀etres.
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-1/K

-1/K lim

L(jw)

Im[.]

Re[.]

Figure5.19: Ph́enom̀enedepompage
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AnnexeA

Recueild’exercices

Exercice1
Soit le syst̀emeasservinon linéairedonńe par la figure1.1 avec L � p ��� 1

p � p� 1��� p� 2� et

w � ε3.

+ s

-
N.L. L(p)

e ε w

Figure1.1:

1- Calculerla fonctiondetransfertgéńeraliśeeassocíeeà l’ élémentnonlinéaire.

2- Déterminerl’existenced’un ou plusieurscycles limites pour ce syst̀emeasservi.
Dansl’affirmative, déterminerla stabilit́e, la fréquenceet l’amplitude descycles
limites.On utiliserala méthodealgébriqueet la méthodegraphique.

Nota: sin4 � ωt ��� 3
8 � 1

2cos� ωt ��� 1
8cos� 4ωt � .

101
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Exer� cice2
Soit l’ élémentlinéaireparmorceauxdontla caract́eristiqueestdonńeeparla figure1.2.

xd
-d

f(x)

Figure1.2:

1- Calculerla fonctiondetransfertgéńeraliśeeassocíeeàcet élémentnonlinéaire.

2- Onassociecet élémentnonlinéaireàun élémentlinéairedu premierordredecon-
stantede tempsT avecuneintégration.Etudierl’existenceet la stabilit́e desauto-
oscillations,(cycleslimites), du syst̀emeasservìa retourunitairerésultant,(méth-
odeanalytiqueougraphique).

Nota: sin2 � a ��� 1 � cos� 2a�
2 .

Exercice3
Onconsid̀ereun élémentnonlinéairedontla caract́eristiqueentŕee-sortieestdéfiniepar:

y � b1x � b3x3 � b5x5 � b7x7 � �!�!�
où x estl’entréedetypesinusöıdaledel’ élémentnonlinéaireet y sasortie.Montrerque
la fonctiondetransfertgéńeraliśeedecettenonlinéarit́epeutêtredonńeepar:

N � b1 � 3
4

b3X2 � 5
8

X4 � 35
64

b7X6 � �!�!�
où X estl’amplitudedel’entréesinusöıdalex � Xsin� ωt � .
Exercice4
Soitun asservissementidentiqueàcelui del’exercice1 où la fonctiondetransfert:

L � p�"� K
p � 1 � 0 # 1p �!� 1 � 0 # 002p �

et la non linéarit́e estunesaturationintervenanten $ 20. Déterminerle plus grandK �
Kmaxpréservantla stabilit́edusyst̀eme.Si K � 2Kmax, trouver l’amplitudeet la fréquence
desauto-oscillations.
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Exercice5
Onconsid̀eretoujoursle mêmetyped’asservissement,(exercice1), aveccettefois:

L � p �"� � p � 20� 2
p � 1 � p �%� 2 � p �%� p � 3 �

et l’ élémentnonlinéaireestdonńeparle sch́ema1.3:

xd
-d

Pente m1

f(x)

Figure1.3:

Etudierl’existencedecycleslimitespouruntel asservissement.S’il enexiste,ondonnera
leurscaract́eristiquesrespectives.

Exercice6
Onconsid̀erelessyst̀emesnonlinéairesdécritsparleséquationsd’étatsuivantes:

a � ẋ1 � x2 � x1 � x2
1 � x2

2 � 1� ẋ2 � � x1 � x2 � x2
1 � x2

2 � 1�
b � ẋ1 � x2 � x1 � x2

1 � x2
2 � 1� ẋ2 � � x1 � x2 � x2

1 � x2
2 � 1�

c � ẋ1 � x2 � x1 � x2
1 � x2

2 � 1 � 2 ẋ2 � � x1 � x2 � x2
1 � x2

2 � 1 � 2
En utilisant les coordonńeespolaires,déterminerl’existencede cycles limites pour ces
troissyst̀emesainsiqueleurnaturedansl’affirmative.

Exercice7
Tracerle portraitdephasedessyst̀emessuivantsenutilisantla méthodedesisoclines:

a � θ̈ � θ̇ � 0 # 5θ � 0

b � θ̈ � θ̇ � 0 # 5θ � 1

c � θ̈ � θ̇2 � 0 # 5θ � 0

Exercice8
Consid́ererle syst̀emenonlinéairedonńepar:&''( '') ẋ � y � x � x2 � y2 � 1 � sin * 1

x2 � y2 � 1 +
ẏ � � x � y � x2 � y2 � 1 � sin * 1

x2 � y2 � 1 +
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Sans, résoudreles équationsexplicitement,montrerquele syst̀emea un nombreinfini de
cycleslimites.Déterminerla stabilit́e decescycleslimites.On utiliseralescoordonńees
polaires.

Exercice9
Soit le syst̀emeprésent́eà la figure1.4.Tracerle portraitdephasedecesyst̀emeetdéter-
minerla stabilit́edusyst̀eme.

p 2

-

0 1p+a
+M

-M

Figure1.4:

Exercice10
Onconsid̀erel’asservissementet la fonctionnonlinéairerepŕesent́esà la figure1.5.

+M

-M
p 2

-

0

+1
kx s

Figure1.5:

1- Donnerleséquationsdela trajectoire.

2- Tracerles trajectoiresdansle plan de phasepour les conditionsinitiales x1 � 0 �-�
1 . x2 � 0 ��� 0 etkM � 1.

3- Donnerl’amplitudeet la périodedesoscillations.

4- Etudedu régimeglissantet optimal.On rajouteunecontre-ŕeactiontachyḿetrique
degainT.

41- Donnerl’ équationdesdroitesdecommutation.

42- Quelleestla valeurdeT pourêtreenrégimeglissant?

43- Quelleestla valeurdeT pourêtreenrégimeoptimal?

Exercice11
Les équationsdynamiquesnon linéairesd’un manipulateur̀a joints flexiblessansamor-
tissementsontdonńeespar:&( ) I q̈1 � MgLsin� q1 �/� k � q1 � q2 �"� 0

Jq̈2 � k � q1 � q2 �"� u
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où q1 . q2 sontdespositionsangulaires,I . J sontdesmomentsd’inertie, k estunecon-
stanted’élasticit́e,M estla massetotale,L estunedistance,et u estun coupled’entrée.
Choisirlesvariablesd’étatpourcesyst̀emeet écrireleséquationsd’état.

Exercice12
Un géńerateursynchroneconnect́e àunbusinfini peutêtrerepŕesent́epar:&( ) Mδ̈ � P � Dδ̇ � η1Eqsin� δ �

τĖq � � η2Eq � η3cos� δ �/� EFD

où δ estunangleenradians,Eq estunetension,P estunepuissancemécaniqued’entrée,
EFD estun champélectriqued’entrée,D estun coefficient d’amortissement,M est un
coefficientd’inertie,τ uneconstantedetempsetη1 . η2 . η3 sontdesparam̀etresconstants.

1- En utilisantδ . δ̇ et Eq commevariablesd’état,donnerles équationsd’étatdu sys-
tème.

2- Soit P � 0 # 815. EFD � 1 # 22. η1 � 2 . η2 � 2 # 7 et η3 � 1 # 7. Donnerles points
d’équilibre.

3- Ensupposantqueτ estrelativementgrandtel queĖq 0 0. Donnerle mod̀eleréduit
assocíe.Conclusions.

Exercice13
Pourtous les syst̀emessuivants,trouver les pointsd’équilibreet déterminerle type de
chaquepointd’équilibre.

1- &'( ') ẋ1 � x2

ẋ2 � � x1 � x3
1
6 � x2

2- &( ) ẋ1 � � x1 � x2

ẋ2 � 0 # 1x1 � 2x2 � x2
1 � 0 # 1x3

1

3- &'( ') ẋ1 �1� 1 � x1 � x1 � 2x1x2
1� x1

ẋ2 � * 1 � x2
1� x1 + x2
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4- &( ) ẋ1 � x2

ẋ2 � � x1 �32 1 � 2x2
2 � 3x2

1 4 x2

Exercice14
Trouver touslespointsd’équilibredusyst̀eme:&( ) ẋ1 � ax1 � x1x2

ẋ2 � bx2
1 � cx2

pour toutesles valeursréellespositivesdea . b . c et déterminerle typedechaquepoint
d’équilibre.

Exercice15
Onconsid̀erel’asservissementdela figure1.6.

+5

+5-10

-10
p 2

1

-

0 x s

F(x)

Figure1.6:

1- Onsupposequey � x:

11- Donnerla natureet la positiondespointssinguliers.

12- Tracerlestrajectoiresdansle plandephasepourx1 � � 20. x2 � 0.

13- Endéduirel’amplitudeet la périodedesoscillations.

2- Onconsid̀eremaintenantqueF � x� estla fonctionnonlinéairerepŕesent́eeci-dessus.

21- Donnerla natureet la positiondespointssinguliers.

22- Tracerlestrajectoiresdansle plandephasepourx1 � � 20. x2 � 0.

23- Endéduirel’amplitudeet la périodedesoscillations.

3- Onconservela fonctionnonlinéaireetonrajouteunecontre-ŕeactiontachyḿetrique
degainT � 0 # 33.

31- Quelleestle rôledela contre-ŕeactiontachyḿetrique.
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32- Donnerla natureet la positiondespointssinguliers.

33- Tracerlestrajectoiresdansle plandephase.

Exercice16
Consid́ererle syst̀eme: &( ) ẋ1 � � x1 � x2

2

ẋ2 � � x2

L’origine est-elleasymptotiquementstable? Est-elleglobalementasymptotiquementsta-
ble?

Exercice17
Etudierla stabilit́edel’origine dusyst̀eme:&( ) ẋ1 �5� x1 � x2 �!� x2

1 � x2
2 � 1�

ẋ2 �5� x1 � x2 �!� x2
1 � x2

2 � 1�
enutilisantla fonctioncandidatedeLyapunov:

V � x��� ax2
1 � bx2

2

Exercice18
Etudierla stabilit́edel’origine dusyst̀eme:&( ) ẋ1 � � x1 � x2

ẋ2 � x1 � x3
2

Exercice19
Etudierla stabilit́edel’origine dusyst̀eme:&( ) ẋ1 � x1 � k2 � x2

1 � x2
2 �/� x2 � x2

1 � x2
2 � k2 �

ẋ2 � � x1 � x2
1 � x2

2 � k2 � � x2 � x2
1 � x2

2 � k2 �
enutilisantla fonctioncandidatedeLyapunov:

V � x��� x2
1 � x2

2

quand� a � k � 0 et � b� k 6� 0.

Exercice20
Consid́ererle syst̀emedusecondordre:&'( ') ẋ1 � � 6x1

u2 � 2x2

ẋ2 � � 2 � x1 � x2 �
u2
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où7 u � 1 � x2
1. Enutilisantla fonctioncandidatedeLyapunov:

V � x��� x2
1

1 � x2
1

� x2
2

montrerqueV � x �98 0 etV̇ � x��: 0 pourtoutx ; R2.

Exercice21
Consid́ererle syst̀eme: &''''( '''') ẋ1 � � x1 � g � x3 �

ẋ2 � � g � x3 �
ẋ3 � � ax1 � bx2 � cg� x3 �

où a . b etc sontdesconstantespositivesetg �<#=� satisfait:

g � 0 ��� 0 et yg� y��8 0 .?> 0 :A@ y @B: k

pourtoutk 8 0.

1- Montrerquel’origine estun pointd’équilibreunique.

2- Avec

V � x��� a C 2x2
1 � bC 2x2

2 �ED 3

0
g � y � dy

commefonctioncandidatede Lyapunov, montrerquel’origine estasymptotique-
mentstable.

Exercice22
Consid́ererle syst̀eme: &''''( '''') ẋ1 � � x1 � 1

1� x3

ẋ2 � x1 � 2x2

ẋ3 � � 3x3 � x2

et montrerqu’il poss̀edeun point d’équilibreuniquedansla régionxi F 0 . i � 1 . 2 . 3 . et
étudierla stabilit́edecepointd’équilibreenutilisantla méthodedelinéarisation.

Exercice23
Consid́ererle syst̀eme: &( ) ẋ1 �5� x1x2 � 1� x3

1 � � x1x2 � 1 � x2
2 � x1

ẋ2 � � x2
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1- Montrerquel’origine estunpointd’équilibreunique.

2- Montrerparla méthodedelinéarisationquel’origine estasymptotiquementstable.

3- Est-ceunpointd’équilibreglobalementasymptotiquementstable?

Exercice24
Consid́ererle syst̀eme: &( ) ẋ1 � � x1 � x2

ẋ2 �5� x1 � x2 � sin� x1 � � 3x2

1- Montrerquel’origine estunpointd’équilibreunique.

2- Montrerparla méthodedelinéarisationquel’origine estasymptotiquementstable.

3- Est-ceunpointd’équilibreglobalementasymptotiquementstable?

Exercice25
Consid́ererle syst̀eme: &( ) ẋ1 � x2

ẋ2 � � x1 � x2 � � x1 � 2x2 �!� 1 � x2
2 �

En utilisant la fonction candidatede Lyapunov V � x �G� 5x2
1 � 2x1x2 � 2x2

2, montrerque
l’origine estasymptotiquementstable.

Exercice26
Pour les syst̀emesde fonction de transfertdonńeesci-dessous,́etudierle probl̀emede
stabilit́e absoluepourφ � y �-;H
 0 k� , enutilisantdanschaquecasle critèredePopov et le
critèredu cercle.

1- G � p �"� 1 � p� 1� p� 2
2- G � p �"� 1� 1� p��� p� 2�
3- G � p �"� p

p2 � p� 1
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