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Introduction

La robotique est née d’'un effort constant d’automatisation des taches répétitives es-
sentiellement dans le domaine industriel. La conception de mécanismes articulés dotés
d’une rapidité et d’une précision grandissante permirent d’augmenter considérablement
les performances. Cependant, ces machines nécessitent que 'environnement dans lequel
elles évoluent soit adapté aux tiches qu’elles effectuent.

Depuis une vingtaine d’années, ’ambition de cette discipline scientifique a évolué,
poussée par les progrés rapides des capacités de calcul des ordinateurs.

Aujourd’hui, 'objectif d'une partie de la recherche en robotique est de réaliser des
machines & grande autonomie, capables de travailler dans des environnements qui ne soient
pas congus pour elles. De telles machines doivent posséder des capacités de perception, de
raisonnement, de déplacement et d’action sur le monde qui les entoure.

Notre travail s’intéresse au calcul et & 'exécution des déplacements de deux systémes
particuliers. Tout deux sont constitués d’un robot mobile & roues tirant une remorque,
mais dans un cas ’attache de la remorque est située au-dessus de I’axe des roues motrices,
alors que dans 'autre, elle est située derriére le véhicule tracteur,

Les véhicules articulés ont suscité beaucoup d’intérét ces derniéres années. S'ils posent
des problémes plus difficiles & résoudre, ils offrent ’avantage d’une plus grande maniabilité
tant dans le domaine de la robotique d’intérieur que dans celui de la robotique d’explora-
tion oli des machines & multiples degrés de liberté sont récemment apparues et ont montré
leurs capacités de déplacement sur des terrains trés accidentés [24].

Objectif de notre travail

Calculer puis exécuter un mouvement entre deux positions données pour de tels sys-
témes, en présence d’obstacles n’est pas une tiche aisée,

Premigrement, la connaissance de I'environnement et de la position du robot n’est
jamais parfaite, en raison de I'imprécision des capteurs utilisés.

Si P'existence d’un plan de Penvironnement suffisamment précis pour en négliger les
erreurs moyennant un simple grossissement des obstacles n’est pas une hypotheése dérai-
sonnable, Fincertitude sur la position du robot pose un probléme plus difficile & résoudre.

En effet, si I'on considére un systéme aveugle calculant sa position par la donnée
de sa configuration de départ et par I'intégration des mesures de la vitesse instantanée
de ses roues, un raisonnement simple permet de constater qu’une erreur d’un degré sur
Porientation initiale se traduit par une erreur de 17 centimétres sur la position du centre du
robot a 10 métres. Si 'on ajoute 'imprécision des mesures de vitesses et de leur intégration,
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force est de constater qu’un systéme équipé de la sorte ne pourra travailler que dans un
espace et pendant une durée limités,

Deuxiémement, le probleme géométrique idéalisé, c’est-a-dire sous P’hypothése de par-
faite connaissance de la position du systéme et de la géométrie de I’environnement, reste
complexe. Il nécessite plusieurs étapes successives faisant chacune l'objet d’études dis-
tinctes dans la communauté scientifique. De plus, la difficulté du probléme est augmentée
par la nature des contraintes qui limitent le déplacement du systeme. En effet, les robots
mobiles que nous considérons sont équipés de roues soumises A des contraintes de roule-
ment sans glissement qui interdisent tout mouvement latéral. Ainsi, la mobilité de notre
systeme est diminuée. La dimension de ’espace des vitesses est inférieure & la dimensjon
de espace des positions accessibles. On dit que ce systéme est non holonome.

A notre connaissance, aucun travail de recherche jusqu’a ce jour, n’a résolu le pro-
bleme, de la planification de chemins & I'exécution, pour un systéme articulé soumis 2 des
contraintes non holonomes.

Dans notre travail, nous faisons I’hypothése de parfaite connaissance de environne-
ment et de la position du robot. L’organisation des chapitres de ce manuscrit correspond
a la chronologie des différentes étapes aboutissant a ’exécution du mouvement, que nous
introduisons bridvement A présent.

Un robot articulé non holonome et une carte de Penvironnement sur laquelle figurent
les obstacles étant donnés, on désire que ce systéme se rende de sa position initiale & une
position finale spécifiée par un opérateur.

La premiere étape consiste & construire un chemin sans collisions respectant les con-
traintes non holonomes du robot. 1l s’agit de la planification de chemins. La méthode que
nous avons choisie pour résoudre ce probléme découple les contraintes dues i la présence
des obstacles des contraintes cinématiques du robot. Pour ce faire, un premier chemin est
calculé, qui ne tient pas compte des contraintes cinématiques du robot. Ce chemin sert
ensuite de guide pour construire une trajectoire réalisable par notre systéme a I’aide d’un
planificateur ne tenant pas compte des obstacles. Un tel planificateur sera dorénavant
appelé un planificateur local. De plus, ce planificateur local doit vérifier une propriété
topologique pour assurer la complétude de la méthode. Nous proposons dans le deuxieme
chapitre un planificateur local pour un robot tirant n remorques, vérifiant cette propriété,
aprés avoir exposé plus en détails les éléments esquissés ici.

Le premier chapitre est quant i lui consacté au planificateur géométrigue, c’est-a-dire
ne tenant pas compte des contraintes cinématiques du robot. Des méthodes aléatoires sont
apparues au début des années 90. Leur rapidité et leur efficacité a relégué aux oubliettes les
anciens algorithmes, complets mais trés lents. L’étude des performances de ces nouveaux
algorithmes, plus constatées qu’expliquées a suscité quelques travaux. Nous proposons
pour notre part, un modele original caractérisant le planificatenr géométrique que nous
utilisons.

Outre des contraintes non holonomes, tout systéme réel comporte des limitations de
vitesses et d’accélérations. Il convient done de déterminer un paramétrage temporel du
chemin calculé par le planificateur, de sorte que ces derniéres contraintes soient respectées.
Cette étape recéle des difficultés tant algorithmiques que numériques qui feront I’objet du
troisiéme chapitre.

Enfin, le mouvement de référence étant établi, il reste & le suivre en corrigeant les
éventuelles dérives dues aux imperfections des actionneurs. Le quatrieme chapitre traite



du probléme de stabilisation de systémes non holonomes autour d’une trajectoire. Cette

problématique, issue de I'automatique a suscité de nombreux travaux depuis le début des
années 90,
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Chapitre I. Complexité en moyenne de la planification aléatoire de chemins

1.1 Introduction

Ce chapitre ainsi que le suivant sont consacrés 4 la planification de chemins. Afin de
définir précisément en quoj consiste ce domaine, il est préférable d’introduire quelques
notations et définitions.

{.1.1 Notations et définitions

On appelle robot un ensemble de solides reliés entre eux par des laisons mécaniques,
muni de capteurs lui permettant de se repérer dans son environnement et d’actionneurs fui
permettant de se déplacer ou de se déformer. Ces difTérents solides évoluent dans lespace
de travail, il s'agit en général du plan (R?) ou de I'espace (R3).

La position du robot dans son espace de travail, appelée configuration, peut-étre repré-
sentée par un vecteur de paramétres (gi, ..., ¢4). L'ensemble de ces positions, appelé espace
des configurations CS, a ainsi une structure de variété. Certaines parties de l'espace de
travail du robot sont occupées par des obstacles. On supposera toujours que Pensemble des
obstacles est un compact. On appelle espace des configurations libres CSiipre Vensemble
des configurations pour lesquelles l'intersection entre le robot et les obstacles est vide.

En plus des contraintes physiques imposant au systéme de rester dans CSiire, des
contraintes non holonomes s’appliquent aux vitesses du systéme.

La planification de chemins a pour but de concevoir des algorithmes permettant de
calculer automatiquement un chemin respectant les contraintes énoncées précédemment
entre deux configurations et dans un environnement donnés. Par extension, nous parle-
rons de planification de chemins non holonomes ou de planification de chemin holonomes
suivant que le probleme comportera des contraintes non holonomes ou pas.

I.1.2 La planification de chemins holonomes

Jusqu’au début des années 90, la planification de chemins était essentiellement un
probleme de géométrie algorithmique dans lequel les contraintes non holonomes n’avaient
pas encore trouvé leur place. Les principaux systémes étudiés étaient en effet des bras
manipulateurs. On s’intéressait alors au probleme du déménageur de piano, dans lequel
des déménageurs tentent de mener un piano & queue d’un point & un autre d’une piéce en
évitant les obstacles constitués par les autres meubles.

L'introduction du concept d’espace des configurations (31] a contribué A formaliser la
recherche d’un chemin en des termes géométriques. En effet, tout chemin holonome est
alors équivalent & une courbe continue dans CStibre, reliant les configurations initiales et
finales. L’essentiel des travaux a alors convergé vers la recherche d’algorithmes complets
et exacts. Le livre de Latombe [30] fournit & cet égard une bonne vision d’ensemble. Les
résultats d’une grande originalité algorithmique se révélérent cependant trés complexes et
peu efficaces dés que la dimension de ’espace des configurations atteignait quatre.

Le début des années 90 a alors vu apparaitre des méthodes aléatoires de planification de
chemins. La premiére, RPP (Random Path Planning) [3], construit un champ de potentiel
sur Pespace des configurations, dont 'unique minimum global est la configuration finale.
La recherche combine alors deux types de mouvements : la descente le long du gradient du
potentiel pour s’approcher du but, et des mouvements aléatoires pour sortir des éventuels
minima locaux,
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Une autre approche aléatoire est apparue peu aprés [23, 34], dont l'idée consiste a
construire une carte discréte de 'environnement en tirant aléatoirement des configurations
de CSyipre et en essayant de les joindre A I'aide d’un planificateur local trés sommaire mais
trés rapide. Un graphe est ainsi construit. Lorsqu’il est suffisamment dense, tout probleéme
de planification de chemins est réduit & la connexion des configurations initiales et finales
a ce graphe, puis & une recherche d’un chemin dans celui-ci. Cet algorithme est souvent
désigné par I'acronyme PPP (Probabilistic Path Planning).

Plus récemment encore, [1] a proposé une méthode également fondée sur la construc-
tion d’une carte discréte de I'environnement et déterministe dans sa description théorique.
L’¢élément de base de cette méthode est le chemin Manhattan. Il s’agit d’un chemin dé-
fini sur des intervalles successifs, sur lesquels seule une composante de la configuration
(g1, ---,g4) varie. Toute courbe continue de £8}isre est limite uniforme d’une suite de tels
chemins. L’algorithme construit donc un graphe constitué de balises reliées entre elles par
des chemins Manhattan. Une nouvelle configuration est ajoutée au graphe en maximisant
la distance & toutes les autres balises, des configurations accessibles par un chemin Man-
hattan sans collision. Dans la pratique, la longueur des chemins (nombres d’'intervalles sur
lesquels une composante varie} est limitée, si bien que ceux-ci peuvent étre représentés
par des vecteurs. D’autre part, la maximisation de la distance est réalisée par un algo-
rithme génétique, hautement aléatoire. Cette méthode est donc intermédiaire entre les
méthodes déterministes et les méthodes aléatoires. Les auteurs ont en outre proposé une
démonstration de la complétude de leur approche dans son cadre théorique.

Dans ces nouveaux algorithmes, 'introduction d’aléa fait disparaitre la notion de com-
plétude, au profit de complétude en probabilité: si une solution existe, la probabilité de
réussite de I'algorithme tend vers 1 lorsque le temps de calcul diverge. La pratique a mon-
tré l'étonnante efficacité de ces méthodes. Des travaux ont alors tenté d’expliquer leurs
performances. Aprés avoir présenté les plus significatifs d’entre eux, surtout consacrés &
la. méthode PPP, nous proposerons une modélisation de RPP fondée sur les chaines de
Markov et les mouvements browniens afin d’essayer de comprendre Defficacité de cette
méthode.

Evaluation des performances des algorithmes aléatoires

Si la complétude en probabilité n’est en général pas trés difficile 3 établir, une modé-
lisation efficace permettant d’expliquer les performances des planificateurs aléatoires est
beaucoup plus difficile & mettre sur pieds. [5] propose quelques résultats pour le cas de
PPP, sous I'hypothése que 'espace visible, ¢’est-a-dire accessible avec le planificateur lo-
cal, de chaque point a un volume minoré par une constante. Un graphe est dit adéquat
si la réunion des ensembles de visibilité de ses sommets couvre une portion suffisante de
CS8lisre- Avec ces définitions, les auteurs proposent une borne inférieure de la probabilité
que le graphe soit adéquat s'il comporte un nombre suffisant de sommets. Il faut noter
cependant, que si un graphe adéquat voit une grande partie de Pespace, sa capacité i
fournir un chemin entre deux configurations dépend aussi de sa connexité.

Dans le méme article, la donnée d'un chemin reliant deux points et de la distance de
ce chemin aux obstacles, permet d’évaluer une borne supérieure du nombre de points &
tirer aléatoirement en fonction de la probabilité de réussite voulue pour connecter ces deux
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points. Le planificateur local utilisé ici consiste a tracer le segment de droite! entre les deux
configurations. Ce résultat est un peu plus intéressant que le précédent, dans la mesure
ou il est relatif & la probabilité de réussite d’un probleme. La borne supérieure proposée
est cependant quelque peu surdimensionnée. En effet, la démonstration consiste 4 paver le
chemin par des boules de rayon inférieur 4 la distance minimale aux obstacles et 3 minorer
la probabilité que chacune de ces boules contienne un sommet aléatoire du graphe. Le’
résultat dépend bien siir du chemin donné en entrée et néglige toutes les possibilités de
connecter les configurations extrémes en passant par un autre chemin.

[49] reprend le résultat précédent en considérant un chemin en forme de ligne brisée
dans I'espace des configurations. Cette astuce permet de diminuer considérablement la
borne supérieure du nombre de sommets aléatoires & tirer. Au lieu de paver un chemin
quelconque comme précédemment, il suffit de considérer uniquement les boules centrées
sur les extrémités des segments de la ligne brisée. L'existence d’un chemin est alors assurée
si chacune de ces boules contient un sommet du graphe. Cet événement aléatoire moins
contraint a une probabilité plus élevée.

1.1.3 La planification de chemins non holonomes

Parmi les nombreuses différences existant entre un robot mobile et un piano A queue, il
en est une qui nous intéresse plus particuliérement. Le piano i queue est généralement muni
de roulettes orientables qui facilitent le déplacement sur un sol plat de "instrument sans
limiter ses possibilités de mouvement. Le robot mobile quant & lui est équipé de deux roues
motrices tournant autour d’un axe fixe, et empéchant tout déplacement latéral. L’espace
des vitesses accessibles a une dimension inférieure A celle de 'espace des configurations.

L’algorithme que nous avons utilisé pour calculer des trajectoires réalisables par notre
robot mobile comprend deux étapes que nous présentons maintenant.

Approximation d’un chemin holonome par des chemins non holonomes
p

Notre méthode de planification de chemins découple les contraintes dues aux obs-
tacles des contraintes non holonomes. Le principe consiste a travailler en deux étapes:
d’abord, on construit un chemin holonome entre les configurations initiales et finales en
utilisant I'un des algorithmes présentés précédemment. La suite de l'opération se résume
a la construction d'une séquence de chemins faisables, convergeant uniformément vers le
chemin holonome. Chacun d’eux vérifie les contraintes non holonomes et relie les configu-
rations initiales et finales. Dans cette deuxiéme phase, les obstacles sont négligés. On se
contente simplement de tester la collision des éléments de la suite et de s’arréter des que
I'un d’eux est solution,

La construction de la suite obéit & une procédure récursive et fait appel a un pla-
nificateur local. Un premier essai consiste 3 joindre les configurations initiales et finales
directement. Si le chemin produit par le planificateur local est sans collisions, le probleme
est résolu. Sinon, une configuration intermédiaire est choisie sur le chemin holonome. Le
planificateur local est alors appelé entre la configuration initiale et la configuration inter-
médiaire puis entre les configurations intermédiaire et finale. Cette procédure est répétée
sur chacune des parties en collision.

1. Les notions de segments de drcite et. de boules sont conditionnées par la donnée d’une carte globale
a P'espace des configurations. CS est alors confondu avec RY.
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La convergeuce uniforme de la suite ainsi construite, vers le chemin holonome initial
est assurée sous réserve que le planificateur local vérifie une propriété topologique qui sera
détaillée dans le deuxiéme chapitre.

Ce schéma de séparation des contraintes a été appliqué pour la premiere fois au cas de
la voiture {29]. Le planificateur local utilisé était celui produisant les chemins de longueur
optimale. De ce fait, la convergence de la suite de chemins faisables allait de soi.

Pour mener a bien la premiére étape de notre algorithme, nous avons opté pour ’al-
gorithme RPP. Apres avoir décrit les principales composantes de cet algorithme aléatoire,
nous en proposons une modélisation permettant de caractériser la loi du temps de cal-
cul. Ces résultats sont ensuite illustrés par un exemple sur lequel les calculs sont menés
jusqu’au bout.

1.2 Description de I'algorithme RPP

L’algorithme RPP (Random Path Planning) {3] est un planificateur de chemins pour
systémes holonomes. 1l est essentiellement fondé sur une fonction de potentiel attirant le
robot vers sa position finale. I’existence inévitable de minima locaux de cette fonction, im-
pose le recours a des mouvements aléatoires pour sortir de leur bassin d’attraction. Cette
méthode présente quelques analogies avec celle du recuit simulé. Toutes deux utilisent, des
mouvements aléatoires. Cependant, cette derniére combine simultanément la fonction de
potentiel et le mouvement aléatoire, contrairement & RPP qui les fait se succéder.

Un des avantages de RPP réside dans le fait qu’il utilise I'espace de travail pour
construaire des objets dans I'espace des configurations. C’est le cas de la fonction de po-
tentiel sur I'espace des configurations. En effet, étant donnés p points de cantréle sur le
robot, on associe & chacun d’eux une fonction de potentiel attractif vers sa position finale
dans l'espace de travail. Cette fonction de potentiel est construite par discrétisation de
I'espace de travail et ne comporte aucun minimum local autre que la position finale du
point de contréle. Le potentiel u sur P'espace des configurations est alors défini par une
combinaison des potentiels ponctuels des points de contréle. Malheureusement, ce poten-
tiel est susceptible de comporter des minima locaux.

La recherche d’un chemin consiste alors en la succession de deux procédures.

.2.1 La descente du gradient

Cette procédure consiste & se déplacer dans une grille de discrétisation de Iespace des
configurations en sautant d’un point vers son voisin de plus bas potentiel. Lorsque le pas
de discrétisation tend vers 0, cela revient & construire la courbe intégrale du gradient du
champ de potentiel. Sous I’hypothése que I'espace des configurations libres est compact ot
que le potentiel est de classe C', toute courbe intégrale du champ de vecteur —Vu tend
vers un point critique: Vu = 0. Si on suppose que ces points critiques sont en nombre fini,
ils définissent une partition de I’espace en zones d’attraction, relatives chacune 3 un point
critique. Notons alors ¢q, ¢z,..., ¢, les minima locaux, c’est-a-dire les points critiques dont
la zone d’attraction a un volume non nul. Les domainés ainsi définis seront notés By,

E..
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.2.2 Le mouverment aléatoire

Appelée pour sortir d’un éventuel minimum local, cette procédure consiste simple-
ment a sauter aléatoirement successivement d’un point 3 Iun de ses voisins de maniére
uniformément distribuée. Le nombre de sauts est, lui aussi, aléatoire. Lorsque le pas de
discrétisation tend vers 0, ce mouvement aléatoire se comporte comme un mouvement
brownien.

Mouvement brownien et processus de diffusion

Un mouvement brownien dans R est un processus aléatoire. (Vest-3-dire que chaque
événement élémentaire w € € est une fonction w(t) de Ry dans R. C'est un processus
gaussien dans le sens que, pour tout ¢ € Ry, la variable aléatoire réelle w(t) est gaussienne
centrée de variance ¢. De plus, E(w(s)w(t)) = min(s,t) pour tous réels positifs t et 5. On
appelle mouvement brownien dans R la valeur absolue d’un mouvement brownien dans
R.

Un mouvement brownien dans R? est un vecteur de R? dont les composantes sont
des mouvements browniens de R indépendants. La densité de probabilité engendrée 3 un
instant ¢ par un tel processus est gaussienne : p(z, ) = (2mt)—4/2 exp(—||z||*/2¢).

En présence d’obstacles, les mouvements aléatoires discrets engendrés par notre algo-
rithme tendent vers des processus de diffusion. La densité de probabilité associée vérifie
Péquation aux dérivées partielles suivante :

d 1

=p(z,t) — zAp(z,t) =0 I.1

5P 1) = 54p(e, 1) (L1)

on A représente le Laplacien : 5%25 + 3%27 + .+ '8%?7’ avec comme condition aux limites, sur
1 2 d

la frontiére des obstacles:

Vp(z,t).n(z) =0 (1.2)

ol n est le vecteur normal 3 la frontiére de ’obstacle dans ’espace des configurations.

H est aisé de vérifier que la densité de probabilité engendrée par le mouvement brownien
vérifie 'équation aux dérivées partielles ( 1.1).

Les équations précédentes régissent la. diffusion de la chaleur dans un milieu homogéne.
Les obstacles représentent des parties parfaitement isolées. Lorsque ¢ tend vers I'infini, la
densité devient uniforme.

1.3 Etude de la complexité

Remarquons que RPP ne peut pas décider si une solution existe ou non. Si les confi-
gurations & relier sont dans des composantes connexes différentes de I'espace des configu-
rations libres, il bouclera indéfiniment. En pratique, on Parréte aprés un certain nombre
de mouvements aléatoires sans succés.

Dans la suite, nous supposerons que CS;sp. €st connexe, quitte & se restreindre & ’une
de ses composantes connexes. Le nombre N de mouvements aléatoires produits par RPP
est une variable aléatoire du probléeme. Elle détermine de fagon significative le temps de
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recherche. En effet, le nombre de mouvements de gradient est & un prés égal au nombre de
mouvements aléatoires. Le temps de descente de gradient est borné du fait de la compacité
de CSiipre. Ainsi, le temps de calcul de RPP est globalement proportionnel & N,
Barraquand et Latombe ont montré par un argument tres simple que RPP est complet
en probabilité [3]. Dans la section suivante, nous proposons une autre démonstration de
ce résultat, aprés avoir construit une modélisation caractérisant le fonctionnement de cet

algorithme. De plus, nous montrons que I'espérance du nombre de mouvements aléatoires
est finie,

1.3.1 Modélisation de RPP : chaines de Markov

D’apres notre modéle de RPP, lorsque la recherche aboutit & un minimum local ¢, un
mouvement aléatoire est produit. Ce mouvement est indépendant du passé de la recherche.
La densité de probabilité qu’il engendre sur €Sy, ne dépend que du point de départ ¢; de
ce mouvement, Ainsi, nous notons p;; la probabilité que le mouvement aléatoire partant
de ¢; se termine dans le domaine E;. Si cet événement se réalise, le mouvement de gradient
menera au minimum g¢; & la prochaine étape. Ainsi, la suite aléatoire des minima, locaux
visités lors de la recherche (X*,k € N) est une chaine de Markov homogene dont ’espace
d’états est I'ensemble des minima locaux de la fonction de potentiel.

Par commodité, nous supposons que la configuration but est gi. Larsque ce but est
atteint, ia recherche s’arréte. Pour cette raison, nous posons :

pll = 1, Vi S {21 "'1”}’1’11: = O

1.3.2 Les probabilités de transition

Comme nous ’avons vu précédemment, pour tout réel positif £, il est possible d’associer
au mouvement aléatoire issu de g¢; une densité de probabilité pi(g,t) sur CSpipre. Ainsi, la
probabilité que le mouvement aléatoire issu de g; soit dans le domaine E; au bout d’un
temps t est donnée par l'intégrale suivante :

pii(t) = / pile,t)dz.

7

Cependant, la durée T du mouvement aléatoire est elle-méme aléatoire. Si I(t) repré-
sente la densité de probabilité de cette durée, alors la probabilité de transition de ¢; vers
g; est donnée par l'intégrale suivante

pis = E(pij (T)|T) = /R Qi) dt

+

pour ¢ # 1.
Comme les zones d’attraction réalisent une partition de CSyipre, & un domaine de mesure
nulle prés, nous avons bien E?=1 pij = 1. La matrice de transition de la chaine de Markov

est donc la suivante :
1 0...01Y.
M=, "5")
LI
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avec

P22 .. P2
pr= (Pzn---;?m)T et Q= :

Pn2 -+ Pnn

1.3.3  Loi de probabilité et espérance de N

Dans la suite, v{ = (0 vy = (0,...,0,1,0, ..., 0) désigne le vecteur de R™ dans lequel le
1 se trouve & la ¢-&me position. Le vecteur v/7 € R"™! est défini pour i < 2 et est obtenu
en enlevant le premier 0 de v;.

Nous nous intéressons maintenant a la loi de probabilité du nombre de mouvements
aléatoires nécessaires pour atteindre le but g;. Cette variable aléatoire est définie par:

N =min{k € N, X* = ¢ }.

La loi de N dépend bien évidernment de la position de la configuration initiale. Nous
exprimons donc dans la suite la loi conditionnelle sachant que gi,; € E;, c’est-a-dire
sachant que X© = ¢;. 7 est différent de 1. Sinon, N = 0 & coup siir.

Théoréme 1.1

P(N =k X°=g) = vf Q¥ 'p; et E(N|X° = q) = /T (] - @)'(11...1)7

Démonstration: La loi de N s’exprime trés facilement en fonction des coefficients de la
matrice M. 1l suffit pour cela de constater que les deux événements suivant sont équiva-
lents

{N =k} et {X* = q1, Xpu1 # @1}
En effet, d’aprés la définition de la chaine de Markov (X%, k € N), si I'état atteint q; & un
temps ¢, il y reste a tous les instants postérieurs. Ainsi,

P(N=klX=gq) = P(XF=gqret X* 1 #£q|X°=g)

T
= Y PXF=q|X* = g)P(X*F ' = g X0 = ¢,)
=2

e

= Y pu(vf M1y
1=2

= v Q* 'y,

L’espérance de IV est égale a la somme de la série 3 kP(N = k). La question qui se
pose immédiatement est alors: cette série & termes positifs converge-t-elle?

Pour montrer que la réponse est positive, nous avons besoin d’une norme sur les ma-
trices carrées d’ordre n — 1:

|Al = sup |uAl,

[1l1=1

ol |uly = 30 |u| pour tout vecteur u = (u, ety
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Cette norme vérifie pour tout couple de matrice (A, B), |AB| < |.4]|8]. D’autre part,
comme nous avons fait I'hypothése de connexité de CSypre, une des propriétés du mouve-
ment brownien permet d’affirmer que la probabilité du mouvement aléatoire de s’arréter
dans n'importe quelle partie de 8y, de mesure non nulle est non nulle. I en résulte
que toutes les probabilités de transition p;; sont strictement positives pour tout 7, j tels
que 2< i <netl<j<n Cea implique immédiatement que la somme des coefficients
de chaque ligne de la matrice Q est strictement inférieure & 1. Il n’en faut pas plus pour

conclure que |Q| < 1 et que l'espérance du nombre de mouvements aléatoires est finie.
Ainst,

SRk = YuTa

k=1 k=1

T

= 9
= 1]

L’égalité précédente montre que la probabilité d’échec de I’algorithme RPP tend vers
0 lorsque le nombre maximal de mouvements aléatoires tend vers Uinfini,

Maintenant que nous avons montré que l'espérance du nombre de mouvements aléa-
toires était finie, il nous reste & la calculer:

gk

E(N) = EP(N = k) (1.3)
k=1

= 3 vTkQ* 'y, (1.4)
k=1

= v'?(I - Q) ?py (1.5)

= V(-9 (11---1DT o (1.6)

Les raisonnements précédents montrent que la complexité de 'algorithme RPP s’ex-
prime facilement en fonction des probabilités de transition d’une zone d’attraction i
I'autre. La principale difficulté réside cependant dans le calcul de ces probabilités de tran-
sition. Elles résultent en effet de I'intégration des équations de diffusion dont les solutions
ne sont connues que dans des cas d’école trés simples. Le calcul des probabilités de tran-
sition nécessite en outre de mettre en évidence les différents minima. locaux ainsi que les
zones d’attraction qui leur sont attachées. Cela nécessite de calculer exactement la forme
de CSripre, opération coliteuse et compliquée.

Pour illustrer ces différentes étapes, nous proposons un exemple trés simple. 11 s’agit
d’un carré se déplagant dans un couloir.
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'\ 0

F1G. L1 ~ Configurations initiale et finale dans leur environnement

1.4 Exemple d’application

Dans cette section, nous considérons le mouvement d’un carré dans un couloir. L’espace
des configurations de ce systéme est R2x S, Une configuration de cet ensemble sera repérée
par les coordonnées du centre a du carré (z,,¥,) et par l'orientation & d’un de ses cotés.
L’espace de travail W est constitué d’un demi-plan libre sur lequel débouche un couloir.
La largeur du couloir L est supposée trés légarement supérieure au ¢6té du carré /, si bien
que les mouvements de rotation et de translation latérale de celui-ci dans le couloir sont
trés limités (Figure 1.1). La configuration finale (0, 0,0) se trouve au fond du couloir.

Cet exemple n’est qu’un cas particulier certes, mais il est représentatif de fréquents cas
de figures qui apparaissent lors de la recherche dun chemin géométrique, ol I’ensemble
robot-remorque s’engage dans un couloir avec la mauvaise orientation. Le champ de po-
tentiel attire I’ensemble au fond du couloir. Un mouvement aléatoire est alors nécessaire
pour ’en sortir.

1.4.1 Le champ de potentiel sur CS;;,.

La construction du champ de potentiel sur I'espace des configurations requiert deux
champs de potentiel u.{z,y) et u;{z,y) dans P'espace de travail, relatifs chacun 3 un point
de contrdle du carré. Le premier de ces points est Ie centre a, le second, noté b se trouve
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sur le milieu d’un des cotés du carré.

It

uq (2, ) lz| + |yl (L.7)

i
2= 5141yl (18)

up(z, y)

Ces deux fonctions correspondent chacune & un potentiel dans Iespace de travail attractif
vers la position finale du point de contrdle dans la configuration finale. Elles ne comportent
pas d’autre minimum local.

Nous définissons maintenant la fonction de potentiel dans I'espace des configurations
par:

u(g) = ua(a(g)) + us (b(q),

olt a(g) € W et b(g) € W représentent les positions respectives des points de contréle a et
b dans I’espace de travail lorsque le systéme est dans la configuration q.

Il existe de nombreuses fagons de combiner les fonctions u, et uy pour construire un
potentiel dans I'espace des configurations libres, attractif vers le but. Les concepteurs
de Palgorithme RPP en proposent eux-mémes un certain nombre. Elles ont toutes en
commun que la solution obtenue dans notre cas comporte trois minima locaux autres
que le but, correspondant aux mauvaises orientations du carré dans le couloir. CVest 13
I'un des inconvénients de RPP: il n’existe pas A ce jour de méthode générale permettant
de combiner des potentiels ponctuels sans minimum local pour obtenir un potentiel sans
minimum local sur I'espace des configurations libres.

Dans notre cas, les minima locaux de u sont g; = (0,0,7/2), g3 = (0,0, 7) et g3 =
(0,0,37/2), alors que le minimum global est la configuration finale.

Dans un souci de clarté, nous confondrons dans la suite I'espace des configurations R?x
S! avec R3. Cette confusion n’altére en rien la cohérence du raisonnement. Les domaines
d’attraction relatifs au minima locaux sont alors délimités par des plans d’équation # = /4
modulo 7 /2. Ainsi, le patentiel attire le carré au fond du couloir dans Iorientation la plus
proche de son orientation initiale :

Ej={(z,y,9) € CSpisc|0 € I}}

avec Ij = Uken[(2j ~ 3)§ + 2km, (25 — 1) T + 2kn].
La figure 1.2 page suivante représente la frontidre de I’espace des configurations libres.

Les quatre tiges correspondent aux orientations du carré 'autorisant & pénétrer dans le
couloir,

1.4.2 Les probabilités de transition

Approximation de Vespace des configurations libres

Il nous reste & présent & calculer les probabilités de transition p;;{t) d’un minimum
local g; vers le domaine E; & I'issue d’un mouvement brownien de durée t. Comme nous en
avons précédemment fait la remarque, il nous est impossible d’intégrer exactement I’équa-
tion de diffusion dans I’espace des configurations libres. Cependant, au prix de quelques

approximations, nous allons proposer une bonne estimation de ces probabilités de transi-
tion.
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F1G. L2 — Espace des configurations

Dans la mesure ot la longueur du c6té du carré est trés peu inférieure 3 la largeur
du couloir, I'espace des configurations peut étre représenté par le demi-espace y > h sur
lequel débouche quatre tiges de section négligeable et de longueur h, communicant avec
le demi-espace aux points §; = (0,4,0), o = (0,~,7/2), G2 = (0,h,T) et §3 = (0,h,37/2)
(Figure 1.3 page suivante). Par extension, ces tiges seront appelées couloirs dans I’espace de
configuration. Le processus de diffusion décrivant le mouvement aléatoire dans cet espace
correspond alors & un mouvement brownien le long du couloir, et débouchant dans le
demi-espace.,

Le segment de droite et le demi-espace font partie des rares environnement sur les-
quels on sache exprimer la densité de probabilité relative & un mouvement brownien. La

connexion entre les deux nécessite cependant quelques calculs qui sont présentés dans la
suite,

L'équation de diffusion

Pour définir correctement notre mouvement aléatoire, nous utiliserons le formalisme
usuel de la théorie des probabilités. Mais avant, nous en rappelons briévement les principes
fondamentaux.

Tout phénomeéne aléatoire est représenté par un triplet: (@2, A,P) o Q est Iespace
de probabilité, c’est-a-dire, ’ensemble des événements élémentaires possibles. Dans notre
cas, il s’agit de I'ensemble des fonctions continues & variable réelle et & valeur dans CSe.
A est une tribu sur Pensemble €2, c’est-a-dire une sous-classe des parties de €2 stable pat
intersection réunion et complémentaire, contenant € et 'ensemble vide. P enfin, est une
fonction réelle positive sur A, appelée probabilité, et vérifiant :

PQ)=1

Pour tout élément A de A, P(A) représente la probabilité que le tirage aléatoire ap-
partienne & A. Nous ne donnons pas de précisions sur la forme de la tribu A. Celle-ci
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FiG. 1.3 - Domaines d’attraction des minima locauz

est cependant assez dense pour contenir les événements qui interviendront dans notre
raisonnement. Le lecteur désirant plus de précisions pourra se reporter & [21].

Un événement élémentaire w € Q étant donné, nous noterons Xi(t,w) = w(t) la valeur
de la fonction aléatoire au temps t. Ainsi, si notre mouvement brownien part de ¢; =
(0,0, 8;), laloi de X;(0,w) est concentrée en g;. Ensuite, la position aléatoire du mouvement
diffuse, faisant décroitre la probabilité de présence dans le couloir et croitre d’autant la
probabilité de présence dans le demi-espace. En effet, la section négligeable du couloir nous
permet de faire ’hypothése que le mouvement aléatoire en étant sorti, a une probabilité
négligeable d’y entrer & nouveau. A fortiori, il est tout aussi improbable qu’il entre dans
'un des autres couloirs.

Cette hypothése nous permet de décomposer notre mouvement aléatoire en deux mou-
vements aléatoires plus classiques, ’'un dans le couloir (segment de droite) et autre dans

le demi-espace. La jonction entre les deux est alors définie par le fluz de probabilité sortant
du couloir.

Notations: Nous introduisons & présent deux mouvements browniens :
~ Bi{t,w) dans R,
= Bg(t,W) dans R x R+ X R,

indépendants ’un de I'autre. Nous considérons également le temps aléatoire suivant :
ofw) =inf{t € Ry, By(t,w) > h)

il s’agit de I'instant ot B;(¢,w) atteint la limite du couloir. Avant cet instant, le mouvement
aléatoire se comporte comme si le couloir était infini. Apres, la diffusion a lieu dans le
demi-espace et le couloir est négligé. En d’autres termes,

- sit < o(w), Xi(t,w) = (0, By(t,w), 8,),
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- sit > o(w), Xi(t,w) = Ba(t — o(w),w) + (0,h,8;)

Ainsi, o(w) représente I'instant de passage entre le couloir et le demi-espace. Si t <
o{w), Xi(t,w) se trouve dans le couloir. Nous définissons alors P, (t) la probabilité de cet
événement :

Bo(t) = Pt < o(w))

Cette probabilité est donnée par Iintégrale suivante :

h
Po(t) = jo Ky, t)dy

ol k(y,t) représente la densité de probabilité & Pinstant ¢ dans le couloir. D’aprés [21]
(page 85), cette densité admet "expression suivante:

+oo n 2
k(y,t) = \/% > (—U"exp(—gijt—h))

La densité de probabilité de la variable aléatoire réelle o n’est alors rien d’autre au signe

prés que la dérivée de F,. Elle représente d’une certaine facon le fluz de probabilité entre
le couloir et le demi-espace.

dF,
el

L’expression du flux J(¢) est plus facile & obtenir si 'on tient compte des remarques
suivantes. La densité de probabilité k(y,t) vérifie I’équation de diffusion { I.1 page 12),
avec comme condition i la limite :%(G,t) = 0. Ainsi,

J() = -

h ok

—(y,t

A at(y, )dy
1 [h 9%
_5 0 6y2(y:t)dy

10k
= mic‘?_y(h’t)

Jo = -

— 2(—1)" (2n + 1)%R2
Z wor (2n + 1)hexp(————2t )

La figure 1.4 page suivante représente la valeur de P, en fonction du temps pour une
profondeur de couloir h = 1.

Il nous reste maintenant & calculer la densité de probabilité p;(z, y, 6, t) du mouvement
aléatoire X;(¢,w) dans le demi-espace. Par intégration de cette densité sur les domaines
Ej, j # 1, on obtient les probabilités de transition p;;(t). Pour p;(t), il convient d’ajouter
la probabilité P, (t) que X (t,w) soit encore dans le couloir.

Pour tout ouvert E inclus dans le demi-espace,

n=0

P({X(t,w) € E}) = E(P({X(t,w) € E}|o(w))
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FiG. 1.4 -- Probabilité de présence P, dans la barre pour h = 1

Le mouvement aléatoire conditionnel (X (¢,w)]o(w) = ¢} quant & lui, est un mouvement

brownien dans le demi-espace, commencant 4 I'instant ¢ et & la jonction du couloir (0,1,8)).
Ainsi,

P({X(t,w) € E}|o(w) = ¢) = /EBr(a:,y — k8 —8;t — ¢)dedydd

x2 + yz + 92

2t )
est la densité de probabilité d’un mouvement brownien dans un demi-espace. Ces égalités
nous menent directement au résultat suivant :

Br(z,y,0,t) = 2(21rt)_% exp(—

P{X(t,w) € E}) /0 J((,b)(/‘; Br(z,y—h,0 - 8;,t — ¢)dadydd)ds

£
= ] / J(¢)Br(z,y — b, 0 — 8;,t — Pdpdrdydd
EJo
Cette derniére expression définit la densité de probabilité de notre mouvement aléatoire :
pi{z,y,0,t) = J(t) * Br{z,y — h,6 — 6,,1). (L.9)

Le symbole * représente ici le produit de convolution par rapport 4 la variable tempo-
relle t. Ce résultat est assez classique dans les raisonnements de diffusion de la chaleur. Il
est dii a la linéarité et & 'homogénéité en temps de I’équation de diffusion.

Avant de calculer les probabilités de transition qui nous intéressent, il convient de noter
I'indépendance des variables spatiales dans la densité de probabilité du demi-espace. En
effet, une des propriétés d’'un mouvement brownien sans obstacles et par extension dans
un demi-espace, est que les composantes dans une base orthonormée de ce mouvement
sont des mouvements browniens indépendants. La convolution par la fonction de flux J(t)
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n’altére pas cette propriété, si bien que la densité de probabilité de 8 dans le demi-espace
est donnée par: ‘
1 (8 — 9,‘)2
exp(—+——
ont Pl==—))

II suffit pour s’en convaincre d’intégrer le second membre de 1'équation ( 19 page
précédente) par rapport aux deux variables z et y. Ceci implique que pour i #Fletj#i,

Pl(8,8) = J(8) * (

pi(t) = J(t) + pl(8,1)d6
I
— 82
= J(t) * ﬁ ——%exp(—(a—‘?f—i)—)dﬁ

J

et que
6 — ;)2 t
p,-,-(t):.](t)*/ - exp(—( b:) yde + 1 - / J{r)dr.
I, V2t 2t 0

Le terme supplémentaire correspond a la probabilité que X (¢, w) se trouve encore dans
le couloir.

1.4.3 La matrice de transition

En raison des symétries de I'espace des configurations, les probabilités de transition
dépendent des positions relatives des couloirs ¢ et j. Ainsi, la matrice M a la forme
suivante :

1 0 0 0

o Jé) o 1—2a-p
1-2a~4 o Ji] o

o 1-2a—-08 o Ji}

La figure 1.5 page suivante représente les probabilités de transition en fonction de la
durée du mouvement aléatoire pour h = 1,

La figure 1.6 page 24 représente |'espérance du nombre de mouvements aléatoires en
fonction de leur durée, toujours pour h = 1. Comme nous en avons déja fait la remarque,
cette espérance est différente suivant la position de la configuration de départ. Si celle-ci
se trouve dans £, le but est atteint sans mouvement aléatoire. Les deux courbes corres-
pondent respectivement au cas oll gyn;; est dans E; ou E4 d’une part et dans F4 d’autre
part. Pour des raisons de symétrie, les cas E, et F,; sont similaires.

.4.4 Interprétation des résultats

Lorsque la durée des mouvements aléatoires tend vers 'infini, les probabilités de tran-
sition tendent toutes vers 1/4. En effet, la densité de probabilité tend vers la densité
uniforme, et dans notre cas les zones d’attraction sont de méme volume. Par conséquent,
I'espérance du nombre de mouvements aléatoires nécessaires pour atteindre le but converge

vers 4 quelque soit la zone de départ, exceptée E; bien entendu. Cette limite est aussi une
borne inférieure de 'espérance,
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FIG. 1.5 - Probabilités de {ransition en fonction de la durée

Cette constatation met I’accent sur une propriété du mouvement brownien, & savoir
qu’il tend & occuper tout I'espace et donc qu’il est susceptible d’atteindre n'importe quelle
partie de CSupr (toujours dans ’hypothése de connexité de celui-ci). En revanche, si
la zone d’attraction correspondant au but est trés restreinte, le nombre de mouvements
aléatoires nécessaires sera important.

Relation entre sauts aléatoires et mouvements browniens

Comme nous P'avons précisé au début, 'algorithme RPP construit les mouvements
de gradient et aléatoires par des sauts de voisin & voisin dans une grille de lespace des
configurations. Dans ce cadre, la longueur des mouvements aléatoires se mesure en nombre
de sauts. Nous précisons dés & présent la relation entre le nombre de sauts et la variable
temporelle du mouvement brownien.

Le raisonnement qui va suivre n’est pas spécifique a I'exemple que nous avons proposé.
C’est pourquoi nous le menons dans le cas général d’un espace des configurations de degré

d.

Soit 6 le pas de discrétisation de I’espace des configurations. Les mouvements aléatoires
évoluent alors dans le sous ensemble discret suivant :

CSais = {(k16, ..., kab), (K1, ..., kn) € Z%}

Un point go étant donné dans cet ensemble, on considére ses voisins au sens large,

C’est-d-dire tous les points de CS4;; dont chaque composante differe de celle de go d’au
plus §. Ainsi, chaque point compte 3% — 1 voisins?.

2. 3 valeurs possibles sur chaque axe:{—4,0,-+§}, moins la position du point considéré
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F1G. 1.6 — Espérance du nombre de mouvements aléatoires en fonction de leur durée

Le mouvement aléatoire partant de g est alors défini par:

ou les ¥; sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur les
voisins de 'origine de CS4;,. Leur matrice de variance-covariance est facile 4 calculer :

2.34-1 0 .0

52 0 2.3¢-1 . 0

Varth) = 57— : 0
0 0 ... 2.391

D’apres la loi des grands nombres, lorsque 6 tend vers 0 et que m tend vers Pinfini, la
loi de X,,, converge vers une gaussienne centrée en qo, de matrice de variance-covariance :

2.34-1 0 . 0

mé? 0 23t .. 0

Var(X,) = 71 0
0 0 oo 2,391

Si la dimension de I'espace des configurations est suffisamment grande, on peut alléger
ces notations en remplagant 3% — 1 par 3%. La matrice de variance-covariance de X, est
alors proche de 2mé”?/31y, ou Iy désigne la matrice identité d’ordre d. Cette derniere

approximation revient & ajouter chaque point & ’ensemble ‘de ses voisins en tolérant des
sauts aléatoires nuls.
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Ainsi, notre mouvement aléatoire se comporte asymptotiquement comme un mouve-
ment brownien. La relation entre la durée du mouvement brownien et le nombre de sauts

élémentaires est alors la suivante :

t= %mtsz

Remarque: Le raisonnement précédent se place dans I’hypothése de Pabsence d’obs-
tacles. En présence d’obstacles, la relation entre la variable continue ¢ et le nombre de
sauts aléatoires reste la méme.

Influence de la profondeur du couloir

Les courbes présentées sur les figures 1.5 page 23 et 1.6 page ci-contre correspondent 3
une profondeur de couloir k = 1. La question se pose alors de savoir quelle est Uinfluence
de cette variable dans les résultats.

Il est difficile d’apporter une réponse exacte 3 cette question. Cependant, quelques
remarques qualitatives sont susceptibles d’éclairer cette question.

L’expression du flux J(t) entre le couloir et le demi-espace fait apparaitre un facteur
d’échelle entre le temps t et la profondeur & du couloir :

I = ()

Ainsi, la vitesse de diffusion dans la partie unidimensionnelle de CSipre st proportionnelle
a 1/h% La diffusion dans le demi-espace quant & elle reste identique. Si la profondeur du
couloir devient trés grande, la diffusion dans le demi-espace devient trés rapide par rapport
a la diffusion dans la barre et la densité dans le demi-espace peut étre considérée comme
urniforme. Ainsi, les probabilités de transition se comportent asymptotiquement de la fagon
suivante:

piit)~  §foJ(rdr  sii#j
pulty~ 1-32 [ J(r)dr

1.5 Application au robot mobile articulé

L’algorithme RPP, intégré dans notre expérimentation découle des travaux décrits dans
[45]. T constitue la premigre étape de la phase de planification de chemins sans collisions.

Nous I'avons adapté au systéme du chariot & remorque avec attache déportée. Nous
montrons dans cette section un exemple du fonctionnement réel de cet algorithme aléatoire,
en comparant 'expérience aléatoire avec les résultats des calculs précédents.

La figure 1.7 page suivante montre un exemple o la configuration finale se trouve dans
un couloir, La profondeur de celui-ci est de 3.2 metres. Le nombre de pas aléatoires de
chaque mouvement est ici fixé & 1260. Ce cas de figure a, comme nous ’avons évoqué
précédemment, des points communs avec le carré qui se déplace dans un couloir. Si I’'on
néglige l'influence de la liaison entre le tracteur et la remorque, on peut considérer notre
robot comme un rectangle. Dans ce cas, la fonction de potentiel sur espace des confi-
gurations ne comporte qu’un minimum local autre que’le but. Il est vrai que la salle sur
laquelle débouche le couloir n’est pas infinie. Cependant, seul le mur vertical & droite sur
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FiG. 1.7 ~ Ezemple avec 5 mouvements aléatoires, la configuration finale est au fond du
couloir, le tracteur vers le haut.

la figure a une influence non négligeable sur le mouvement. Il ne devrait cependant pas
empécher le robot de tourner et donc ne pas perturber outre mesure les probabilités de
transition,

Il serait un peu compliqué de reprendre les calculs précédents pour cet exemple. Ce-
pendant, il est assez aisé de minorer 1’espérance du nombre de mouvements aléatoires en
utilisant uniquement la fonction P, pour k= 1.

Pour cela, il suffit de prendre la longueur du couloir comme unité de mesure. Le pas de
discrétisation étant de 5 cm, il s’exprime en fonction de la profondeur du couloir comme
suit :

5 1
© 320 647

Le durée du mouvement brownien correspondant au nombre de pas aléatoires est alors de:
21260

On a alors Pr(t) = 0.945. Cette valeur mesure la probabilité que le mouvement aléatoire
reste dans le couloir. La probabilité p;; de retomber dans le minimum local est donc
minorée par la somme de F, et de la moitié de la probabilité d’étre sorti du couloir :
3(1 = P,). Ce résultat se déduit des mémes raisonnements que ceux menés dans l'exemple
précédent du carré. Ainsi:

1
P2 > 5(1+P,) .
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La formule de I'espérance du nombre de mouvements aléatoires ( 1.6 page 15) se traduit

dans le présent exemple par:
1
E(N) =
(N)= 1= P

Donc cette espérance est supérieure & 36 mouvements aléatoires.

Nous avons testé la validité du précédent raisonnement en lancant 25 fois de suite RPP
avec cet exemple, en plagant la configuration initiale dans la zone d’attraction du mauvais
minimum local. Les nombres de mouvements aléatoires obtenus, varient entre 4 et 111,
avec une moyenne de 46. Ce résultat correspond bien au calcul précédent.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une modélisation d’un algorithme aléatoire de
planification de mouvements holonomes: RPP. Cette modélisation fondée sur les chaines
de Markov fait intervenir des probabilités de transition issues de I'intégration, sur des
domaines de I’espace des configurations, de la densité de probabilité engendrée par des
mouvements browniens. La caractérisation de la loi du nombre de mouvements aléatoires
se heurte malheureusement 4 la difficulté de calculer ces densités de probabilité.

Nous avons ensuite résolu le probléme posé dans le cas d’un exemple simple, afin d’illus-
trer notre modélisation. Malgré sa simplicité, il convient d’insister sur la représentativité
en pratique de cet exemple pour des robots a remorques. En effet, lorsque la configuration
finale d’un tel ensemble se trouve 3 un endroit ol le systéme ne peut pas tourner sur
lui-méme, il est fréquent de le voir s’approcher de sa configuration finale dans le mauvais
sens. Ce cas de figure a été illustré par un exemple réel oit les résultats de expérience
sont cohérents avec les caleculs.
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Chapitre Il. Du chemin holonome au chemin
non holonome

1.1 Introduction

Au début du chapitre précédent, nous avons présenté quelques méthodes permettant de
construire un chemin holonome pour un robot en présence d’obstacles. Nous avons égale-
ment évoqué une méthode d’approximation de ce chemin par une séquence de trajectoires
vérifiant des contraintes cinématiques supplémentaires, et convergeant uniformément vers
le chemin holonome. Cette phase d’approximation utilise un planificateur dit local qui ne
tient pas compte des obstacles, mais qui respecte les contraintes cinématiques. La conver-
gence uniforme est assurée si ce dernier planificateur vérifie une propriété topologique que
nous exposons dans la suite,

Nous présenterons également quelques méthodes de planification en ’absence d’obs-
tacles pour des systémes non holonomes, puis nous décrivons quelques schémas de plani-
fication en présence d’obstacles.

Enfin, nous proposons une méthode locale permettant de conduire un tracteur tirant
n remorques entre deux configurations données, et susceptible d’étre intégrée dans notre
schéma de planification. Cette méthode est basée sur une propriété de ce systéme appe-
lée platitude différentielle. Nous verrons qu’en fait, cette méthode s’applique 3 d’autres
systémes.

11.2 Planificateur local

11.2.1 Définition

Définition I1.1 Planificateur local: il s’agit d'une application

(91, G2) = (T, Ply,e(g1, 42))

ou T est un réel posilif et Ply,.(q1,q2) une application de [0, T] dans CS vérifiant :
Plloa(q11q2)(0) =q et Pl[oc(qulh)(T) = q2.

11.2.2  Propriété topologique

Comme nous le verrons dans la suite, plusieurs schémas de planification non holonome
en présence d’obstacles nécessitent un planificateur local. Pour assurer la complétude de
ces méthodes, celui-ci doit souvent vérifier une propriété topologique. Cette propriété est
en relation directe avec une autre propre au systéme étudié, appelée commandabilité en
espace petit'. Nous décrivons dés & présent ces deux notions.

Définition I1.2 Un systéme & = f(x, u) est dit commandable en espace petit si pour tout

voisinage U d’une configuration g, ’ensemble des configurations accessibles par un chemin
tnclus dans U est encore un voisinage de q.

Considérons I'exemple de I'algorithme PPP que nous avons évoqué au chapitre précé-
dent. Il peut étre adapté & un systéme non holonome en remplagant le planificateur local

1. Cette notion est & rapprocher de la commandabilité en temps petit, classique en antomatique. Elle
en constitue une version géométrique.



1.3. Quelques méthodes de planification non holonome

holonome par son homologue non holonome. Le but est alors de couvrir I'espace libre de
fagon suffisamment dense pour que le graphe en traverse les passages les plus étroits. Pour
réussir & connecter deux configurations proches situées dans un endroit contraint, il faut
que le planificateur local propose un chemin qui ne s'écarte pas de ces deux configura-
tions, afin d’augmenter les chances de les relier avec succes, c’est-a-dire sans percuter les
obstacles. Ceci nous amene & définir la propriété topologique d’un planificateur local.

Définition I1.3 Soit Ply,.  un planificateur local. On dit que Pl vérifie la propriété
topologique si

Ve > 0,3 > 0,de(qr,q2) < p =Vt € [0,T), delq, Plielar, 2)(2) < €

ou dc est une distance sur lespace des configurations.

Ainsi, si le systéme est contraint de ne pas sortir d'un voisinage d’une configuration
q1, cette propriété assure qu’il existe un antre voisinage de cette configuration, plus petit
et accessible par le planificateur local,

1.3  Quelques méthodes de planification non holonome

11.3.1 Sans obstacles

Il n’existe pas de méthode générale permettant de calculer une commande en boucle
ouverte pour un systéme non linéaire. Cela n’a rien d’étonnant dans la mesure ol le
probléeme inverse consistant & calculer la position finale d’un systeme soumis & une entrée
connue et partant d’un point donné n’a pas non plus de solution générale.

Ainsi, méme en I"absence d’obstacles, la planification de tra Jjectoires pour systémes non
holonomes n’est pas un probleme facile. Pour certains types de systémes cependant, des
solutions ont été proposées. Nous en présentons deux qui ont un rapport direct avec le
chariot & remorques.

Systémes chainés: ces systémes, équivalents par changement de variables au chariot 3
Yy ) P
remorques répondent a ’équation d’évolution suivante :

.

T =
:&2 = U1x3
$ IL‘J = Uirjn (Hl)
Tpol = W,
L T = U2

Tilbury, Murray et Sastry [50] ont proposé trois types d’entrées permettant de les
mener d’une configuration 4 une autre en boucle ouverte.

¢ les entrées sinusoidales,

e les entrées polyndmiales,
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# les entrées constantes par morceaux

[44] a montré que I’on pouvait utiliser les entrées sinusoidales ci-dessus de fagon 3 respecter
la propriété topologique précédente. Le point clé réside dans le choix d’un parameétre libre
ai.

La platitude différentielle. Cette propriété, introduite par M. Fliess, J. Lévine, P. Mar-
tin et P. Rouchon correspond a I’existence de sorties (fonctions de I’état et de ses dérivées)
dites plates, dont I’évolution temporelle permet sans intégration de reconstruire la trajec-
toire du systeme. Pour les systémes jouissant de cette propriété, la planification de chemins
sans obstacles revient & la détermination d’une courbe avec des contraintes sur les dérivées
aux extrémités. Il est alors aisé de joindre deux configurations en choisissant une courbe
a composantes polynémiales pour les sorties plates, dont les dérivées aux extrémités défi-
nissent un systeme d’équations sur les coefficients des polynémes. Nous verrons que dans
le cas du chariot & remorques, cette stratégie n’est pas la bonne en présence d’obstacles.

11.3.2 Avec obstacles

Plusieurs schémas de planification non holonome en présence d’obstacles ont été propo-
sés dans les travaux de ces derniéres années. Nous en présentons quelques-uns, susceptibles
d’étre implantés sur notre systéme expérimental.

Propagation d’arbre par commande discréte: proposée par Barraquand et Latombe
dans [4], cette méthode s’appiique aux systémes pouvant étre commandés par des entrées
constantes par morceaux. L’espace des configurations est discrétisé en cellules parallélépi-
pédiques de c6té p. L’idée consiste & construire un arbre de configurations, mais cette fois,
les configurations ne sont plus le fruit du hasard. A partir de chaque feuille, on applique
successivement les m commandes pendant des intervalles de temps de durée 8tg, les m - 1
autres entrées étant nulles. Afin de limiter la croissance de 'arbre, les nouvelles feuilles
ne sont retenues que si elles se trouvent dans une cellule non encore occupée. De méme,
les branches dont la longueur excéde une constante H sont supprimées. Cet algorithme a
donné de bon résultats pour des robots mobiles articulés.

Ses limitations apparaissent dés que la dimension du systéme croit, De plus, le choix
des paramétres &to, H et p a beaucoup d’influence sur le comportement du systéme mais
aucune méthode n’est proposée pour faire ce choix correctement.

Propagation de graphes aléatoires. Comme nous I’avons dit précédemment, la méthode
PPP peut étre appliquée & des systémes non holonomes, en utilisant un planificateur local
topologiquement adéquat.

La méthode que nous avons retenue pour nos expérimentations a été décrite dans le pre-
mier chapitre. Elle consiste & découpler les contraintes dues aux obstacles des contraintes

non holonomes. Nous ne revenons pas dessus ici.
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1.4 Un planificateur local pour n remorques

Dans cette section, nous proposons un planificateur local pour un tracteur tirant n
remorques, vérifiant la propriété topologique énoncée précédemment.

Notre construction repose sur la platitude différentielle de ce systéme. Elle a Pavantage
de travailler sur des grandeurs géométriques (tangente, courbure,...} et produit des chemins
plus directs que les entrées sinusoidales pour systdmes chainés. Avant de présenter cette
nouvelle méthode, nous donnons quelques détails sur cette propriété différentielle que nous
avons brievement introduite ci-dessus.

11.4.1 La platitude différentielle

On considére le systéme dynamique régi par I'équation & = flz,u) ol z € R" et
ueR™

La platitude différentielle pour un tel systéme correspond & ’existence d’une fonction
y = hiz, v, ..., ugﬁl), vey Upny ...u,‘f"‘)) a valeurs dans R™ telle qu’il existe deux fonctions A
et B vérifiant

A(yh vy yial)’ sy Ymy ey y'f(vgm))

= B(yl’""yial-l-l)!"-1ym1---)y7(nom+1))

y est appelée sortie plate ou sortie linéarisante. La donnée de sa valeur et de ses dérivées
permet de calculer I’état du systéme sans intégrer aucune équation différentielle.

L’intérét d’une telle propriété pour la planification de chemins sans obstacles est im-
médiate. En effet, si 'on désire joindre deux configurations zg et xy, il suffit de trouver
une courbe y(t),¢ € [0, 7] dans R™ vérifiant des contraintes aux extrémités:

g = A(yl(O),...,yl(O)("‘l),...,ym(O),...,ym(O)(“"‘))
ry = A(yl(T),...,yl(T)(“l),...,ym(T),...,ym(T)(a"‘))

En général, le probléme se réduit & trouver une courbe reliant deux points avec des
dérivées données aux extrémités.

Platitude pour les systémes a deux entrées

Martin et Rouchon [32], ont proposé une condition suffisante de platitude différentielle
pour les systémes sans dérive. Elle s’exprime en fonction des crochets de Lie des champs
de vecteurs de commande. Ainsi, si un systéme & d états et m entrées répond 3 I'équation :

m
&= filx)u,
i=1
it est plat dés lors que
dimE; =m+ k&
ou les distributions Ej sont définies par les relations suivantes:

Fo = Spa'n{fla"‘afm}-
Egp1 = Ek+{[XmY]1X,Y€Ek}
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Cette condition devient nécessaire st m = 2. Dans ce cas, le systéme est aussi équivalent
par retour d’état statique & un systéme chainé, donc & un chariot 3 remorques.
Ainsi, la méthode que nous proposons dans la suite pour commander un chariot 3

remorques en boucle ouverte peut s'appliquer A tout systéme plat sans dérive & deux
entrées,

Cas du chariot a n remorques

Considérons un robot mobile tirant n remorques. Le centre de ’axe moteur du robot
et de celui de chaque remorque sera noté respectivement Fo, Py, Py, ..., P,. On suppose
que la remorque k est attachée & la remorque k£ — 1 par le point Pi_;. En notant 0,
k € {0,1,...,n} 'angle entre I'axe des abscisses du plan et la direction de la remorque k,
on suppose que #; — #;_; (i = 1,...,n) est compris dans Pintervalle | = n/2,7/2[. Dans la
suite, on notera @{a) = cos ai + sin aj le vecteur unitaire de direction a.

Sous ces hypothéses, ce systdme est différentiellement plat. La sortie plate est la posi-
tion dans le plan du point P,. Ce résultat a été démontré dans [15]. Nous résumons ici les
étapes de sa démonstration.

Fi1G. II.1 ~ Le robot d n remorques

Supposons que F, suit une courbe Cy, suffisamment dérivable dans le plan. Pour sim-
plifier le raisonnement, nous supposerons que le véhicule roule en marche avant, le méme
raisonnement pouvant étre appliqué en marche arriére. La direction de la tangente 3 la
courbe (', en P, correspond alors 4 la direction de la dernitre remorque. En effet, si 7,



II.4. Un planificateur local pour n remorques

35

est le vecteur unitaire tangent & la courbe C,,
T, = (6,).

On note maintenant s, un paramétrage curviligne de la courbe (', : dP,/ds, = 7,. En
dérivant une fois la courbe C,,, on peut en déduire la courbe C,—1 suivie par P,_ :

Pn—‘.l =F, +dn77n-

1l est alors aisé de calculer un paramétrage curviligne s,_; de la courbe C,,_; par une
nouvelle dérivation :

dé
dsn_1 = 4/1+ dﬁ(ﬁﬁdsn.
De ce paramétrage découle Iorientation de la remorque 1 — 1 par la formule suivante :
dp,,

tan(f,_; - 6,) = dna
et la courbe Cy,_, décrite par le point P,_,.

En réitérant ce raisonnement, il est possible de reconstruire le chemin parcouru par le
systeme dans son ensemble,

Ainsi, pour toute trajectoire du systdme passant par une configuration donnée ¢, les
valeur de (F,,0y,,db,/ds,, ..., d"8, /ds?) sont les mémes. Cette propriété nous améne i
définir une carte sur une partie de ’espace des configurations de notre systéme, afin de
simplifier les notations dans les constructions qui vont suivre.

Une carte sur l'espace des configurations: On note CS™ la partie de I'espace des confi-
gurations vérifiant les inégalités suivantes :

™ T .
b§<95—9;_1<§ (i=1,2,...,n)
D’aprés les développements précédents, si ¢ est une configuration de CS™, les valeurs

des sorties plates et de leurs dérivées successives par rapport & ’abscisse curviligne ne
dépendent que de ¢. On note alors

C(g) = (=(9), y(a), 09q), 8 (g), ..., 68" (),

ol z et y sont les coordonnées de P,, 8(® = 4, la direction de la derniére remorque et
0, 6(2) . les dérivées successives de 8, par rapport i s,.

Remarque 1: Dans la suite, on confondra la configuration ¢ avec son expression dans la
carte (. Ainsi, on notera g = (z,y,0, ..., 6(") au lieu de ¢ = ¢~1(z, y, 8, e 800,

Remarque 2: Le chariot & n remorques est un systéme homogene dans le sens ot
toute trajectoire peut &tre suivie & des vitesses différentes. En effet, si les commandes
(v(t),w(t)),t € [0,T] meénent le systéme d’une configuration gin; 2 Gfin, alors pour tout
difféomorphisme 7 : [0, T'] — [0, T}, la commande (5(¢)v(n(t)), #(t)w(n(t)), ¢ € [0,T'] mene
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également le systéme de gini; & ¢fin en suivant la méme trajectoire. Cette propriété est par-
tagée par tous les systémes répondant & une équation d’évolution de la forme # = f(z)u.
Une conséquence en est que, seule la forme de la trajectoire de la sortie plate suffit &
reconstruire la trajectoire du systéme, indépendamment du paramétrage de cette courbe.

C’est pourquoi, seules les dérivées des sorties plates par rapport & l’abscisse curviligne
interviennent.

11.4.2 Construction du planificateur local

Il est aisé d’établir que tout planificateur local qui vérifie la propriété topologique doit
engendrer des manceuvres. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer simplement le cas
d’une voiture dont le conducteur veut réaliser une translation latérale. Si ce dernier ne veut
pas enclencher la marche arriére, il est obligé de réaliser un mouvement avec une variation
de lorientation de la voiture supérieure & I'angle droit, aussi petite soit la translation
désirée.

Nous proposons cependant dans un premier temps, une famille de trajectoires re-
liant deux configurations sans changement de sens de mouvement. Elle servira ensuite a
construire notre planificateur local.

Chemins sans changement de sens

La famille de trajectoires reliant deux configurations que nous allons construire main-
tenant utilise la platitude du chariot a » remorques. Pour cette raison, nous travaillerons
avec des courbes planes. A chaque configuration est associée une courbe canonique. Il s’agit
d’une courbe plane dont la courbure est polynémiale en fonction de P’abscisse curviligne,
correspondant & une trajectoire faisable pour le systéme dans I'espace des configurations
et passant par gq.

Solent g, = (m;,yl,ego),...,egn)) et qz = (mg,yg,f)éo),...,ﬂg")) deux configurations
dans CS™. Comme nous I'avons déja évoqué, construire une trajectoire entre g et 42
revient & construire une courbe plane M(s) ol s est une abscisse curviligne vérifiant:

M) = (z1,31) M(L} = (z2, 32)
8(0) = 6\°) 8(L) = 6

£4(0) = 6 “m—e

ou # est la direction du vecteur unitaire tangent a la courhe M(s):

dM
S = (0(s).

Pour ce faire, nous introduisons quelques notations.

Une famille de polynémes. Soit ¢ = (z,y, 0(0),...,9f”)) un élément de €S~ A cette
configuration est associée le polynéme suivant :

9= 605
=0
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pour tout k € {0,1,...,n}.

Il s’agit simplement du polynéme de degré minimal dont la valeur en 0, ainsi que celle
de ses n premitres dérivées correspondent au vecteur e, .. gtn)y,
Courbes canoniques et chemins associés. Nous définissons maintenant une courbe plane
dont P'orientation du vecteur unitaire tangent en fonction de I’abscisse curviligne est égale
au polynéme F,.

g z + [y cos(Py(u))du
Mg, s) = ( y+fgssin(Pq(u))d“ )

Cette courbe correspond ainsi a la trajectoire de 1a sortie plate du chariot & remorques
lorsque celui-ci suit une courbe dans Pespace des configurations passant par g et dont
I’écriture dans la carte ¢ est la suivante :

De maniere évidente, I'(g,0) = q.

Interpolation de courbes canoniques. Soit un réel positif v. Les courbes n(w) = M(qy, u)
et v2(u) = M(qgz, u — v) correspondent respectivement i des trajectoires passant par ¢
lorsque u = 0 et par ¢; lorsque % = v. Pour joindre ¢; a gq, il suffit donc de construire une
courbe plane ayant les mémes dérivées que 71 en 0 et que y; en v, et ce jusqu’a l'ordre
n+1.

Une méthode possible consiste & utiliser une fonction de pondération o définie et
croissante sur [0,1] dont les propriétés sont les suivantes :

a(0)=0 «ofl})=1
o (U) =0 a (1) =0 (1L.2)

a(n'{'l.) =10 a,('n.-l»ll) =0

Le moyen le plus simple consiste & utiliser un polyndéme pour satisfaire ces contraintes
différentielles aux limites.
Il est alors aisé de vérifier que la courbe:

u U

h(u) = 01(5)’)’2(“) + (1 - 0(5))71(“)
remplit les conditions désirées. La trajectoire H (u) dans (S~ correspondant & cette courbe
relie donc les configurations ¢; et g,.

Il reste maintenant & choisir v. Certes, n’importe quel réel positif fait Iaffaire, mais
nous proposons une méthode qui permettra d’établir la propriété topologique dans la suite.
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F1a. 11.2 - Courbes canoniques et chemin produit

L’idée consiste & rester autant que faire se peut prés des courbes canoniques. C’est-a-
dire que si g; se trouve sur la courbe canonique relative i 71 la trajectoire engendrée sera
exactement cette courbe canonique. A ce stade du raisonnement, le lecteur remarquera
que la distinction entre courbe plane et trajectoire dans l’espace des configurations se fait
de plus en plus floue, soulignant ainsi I’équivalence entre ces deux notions.

Projection d’un point sur une courbe canonique. [’idée précédente peut se formaliser
comme suit: si g = I'(q1,8),4 > 0 alors, on choisit v = 82, ainsi n) = y(u) =
M(q1,u). Afin d’assurer la continuité de v en fonction de q1 et g2, il convient de définir
une projection d’un point sur une courbe plane.

Si g, est une configuration de S, on définit A(q;, v) comme la droite perpendiculaire
a la courbe M (g, u) en uw = v. /__‘:(q;,v) = 4(Py(v) + 7/2) et [ﬁl(ql,v) = (P, (v)) sont
respectivement colinéaire et normal & A(q, v) (figure 11.3 page suivante).

Si gz est une autre configuration, on considére ’ensemble des réels sujvants: V —
{v, M{q2,0) € A{q1,v)}. On définit alors v = vy(gy, g2) comme I’élément de cet ensemble
de plus petite valeur absolue et on appelle Q = M(g1,v) la projection de M (42,0) sur
M(ql, u) B

On définit aussi p2(q1, ¢2) par: M{gz,0) = Q + p2At(q,v).

Ces définitions appellent quelques remarques.

Remarque 1: Existence de v2(g1,92). L’ensemble V n’est jamais vide. En effet, la cour-
bure de M (g;,u) est polyndmiale en fonction de 1’abscisse curviligne. Lorsque u tend vers

Uinfini, elle tend également vers I'infini3. Géométriquement, cela se traduit par un enrou-

2.8i 8 < 0, la courbe A(u) est définie entre 8 et 0.
3. sous réserve que n > 1, Si n = 1, les courbes canoniques sont des ‘cercles et existence de ¥2 ne pose
pas de probléme.
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Fi1G. I1.3 - Projection de M(q,, 0) sur M{q,u)

lement de la courbe canonique autour d’un point du plan. La famille de droites A(qy, 0]
se comporte donc asymptotiquement comme un faisceau de droites passant par un méme
point. Elle balaie donc tout le plan. Ceci assure que ’ensemble V n’est pas vide,

Remarque 2: Nous avons affirmé précédemment que lorsque g, appartenait 3 la courbe
canonique relative & ¢, la valeur de v correspondait a ’abscisse de ¢; sur cette courbe.
Cette affirmation n’est pas vérifiée pour tout couple (g1, ¢z). Cependant, si ¢, est suffisam-
ment proche de g, il est possible de montrer qu’elle s’avére.

Espace accessible sans changement de sens

Avant d’introduire un changement de sens dans le chemin reliant deux configurations,
nous définissons une zone autour de la courbe canonique relative & un point, accessible
sans trop s’éloigner de ce point et sans changer le sens du mouvement.

Quelques notations nous seront nécessaires pour définir précisément les propriétés que
nous allons énoncer.

Relation de dominance entre fonctions: On note
h{z,y) = O(f(z)) si et seulement si

I>0,3p>0,Yy €Y, Ve € X,[z| < n= |h(z,y)| < plf(2)]

Notations: La configuration I'(g;, v3) telle que M(q1,v2) est la projection de M (gs, 0) sur
la courbe canonique relative & ¢, est notée ¢. De plus, les coordonnées respectives de ¢; et
de g dans la carte ( seront notées respectivement (&1, 11, 6,°, o 017) et (2, 1o, 63, ..., 63).

Le chemin obtenu par interpolation des courbes canoniques sera dorénavant noté:
Path{g, ¢7). La distance utilisée dans la suite de ce chapitre est la suivante:

de(g1,2) = |2(g1) = 2(g2)] + (@) — y(@)| + 3 189 (1) - 69 (gs)]

=0
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Théoréme I1.1 Pour |vaf suffisamment petit, si

_ n41-k
|9§ = Blkl < (_ltij-—;T—“k_)! ke {0, 1, ...,n} (11.3)
lpa| < '(—JrlTi vgf"H? (11.4)
alors
de (T (g1, u}, Path{q, g2) (u)) = Ofwy), for |u| < {vg (1L.5)

La démonstration de ce théoréme figure en annexe. Essayons d’extraire le sens de ces
quelques inégalités. Si I'on se donne une boule centrée autour d’une configeration qp, le
théoreme II.1 page précédente nous assure l'existence d’un ouvert accessible sans changer
de sens de déplacement et sans sortir de la boule. En effet, la distance de Path(qg;, q2) (u)
& g1 est simplement majorée par I'inégalité triangulaire :

de(q1, Path{q1, 92)(u)) < de(q1, T(q1, w)) + de(I' (g1, u), Path{gy, g2) (w))

sachant que dc{g1, I'(q1, u)) = O(v), il en est de méme de de(q, Path{q, ¢2) (u)).

Ce résultat n’a rien de nouveau dans la mesure ol il découle directement de la com-
mandabilité en espace petit du systéme. Ce qui est nouveau, en revanche, c’est qu’on
connait la forme d’un espace accessible par les chemins que nous avons définis et qu’on
sait comment |’atteindre.

Remarquons au passage que "ouvert accessible n’est pas un voisinage de g;. Il s’agit en
fait d’une partie de CS™ centrée autour de la courbe canonique associée & ¢; et qui s’élargit
a mesure que l'on s’éloigne de g;. I! est & noter également que les composantes 8(%) sont
plus contraintes au voisinage de g; lorsque k est petit. Cela n’est pas un hasard, I’espace
accessible est comparable & celui d’un point du plan dont on commanderait uniquement
la dérivée n-igme de la courbure par rapport & {’abscisse curviligne, et dont cette dérivée
serait réduite au domaine | -1, 1],

En raison de la forme de I'ouvert accessible dont il est question, nous nous y référerons
dorénavant en utilisant le terme de céne accessible. La figure 11.4 page suivante repré-

sente en grisé ce cone composé de deux parties connexes relatives aux valeurs positives et
négatives de vy,

Introduction d'un point de rebroussement

Comme il a été remarqué précédemment, le céne accessible n’est pas un voisinage de la
configuration de départ ¢,. Nous allons donc procéder i la derniére phase de la construc-
tion de notre planificateur local, & savoir 'introduction d’un point de rebroussement afin
d’étendre I’espace accessible sans sortir d’une boule & un voisinage du centre de cette
boule. A cet effet, nous définissons une partie de I’ensemble des couples de configurations,
centrée autour d’un compact.

Définition IT.4 A tout compact K de CS™ et & tout réel positif 7, on associe un compact
de (8~ x 8™ : :

Ky ={(q1,92)/q1 € K et de(q,92) < n}
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FiG. IL.4 — Quvert accessible sans changement de sens

A partir de maintenant, ¢; appartiendra a un compact K de CS~. Cette restriction
nous permettra de majorer certaines grandeur de fagon uniforme dans les raisonnements
qui suivront. Le compact K, permettra quant & lui de donner un sens a la propriété
topologique. Nous reviendrons ultérieurement sur sa définition.

L’idée de la suite de notre raisonnement peut s’expliquer assez simplement. Sil est
vrai que ¢ n’appartient pas lui-méme 3 son céne accessible, tous les autres points de la
courbe canonique qui lui est associée en font partie. Si ’on choisit alors q2 suflisamment
proche de gy, la courbe canonique relative 3 g2 pénétre dans le cone par un point proche
de gy. Il suffit alors de choisir un point de rebroussement Geusp & 'intersection entre cette
courbe canonique et le cone. On relie alors g1 au point de rebroussement par une courbe
d’interpolation puis on suit la courbe canonique relative & gq; pour atteindre ce dernier
point (Figure I1.4).

Le théoréme suivant permet d’assurer la pertinence de I'approche énoncée ci-dessus.

Théoréme I1.2 1[I existe un intervalle fermé J dont Vintérieur contient 0, un réel po-
sitif n et une fonection continiiment différentiable 5(qy, q2,v) définic sur K, x J tels que
M(Q?) 'D(Q’l, G2, U)) € A(qla b‘).

De plus, pour |v| suffisamment petit,

dc(r(qlﬂ 'U)a F(qZ? 5(9‘1, g2, U))) = O(dc(q-h qz))

La fonction & est construite & I’aide du théoreme des fonctions implicites. Cependant,
ce dernier ne permet que de construire des fonctions locales autour de chaque point de la
forme (g1, ¢1,v). La définition globale de # demande donc des développements techniques
exposés dans 'annexe B. La seconde partie du théoreme est directe et découle de la
continuité de I' et de . La restriction du choix de ¢, et g2 & des compacts permet d'établir
des majorations uniformes nécessaires i la propriété topologique.

Le planificateur local

Les deux théorémes précédents nous permettent maintenant de construire notre pla-
nificateur local Pl),c et d’établir qu'il vérifie la propriété topologique requise.
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Soient ¢, € K et g3 € CS™ deux configurations. Si g est dans le cone accessible associé
a q1, la trajectoire produite ne comporte pas de manceuvre :

Plioc (g1, ¢2) = Path(qy, ¢2)

1
Dans le cas contraire, on définit veus, = de(qy, g2)™+ et Geusp = [{g2, 0(q1, g2, Veusp)) et
on définit le chemin comme suit.

— Path(ql? chsp)(t) si 0 S t S Veusp
MProc(qr, q2)(t) = { (g2, 8+ Veusp — 1)) 81 Vpysp <t < Veusp + T

En fait, © n’est défini qu’au voisinage de ¢;. On ne peut donc pas toujours définir le
point de rebroussement précédent. Cela n’est pas génant dans la mesure ol la propriété
topologique est locale. Ainsi, lorsque geys, n’est pas défini, il suffit de suivre le chemin direct
Path(g1, g2). On remarquera au passage que la forme du compact K, permet d’assurer
que pour tout ¢y € K et pour tout v € J, ¥ est défini dés que ¢y appartient & la boule
B(q1, 7). Cela est primordial pour que soit vérifiée la propriété topologique.

La propriété topologique. Le choix de v,y n'est pas le fruit du hasard. L'exposant
1/(n + 3) permet d’assurer que Veusp tend vers 0 avec de(q, ¢2), condition nécessaire si
'on désire que les chemins produits soient de plus en plus proches de leurs extrémités. Il
assure en outre une décroissance suffisamment lente pour que g, finisse par se trouver
dans le cone accessible de ¢ lorsque d¢(g1,¢2) décroit. Le raisonnement suivant permet
de confirmer ces affirmations.

De la méme facon que nous avons défini p; dans le théoreme I1.1 page 39, nous défi-
nissons g comme suit :

M(q% 5(9‘1 y 424 Ucus;p)) = M(‘Ila Ucusp) + ,5-’3(@'1, vcusp)a

il s’agit en quelque sorte de la distance dans le plan du point de rebroussement 2 la courbe
canonique associée i ¢.

Les composantes de g.,,, dans la carte ¢ seront notées (Teusps Yeusp, Gﬁil,,, vy 0‘(:23,,). 0
désigne maintenant la projection de ¢..,, sur la courbe canonique associée 3 qQ:q =
F(QI, Ucusp) .

Le théoréme I1.2 page précédente assure I'existence d’un réel positif a; vérifiant pour
de (g1, ¢2) suffisamment petit :

dC (F(q27 @(QI y §2, vcusp))a F(q19 Ucusp)) < CVldc (9'1, qZ)
Il en découle immédiatement que:
n+3

7 ayde (fh » q?) = N Vsysp

p
Tk
wgusp -6 £ ade {,q2) = alv?tj;i :

(Fa

Ainsi, lorsque d¢ (g1, ¢2) est suffisamment petit, g, vérifie les hypotheéses du théoréme I1.1
page 39 donc

de(T(g1, w), Path{g1, @2} (u)) = Olveusp) pour ful < |veusy|
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Rappelons que d¢(q:, T'(qy, u)) = O(vcusp) dés lors que q; € K et || < Veysp. Clest une
conséquence directe de la continue différentiabilité de T et de la compacité de K. Il s’ensuit
tout naturellement :

dC(Ql: Path(qu Q-:usp)) = O(Ucu-s‘p) = O(dC(QI’%)#")-

La premiére partie du chemin reste donc confinée dans un voisinage décroissant de ¢;. La
deuxiéme partie, entre le point de rebroussement et g2 ne pose pas de probleme dans la
mesure ol elle se contente de suivre la courbe canonique associée 3 g2. Comme précédem-
ment done, de (g2, I'{g2, #)) = O(v) lorsque |u| < |5]. Il en découle assez rapidement si ’on
considere la continue différentiabilité de @, que

dC(fIhF(QZyu)) = O(dC(QIaQZ)ﬁE) si luf S [5(‘111 q2:vcusp)|-

Toutes ces majorations permettent d’assurer que la propriété topologique recherchée
est vérifiée.

1.4.3 Exemple

La figure I1.5, issue de [9] montre une manceuvre pour un tracteur & deux remorques,
calculée par MP),,. Les trois courbes représentent les trajectoires dans le plan, du tracteur,
et de chaque remorque. La trajectoire de la dernidre remorque est une clothoide.

robot

01

first trailer

(%L1

0,906

last trailer

Fig. IL5 - Chemin pour un robot & deuz remorgues

1.5 Lissage du chemin faisable

Le schéma de planification par approximation d’un’chemin géométrique a l’avantage
d’étre complet. En revanche, il est loin d’étre optimal & tout point de vue. En particulier,
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il est fortement dépendant de la trajectoire géométrique. Si celle-ci s’approche trop des
obstacles, de nombreuses manceuvres seront engendrées, méme si environnement est peu
contraint.

Pour pallier cet inconvénient, on peut envisager principalement deux méthodes, I'une
n’excluant pas l'autre, La premiére consisterait 4 améliorer le planificateur géométrique
afin qu’il passe le plus loin possible des obstacles. Ceci pourrait faire I'objet d’une couche
supplémentaire qui prendrait le chemin produit actuellement par le planificateur géo-
métrique en entrée et le déformerait de facon 3 'éloigner des obstacles. Des solutions
intéressantes ont été proposées dans [45] pour résoudre ce probléme,

La seconde solution, que nous avons implantée sur le planificateur consiste & lisser le
chemin faisable obtenu par la méthode d’approximation du chemin géométrique, Le hasard
faisant bien les choses, cette étape du processus est fortement aléatoire. Elle consiste & tirer
aléatoirement deux points sur le chemin faisable et & tenter de les relier directement par
le planificateur local. Si la nouvelle portion de chemin est sans collisions et si elle est
meilleure que I'ancienne relativement & un critdre a déterminer, on remplace I’ancienne
portion par la nouvelle. Cette opération est répétée plusieurs fois jusqu’a ce que e coiit
total du chemin devienne stationnaire.

Le critére utilisé: 1l est ici trés simple. Il ne s’agit pas de la distance parcourue, mais
simplement du nombre de manceuvres le long du chemin, et & nombre de manceuvres égal,
c’est le nombre de chemins élémentaires du planificateur local qui compte,

-

qfin

FiG. 11.6 — Lissage

11.5.1 Quelques remarques sur la continuité des chemins

La plupart des travaux de planification de chemins modélisent les systémes non ho-
lonomes comme les robots & remorques par un point dans une variété, dont la vitesse
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est contrainte dans un sous-espace vectoriel de I'espace tangent en la configuration cou-
rante & la variété. Cette modélisation ignore cependant d’autres contraintes mécaniques
d’ordre dynamique. Les vitesses linéaire et angulaire de chaque solide doivent non seule-
ment étre différentiables, mais les accélérations correspondantes doivent &tre bornées. Ce
point sera analysé plus en détail dans le chapitre suivant, mais il doit étre pris en compte
dés maintenant pour construire les chemins.

Dans la suite de ce chapitre, les raisonnements sont menés dans le cas particulier du
chariot & une remorque avec attache centrée (figure 111.2 page 58). L’équation d’évolution
( I11.1 page 57) de ce systéme apparait dans le chapitre suivant. Les résultats qui suivent
peuvent cependant &tre généralisés facilement.

Nous notons z,., y, et 6, les coordonnées du centre de ’axe moteur et I'orientation du
robot, #; ['orientation de la remorque.

Si le long d’un chemin (2, (u), y,(u), 6, (1), 8(u)), les fonctions dz,/du, dy, /du, df, [du
et df,/du ne sont pas toutes continues, alors nécessairement, le robot devra s’arréter aux
points de discontinuité pour assurer la continuité des vitesses lindaires et angulaires des
solides qui le constituent.

Les vitesses linéaire et angulaire du robot tracteur sont en tout point proportionnelles
an:

) dx dy .. .
— = /(52 4 (B2
vy = dy{u)i = (du) + (du) i (11.6)
. df, .
wp = dy(u)u = s (I1.7)

Il est facile d’établir que les vitesses linéaire et angulaire de la remorque sont quant 4 elle
continues dés lors que le sont celles du tracteur.

Remarque: En fait, il peut apparaitre une discontinuité artificielle des dérivées précé-
dentes dues & un "mauvais” paramétrage. En effet, partant d’un chemin (z, (), y-{u),
Or (1), 6:(u)) tel que les dérivées dz,/du, dy,/du, df,./du et df,/du sont continues, un
changement de variable w = w(u) continu et strictement croissant mais 3 dérivée dw/du
discontinue rendra les dérivées de Pétat par rapport & w discontinues alors que le chemin
pottrra étre parcouru sans s’arréter. Ce type de discontinuité apparait lorsque des chemins
élémentaires sont raccordés bout & bout. Pour éliminer cet inconvénient, il convient de
choisir un paramétrage u tel que le coefficient, d,(u) défini ci-dessus soit continu. 1l suffit
alors simplement de vérifier la continuité de d.,(u). En particulier, ’abscisse curviligne s
de la courbe décrite par la sortie plate de notre systeme répond & cette exigence.

Ainsi, si s désigne le paramétrage par I’abscisse curviligne de la courbe décrite par le
centre de P'essieu de la remorque, les remarques précédentes permettent d’établir qu’un
chemin peut &tre parcouru sans arrét par le robot si et seulement s d8, /ds est continu.

Or o

@ o, R
ds 14+ 12c?’
ou C désigne la courbure de la courbe décrite par la sortle plate. Donc comme (' est
continue par construction, la condition précédente est équivalente a la continuité de dC/ds
le long du chemin,
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1.5.2  Conservation de la continuité de la dérivée de la courbure lors du lissage

Dans le cas du chariot & une seule remorque, les courbes canoniques du planificateur
local sont des cercles. La dérivée de leur courbure est donc nulle en tout point. Ainsi, en
contraignant les dérivées troisidmes de la fonction de partition a en 0 et en 1,a®(0) = 0et
0(3)(1) =0, on s'assure que les courbes élémentaires engendrées par le planificateur local
ont une dérivée de courbure nulle 4 leurs extrémités. Les chemins obtenus par raccordement
de ces courbes peuvent donc étre parcourus sans arrét.

L’application 4 la lettre de la méthode de lissage présentée précédemment n’assure
cependant pas la conservation de cette continuité. En effet, un point pris au hasard sur
une courbe élémentaire n’a aucune raison d’avoir une dérivée de courbure nulle. Il convient
alors d’adapter les valeurs des dérivées troisitmes de a en 0 et en 1 afin d’obtenir la dérivée
de courbure souhaitée.

En effet, en remplagant la fonction o décrite dans le planificateur local par:

a 2a b _E}.__b b

b a
= —ud 4+ (=22 -7 1 35),4 g 5 e 6L (242 7
o, p(u) = 5 +( 7 6+35)u +(a+2 84)u” + ( 2+7{])u +(6—|-6 20)u

On obtient une fonction vérifiant les contraintes (I1.2) dont les dérivées troisiemes en 0 et
en 1 sont respectivement a et b.
Avec les mémes notations que dans la section 114,

71(v) = T{q1,u)
v2(u) = T{gz,v~ u)

les dérivées troisiemes de la courbe h{x) = a(u/v)yy(u) + (1 — a(u/v))y1(u/v) sont pour
u=0et pour u=1:

MW = 50022~ e(Y) )
M) = 50O ay(5) - my(L) (11.9)

les dérivées d’ordre inférieur étant égales & celles de 4; ou 2 selon le cas. La dérivée de la
courbure s’exprime en fonction des dérivées de A de la facon suivante :

dC _ hphy? — WA 3(Rh — B ) (RLAY 4 B AD)
ds (B2 4 h2)3 (h2 + b2

En remplacant hi.a) et h§3) par leurs expressions (I1.8) et (I1.9), on obtient une équation
du premier degré pour a et une autre pour b avec u = 0 et u = 1 respectivement.
Dans les deux cas, le coefficient de a et de b est:

b (v2y — Yiy) — h;('ﬁx - My)
3
3 A%
v3(hiZ + h12)3
St ces coefficients ne sont pas nuls, il existe une valeur de a et une valeur de b permettant
d’obtenir la dérivée de la courbure souhaitée aux extrémités. Dans le cas contraire, il est

impossible de relier les deux points tirés aléatoirement sur la, trajectoire initiale par un
chemin élémentaire avec continuité de la dérivée de la courbure.
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Remarque: En pratique, les coefficients de a et de b ne sont jamais rigoureusement nuls.
Cependant, il vaut mieux interdire de trop grandes valeurs aux dérivées troisitmes de o.
En effet, celles-ci donnent lieu & des chemins avec de grandes variations des grandeurs d,
et d,,. Nous verrons au chapitre suivant pourquoi une telle chose n'est pas souhaitable.

1.6 Résultats expérimentaux et extensions

FiG. 1.7 — Nos deuz systémes expérimentaus

Une verston du planificateur local précédent a été appliquée a nos deux systémes expé-
rimentaux : le robot mobile Hilare tirant une remorque avec attache soit centrée sur ’axe
des roues du robot, soit déportée i I'arridre de cet axe (figure IL7}. Dans ce cas, les courbes
canoniques sont des cercles. Cela simplifie quelque peu les opérations de projection.

I’avantage des courbes résultant de notre méthode est que les trajectoires sont plus
directes que celles produites par les entrées sinusoidales pour systémes chainés [47). En
effet, si la configuration finale est I'image de la configuration initiale par un mouvement
faisable & angle constant entre le tracteur et la remorque, les courbes canoniques sont
confondues et le mouvement obtenu correspond & un arc de cercle. Dans le cas des entrées
stnusoidales appliquées au systéme mis sous forme chainée, un probléme aussi simple peut
donner lieu & plusieurs points de rebroussements. ;




Chapitre Il. Du chemin holonome au chemin
non holonome

11.6.1 Hilare avec remorque a attache centrée

O

F1G. 11.8 — Chemins élémentaires calculés par MP;,.

La figure I1.8 montre deux chemins élémentaires, I'un sans rebroussement et 1’autre
comportant une manceuvre.

L

I1G. 11.9 ~ Solution obtenue par notre planificateur global en présence d’obstacles et aprés
lissage

La figure I1.9 montre la résolution d'un probléme de planification de chemin par notre

schéma général. Le temps global de calcul est d’une vingtaine de secondes sur une Sun
Sparc Ultra.

11.6.2 Hilare avec remorque a attache déportée

[’avantage du systéme précédent est la simplicité des relations qui lient les coordonnées
de configuration avec les sorties plates et leurs dérivées. Un tel systéme a cependant un
inconvénient majeur: I’attache de la remorque située au dessus du robot (voir figure I1.7
page précédente), est quelque peu encombrante et limite la_place disponible pour d’éven-
tuels équipements supplémentaires comme un bras manipulateur ou divers capteurs. Pour
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cette raison, nous avons construit un second systéme d’attache. Il permet d’accrocher la
remorque derrigre le robot.

Ce nouveau systéme est encore plat, mais les relations entre configuration et sorties
plates sont beaucoup plus compliquées.

Description du systeme

F1G. 1110 - Hilare avec sa remorque & attache déportée

La position de notre systéme dans son espace de travail est représentée par la position
du centre du tracteur (z,,y,), son orientation « et 'orientation absolue de la remaorque 3
(figure 11.10).

Expression des sorties plates

La construction des sorties linéarisantes vient de la condition nécessaire et suffisante
de platitude pour les systémes sans dérive 4 deux commandes [17]. Les relations donnant
les coordonnées des sorties plates y = (y, y2) en fonction des variables de configuration
sont les suivantes,

= - — _ bsin Stasina
1 = zr-becosf—L(B—a) V/e?+b2 +2abcos(f—a) (I1.10)
Y2 = ¥Yr— bsin ﬁ + L(ﬁ _ Q') a cosa+bcos .

\/a2+b2+2ab cos(f—a)

ot L est la fonction elliptique :
LB~ a) = ab fO - \/m2+b:j—s2z.bcos(a) do (Hll)

La figure I1.11 page suivante montre la construction du point P de composantes (y;, 4.
Ce point ne correspond plus & un point fixe sur la remorque comme dans le cas de I’attache
centrée. De plus, la présence de la fonction elliptique L rend les calculs plus compliqués.
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F1G. 1111 - Sorties plates du systéme d attache déportée

Remarquons toutefois quelques caractéristiques intéressantes de notre systéme,

e La vitesse du point P est colinéaire 4 la direction (AB). On note r Pangle entre I’axe
(0x) du plan et la direction du vecteur tangent & la courbe décrite par P {figure
11.12}. On a alors:

asin o + bsin 8
tan T =

= beosB + acosa (11.22)

¢ La courbure  de la courbe suivie par P est fonction de I'angle relatif entre le tracteur
et la remorque. Cela n’a rien d’étonnant car la relation entre les coordonnées de
configuration et les sorties plates est évidemment invariante par déplacement dans
le plan.
—sin(f — «)

k= : (11.13)
cos(f — a@)y/a? + b2 + 2abcos(B — @) + L{B — a)sin(8 — o)

Expression de I'état en fonction des sorties plates

Les formules précédentes permettent de calculer les sorties plates en fonction des va-
riables de configuration. Il nous faut maintenant établir les relations inverses (figure 11.13
page 52).

1. a — 3 se déduit de « par inversion de la formule (I1.13),
2. L’égahité (I1.12) fournit une équation supplémentaire permettant de déduire « et 5,

3. z et y se déduisent alors de y; et y, en passant par le calcul de la fonction L.
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asino

b sinf3

Fi1c. 11.12 - L'angle v de la direction de la tangente

Faisons quelques remarques quant aux calculs précédents. La fonction elliptique L ct
les relations d’inversion permettant d’obtenir o et 3 en fonction de 7 et & ne peuvent
pas étre obtenue formellement. Pour éviter d’allonger les temps de calcul, nous avons eu
recours a des tableaux poutr échantillonner ces fonctions difficiles 3 calculer.

La figure [1.14 montre deux chemins élémentaires produits par le planificateur local.
La figure I1.15 montre la résolution d’un probléme de planification pour un systeme a
attache déportée. Le temps de calcul est d’environ 40 secondes.

[1.6.3 Généralisation

Les raisonnements précédents montrent comment généraliser notre planificateur 3 tout
systéme sans dérive & deux entrées vérifiant la condition nécessaire et suffisante de pla-
titude. Il suffit d’exprimer les configurations initiales et finales en terme de sortie plate,
direction de ia tangente, courbure et dérivées de courbure jusqu'a un ordre suffisant, puis
de construire une courbe plane respectant les contraintes correspondantes aux bornes, en
utilisant la méthode décrite dans ce chapitre. Il reste alors & traduire la courbe plane
obtenue en une trajectoire dans l’espace des configurations du systéme.

1.7 Conclusion

Nous avons proposé dans ce chapitre une méthode permettant de construire des che-
mins pour un systéme plat sans dérive & deux entrées, pouvant étre utilisée dans plusieurs
schémas globaux de planification en présence d’obstacles.

Plus généralement, les deux premiers chapitres de ce mémoire étaient consacrés 3 la
planification de chemin pour un robot non holonome articulé en présence d’obstacles. Les
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F1G. 1113 - Calcul des variables de configuration en fonction des sorties plates

BRI N

Fic. I1.14 — Chemins élémentaires calculés par MPy,.

développements théoriques précédents ainsi que la mise en ceuvre informatique des algo-
rithmes correspondants montrent qu'il s’agit d’un probléme difficile, méme si ’on en reste
au stade de la simulation. La représentation de I’espace de travail est fortement alourdie
par 'utilisation d’une carte bitmap, et notre schéma d’approximation, certes complet, pro-
pose souvent un premier chemin faisable comportant plusieurs centaines, voire plusieurs
milliers de chemins élémentaires. Heureusement, le lissage raméne rapidement ce nombre 3,
moins d’une dizaine dans un environnement tel que notre salle de robotique encombrée de
quelques obstacles, Ainsi, méme si le résultat est trés satisfaisant, son obtention nécessite
un grand nombre de calculs.

Ces constatation peuvent étre interprétées par le fait que Pexigence de complétude
théorique a pour conséquence la conception de programmes compliqués dont le compor-
tement n’est pas aussi idéal que I'on pourrait s’y attendre. Cette notion de complétude
caractérise un algorithme travaillant dans le monde imaginaire dé la géométrie. Lors des
expérimentations cependant, I'incertitude sur les mesures de la position du robot dans son
environnement contraint & prendre des marges de sécurité qui temettent en cause cette
notion. Dans ce cadre, il serait peut-étre préférable dans un souci d’efficacité de sacrifier
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FiG. 11.15 —~ Résolution d’un probléme de planification avec l’attache déportéc

ce concept afin d’ouvrir la voie & des algorithmes plus simples.



p——



Chapitre 111

Du chemin non holonome au mouvement

55



56

Chapitre lll. Du chemin non holonome au mouvement

1.1 Introduction

Dans les deux chapitres précédents, nous avons montré comment construire des che-
mins pour un systéme articulé soumis & des contraintes cinématiques non holonomes en
présence d’obstacles. Si 'espace des vitesses et des accélérations du robot n’est pas borné,
tout chemin H{u) € CS, u € [0, U] est équivalent 3 un mouvement en boucle ouverte pour
le robot en remplagant simplement le parameétre u par le temps t. Cette remarque est va-
lable pour tous les systémes du type: & = f(z)u. Malheureusement ’hypothése précédente
n’est plus valide dés lors que P'on considére qu’un robot est un ensemble de solides mii
par des moteurs dont le couple est borné par construction. Les accélérations du systéme
considéré sont alors bornées. De méme, les vitesses sont limitées par le constructeur. Le
probléme posé dans ce chapitre est donc de déterminer un difféomorphisme ¢ d’un inter-
valle [0, T] dans [0, U] tel que le mouvement H{p(t)) représente un mouvement respectant
les contraintes énoncées ci-dessus.

Quelques idées préliminaires

A premiére vue, il semble suffisant pour résoudre ce probleme de choisir pour ¢ une
fonction définie sur trois intervalles successifs.

L. Sur [0,¢1], ¢ = {5y est contant,
2. sur [t1, T ~ t1], 9 = @pqr est constant,

3. sur [T'~;,T], $ = —p est constant et égal & 'opposé de sa valeur sur le premier
intervalle.

Le graphe de ¢ est un trapéze. Il suffit alors simplement de chaisir les valeurs de o et
Pmaz de fagon a ne jamais dépasser les vitesses et accélérations maximales. En pratique,
les courbes retournées par notre planificateur ne permettent pas de retenir cette approche.
Les rapports entre les vitesses linéaire et angulaire du robot d’une part et ¢ d’autre part
varient trés fortement. La valeur maximale de ©maz serait alors trés petite et le robot
suivrait son chemin a une vitesse trop faible pour toute application réaliste.

L’approche précédente est certes un peu brutale. Il parait envisageable de 'appliquer
successivement sur des intervalles de temps sur lesquels les coefficients évoqués ci-dessus
varient raisonnablement. Ces intervalles devront alors &tre suffisamment petits pour rendre
lalgorithme efficace. Sauf & s’arréter & chaque changement d’intervalle, la partition du
probléme ne définit malheureusement pas une suite de problemes indépendants. En effet,
la vitesse maximale admissible & un instant dépend de valeurs postérieures i cet instant.
Toute personne ayant déja conduit une voiture ne peut qu’approuver cette constatation.
En effet, la vitesse maximale admissible dans une ligne droite dépend bien évidemment
de la distance & laquelle se trouve le prochain virage. Il faudrait donc travailler sur des
intervalles qui se chevauchent. Cela engendre d'autres difficultés comme par exemple la
détermination de l'intervalle de temps nécessaire pour s’arréter d’un point donné 3 une
vitesse donnée. Cette durée majore en effet la longueur de I'intervalle de temps dont dépend
la vitesse maximale au point considéré.

Comme souvent en robotique, lorsque I’on ne trouve pas rapidement une solution
stmple & un probléme, on cherche la solution optimale. Nous nous sommes donc intéressés
au parcours en temps minimal d’un chemin faisable dans I'espace des configurations.
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Parcours d’un chemin en temps minimal

Ce probleéme formalisé dans le courant des années 80 pour le cas des bras manipulateurs
s'est révélé trés riche, Plusieurs travaux ont proposé des méthodes plus ou moins complétes
pour le calcul du parcours en temps minimal d’un chemin dans I'espace articulaire d'un
robot manipulateur. Nous présentons rapidement les principales. Notons que tous ces
travaux ne prennent en compte que des limitations sur les accélérations et non sur les
vitesses.

Bobrow et al [7], furent les premiers & travailler dans le plan de phase (u,) ol u est
le parameétre qui définit le chemin & suivre, et & introduire la notion de courbe de vitesse
mazimale. Cette courbe délimite le plan de phase en deux parties. La partie inférieure
correspondant & des points admissibles (i.e il existe i tel que les accélérations correspon-
dant a chaque actionneur soient toutes admissibles), et la partie supérieure & des points
en lesquels il est impossible de rester sur le chemin imposé sans violer au moins une des
contraintes.

Shin et Mac Kay [43], ont repris {’algorithme précédent en y ajoutant la notion de
courbes tangentes  la courbe de vitesse maximale, rempiagant ainsi une procédure d’essais
successifs par la détermination de points tangents, c’est-a-dire de points ol la courbe de
phase touche la courbe de vitesse maximale sans sortir du domaine admissible,

Pleiffer et Johanni [35], quant 3 eux, ont adopté une approche géométrique qui illustre
bien les différentes composantes du probléme. IIs ont également montré I'importance de
certains points caractéristiques dits points d inertie nulle pour lesquels le rapport entre la
vitesse d’un actionneur et 4 est nul.

[46] a réutilisé les concepts précédents pour améliorer les performances des algorithmes
proposés par ses prédécesseurs,

(19] a appliqué cette méthode au cas d’un robot mobile. Malgré les contraintes non
holonomes, le probléme est similaire au cas du bras manipulateur. [18, 37] enfin, présentent
une bonne synthése du probléme de parcours en temps minimal d’un chemin.

Dans la suite de ce chapitre, nous adaptons les précédents algorithmes & notre cas
particulier. Nous verrons les difficultés inhérentes & notre systéme et nous proposerons des
solutions afin de contourner ces difficultés. Les résultats et algorithmes suivants sont issus

de [26].

I11.2  Interprétation des contraintes dans le plan de phase

A partir de maintenant, on considére le systéme plus particulier du robot A une re-
morque a attache centrée. Les calculs conduits dans ce chapitre peuvent cependant étre
appliqués a Pattache déportée.

Avec les notations du chapitre précédent, Iéquation du systéme est la suivante

¥y = wv,cosd,

Y = vpsind,

6, = w, (IIL.1)
gt = 2&'“—81??,(9,- d H:)

Dans la suite, on notera u le difféomorphisme ¢, et ii, ses dérivées par rapport au
temps t seront appelées respectivement pseudo-vitesse et pseudo-accélération.
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Yr

Tp Tt
F1G. III.1 - Robot tirant une remorque

Rappelons les expressions des vitesses linéaire et angulaire du robot tracteur dans le

cas ou H(u) = (#r(u),y-(u), 8, (u}, 0, (1)) est un chemin respectant les contraintes non
holonomes du systéme:

_ dzr d
vr= EDP ()2 =dy(u)i
Wy = Lry =d,(u)u
Les accélérations linéaire et angulaire ont alors la forme suivante :

O = dy(u)ii+ 8, (u)u? (I11.2)
O = dy(u)i+ 4, (v)u? (111.3)

Contraintes sur les vitesses du robot. Les bornes constantes sur les vitesses linéaire et
angulaire du robot

—VUmar 2V £ Umar

~Wnaz T wWr < Whar

se traduisent par une courbe dans le plan de phase.

(I1L.4)

Ymaz Wmaz }

< MM ()

Cette courbe sera appelée courbe de saturation de la vitesse.
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Contraintes sur les accélérations. Les bornes sur les accélérations quant a elles, contraignent
la valeur de ii.

<
—Wimer S Wy Wrnax

En utilisant les expressions des accélérations (TH1.2) et (I11.3), on remarque que les inéqua-
tions précédentes imposent 4 i d’appartenir 3 deux intervalles.

L¥u, @) <@< UY(u,u)
L¥(u, ) <d< U*(u,n)

TV 12
L) = =Lhli
: O (u)e?
) = _dy(u)
. =U¥—§, (u)u?
) e

U"’(u,i&) — Ef“’—éu!u 42

dy{u)
et

UV =tae  sidy(u) >0, UY=—b,,, si do(u) <0
UY = ey sidy(u) >0, U¥= —Wmar i dy(u) <0

A u fixé et dans le cas oit ni d, ni d,, ne s’annulent, les bornes de ces intervalles sont
affines en 4. On note alors a(x, i) et B(u, @) les bornes de I'intersection de ces intervalles :

o(u,2) = max{L"(u,d), L“(u, i)}
Blu,u) = min{U¥ (u, @), U (u, @)}

Etant donné un point dans le plan de phase, deux cas se présentent alors. Ou bien
afu, ) < B(u,4) et i peut étre choisi dans un intervalle, ou bien #(u, ) < ofu,u) et
aucune valeur de i ne permet de respecter les contraintes en accélération. Le point (u, i)
n’est alors pas admissible.

Il est possible de montrer qu’un point est admissible si et seulement si la condition
suivante est réalisée:

= cvm(u)

. 19 ()| Pmazr + [y (0)|mas
'S \/ A

ou Afu) = dy,(u)d,(u) — d, ()8, (u). On appelle alors courbe de vitesse mazimale la courbe
correspondant & I’égalité dans ’expression précédente,

D’aprés ce qui précede, lorsque d, et d., me sont pas nuls, si (u, @) est sur la courbe
de vitesse maximale, une seule valeur de i est admissible. En revanche, si d,! ou d.,
s’annule, I'expression de la courbe de vitesse maximale reste |a méme mais 'ensemble des
i admissibles y est un intervalle. .

Tous ces préliminaires nous permettent maintenant d’introduire I’algorithme proposé
dans [46] et d’en discuter la mise en oeuvre informatique. C’est l'objet de la prochaine
section.

1. Dans notre cas, dy ne s’annule jamais. C'est une propriété du planificateur local du chapitre précédent.
Nous ne ferons donc plus référence & cette éventualité dans la suite.
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courbe de vitesse maximale

courbe de saturation de Ia vitesse - -~ ~ -

point
sortant

point
tangent

point
entrant

F16. II1.2 - Courbes de vitesse mazimale et de saturation de la vitesse

l11.3  Prise en compte des contraintes sur les accélérations uni-
quement

Rappelons tout d’abord que cet algorithme ne tient pas compte des contraintes sur
les vitesses mais seulement sur les accélérations. Pour rendre Palgorithme plus simple 2
programmer, nous avons préféré raisonner en deux temps. Les contraintes sur les vitesses
seront donc prises en compte unltérieurement.

Remarque: Toute courbe dans le plan de phase @ = f(u) définit une trajectoire, par

intégration de I’équation différentielle ainsi introduite. Il existe une relation simple entre

la pseudo-accélération de cette trajectoire et la pente de la courbe an point correspondant.
Ainsi, si 4(t) = f(u(t)), & = f(u)i.

111.3.1 L’algorithme de Slotine et Yang

Cet algorithme tire son originalité de la notion de point caractéristique. Il s'agit des

points ol la courbe de phase est susceptible d’atteindre la courbe de vitesse maximale sans
la traverser. Ils sont de trois types.

1. Les points tangents sont ceux pour lesquels

_ du  devm(u)
w(u) = du du
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change de signe (k(u~) > 0 et k(ut) < 0), ol -j-% représente la pente de la courbe
de phase sur la courbe de vitesse maximale. En effet, nous avons vu que la pseudo-
accélération ne peut prendre qu’une valeur sur cette courbe limite. Conformément 3

la remarque précédente, la pente de la courbe de phase associée % est unique,

2. Les points a inertie nulle sont ceux pour lesquels d,. = 0. Dans ce cas, la pente de Ia
courbe de phase sur la courbe de vitesse maximale n’est plus contrainte 4 une unique
valeur mais a un intervalle. La pente de la courbe de vitesse maximale quant & elle,
est en général discontinue en ces points.

3. Les points de discontinuité de la courbe de vitesse maximale correspondent 3 des
points de raccordement de courbes issues du planificateur local, En ces points, 4, a
toutes les chances d’8tre discontinu.

L’algorithme comprend alors trois phases.

— intégrer la courbe d’accélération maximale issue de (0, 0) jusqu’a ce qu’elle coupe la
courbe de vitesse maximale ou jusqu’a v = uy;,, I'abscisse de la fin de la courbe.

— intégrer la courbe de décélération maximale en arriére en partant de (w sy, 0) jusqu’a
ce qu’elle coupe soit la courbe précédente, soit la courbe de vitesse maximale. Si elle
coupe la courbe d’accélération, ’algorithme se termine, sinon, on exécute la troisiéme
phase.

- a partir du point d’intersection entre la courbe d’accélération maximale et la courbe
de vitesse maximale, chercher le prochain point caractéristique. De ce point, intégrer
en avant I'accélération maximale et en arriere la décélération maximale. Si {’accélé-
ration maximale coupe la décélération finale construite en 2, algorithme se termine,
sinon, reprendre au point 3.

111.3.2 Mise en oeuvre informatique

L’algorithme précédent utilise des courbes issues de I'intégration d’équations diffé-
rentielles. Malheureusement ces équations différentielles ne s’intégrent pas formellement.
Il faut donc faire appel & des procédures numériques. Cela présente plusieurs inconvé-
nients. Notamment, I’approximation d’une courbe intégrale correspondant & une accélé-
ration maximale a de fortes chances de dépasser cette accélération maximale. De plus,
lorsque les coefficients intervenant dans I’équation différentielle varient fortement, le pas
de I'intégration doit &tre soit fixe et donc trés petit, soit variable. Ceci conduit 3 une
représentation des courbes cofiteuse en espace mémoire.

Ainsi, une premiere tentative de discrétisation & pas fixe (de ’ordre du centimétre sur
la trajectoire de la remorque) s'est soldée par un échec. Au raccordement des courbes,
Pimprécision de |"abscisse d’intersection de courbes entrainait des sauts d’accélération trés
supérieurs aux contraintes imposées. ]

Pour cette raison, nous avons opté pour une approche moins optimale, mais plus sfire,
au moins en ce qui concerne le respect des contraintes sur accélération.

Avant de présenter les procédures de construction de courbes d’accélération, nous
donnons une définition.
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Définition: On dit qu’un point (u, i) est entrant si x(u) < 0 et qu'il est sortant si
&{u) > 0. En effet, si (u, %) est sur la courbe de vitesse maximale, et que x{u) > 0, toute
courbe dans le plan de phase passant par ce point traverse la courbe de vitesse maximale
en sortant de la zone admissible.

Notre algorithme comporte trois procédures.

¢ acceleration(ug, ilp). Soit 0 < g < 1/4 un réel positif. On pose g = poe(ug, o) +

(1 = p)B(uo, ito) et on définit la courbe suivante dans le plan de phase:

%= \/ﬁg + 2iio(u — uo), tant que & € [2uar(u, &) + (1 — 2p)B(u, w), B(u, ©))

Cette courbe dans le plan de phase a une pseudo-accélération constante #ig. Si #, est
la premiére abscisse pour laquelle @y sort de I'intervalle flottant ci-dessus, on pose
@ = /2 + 2ii(u; — up) et on définit une nouvelle courbe & pseudo-accélération
constante partant de (ui, ;). L’opération est répétée (voir figure 1I1L3 page ci-
contre) jusqu’a ce que la courbe ainsi construite atteigne un point sortant ou coupe
une courbe de décélération (la procédure renvoie alors respectivement POINT —
SORTANT ou INTERSECTION).

En termes plus explicites, la construction précédente consiste & définir en tout point
du plan de phase un intervalle inclus dans ’ensemble des pseudo-accélérations admis-
sibles {ar(u, %), 8(u, #)]. Partant d’un point, on choisit tip au milieu de cet intervalle,
et on suit la courbe & pseudo-accélération constante jusqu’a ce que i sorte de Uin-
tervalle flottant ainsi défini.

deceleration{uy, t) est similaire a la différence que & = pB(uq, 1)+ (1—p) (o, to).
L’intervalle dans lequel doit rester i est alors [a(up, ia), 218 (%o, o) +(1~2p) a(uq, Bo)].
Une autre différence importante est que les courbes de décélération sont construites
en marche arriére: u; < ug. Les conditions d’arrét sont intersection avec la courbe
de phase déja construite avant I’appel de la présente fonction (INTERSECTION),
I'arrivée sur un point entrant2(POINT-ENTRANT) ou I’arrivée dans la zone située
au-dessus de la courbe de phase déja construite (AU-DESSUS-ACCEL).

Remarquons que lorsque p tend vers 0, ces courbes tendent respectivement vers les
courbes d’accélération et de décélération maximales issues de (o, @t0). Le choix de
# permet de réaliser un compromis entre l'optimalité et le coiit de la représentation
informatique (i.e. le nombre d’intervalles successifs sur lesquels ta pseudo-accélération
est constante). De plus, ces courbes sont assurées de respecter les contraintes.

point — caracteristique(up, pas) cherche un point caractéristique 3 partir de ug.
Cette fonction calcule successivement les valeurs de K(ug + k.pas) k = 1,2,..., en
s’arrétant dés que x devient négatif. Le paramétre annulant k est alors déterminé
par dichotomie.

Le bon choix du pas de discrétisation est primordial dans cette dernidre procédure
si 'on ne veux pas manquer un point caractéristique.

2.5 le point entrant en question est situé sous la courbe de phase déja construite au moment de I’appel
de la présente fonction, on continue la procédure de décélération jusqu’a Vintersection.
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u,‘ 'U,i+1

(Wis1, Uig) : s
B
(u, U) k - —

(2:, ;)

.a ~,
(1—2u)8 + 2uaq, Ui
(1~ p)8+ po

F1G. I11.3 — Courbe d pseudo-accélération constante par morceaur

Les trois précédentes procédures permettent de construire P'algorithme de détermina-

tion de la courbe de phase qui nous intéresse. Nous en donnons le squelette & la page
suivante.

Remarquons que la notion de point entrant ou sortant nous dispense de construire les
courbes d’accélération et de décélération jusqu’s la courbe de vitesse maximale, comme
c’est le cas dans les algorithmes présentés précédemment. En effet, on est assuré qu’une
courbe d’accélération ne sortira pas de la région admissible par un point entrant et quiune
courbe de décélération ne traversera pas la courbe de vitesse maximale par un point
sortant.
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Algorithme
(u: u) = (0, 0);
St (u, ) point-entrant
phase-suivante = DECEL;
Sinon
phase-suivante = ACCEL;

Tant que (u < ugiy)
Si phase-suivante = ACCEL

cond-arret-accel = acceleration(u, i)

ajouter la courbe d’accélération i la courbe de phase:

Si cond-arret-accel = INTERSECTION
ajouter la courbe décélération 4 la courbe de phase;
(u, %) = fin courbe de décélération;
phase-suivante = ACCEL;

Si cond-arret-accel = POINT-SORTANT
phase-suivante = DECEL;

Sinon (phase-suivante = DECEL)

(u, ) = point — caracteristique(u, pas);

cond-arret-decel = deceleration(u, u);

5i cond-arret-decel = INTERSECTION
ajouter la courbe de décélération  la courbe de phase;
(u, %) = fin courbe de décélération:
phase-suivante = ACCEL;

Si cond-arret-decel = AU-DESSUS-ACCEL
(#,%) = fin courbe d’accélération;
phase-suivante = ACCEL;

Si cond-arret-decel = POINT-ENTRANT
(u, ) = fin courbe d’accélération;

St cond-arret-accel = POINT-SORTANT

pas = pas/2;

phase-suivante = DECEL;
Sinon

phase-suivante = ACCEL;

fin tant que;

deceleration{ufin, 0);
ajouter la courbe de décélération i la courbe de phase.

5i une courbe d’accélération termine par un point sortant et que la courbe de décélé-
ration suivante termine par un point entrant, alors un point caractéristique a été manqué.
On reprend la recherche avec un pas plus faible.

En fait, "algorithme présenté ci-dessus est une version simplifiée destinée 3 exposer le
principe de la construction de la courbe de phase. En réalité, les points caractéristiques &
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inertie nulle ou de discontinuité de la courbe de vitesse maximale demandent un traitement
spécifique. '

111.4  Prise en compte des bornes sur les vitesses

Dans la section précédente, nous avons montré comment construire une courbe de
phase respectant les limites d’accélération imposées, Dans cette section, nous utilisons
cette courbe que nous appelons courbe de phase des accélérations pour en construire une
respectant les contraintes sur les vitesses.

Pour ce faire, nous utilisons quatre procédures.

l. suit — acceleration: recopie la courbe d’accélération construite dans la section
précédente tant que les vitesses linéaire et angulaire ne sont pas saturées. Lorsque
la courbe d’accélération coupe la courbe de saturation, la pente de la courbe de
saturation est calculée. Si cette pente correspond & une accélération admissible, la
procédure suivante est suit — saturation, sinon, la pente est trop petite et la fonc-
tion deceleration est appelée.

2. suit — saturation: recopie la courbe de saturation de la vitesse, jusqu'a ce que la
courbe de phase des accélérations traverse la courbe de saturation de haut en bas ou
que Paccélération induite par la saturation de la vitesse cesse d’atre admissible. Dans
le premier cas, I’algorithme poursuit avec la fonction suit — acceleration. Dans le
second cas, soit I’accélération devient trop grande et la fonction acceleration est
appelé, soit elle devient trop petite et deceleration est appelé.

3. acceleration: construit une courbe d’accélération similaire 3 celles de la section
précédente. La différence réside dans la condition d’arrét. Cette fonction stoppe
lorsqu’elle rencontte la courbe de phase des accélérations ou la courbe de saturation
de la vitesse. Dans le premier cas, la fonction suit — acceleration est appelée.
Dans le second cas, deceleration est appelée sila pente de la courbe de saturation
est trop faible, suit — saturation est appelée dans le cas contraire.

4. deceleration: cherche sur la courbe de saturation le prochain point caractéris-
tique pour les vitesses (i.e. le premier point oll la pente de la courbe de saturation
correspond a I'accélération minimale) et construit en arriere une courbe de décéléra-
tion analogue a celles de la section précédente. Cette courbe de décélération s'arréte
lorsque la courbe de phase courante est rejointe. suit — saturation est ensuite
appelée a partir du point caractéristique trouvé.

Une fois de plus, un point caractéristique peut étre manqué. Ces cas sont, détectés et
la recherche est relancée avec un pas plus petit.

Toutes les fonctions utilisées pour la construction de la courbe de phase, ont en com-
mun qu’elles recherchent des points sur une courbe pour lesquels une grandeur continue
change de signe. Les points caractéristiques par exemple, sont définis par un passage de
« des valeurs positives aux valeurs négatives. De méme, la construction des courbes d’ac-
célération (section II1.3) nécessite de calculer le premier point de la courbe pour lequel
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la pseudo-accélération # sort d’un intervalle. Ceci revient a chercher I'annulation de la
différence entre i et les bornes de |'intervalle.

La détermination de I'annulation d’une fonction continue quelconque est une opération
délicate en informatique. L’annexe C, aborde ce probléme crucial.

111.5 Résultats

Nous présentons dans cette section quelques résultats expérimentaux pour l'attache
centrée. Le cas de I’attache déportée ne differe que par le calcul des coefficients cinéma-
tiques d,, d, 4., &,.

Fic. lI1.4 — Chemin planifi¢ pour un robot & remorque

La figure I11.4 représente le chemin calculé par le planificateur. Ce chemin est composé
de trois trajectoires élémentaires issues du planificateur local, aprés lissage. Il comporte
un changement de sens. Son traitement consiste alors en deux opérations indépendantes
relatives & chaque portion de méme sens.

Les figures I11.5 page ci-contre et II1.6 page suivante montrent les courbes limites dé-
finies précédemment et illustrent la construction en deux temps de la courbe de phase
solution pour la deuxiéme partie du chemin. L’abscisse représente le paramatre u, lor-
donnée la pseudo-vitesse %. On peut remarquer la discontinuité de la courbe de vitesse
maximale a la jonction des deux trajectoires élémentaires du planificateur local.

Le caleul de ces courbes et des consignes qui s’en déduisent est quasiment instantané.
Cela représente un gain de temps conséquent par rapport & ’algorithme utilisé par le passé.
Ce dernier s’apparentait & une méthode de programmation dynamique dans le plan (z, i).
Pour vérifier 'admissibilité d’un couple (u, %), on devait calculer la courbe de décélération
maximale issue de ce point et vérifier que cette courbe ne violait aucune contrainte. Il en
résultait alors un algorithme beaucoup plus cofiteux en mémoire et en temps puisqu’une
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trajectoire moyenne dans notre environnement d’expérimentation donnait lieu 3 des temps
de calcul de I’ordre de quelques dizaines de secondes.
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IV.1 Introduction

Ce chapitre présente la derniére étape de notre approche, i savoir la stabilisation de
notre robot autour de sa trajectoire de référence calculée par le planificateur de chemins
et paramétrée par I'algorithme présenté dans le chapitre précédent.

Nous présenterons également des résultats expérimentaux en essayant de donner les
principales raisons qui ont motivé nes choix.

Nous commencons tout d’abord par rappeler quelques définitions relatives & la stabilité
des systémes dynamiques.

V.2 Définitions: la stabilité au sens de Lyapunov

Les notions de stabilité au sens de Lyapunov ont guidé de nombreux travaux dans le
domaine de l'automatique linéaire. En mécanique, un point d’équilibre est dit stable si le
systéme en reste proche lorsqu’on en éloigne légérement. Clest le cas par exemple d’une
masse suspendue & un ressort, en ’absence d’amortissement. Il est dit asymptotiquement
stable si en outre, il revient & sa position d’équilibre. (Vest le cas si I’on ajoute des forces
de frottement fluide & ’exemple précédent.

Plus formellement, considérons le systéme différentiel suivant :

&= f(z,1) (IV.1)

ot 7 € RYet t € R. Pour simplifier, nous supposerons que la fonction f vérifie toutes
les conditions nécessaires & I’existence et 3 i’unicité d’une solution pour toute condition
initiale! (zo,#). De plus, nous supposons que 0 est un équilibre de ce systéme: Vt ¢
R, £(0,t) = 0. Nous noterons alors (2, g, to) la solution de (IV.1) telle que z(tg, zg, o) =
zo. On a alors les définitions suivantes:

Définition IV.1 Stabilité.
L’équilibre 2 = 0 du systéme (IV.1) est dit stable si:

Ve >0,3n > 0 tel que Vig € R, Vg & By, Yt > tg,
I:l.‘(t,.’b‘u,tg)l <<€

olt By, est la boule de R™ centrée en 0 et de rayon .

Deéfinition IV.2 Stabilité asymptotique locale.
L’équilibre z = 0 du systéme (IV.1) est dit localement asymptotiquement stable s’ est
stable et sl est de plus localement attractif:

3dn > 0 tel que Ve > 0,37 > 0 tel que Vto € R,Vzg € B, ¥t >ty + T,
lz(t, xo, ta)| < €

et enfin,

Définition IV.3 Stabilité asymptotique globale.
L équilibre © = 0 du systéme (IV.1) est dit globalement asymptotiquement stable 'l est

1. 11 suffit par exemple que f soit de classe C*.
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stable et s'il est de plus globalement attractif :

Vn > 0,Ve > 0,37 > 0 tel que Vtg € R,Vzq € BVt >+,
’l‘(t,il,‘o,t())l < €

En robotique, on est plutot confronté & des systémes du type: & = g{x,u} ol u est un
vecteur de commande. Le probléme de stabilisation de ce systéme revient alors 3 trouver
une loi de commande u = u(z,t) telle que le systéme bouclé & = g(z, u(z, 1)) soit stable,

Pour établir la stabilité d’un systéme bouclé, la méthode la plus courante consiste a
utiliser ce que l’on appelle une fonction de Lyapunov. Pour en donner une définition, il
convient d’introduire la notion de fonction de classe K.

Définition IV.4 Fonction de classe K.
Une fonction o : Ry — R, est dite de classe K si

e a(0)=0
o afr}>0sir#0,

® « est croissanie

lim, 400 a{r) = co

Définition IV.5 Fonction de Lyapunov.

Une fonction V : R” x R — R est dite de Lyapunov si elle est continiment différentiable
et s'il existe deuz fonctions de classe K, o et 3 telles que

vz € R% affz]]) < V(2,t) < B(]|=])-

On considére maintenant le systéme (IV.1), et on s'intéresse i I’évolution de Vix(t),t).
On définit pour cela la fonction suivante :

Wz, t)=V(z,t) = %—I:(x, )+ g—:—f(x,t).

On a alors le résultat suivant:

Théoréeme IV.1 Stabilité

Sivr e R®" Vit e R, W(z,t) <0
alors 0 est un équilibre stable du systéme,
De plus si 3k > 0,Yz € R™, V¢t € R, Wiz, t) < —kW(z,t)

alors 0 est un équilibre globalement asymptotiquement stable.

Méme si, d’un point de vue formel, la stabilité asymptotique d’un systéme n’est pas
exactement équivalente & la convergence de toutes ses trajectoires vers un point d’équilibre,
nous ferons la confusion entre ces deux notions dans la suite.-
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IV.3 Etat de I'art

C’est au début des années 90 que le probléme de la stabilisation du mouvement d’un
robot mobile a connu un réel essor. De nombreux travaux se sont attachés 3 proposer des
lois de commande par retour d’état pour des systémes spécifiques ou pour des systémes
plus généraux. L’équivalence entre certains robots mobiles articulés et formes chainées a
encore contribué & stimuler ce domaine de 'automatique.

La célebre condition de Brockett [8] selon laquelle aucun retour d’état statique continu
ne peut faire converger toutes les trajectoires d’un systéme non holonome vers un point
d’équilibre, a scindé le champ d’investigation en deux domaines distincts * la stabilisation
autour d’une configuration d’une part et la stabilisation autour d’une trajectoire de ré-
férence d’autre part. Dans les deux cas, les obstacles ne sont pas pris en compte. C'est
pourquoi nous avons du passer par une phase de planification de chemins sans collision.
Cette approche nous dirige donc tout naturellement vers le suivi de trajectoire.

Nous présentons cependant un apercu des divers travaux portant sur la stabilisation en
une configuration des systémes non holonomes en général et des robots mobiles articulés
a roues en particulier. Nous ne prétendons bien entendu pas & l'exhaustivité tant les
contributions ont été nombreuses dans ce domaine. {12} propose A ce sujet une bonne
vision d’ensemble.

IV.3.1 Stabilisation autour d’une configuration

Les méthodes spécifiques: nous entendons par la celles qui s’appliquent & un systéme
en particulier comme le robot seul ou le robot muni d’une seule remorque.

[39, 41] proposent chacun une méthode de stabilisation utilisant un retour d’état
continu mais dépendant du temps, applicable & une classe de systémes particuliers puis
montrent que la voiture appartient & cette classe. Dans [41], la démarche suivie par 'au-
teur répond & un schéma commun & de nombreux travaux traitant de la stabilisation en un
point de systémes non holonomes. Dans un premier temps, 'auteur considere une équa-
tion d’évolution du type = f(z,u), ou f peut éventuellement dépendre de paramétres
supplémentaires. Ces paramétres sont bien entendu constants pour un probléme donné. I
propose ensuite une loi de commande u(z,f) de telle facon que la variable de commande
disparait du systéme bouclé qui devient alors un simple systéme différentiel dont I’évo-
lution ne dépend que de la condition initiale: & = g(z,t). La convergence de = vers sa
position finale zq est assurée par la donnée d’une fonction de Lyapunov Ve - zp,t). 1l
reste ensuite & montrer a I’aide d’un changement de variable convenable et d’un bon choix
des parametres de f, que le systéme particulier que l'on cherche & stabiliser répond A
I’équation d’évolution proposée.

Une autre fagon de contourner la difficulté soulevée par I'inexistence d’un retour d’état
continu stabilisant un systéme non holonome en une configuration, consiste & en construire
un discontinu. La premiére tentative dans ce domaine pour un robot mobile de type
Hilare est due & [10]. L’inconvénient majeur de cette approche réside justement dans la
discontinuité du retour d’état. En pratique, les vitesses du robot sont continues, en raison
des lois élémentaires de la dynamique. Il conviendrait dans ce cadre, de travailler sur
le systeme commandé en accélération. Pour cela, il suffit de placer un intégrateur avant
chacune des entrées. A notre connaissance, ce probléme n'a pas été abordé.
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Un cas particulier : les systémes chainés. 1l est une classe de systémes qui a suscité de
nombreux travaux dans le domaine de la stabilisation en un point. Il s’agit des systémes
chainés. Il répondent & Péquation d’évolution ( I1.1 page 31).

Moyennant un changement de variables proposé par Sgrdalen dans [47], le chariot 3
n remorques peut se mettre sous forme chainée, 4 la condition que le point d’attache de
chaque remorque soit situé au-dessus de I’axe des roues de la remorque précédente,

Une autre transformation intéressante proposée par Samson dans [42], lie également
ces deux systémes. Etant donné un chemin pour le chariot & n remorques, sa position est
paramétrée par I'abscisse curviligne de la projection du centre Fp de Pessieu de la dernidre
remorque sur sa trajectoire de référence, sa distance & cette courbe et les angles relatifs
entre les remorques successives. Au prix d’un changement de variables supplémentaire, le
systéme ainsi obtenu se met sous forme chainée. L'intérét de cette transformation réside
essentiellement dans le fait que ’abscisse curviligne de la projection de P sur sa trajec-
toire de référence, correspond exactement 3 1. Ainsi, en prenant cette abscisse curviligne
comme nouvelle variable temporelle, on obtient un systéme linéajre homogeéne? qu’il est
facile de stabiliser. En effet, sur tout intervalle oi u; garde un signe constant, z; est un
difféomorphisme. On peut donc transformer (I.1) en:

( dz
a2 =
dzy o T3
dr; R
J de = Tipl
d-’”n—l —
L'y xﬂ
dzrp — uz
\ d.‘L‘l uy

Une telle stratégie permet ainsi d’assurer le suivi de trajectoire du systéme. Pour la sta-
bilisation en une configuration, il suffit alors de construire un mouvement de référence
oscillant autour de la configuration but et d’utiliser la méthode précédente en s’assurant
que l'abscisse curviligne du mouvement de référence diverge.

[48] propose une méthode comparable qui découple également la premiére composante
des n — 1 autres. L’idée consiste & travailler sur des intervalles de temps successifs [t;, Liv]
sur lesquels u; est commandé en boucle ouverte :

= k(z(t:)) f(2)

Comme précédemment, les n — 1 derniéres coordonnées z — (2g,...,25) obéissent & un
systeme linéaire non stationnaire commandable. Il suffit alors de choisir uy linéairement
en fonction de z, stabilisant z & P'origine. Ce retour d’état instationnaire n’est donc pas
différentiable. C’est en effet une condition nécessaire pour assurer sa convergence expo-

nentielle.
[33] enfin, utilise ’homogénéité des systdmes chainés pour construire un retour d’état
dynamique instationnaire et stabilisant exponentiellement le systéme.

2. indépendant du temps
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Les méthodes plus générales. 1l n’existe malheureusement pas de méthode générale
permettant de construire un retour d’état stabilisant un systéme sous la forme générique
& = f(z,u), en un point donné.

D’intéressants résultats formels concernent cependant les systémes dits sans dérive,
c’est-a-dire ceux qui répondent & une équation de la forme:

b= f@u=) fila)u

ol les f; sont des champs de vecteurs sur I'espace des configurations. Ces systémes sont
accessibles si l'algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs f; est de méme di-
mension que 'espace des configurations. [11} a montré que cette condition implique éga-
lement ’existence d’un retour d’état instationnaire stabilisant asymptotiquement 'ori-
gine. La stratégie consiste a considérer une commande en boucle ouverte v(zo,t) T-
périodique, dépendant de la position initiale. Le systéme ainsi bouclé suit une trajec-
toire Z(zo,t) également périodique. L'auteur propose donc de perturber cette commande
initiale : v*(zo,t) = v(zo,t) -+ ew(wo, ), de telle fagon que la trajectoire ainsi obtenue:
Z(z0,t) = 2(20,t) + €y(2o,t) + O(¢?) vérifie la condition suivante: y(zg, T) = —n(zo)zo
ol 7 est une fonction strictement positive en dehors de 0. La trajectoire perturbée n’est
plus périodique, mais elle se rapproche de I'origine & chaque période. Notons que les com-
mandes utilisées ici sont des commandes en boucle ouverte dans la mesure ot elle ne font
intervenir que P'état initial zo. Sous certaines hypothéses cependant, les fonctions z%(zq, )
sont & I fixé des difféomorphismes. Il suffit alors de remplacer z par leur inverse zq(z¢, t)
pour obtenir un retour d’état instationnaire.

Pour sa part, [36] donne une méthode explicite permettant de construire un retour
d’état également périodique pour des systémes commandables sans dérive. En contrepartie,
il impose quelques conditions restrictives aux champs de vecteurs f; qui donnent un statut
particulier & 'un d’eux. En effet, la premiére hypothése de travail stipule que I’algébre de
Lie engendrée par les champs de vecteur f;, doit &tre engendrée par des crochets de Lie
faisant intervenir uniquement f; :

Rang{ f1(z), fa(), .- - fm(2),
[flyf?]($)) veey [flvfﬂ’I](‘T)!
[fl}[flaf?]](m)i“'a[fla [f11fm:|]($)1" } =d

D’autre part, la construction proposée par l'auteur requiert dans le cas général de résoudre
une équation aux dérivées partielles. Cependant, si le champ de vecteur f; est redressable,
c’est-a-dire s'il existe une carte dans laquelle f; = 6‘%1’ alors la construction du retour
d’état est plus directe. Dans le cas du chariot & remorque, cette condition est remplie,
dans la. mesure ol 'orientation du robot est directement commandée par w.

Nous en arrivens maintenant a la deuxidme classe de problémes, a savoir le suivi de
trajectoire.

IV.3.2 Suivi de trajectoire

Paradoxalement, il est plus facile d’un point de vue automatique de stabiliser un sys-
teme non holonome autour d’une trajectoire de référence qu'autour d’une configuration
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immobile. Bien entendu, il faut imposer 3 la trajectoire de référence de ne pas étre station-
naire, sinon on se ramene au cas traité dans la section précédente. La encore, de nombreux
travaux ont porté sur ce sujet depuis une dizaine d’années.

L’approche géométrique. Les premidres méthodes proposées [40, 22] reposent sur une
construction géométrique trés simple. Les composantes du robot réel dans le référentiel
du robot de référence définissent les écarts longitudinal, transversal et angulaire. La loi
de commande peut se résumer approximativement par des corrections proportionnelles a
P’écart longitudinal pour la commande de la vitesse linéaire et aux écarts transversal et
angulaire pour la commande de la vitesse angulaire :

v, = v?—kAz
Wy = w? — kyAy — keA#

ol Az, Ay et A# sont respectivement les écarts longitudinal transversal et angulaire.
v¢ et w? sont les commandes en boucle ouverte de la trajectoire de référence. Cette lo
de commande stabilise le robot réel autour de sa trajectoire de référence. Son principal
avantage est qu’elle donne des résultats trés satisfaisants. De plus, le réglage des gains
est aisé dans la mesure ofl Pinfluence de chacun d’eux est facilement discernable dans le
comportement du robot.

Les méthodes de linéarisation. Elle sont essenticllement de deux types:

e Les premiéres consistent & travailler sur le linéarisé tangent du systéme initial. En
effet, si les écarts entre la position réelle et la position de référence du systéme
sont suffisamment petits, un retour d’état linéaire stabilisant le linéarisé tangent,
stabilisera le systéme initial vers sa trajectoire de référence. Lorsque le systéme
linéaire obtenu est commandable, 'automatique fournit de nombreuses méthodes de
stabilisation asymptotique & convergence exponentielle.

Dans ce cadre, [20] propose une commande optimisant un critére quadratique. Ce-
pendant, des hypothéses restrictives sur la trajectoire de référence sont nécessaires
pour que le systéme linéaire en question soit homogzne.

Dans le méme esprit, [13] considere le linéarisé tangent au systéme constitué par
un tracteur tirant une remorque. Comme précédemment, I"auteur se limite & des
trajectoires circulaires afin que le linéarisé tangent soit homogéne. 1] propose alors
une commande linéaire stabilisant asymptotiquement les écarts en 0.

De maniere beaucoup plus générale, [51] propose une méthode permettant de stabili-
ser les systémes non holonomes en général en les lindarisant autour d’une trajectoire
de référence. Le systéme ainsi obtenu est dans le cas général instationnaire. Les au-
teurs proposent cependant un retour d’état linéaire, dont le calcul & I'instant ¢ fait
intervenir la portion de la trajectoire de référence comprise entre t et £ + &, ol § est
un réel positif. La construction utifise une matrice définie par une intégrale entre ¢
et t + & ressemblant & la matrice de commandabilité du systéme.

® La seconde maniére de ramener I’étude & un systdme linéaire consiste i linéariser
exactement les équations d’évolution initiales. Bien sir, tous les systémes non li-
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néaires ne sont pas linéarisables, et pour ceux qui le sont, le changement de variable
adéquat n’est pas toujours facile & trouver.

Une des premiéres tentatives dans ce domaine est due & [38] qui décrit une expéri-
mentation mettant en ceuvre un robot de type voiture avec une remorque. La tiche
& accomplir consiste & stabiliser le systéme en marche avant comme en marche ar-
ricre le long d’une ligne droite. Les auteurs proposent un changement de variable
qui linéarise exactement le systéme, en prenant comme nouvelle variable temporelle
la projection du centre de ’essien de la remorque sur la trajectoire de référence. Il
s’agit en fait, méme s'il n’en est pas fait mention d’un passage par une forme chai-
née, correspondant exactement i la méthode de suivi de trajectoire proposée par
[42] et décrite précédemment, mais appliquée au cas particulier ou la trajectoire de
référence est une ligne droite

[2] pour sa part propose un retour d’état dynamique qui linéarise exactement les
équations d’évolution du robot mobile. Les nouvelles variables d’état sont en fait les
coordonnées du centre de 1'axe moteur du robot et leurs dérivées successives. Cette
transformation rappelle immédiatement la propriété de platitude du robot mobile.
Cette notion introduite par Fliess, Lévine, Martin et Rouchon permet de généraliser
la méthode précédente a un grand nombre de systémes. A cet égard, [16] propose
un retour d’état stabilisant le chariot & » remorques. Pour éviter la singularité ap-
paraissant dés que la trajectoire de référence voit sa vitesse s’annuler, les auteurs la
reparametrent par rapport a abscisse curviligne du centre de la dernidre remorque.

IV.3.3 Stabilisation en un point par boucles ouvertes successives

La recherche de méthodes de stabilisation en un point a donné naissance & une nouvelle
approche pour réaliser cette tiche dont la difficulté inhérente & la non holonomie a été
formalisée par la condition de Brockett. Il s’agit en fait d’exécuter des trajectoires en
boucle cuverte sur des intervalles successifs.

Le travail de [48] décrit précédemment correspond bien 3 cet esprit. Il propose de
stabiliser un systdme chainé en définissant une commande en boucle ouverte pour uj sur
des intervalles de temps [t;, t;41].

(6] propose un autre exemple, également pour les systémes chainés, dans lequel des
perturbations sont ajoutées aux équations d’évolution. I’idée consiste 3 planifier une tra-
Jectoire menant le systéme de sa position courante au but puis d’exécuter cette trajectoire
en boucle ouverte. Les perturbations font alors apparaitre un écart entre la position at-
teinte et le but. La mé&me opération est alors réitérée jusqu’a ce que la configuration finale
soit suffisamment proche du but. Les auteurs mentrent que sous certaines hypothéses, ce
schéma converge exponentiellement. Bien entendu, une condition nécessaire a Iapplica-
tion de cette méthode est de disposer d’un planificateur local qui remplisse les conditions

requises. D’un autre ¢6té, ce schéma présente une certaine robustesse aux perturbations,
que la plupart des travaux mentionnés dans ce chapitre n’évoquent méme pas.

La méthode que nous avons utilisée dans nos expérimentations est tout & fait dans cet
esprit. La principale différence est que la boucle ouverte est remplacée par un suivi de
trajectoire. La section suivante lui est consacrée.
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IV.4 Exécution du mouvement : notre contribution

Dans cette section, nous présentons les options que nous avons choisies pour mener a
bien la tache de déplacement qui fait I’'objet de notre travail.

IV.4.1 Description de notre systeme expérimental
Hilare et sa remorque

Le robot sur lequel nous avons mené nos expérimentations est constitué d’un tracteur
de type Hilare, équipé de deux roues motrices et de quatre roulettes assurant son équi-
libre. Un module de locomotion permet de commander directement ses vitesses linéaire et
angulaire. Une remorque est attachée au-dessus de I'axe moteur du tracteur (figure IV.3
page 81). Comme dans le chapitre précédent, (2,,y,,8,) désignent la position et 'orienta-
tion du tracteur dans un référentiel terrestre, #; représente I'orientation de la remorque,
La longueur de I’attache de la remorque, c’est-a-dire la distance séparant le centre de I'axe
moteur du tracteur de I’essien de la remorque est toujours notée £,

La mobilité du tracteur est assurée par la commande indépendante des deux roues
motrices. Un module de locomotion permet de commander directement les vitesses linéaire
et angulaire d’Hilare-2-bis.

Des caméras fixées au plafond de la salle d’expérimentation permettent de localiser
le robot tracteur au début de toute expérimentation, dans un repére fixe. La mesure de
sa position est ensuite assurée par le couplage d’une centrale inertielle et de deux roues
annexes équipées de codeurs incrémentaux dit odométriques. La position de la remorque
par rapport au tracteur est mesurée par un codeur optique absolu, placé sur la liaison
entre les deux parties du véhicule.

L’architecture informatique du systéme

Les différentes taches permettant la résolution du probleme générique posé dans ce
mémoire, sont réparties entre plusieurs entités informatiques appelées des modules. Ces
modules programmés en C tournent soit sur des cartes 68040 embarquées sur le robot,
soit sur une station UNIX. Dans le premier cas, le systéme temps-réel utilisé est VxWorks
(Figure 1V.1 page suivante}. Les diverses fonctionnalités sont exécutées sur demande par
I’envoi d’une requéte au module compétent. Les résultats calculés sont alors stockés dans
des zones de mémoire partagée appelées posters et situées sur 'une des cartes du robot.

La conception des différents modules est grandement facilitée par un générateur auto-
matique Genom congu par Sara Fleury et Matthien Herrb au sein du lahoratoire [14]. Ce
logiciel crée du code C & partir d’un fichier décrivant formellement, Jes fonctionnalités du
module. Il reste alors & I’utilisateur 3 insérer ses fonctions avant de compiler le tout.

Notre architecture comprend trois modules :

1. TRPLANNER calcule un chemin faisable entre les configurations initiale et but aprés
avoir regu une carte de ’environnement. Ce chemin composé d’une suite de chemins
élémentaires est ensuite stocké dans un poster.

2. TRPILO Iit le chemin dans le poster précédent et calcule un paramétrage respectant
les limites sur les vitesses et les accélérations. Les bornes peuvent étre changées
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TRLOCO TRPILO

—==>= Codeur angulaire

-=> Codeurs odométriques

<= <Commande roues motrices

FiG. IV.1 - L’architecture informatique de notre systéme

par simple requéte. Il échantillonne ensuite les consignes de la trajectoire en boucle
ouverte dans un poster & intervalles régulier (25ms).

3. TRLOCO Réalise 'asservissement du robot autour de la consigne lue dans le poster

précédent.

Une interface graphique enfin, permet de sélectionner la position but dans I’environ-
nement et de lancer les différentes tiches permettant de mener & bien la mission.

IV.4.2 Hypothéses et objectifs

Dans les chapitres précédents, nous avons montré comment calculer un mouvement
en boucle ouverte qui améne le robot de sa position initiale & une configuration désirée.
Si notre robot était parfait, il suffirait alors d’injecter les’ commandes correspondantes
en entrée des moteurs pour voir le mouvement se réaliser. Une telle stratégie est bien
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évidemment exclue car les imperfections du systeme le feraient sans aucun doute dériver
et s’éloigner de sa trajectoire. Pire, un mouvement en marche arricre n’aurait pas besoin
de plus de quelques métres pour voir la remorque passer devant le tracteur.

Cette remarque met en évidence la nécessité d’utiliser une loi de commande en boucle
fermée qui stabilise le robot autour de sa trajectoire. Elle met également le doigt sur
les limitations de I'approche classique de l'automatique. En effet, pratiquement tous les
travaux que nous avons évoqués dans la section précédente supposent une connaissance
exacte de la loi d’évolution du systéme étudié. Le fil conducteur en est la notion de stabilité
asymptotique. Un tel systéme est donc en mesure de corriger une erreur de position initiale.
Par extension, on peut s’attendre & ce qu’une faible perturbation de I’"équation d’évolution
ait pour conséquence de déplacer légérement le domaine de stabilité. Cependant, peu de
travaux s’intéressent i ce probléme. Dans notre cas justement, la position initiale est
connue avec une grande précision et se situe sur la trajectoire de référence. Les écarts sont
donc dus a une connaissance imparfaite de I'évolution du systéme,

IV.4.3 Stabilisation par suivis de trajectoires successifs
Description générale

Conformément aux constatations précédentes, nous proposons le schéma suivant, A
partir de la configuration initiale, on planifie un chemin qui rejoint la configuration finale.
Aprés la phase nécessaire de paramétrage, on exécute le mouvement correspondant 4 laide
d’une loi de commande en boucle fermée que nous détaillerons dans la suite. On répéte
ensuite ces trois étapes jusqu’a ce que le robot soit suffisamment proche de son but. En
geénéral, deux itérations suffisent & remplir la mission.

La loi de commande de suivi de trajectoire

La premiére section de ce chapitre laisse 'embarras du choix quant & une méthode de
stabilisation d’un robot mobile autour d’une trajectoire de référence. Différents critéres
permettent d’orienter ce choix. Ils sont essentiellement de deux types:

o la performance: la convergence est-elle exponentielle, la vitesse de convergence est-
elle réglable?

» la commodité: le réglage des paramétres permettant d’améliorer le comportement
est-il aisé?

La solution proposée dans [40] pour un robot mobile sans remorque est un bon com-
promis relativement aux critéres ci-dessus énumérés. Quelques expérimentations suffisent
en effet a apprécier la qualité de ses performances.

Le bouclage proposé dans cet article mesure la position (Az, Ay, A#) du robot de
référence dans le référentiel du robot réel et applique les commandes suivantes:

Up = v,?cosA8+glAa:

sin Ad
wr = W+ gaAf + gl Ap

ol v, et w, sont les vitesses linéaire et angulaire du robot; v?, w? sont les consignes en
boucle ouverte de la trajectoire i suivre et gy, g, sont des paramétres de réglage.

Ay
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Ay

posttion réelle

consigne

F1G. IV.2 - Loi de commande pour un robot mobile sans remorque

Il reste cependant a s’occuper de la remorque. $’il est vrai qu’en marche avant, celle-ci
est stable d’elle-méme (nous le montrerons dans la suite), il n’en est pas de méme en
marche arriére. Notre stratégie consiste donc i négliger la remorque en marche avant, et
a utiliser un artifice en marche arriére pour se ramener au cas d’un robot mobile seul.

Stabilisation par symétrie: cas de I'attache centrée Considérons le tracteur virtuel
obtenu & partir du tracteur réel par symétrie d’axe ’essieu de la remorque. La position et
P’orientation de ce tracteur sont données par les transformations suivantes:

On pose également :

I, = x,— 20cosd,
gr = yr — 2Lsind, (IVZ)
91- = 7 + 20t — 0,.-

=0+~ (IV.3)

En dérivant ( 1V.2) et { IV.3) par rapport au temps, on établit aisément le systéme suivant ;

avec

F, = 0. cosé,
¥ = oU,sind,
Br = &

é:t = Q‘E‘ Sin(ﬂ,. - 9;)

U = —u,

o, = 2'%"5;'111(19r - 8,) —w,
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”\
)
~ A
b,=6,+n “ G i — \ 0,
t -;-—-_:“Em;f“_)__\.\___ : (zr, v )
\ -7 - :
o7 Pl ——
£ V-7
0 ¢ 5

FI1G. 1V.3 ~ Robot virtuel pour la commande en marche arriére

Zr,Gr,6r) o
(xr,yrygragt) — . - . Erxyr,6r|9t}_> i
réel N loi de virtuel . )
(=2, 40, 09,69 virtuel |(#2, 72,62} | commande (B, 0r) réel brsWr
(v, w?) (#0,a%)

Fi1G. IV.4 - Loi de commande en marche arriére

Ainsi, le systéme constitué du tracteur virtuel attaché i la remorque est équivalent au
robot initial. Son état et ses commandes s'obtiennent facilement en fonction de ’état et
des commandes du robot réel. L’avantage de cette transformation est que les deux robots
vont dans un sens opposé, si bien que lorsque le tracteur réel recule, le tracteur virtuel
avance. Pour un mouvement en marche arriére, il suffit de stabiliser le robot virtuel autour
de sa trajectoire de référence pour voir la remorque suivre d’elle-méme sa trajectoire de
consigne.

Plutot que d’écrire l'expression de la loi de commande v, (z,, yy, 6§, b:) et w,(z,, yr, 0,,8,)
obtenue par cette transformation, nous présentons dans la figure 1V.4 les opérations A ef-
fectuer pour ’établir.

Stabilisation par symétrie : cas de I'attache déportée Alors que la tiche de planification
est beaucoup plus difficile pour ce systeme que pour Iattache centrée, la commande en
boucle fermée autour d’une trajectoire est quant & elle plus facile. En effet, au lieu de définir
un robot virtuel par symétrie pour la marche arriére, il suffit maintenant d’interchanger
les réles du tracteur et de la remorque.

Les longueurs des attaches sont notées £, et £;, les positions respectives du robot et de
la remorque sont notées (z,, ¥-,8,) et (z¢, y, 8:). Les deux éléments sont attachés au point
A, (i, 5,) et (i, ¥;) sont les reperes associés respectivement au tracteur et 3 la remorque
(figure IV.5 page suivante). "

Si (v, wr) et (vy,w;) sont les vitesses linéaires et angulaires du tracteur et de la re-
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Ty
o
T_J..t DU |
o A >
-t l, .
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(x'l"’ yr’ 91")
(Ih Yt 01) ’

F1G. 1IV.5 — Commande du chariot 4 remorque ¢ attache déportée

morque, la vitesse du point A s’écrit des deux fagons suivantes:

<

A = Urﬁr"wr‘grgr

= vy + wndy

Ces deux équations permettent d’établir facilement les relations qui lient les vitesses de
chaque solide:

v, = cos(f. —)v, + £, sin(f, — 8w,
sin(6r ~6;) £ cos(f. - 8,)

Wy = Uy W
4 £

Contrairement au cas de l'attache centrée, les couples {v,,w,) et (vy,w;) sont liés par
un automorphisme de R% On peut ainsi exploiter la méme idée que précédemment, en
prenant pour robot virtuel en marche arriére, tout simplement la remorque.

IV.4.4 Justification formelle de notre schéma de stabilisation

A présent, nous présentons quelques calculs simples permettant d’établir la validité
théorique des propositions faites dans la section précédente. Dans un premier temps, nous
montrons que la remorque est bien stable en marche avant, dans le suivi de trajectoire, puis

nous montrons la robustesse de notre schéma de planification-exécution anx perturbations
d’évolution.

La loi de commande de suivi de trajectoire

La premiere partie de I'article [40} montre que l’on peut commander un robot mobile
le long d’une trajectoire en stabilisant uniquement un point de ce robot, & la condition
que ce point ne soit pas situé sur I’axe des roues motrices. Nous nous trouvons dans un cas
similaire, dans la mesure ou en stabilisant le robot autour de sa trajectoire de référence,
nous stabilisons également le point d’attache de la remorque autour de sa consigne.
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Considérons un mouvement de référence pour notre systeme {z9(), v2(t), 80(1), 69(1),
v (t), w2(t)), v2(t) > 0. En supposant que le mouvement réel du tracteur est parfait, c’est-
a-dire que (2.(t), y- (1), 6-(t)) = (22(t), y°(¢), 82(t)), nous nous intéressons & I'écart f; entre
6 et sa consigne 67 :
6, =0, -6,

Avec ces notations, un calcul direct permet d’établir que

ég = %(sin(@r - 0;) —sin(9, — 67)) (IV.4)
2v B+ 60 6

= _—— — 4 ‘r

7 cos(f, 5 )sm(z) (IV.5)

Si on impose que —7 < ét < w, alors, sin(%ﬁ) est du méme signe que 0. Quitte a remplacer
le temps par P'abscisse curviligne du centre du tracteur, on peut poser v = 1. Dans ces
conditions, on voit que la stabilité de la remorque dépend de ’angle entre le tracteur
et la bissectrice des directions de la remorque dans sa configuration réelle et dans sa
position souhaitée. A ce niveau, il est d’ailleurs préférable de travailler avec I’angle relatil
@ = 8; — 87 entre la remorque et le tracteur. Par extension, nous posons ¢ = 69 — g9 et
p=p-’=4,.
L’inégalité (IV.5) devient alors

2v o+ 0 .
-ecos( 7 ) sin(

[NE e N

@ )
- - -~ ’ -~ - g
Ainsi, l'erreur angulaire ¢ décroit en valeur absolue dés lors que cos(f“;&) > 0, c’est-
a~dire si
s

S <¥+ -‘2’3 < I modulo 27 (IV.6)

2
Une condition intervenant lors de la phase de planification par l'utilisation des sorties
plates de notre systéme impose que

r < <
2 ¥ %3
DY’autre part,
L pLT

si bien que les inégalités (IV.6) sont équivalentes 2

0<¢’<Z et —r<@g<T-2°
ou bien
—IT<p¥<0 et —r-2< @<

La figure IV.6 page suivante montre Pintervalle des valeurs de @ sur lequel décroit 1’écart
l — ¢°|. On remarque immédiatement que ce domaine diminue avec Pangle relatif de la
trajectoire de consigne ¢° jusqu’a devenir critique lorsque cette valeur atteint 7 /2. Cette
configuration est d’ailleurs critique a plusieurs égards, tant au niveau de la planification de
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tracteur domaine de stabilité pour

remorque
(réelle)

remorque

(consigne)

Fi1G. IV.6 - Intervalle de stabilité pour orientation de la remorque

chemins qu’au niveau de la commande. D’un point de vue pratique, il est donc préférable
de surcontraindre ¢ dans la phase de planification :

w

5 (IV.7)

€% < Pmaz <
De la sorte, on se réserve une marge de stabilité pour I'erreur angulaire sur la remorque.
En effet, I'inégalité (IV.7) assure que 0 est un point d'équilibre asymptotiquement stable
au sens de Lyapunov pour ¢: Vinégalité |@| < 7 — 2¢,,,, permet d’assurer la décroissance
de []. Il est des lors trés facile d’établir la stabilité asymptotique (et méme exponentielle)
en contraignant un peu plus l'intervalle:

Ve > 0,|9(0)| < ™ — 2¢0maz ~ € = lim $(t) =0
=00

Ainsi donc, pour stabiliser un tracteur tirant une remorque en marche avant, il est
suffisant de stabiliser uniquement le tracteur. Notons simplement qu’aucun paramétre ne
permet de régler la vitesse de convergence de I’angle de la remorque. Dans la pratique, cela
ne pose aucun probléme car I’objectif de notre loi de commande est & ce stade de ne pas
trop s’éloigner de la trajectoire de référence. La précision de I’approche de la configuration
finale est traitée dans la section suivante.

Stabilisation par succession de planifications et d’exécutions

Une fois que le premier mouvement planifié a été exécuté, deux possibilités s’offrent 3
nous. La premiére consiste & boucler notre systéme par un retour d’état stabilisant, soit
instationnaire, soit discontinu. Ces derniers nécessitent de considérer une commande en

accélération car la vitesse de notre robot doit étre continue. Cette contrainte ajoute deux
dimensions a notre systéme, rendant la tache de conception d’une commande en boucle
fermée plus difficile. La seconde possibilité consiste a relancer la boucle planification-
exécution en spécifiant le méme but que précédemment. Regardons plus en détail chacune
de ces options.
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Le retour d’état instationnaire. Etant donné un systeme répondant & une équation de
la forme & = f(z,u), 'idée consiste & proposer une commande u(z,t) telle que le systéme
bouclé converge vers le point désiré zp,, :

{ :(;)fe(?{u(z,t)) = lim 2(t) = 2y, (IV.8)

Cependant, ’évolution exacte du systéme modélisée par la fonction f n'est pas connue
avec exactitude, des perturbations dues au glissement des roues sur le sol ainsi qu’a des
imprécisions mécaniques, peuvent apparaitre. Dans notre cas, I’élasticité de la liaison entre
la remorque et le robot par exemple, induit des perturbations dynamiques. Ainsi, une
équation du type suivant serait plus apte 3 représenter notre systéme:

é
i
oil € représente entre autres la variation de la géométrie due i Iélasticité évoquée ci-dessus.
Cette variation est conditionnée par les vitesses et accélérations des solides qui constituent
le robot, c’est pourquoi leur influence apparait sous forme d’extension dynamique du
systéme initial. Méme sous I’'hypothése que ¢ reste borné, que dire du comportement du
systéme (IV.9) ure fois bouclé avec le retour d’état u(z,)? Si € est sufisamment petit,
on peut s’attendre a ce que le point d’équilibre 3, soit légérement déplacé. Le systeme
perturbé convergera alors vers une configuration voisine. Il est possible aussi que le systéme
ne converge pas mais reste dans un voisinage de Ty, & partir d'un certain temps, Ces
considérations de robustesse sont rarement évoquées dans les travaux de stabilisation de
systémes non holonomes.

D’autre part, méme si les perturbations sont négligeables, on ne connait pas les trajec-
toires du systéme bouclé (IV.8). La présence d’obstacles dans ’environnement du robot
rend hasardeuse I'utilisation d’une telle stratégie, & moins de mener une étude sur (I1V.8)
permettant de borner ses trajectoires. De plus, les travaux proposant des bouclages insta-
tionnaires prennent rarement en compte les limitations des vitesses et accélérations d’un
systéme réel.

En contrepartie, la commande par retour d’état demande peu de calenls et ceux-ci
peuvent étre exécutés en temps réel.

g{z, e, u)
h(z, e, u)

(1V.9)

Une nouvelle phase de planification. L’alternative 3 la méthode présentée précédem-
ment consiste & planifier une nouvelle trajectoire entre la position atteinte par le robot et
le but, puis & 'exécuter. En général, ces deux configurations sont assez proches et le travail
de planification est grandement facilité. En effet, dans la plupart des cas, le planificateur
local trouve un chemin en une seule itération. Il est alors inutile de passer par P'étape
coliteuse de la construction d’un chemin géométrique.

Comme nous I'avons évoqué précédemment, la détermination exacte de ’équation
d’évolution de notre robot n'est pas une tache aisée. Nous nous contentons donc de faire
les hypothéses suivantes, cohérentes avec les diverses expériences que nous avons menées:

de(2(s), zo(s)

0 8s (1V.10)
de(x(s), zo(s)

A (Iv.11)

S
&

IA A

)
)
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ol d¢ est une distarce dans Iespace des configurations, & et A sont des constantes, zg(s)
est le mouvement planifié, z(s) est le mouvement réel et s est 'abscisse curviligne de la
trajectoire du centre de la remorque.

L'inégalité ( IV.10 page précédente) signifie que I’écart entre la position réelle et la
consigne, nul au départ du mouvement, croit avec la distance parcourue. La seconde hy-
pothese (IV.11), résulte de la loi de commande de suivi de trajectoire qui empéche le robot
de trop s’éloigner de sa consigne.

La. définition de notre planificateur local (voir p 42) permet de supposer que pour deux
configurations z, et z3, éloignées d’une distance inférietre & A, le chemin calculé aura une
longueur de ordre de dc($1,$2)1/4. Ainsi done, si 'on note z; la position atteinte aprés
i phases de planification-exécution, il existe une constante 5 telle que:

de(z1,2pu) < A
1
de(@ig1, Thut) < nde(Ti, Tow) T
L’écart & la position désirée est donc majoré en distance par une suite vérifiant :

A

dy

Ll 1

di+1 = nd

Cette suite admet pour limite 54/?,
Deux cas se présentent alors:

e soit A > %3 et la suite (d;) des bornes sur la distance entre z; et Tyt décroit vers sa
limite. La précision a attendre de la présente opération est majorée par cette limite.

e soit A < %3/ il est alors inutile de replanifier un chemin, on ne peut espérer atteindre
une précision supérieure a celle obtenue par le suivi de trajectoire.

Dans les deux cas, il existe un domaine stable autour de la configuration finale, malis
comme dans le cas du retour d’état instationnaire, les perturbations sur le systéme in-
duisent une imprécision dans le schéma de stabilisation autour de la configuration finale.

Remarquons que ce résultat a pour cause principale l’exposant ;1{ qui intervient dans
la longueur du chemin retourné par le planificateur local. Sans cet exposant et sous la
condition que 7 < 1, la suite des mouvements exécutés convergerait vers le but, malgré
les perturbations. Il est malheureusement impossible de construire un planificateur tel que
la longueur des chemins soit proportionnelle A la distance entre leurs extrémités pour un
systeme non holonome. L'exposant dont il est question ci-dessus est en effet en relation
directe avec le degré de non holonomie du robot.

IV.5 Résultats expérimentaux

Nous présentons dans cette section quelques résultats obtenus lors de nos expérimen-
tations sur les deux systémes. La structure de contréle de ces expérimentations est repré-
sentée sur la figure IV.7. Elle correspond & la méthode que nous avons exposée dans ce
chapitre, consistant & effectuer des planifications successives pour s’approcher du but par
des sulvis de trajectoires.
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obstacles VUmaz, Winax, 'i’mara L‘-’ma.w
qbut *
——]
trPlanner trPiloe
o (20, v, Oo, o)
(Uo, wo)
- Qeourant
trloco °

Fia, IV.7 - Structure de contréle

Pour chaque systéme, nous donnons trois exemples A, B et C, représentés dans cet ordre
sur les figures IV.8 et IV.9, Le premier chemin planifié est représenté par la trajectoire
du centre du robot. Deux tableaux rassemblent les résultats obtenus. Les distances sont
exprimées en métres, les angles en degrés. Ag, et Ag; représentent les écarts & la position
visée aprés le premier et le deuxidme mouvement. Les mouvements suivants, n’ayant pas
donné d’amélioration de Ierreur finale, n’ont pas été reportés. Les temps de calcul de la
premiere planification et le nombre de rebroussements figurent dans la dernidre colonne.
Les planifications suivantes ont été instantanées, c’est pourquoi leur temps de calcul n’est

pas reporté, Il en est de méme des temps de calcul du paramétrage et des consignes en
boucle ouverte,

IV.5.1 L’attache centrée

La distance entre le point d’attache et I’axe des roues de la remorque, correspondant
a la constante ¢ dans ’équation { Il.1 page 57), est pour notre systeme de 1,2 métres.

F1G. 1V.8 ~ Trois ezpérimentations A, B, C pour l’attache cenirée. La configuration but
est en gris, la configuration initiale en noir.
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Ginit Gout Aq Agy caractéristiques
Al z=29.42 xz = 2.04 Ar=10 18 sec
y=-290 |y=-25 | Ay=-0.02 0 rebrous.
¢ =91.39 d=190 AP =0.18 .
p=-1019 | =10 Ap=0
B|z=210 r =426 Az =10 Az =0.01 1 min 53 sec

y=—243 =-0.50| Ay=10.14 Ay = -0.02 || 3 rebreous.
0 = 89.7 = 180 Af =413 Af = 1.96
=20 =0 Ap=-4.93 | Ap=-0.71

¥
[
©
C|z=4.27 y=1030 | Az =0.13 Ar = -0.02 || 23 sec
y
[
e,

y=—0.51 =-7.32 | Ay =0.01 Ay = -0.01 [| 1 rebrous.
#=179.63 =90 Af =445 Af =0.96
¢ =10.35 =0 Ap=-493 [ Ap=-0.35

IV.5.2 L’attache déportée

Les distances entre la liaison et les axes des roues du robot et de la remorque, corres-

pondant aux constantes ¢ et b sur la figure I1.10 page 49, sont respectivement de 65 et 90
centimétres.

Fic. IV.9 — Trois ezpérimentations A, B, C pour l’attache déportée. La configuration but
est en gris, la configuration initiale en noir.
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Jinit Gbut Agqy Agy caractéristiques
Alz=220 |2=1010 |[Az=-005| Az =0 1 min 10 sec
y=-224{ y=—6.90 | Ay = 0.02 Ay = -0.01 || 1 rebrous.
8 ==90 8=190 Af=-1.10 | Al =-1.90
p=0 p=10 Ap=141 Ap =1.05
Blz=999 r=25834 Az =0 Ar=40 1 min 12 sec
y=-200|y=-266 | Ay=-0.06 | Ay =-0.01 | 1 rebrous.
8=29020 | #=290 A6 =054 Af = -0.75
=141 | p=1843 | Ap=1.28 Ay =0.58
C|z=531 r=10.08 | Az =0.02 40 sec
y=-261|y=-7.70 | Ay = 0.03 1 rebrous.
f=289.44 | #=-90 Af = 0.81
w=19.01 | ¢ =2765 | Ap=—0.19

IV.5.3 Remarques et interprétation

La précision obtenue lors de ces expérimentations est trés satisfaisante. Elle est en effe
de l'ordre de quelques centimétres en position et de quelques degrés en orientation. On
remarque également qu’une seule replanification est en général nécessaire. Cette opération
est de plus trés peu coiiteuse dans la mesure ou le planificateur local est presque toujours
suffisant pour Ja mener i bien.

IV.6 Conclusion

Nous avons vu que 'ensemble des travaux de ces dernitres années dans le domaine de
la commande en boucle fermée de robots mobiles offre plusieurs possibilités pour amener
un robot d’une configuration initiale & une position désirée. On distingue cependant deux
écoles. La premiére consiste a concevoir une commande en boucle fermée instationnaire ou
discontinue, telle que toutes les trajectoires du systéme bouclé convergent vers la position
désirée. La seconde consiste 4 planifier un mouvement entre la position initiale mesurée et
la position finale désirée, puis & exécuter ce mouvement en stabilisant le robot autour de
sa trajectoire de consigne.

Les méthodes du premier type ne peuvent pas étre appliquées directement si ’environ-
nement comprend des obstacles car on n'a aucun contréle sur les trajectoires du systéme
bouclé. Leur utilisation pour une approche finale nécessite une étude locale permettant
de borner 'espace dans lequel évolue le robot pour assurer ’absence de collisions. En
outre, peu de travaux s’intéressent a la robustesse de ces méthodes 3 des perturbations
d’évolution.

Les méthodes du second type demandent des traitements beaucoup plus complexes qui
font d’ailleurs ’objet de cette thése, pour construire le mouvement en boucle ouverte qui
sert de guide & I’évolution du robot. La méthode que nous préconisons pour s’approcher
d’une configuration consiste & planifier et & exécuter successivement des mouvements allant
de la position courante i la position désirée. Par un modéle trés simple, néanmoins réaliste,
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nous avons montré dans quelle mesure ce schéma permet de majorer I’écart final dans le
cas de perturbations d’évolution.
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Chapitre V. Conclusion

Le travail reporté dans ce mémoire a pour théme le mouvement d’un robot mobile
non holonome articulé dans un environnement connu encombré d’obstacles. Les systémes
articulés suscitent un intérét grandissant du fait de leur maniabilité, en particukier dans le
domaine de la robotique & exploration.

Nous nous sommes attachés a résoudre ce probléme du calcul a I'exécution sur des sys-
témes expérimentaux réels. La complexité informatique (plus d’une dizaine de millier de
lignes de code) malgré les hypothéses simplificatrices de connaissance exacte de ’environ-
nement et de la position du robot montre que la problématique est riche et sa résolution
compléte sans conteste trés difficile.

Cette difficulté a semble-t-il plusieurs causes. La premiére vient de la complexité du
sous-probléme de calcul d’un chemin géométrique ne tenant pas compte des contraintes
non holonomes. Ne connaissant pas de méthode exacte et efficace pour un systéme de
dimension quatre, nous avons utilisé une méthode aléatoire qui discrétise brutalement
l'environnement. Méme si elle n’est pas compléte, cette méthode trouve quasiment toujours
une solution dans notre environnement expérimental. Nous avons en outre fourni une
modélisation par chaines de Markov permettant de comprendre son fonctionnement

[’ajout des contraintes non holonomes apporte également son lot de complications.
[’approximation du chemin géométrique par une séquence de trajectoires faisables néces-
site une méthode locale qui rende compte de la commandabilité locale en espace petit.
Cette exigence restreint fortement le choix parmi les commandes en boucle ouverte pro-
posées dans la littérature automatique.

Meéme si les résutats que nous avons obtenus, ne permettent pas d’espérer voir des
robots mobiles articulés se déplacer dans des environnements partiellement connus avant
longtemps, ils sont tout de méme encourageants, L’amélioration de I’efficacité de la tiche
de navigation nécessite cependant la prise en compte de données issues de capteurs exté-
réoceptifs, tant dans la phase de mouvement que dans celle de planification.
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Annexe A

La démonstration du théoréme I1.1 page 39 est fondée sur la continuité des composantes
de la carte { en fonction des dérivées de la courbe suivie par les sorties plates. Le lemme
suivant sera nécessaire pour établir les majorations & venir.

Lemme. Si pour i = {1,2, o P}

|fi(z) = gi(2)| = O(z™)
alors

P 4
1] 5i2) - [T i) = O(zmininidy
i=1 =1

La démonstration de ce lemme est élémentaire, nous ne ’exposons pas ici.

Démonstration du théoréme I11.1 page 39

ldée de la démonstration

On note H(u), « € [0, v3] le chemin Path(g:, ¢;) dans 'espace des configurations. h(u)
est la courbe plane suivie par la sortie plate lorsque le robot parcourt H (u):

hw) = alu/va)ya(u} + (1 - afu/v2))m (). (V.1)

Conformément & la platitude du systéme, les composantes de H(u) dans la carte ¢
s’expriment en fonction de h(u) et de ses n + | premitres dérivées. Ces fonctions sont
méme continiment différentiables:

8O H () = arcta,n(:::y—gg)
6 (H () det(ifrh('l(‘:);) ﬁa(“))
o) = L)

_gdet(A(w), B (w)) < A(u), "(u) >
A (w)(18
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o < .,. > désigne le produit scalaire dans le plan. Les fonctions précédentes sont
définies dés lors que A’'(u) # 0. On note D leur espace de définition :

D = {(h,}',R", ..., A"V} € R**¥2 /b7 0}

Par abus de notation, on note 8} (h, A/, ..., A(**1)) les composantes d’une configuration en
fonctlions des dérivées des sorties plates.

Les composantes de I'(g, u) s’obtiennent en appliquant les mémes fonctions a v (u) et
a ses n + 1 premiéres dérivées.

Ainsi donc, sur tout compact inclus dans D, la continue différentiabilité de 8(*) implique
que:

109 (hy, 1o, BPTDY — 009 (g, B, o, BT = O(By = Ball + ..+ [RHD — BPTOY)

Il suffit donc pour mener a bien la démonstration de s’assurer que les dérivées des
sorties plates relatives & H(u) et & 7,(u) ne sortent pas d’un compact et de majorer les
écart entre ces dérivées. nous nous y attachons dés i présent.

Appartenance de (h,..., A" ) et (n1,...,4"") 3 un compact
Remarquons d’abord que ||4(u)|| = 1. Comme

i u
(B = m)(u) = a(-) vz — 1) (w) + —a/(—)(r2 = )(w),
2 Uz U2
en posant T == u — vy, on obtient

Nv2(2) — m ()l

l4(Fy, (7)) — @(Pg ()
|Pq2( ) - Py ()l

szlez _31 1

i=0

IA

IA

Les hypothéses du théoréme permettent d’écrire

1
! (1) — 2 ) Y2

”7‘2(“‘) 71( )” - z'(n-l—l )

uis, par intégration
]

lr2(w) = nl < |lya(vs) — (o)l +
fn 1a(s) — 74(s)lds

+2

ﬂ
1P2|+Z n+1

2n+1 n+2
< i
- (n4+1)

IA
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Ainsi, si vy est suffisamment petit, ||h'(u) - n(u)| < %, et par 'inégalité triangulaire
1A (@) > 3.

Il n’est pas trés difficile d’établir que les vecteurs (v, .. .,7{"“)) et (h,..., h(”“)) sont
bornés dans la mesure o v, Iest aussi. Nous ne le faisons pas ici, d’autant plus que les
calculs développés dans la suite de la démonstration permettent de s’en convaincre. Cette
constatation ainsi que les calculs précédents permettent d’affirmer que ces vecteurs sont

restreints & un compact inclu dans D. Il suffit donc maintenant de majorer les écarts entre
ces vecteurs pour établir le théoréme,

Majoration des dérivées de h(u) — v, (u)

L'expression ( V.1 page 93) dérivée k fois donne
k k 1 oy, ; ;
A () ~ 7P @) = 37 a2 (1) - 5y ),
i=o V2 v2
Examinons maintenant les dérivées successives de T1 et de y3. Par définitjon,

@( Py, (1))
(Fa (7))

Les dérivées d’ordres supérieurs ont la forme générique suivante pour k € {2,3,...,n+1}:

Ya(u) =
7 (u) =

&y

k=1k-1 -
W = YT ersar; ) + )

=1 j=1

k—1k-1 ) ir
7w = C TP rae, ) + )

=1 j=1

ol les n;; sont des exposants entiers. Ce résultat se montre facilement par récurrence. Les
hypothéses du théoréme implique alors que Vk € {0,1,...,n+ 1},

k i
IPR(7) = B (7)) = Owp+i-*)
puis le lemme permet d’établir que Yk € {0,1,...,n+1},
k k n+d—
57 ~ 7P ()] = Owpr-k)
Ainsi, pour |u| < |va], et ¥ € {0,1,...,n+ 1},

1B () = 1 (w)]| = O(wy)

Comme nous ’avons écrit précédemment, la continue différentiabilité des fonctions 9% (h, B,

sur un compact permet d’aboutir A la conclusion du théordme.

..., A1)
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Annexe B

Démonstration du théaréme 11.2 page 41

La présente démonstration utilise le théoréme des fonctions implicites pour construire
@. Considérons la fonction suivante définie sur S~ x CS~ xR x R par:

kY

(I)(qI)Qerlu) =< M(‘Il»”),M(QL u‘))rAl(qla 'U) >

M (g, ©) est le point d’intersection entre la droite A(g1,v) et la courbe M(gq,u) si et
seulement si ¥ est solution de I’équation :

Q’(q;, g2, v, f)) =0.

Remarquons que pour tout couple (g1, v) € CS™ x R, Iapplication partielle (a1,q1,0) () =
D(q1, 92, v, u) est continiment dérivable et que sa dérivée en v est égale & 1. Donc pour
chaque couple (g1, v}, le théoréme des fonctions implicites assure existence

- d’un voisinage U(qy,v) de (g1,41,v) dans CS~ x (S~ x R,
— d’un voisinage Q(g1,v) de (g1, q1,v,v) dans €S~ x €5~ x R x R,

- d’une fonction continfiment différentiable (g, 0y de U{g1,v) dans R,

vérifiant
(41,42, V', u'} € gy, v) et ®(q, 05, v, u) =0
sl et seulement si
(qia q;a U,) € U(‘?h U) et u = 5(q1,v) (q;, QE, U’)

Nous nous trouvons donc en présence d’une famille de fonctions U(gy,0)- 1l parait intui-
tivement évident que ces fonctions coincident sur les intersections de leurs ensembles de
définition. A bien y réfléchir cependant, cette propriété ne coule pas de source et nécessite
quelques développements.

Soit I un intervalle compact de R dont Dintérieur contient 0. Nous définissons un
segment compact dans R?:

S={(z,2)/zel}.

La famille {©(g, v))qek ver constitue un recouvrement ouvert du compact Kgx S. On peut
donc en extraire un recouvrement fini:

Ko x 8§ C UE_, Q(qi, v;).
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A ce stade, il est facile de vérifier que
KoxTC Uf’=1U(q,-, U,')

et que les fonctions partielles v(,,) prennent les mémes valeurs sur les intersections de
leur ensemble de définition. Ces fonctions partielles induisent donc une fonction globale &
definie sur UP_, U(g;, v;} et continiiment différentiable sur cet ensemble.

Il reste & établir que UL, U(gi, v;) contient bier un ensemble de la forme K, x J. Il
suffit de montrer Pexistence de deux réels 7 > 0 et v > 0 tels que

Ky x [=v,+v] QUL Ulgi, vi).

Cela se démontre aisément par 'absurde: si la propriété précédente est fausse, on peut
construire une suite (g%, g%, v*) d’éléments du compact K x I dont aucun élément n’ap-
partient & UP_, U(gi, v;) et vérifiant

1 1
de(g1,65) < 7 and Jo¥| < -
k k
On peut alors extraire de cette suite une suite convergente admettant pour limite
(qtim » Gtira > 0). Comme Uf___lU(q,-,v,-) est ouvert, et qu’aucun élément de la suite ne lui
tient, (Qrim, @rim,0) € U U(gi, vi). Ot (Qim, @1im, 0) appartient & Ko X I qui est
apparuent, {grm; @lim, i=1 VG Ui ) T \Qlim s Qlim, PP en 0 qul es
inclus dans UY_, U(g;, v). Il y a donc contradiction.
La deuxiéme partie du théoréme découle directement de la continue différentiabilité
de la fonction © et de la restriction des différents parameétres i des parties compactes. De
piusa T_)(ql’ q» U) = .
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Annexe C

Détection d'intersections de courbes

L’algorithme que nous avons défini dans le chapitre 1IT doit détecter les valeurs d’un
parametre pour lesquelles une fonction continue change de signe. La détermination précise
de ces zéros par un algorithme qui par définition ne peut calculer qu*un nombre fini de
valeurs fait objet de la présente annexe.

Considérons une fonction continue f{x). Etant donné un paramétre ug tel que f(ug) >
0, on se propose de déterminer le premier zéro u* de f supérieur & ug. On suppose que le
nombre de zéros de f est fini sur tout intervalle borné de R.

L’expression des courbes ne permet pas de déterminer formellement les annulations.
En revanche, il est possible de calculer les valeurs de f pour n’importe quelle valeur du
paramétre?! u.

La procédure de recherche du premier zéro de [ aprés ug choisit donc des valeurs u; du
parameétre u en fonction des valeurs f(ug), k € {0, 1,...,i — 1} observées précédemment.
Si f(ui—1) et fu;) sont de signes opposés, il existe forcément un zéro entre les deux.

Le choix de u; est important. En effet, si la fonction f change deux fois de signe dans
I'intervalle [u;, u;_], une annulation de la fonction f risque d’8tre manquée.

Si ’on ne connait aucune borne sur les dérivées de f, il n’existe malheureusement pas
de moyen siir de ne pas manquer une annulation.

Cependant, la connaissance d’une borne sur une dérivée de f permet de choisir conve-
nablement les espaces entre les points ot la valeur de la fonction f est calculée. Nous
envisageons successivement les cas oit la dérivée premiere de f est bornée et oi la dérivée
seconde de f est bornée.

Dérivée premiére bornée

Nous notons M; une borne sur la valeur absolue de la dérivée de Folf(w)] < M.
Dans ce cas, étant donné les valeurs de la fonction S en deux points u; et Uit1, tels que
i < Uit1, ON a les inégalités suivantes: Yu € [u;, uiy,],

f(ui+1)2+ flu) ~ M, Ui+12"' Uy < flu) < f(u£+1)2+ Sfluy) + M, ui+12— u;

Ces inégalités permettent de déterminer la premiére annulation aprés ug d’une fonction
continue f a dérivée premiere bornée avec une précision ¢ aussi petite que désiré. En effet,

1. A la précision de la représentation des réels par la machine prés. Nous supposerons cette représentation
exacte.
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U; Uit1 U; Ujt1

ujttiyy
2
F1Gg. V.1 - Détermination d’annulations lorsque la dérivée premiére est bornée
q

supposons que f(uq) > 0. Etant donné un pas initial h = hy, on pose u;3; = u#; + h et on
calcule fluiyy).
- 8i f(wi41) > 0, deux cas se présentent.
. Soit mﬁ%iﬁlﬂ — My 22 5 0, alors on est assuré que f ne s’annule pas
entre u; et u;1;. Dans ce cas, on incrémente ¢ et on reprend 'algorithme au
début.

. Soit ﬂu—'ﬂfuﬁl - l'n/lflu—"'%:ﬂ < (. Dans ce cas, f peut s’étre annulée entre u;

et ui41. On divise le pas par deux: h = A/2 et on reprend ’algorithme & partir
de u;.

= Si f(u;41) < 0, on est assuré que f s’est annulé entre u; et u;4;. Une procédure
de dichotomie permet alors de déterminer un zéro de f: 4. Il reste & s’assurer qu'il
s’agit du premier. Pour cela, on calcule la valeur de f(% — ¢).

. 81 f(z—¢€) >0, on pose h = % — ¢ — u; et on réitére la procédure de recherche
d’un zéro entre u; et & — €.

. Si f(u—€) < 0, un autre zéro se trouve entre u; et &— €. On relance la procédure
de dichotomie.

La méthode précédente permet ainsi de limiter le nombre de calculs de la fonction f.
Evidemment, lorsque la valeur absolue de f est grande, le pas peut étre choisi assez grand.
Les calculs deviennent plus nombreux dés lors que la fonction f s’approche de zéro.
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Dérivée seconde bornée

Dans cette section, nous considérons le cas oi la dérivée seconde de la fonction [, de
classe C* est bornée:

|F*(w)] < M2

Nous supposons que les valeurs de f et de f’ peuvent &tre calculées exactement en tout
point.
Le moyen le plus simple d’utiliser la contrainte sur la dérivée seconde de S consiste &

Putiliser pour borner sa dérivée premiere. En effet, sur tout intervalle v, v+ 4],

J'(v) = Myh < f'(u) < F/(v) + Myh.

On se rameéne ainsi au cas traité dans la section précédente. Cependant, I'information dont
nous disposons ici permet de déterminer la premiére annulation de f exactement. Pour
cela, nous construisons comme précédemment une suite u; de parametres u en s’assurant
que f ne s’annule pas sur les intervailes [1i, wip1].

La donnée de f(u;) et f'(u;) permet d’encadrer f entre deux fonctions de maniere
élémentaire,

€ R f(u)+ (00— ) = =) < ) < J(00) + ) w4 L2 2

Dorénavant, nous noterons m(u) = f(u;) + f'(u;){v — u;) — lgl(u - u)? et M(u) =
Flud) + f{w)(u—u) + A—gl(u - u;)? les deux trinomes du second degré correspondant aux
bornes précédentes et nous supposerons encore que f {10) > 0. Ceci ne restreint en rien la
généralité du probléme. Il suffit bien entendu de remplacer f par — f dans le ¢cas contraire.

Faisons quelques remarques au sujet de m{u) et M (u) restreintes & I'intervalle [ws, 4-00f.
Il est aisé de constater que la fonction m(u) s’annule toujours une seule fois apres uw;. En
effet, le coefficient du terme en u? est négatif. M (u) quant & elle peut s’annuler deux fois,
pas du tout ou une seule fois si la parabole la représentant est tangente a ’axe des z. [l
reste donc & examiner deux éventualités.

1. M{u) ne s’annule pas aprés u;. Dans ce cas, on définit u;4; comme la premiére
annulation de m(u). f reste donc positive sur I'intervalle (%4, %ig1]-

2. M ((u) s’annule deux fois. Dans ce cas, nous notons respectivement ;) < 4; < iy les
valeurs pour lesquelles m s’annule, M s’annule pour la premiére fois et M’ s’annule.
Alors, il est aisé de conclure que f s’annule entre #;+1 et %; une et une seule fois.
En effet, f'(u) < 0 tant que u € [ug, #2[. f(u) ne peut donc redevenir positif sur cet
intervalle, Il suffit alors de déterminer @ la valeur de % annulant J par dichotomie
entre %;4; et #;. Cette procédure trés simple permet d’obtenir @ avec une précision
trés grande en trés peu de temps.

Les deux procédures précédentes définissent ainsi un algorithme de recherche de la premiére
annulation de f.

Une question se pose tout de méme: I’algorithme que nous venons de définir trouve-t-il
toujours une solution en temps fini? ’
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Annexe C

FiG6. V.2 - M(u) s’annule deuz fois.

Nous allons montrer que la réponse est positive & condition que la fonction f s’annule en
changeant de signe. En d’autres termes, il suffit que la dérivée de f au point d’annulation
ne soit pas nulle.

M (u) est un trindbme du second degré. Son éventuelle annulation dépend donc du signe
de son discriminant :

Ap{w) = f'(u)? - 2My f (u;)

Pour que M({u) s’annule aprés u;, il faut et il suffit que Aps(u;) soit positif d’une part
et que f'(u;) soit négatif d’autre part. Si la deuxitme condition n’est pas respectée, les
annulations de M(u) se trouve avant u; et on se trouve donc dans le premier cas du
raisonnement précédent.

Ces deux conditions se résument par I'inégalité suivante :

S () + V2M f(us) < 0. (V.2)

D’aprés les hypothéses, au premier point d’annulation @ de f, la dérivée de [ est stric-
tement négative. L'expression ( V.2) est continue (comme fonction de u;) et strictement
négative en . Elle est donc négative sur un intervalle du type [@ — ¢, @]. Cela signifie que
si u; se trouve suffisamment proche de 4, l'algorithme trouvera la solution en un coup.

Il reste & montrer que la suite u;, croissante définie par une succession de cas ol M(u)
ne s’annule pas aprés u;_; ne peut pas converger. Il suffit pour cela que *ip1 — Ui soit
minoré par un réel positif. Ce résultat n’est pas trés difficile & obtenir, dans la mesure ot
les fonctions f et f' continues sont restreintes 3 l'intervalle [ug, @ — €] compact.

La détermination des racines de m(u) fournit immédiatement la relation de récurrence
déterminant u;4, en fonction de u;. En effet, ’

Flw) + o/ F(w)? + 2M; f () = g(uj)
M, A

Uipl — U =
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La fonction g(u) ainsi définie est bien évidemment continue sur Vintervalle fuo,  — €.
Elle y est donc minorée par un réel strictement positif. Ceci contredit toute convergence
de la suite u;. Notre algorithme permet ainsi de déterminer avec une grande précision la
premiére annulation de f.

Quelques remarques

D’aprés les développements précédents, il semble préférable de disposer de bornes sur
la dérivée seconde plutdt que sur la dérivée premiére. En effet, dans ce cas, la précision de
détermination de la racine de f n’influence pas la construction de la suite u;. C'est scule-
ment le calcul final par dichotomie qui en est dépendant. Cette procédure est cependant
tres rapide, son temps de ¢alcul est logarithmique en la précision voulue.

Si l'on dispose uniquement d’une borne sur la dérivée premiére de f, on ne peut jamais
étre certain que f ne s’annule pas plusieurs fois sur un petit intervalle,

Dans le cas d’Hilare tirant une remorque, que celle-ci soit & attache centrée ou dépor-
tée, nous ne disposons pas de bornes sur les dérivées des courbes issues du planificateur
local MPy,.. En effet, pour cela, il faudrait minorer le dénominateur h'? 4 hi2, commun
aux formules exprimant la courbure et ses dérivées successives. Les calculs du chapitre
précédent, établissant la propriété topologique de notre planificateur local, permettent de
constater que lorsque les configurations initiales et finales se rapprochent, ce dénomina-
teur peut &tre minoré. Il serait donc préférable de refuser des trajectoires sans collisions
construites par la méthode du chapitre précédent, afin d’assurer I’existence d’un minorant
a ce dénominateur.,
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Titre : Robots mobiles a remorque : de la planification de
chemins a I'exécution de mouvements

Résumé : Ce mémoire aborde le probléme du mouvement d'un robot mobile i roues,
tirant une remorque dans un environnement encombré d'obstacles. Le but est de
concevoir des algorithmes permettant 3 un tel systéme de se rendre de manidre autonome
d’une position & une autre. Notre approche comprend trois phases. La premiére consiste A
calculer un chemin faisable reliant les deux positions. On utilise pour cela un schéma en
deux étapes découplant les contraintes physiques dues aux obstacles des contraintes
cinématiques de roulement sans glissement des roues du robot et de la remorque. Ensuite,
un paramétrage temporel de ce chemin, permettant de respecter les accélérations et les
vitesses maximales du robot est calculé. Enfin, une loi de commande en boucle fermée
permet d'asservir le robot autour de sa trajectoire de référence. Des résultats
expérimentaux, obtenus sur un systéme réel, sont présentés dans le mémoire.

Mots clef : robot mobile, remorque, planification de chemins, platitude, paramétrage
temporel, commande en boucle fermée, expérimentations.

Title: From Path Planning to Motion Control for Mobile
Robots Towing a Trailer

This report addresses the problem of motion for a wheeled mobile robot towin g a trailer
in the presence of obstacles. The goal is to design algorithms that enable this system to
move autonomously from a position to another one. Qur approach consists in three steps.
First a feasible collision free path is computed. For this step, we use an approximation
scheme: a first path is computed without taking into account the kinematic constraints,
then it is approximated by a sequence of feasible paths. The resulting path is then
parameterized with respect to time in order to take into account the acceleration and
velocity bounds of the system. Then the motion is executed with a closed loop control
law that stabilizes the robot about its trajectory. Experiments have been performed on a
real system in order to validate our approach.
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