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Fonction Coût
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Fonction Coût

Inter êt
Evaluer les perf ormances d’un algorithme de routa ge,

Quantifier la notion de cong estion
Modèle d’ évaluation de perf ormances bas é sur le trafic des liens du réseau.

Evaluation de la cong estion
On utilise le trafic moyen sur chaque lien���� : taux d’arriv ée des paquets sur chaque lien

���� � 	

.
�� est appel é le flot sur le lien

���� � �
.
�� est mesur é en unit és de donn ées/seconde .
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Fonction Coût

Hypoth èses
Les processus d’arriv ées des paquets sur les liens de

comm unications sont stationnaires (leur s statistiques n’ évoluent pas

au cour s du temps).

Raisonnab le quand ces statistiques chang ent tr ès lentement par

rappor t au temps nécessaire pour vider une file d’attente

Typiquement le cas pour des réseaux dans lesquels le nombre de flots

pour chaque couple origine-destination est tr ès grand, le trafic de

chaque flot n’ étant qu’une petite fraction du trafic total.

Appr opri é pour des réseaux d’op érateur s ou d’ISP
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Fonction Coût

Fonction coût additive :
Expression de la forme :

� ��� � �
� �� � ���� 	

(1)

� �� caract érise la cong estion sur le lien
�� � � 	

Une form ule souvent utilis ée est,

� �� � � �� 	 � ����� �� � ���� � � �� ���� (2)

où

� �� est la capacit é de transmission du lien

���� � 	

, mesur ée en

paquets/seconde , tandis que

� �� repr ésente le délai de propagation.

Le coût global repr ésente alor s le nombre de paquets dans le réseau.
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Fonction Coût

Hypoth èses :
Chaque lien se compor te comme une file M/M/1

Arriv ées aléatoires suiv ant un processus de Poisson,

Temps de traitement exponentiellement distrib ués,

Indépendance des processus d’arriv ées et de service ,

Réseaux ouver ts de Jackson.

Hypoth èses généralement non vérifi ées dans un réseau réel.

Form ule int éressante néanmoins car elle exprime le fait que la

cong estion appara ı̂t lor sque

��� � � � � ��� �
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Fonction Coût

Fonction coût non additive :
Expression de la forme :

 !"� � � � �
� ��� �� � � � (3)

Correspond au taux maximal d’utilisation des liens du réseau,

Propri étés qualitatives similaires à la pr écédente fonction coût,

Résultats assez similaires d’un point de vue optimisation du routa ge,

Dans la suite , nous utiliser ons des fonctions coûts additives de la

forme � � � � � � �� � ���� 	
qui sont souvent plus faciles à optimiser .
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Problème de Routage
Optimal
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ProblèmedeRoutageOptimal

Intr oduction & Notations

Un couple # � �%$ � � 	

de noeuds distincts $ et

�
sera appel é dans la

suite un couple origine-destination (OD).

Le trafic exog ène du noeud $ vers le noeud
�

est suppos é stationnaire
et sera not é &(' .)+* repr ésente le taux d’arriv ée au noeud , des paquets qui ont pour destination

-

.

L’objectif du routa ge est de répar tir chaque demande &' sur les

diff érents chemins reliant l’origine $ à la destination

�

de telle sor te

que le flot total

���� résultant sur chaque lien

�� � � 	

minimise la

fonction coût.
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ProblèmedeRoutageOptimal

Notations

.

est l’ensemb le des couples origine-destination,/' est l’ensemb le des chemins reliant les extr êmit és du couple OD #,
En général on ne consid ère qu’une séléction des chemins entre , et

-

021 le flot en paquets/seconde transmis sur le chemin 3 4 /' du

couple OD #.
Les flots sur les chemins

5 061 7 # 4 .� 3 4 /' 8

sont sujets à des

contraintes de conser vation des demandes &(' :

1 9 :�;
021 � &' < # 4 .

0(1 = > < 3 4 /' � < # 4 .
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ProblèmedeRoutageOptimal

Exemple

Demandes &@?A et &@BC :

. � 5 �D � E 	� �F � G 	 8

Chemins de )HI :

JHI K LNM H � MO P

où M H K LQ � R� S P
et MO K LQ � T� U� S P

Chemins de )OV :

JOV K LNMV � MW P

où MV K L T� Q � R P
et MW K L T� U� R P

Contraintes : XZY[ \ X Y] K ) HI et X Y^ \ XZY_ K )OV avec X Y` ab

2

1 3

4

5

cedf

ced f

ceghidh

id g

ig j

ih f
i jf

kg
ih j

kdkh

k j

ceg h
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ProblèmedeRoutageOptimal

Flot sur les liens

Le trafic total sur le lien

�� � � 	

est la somme des flots qui passent par

ce lien,

� �� �
1 l � � � � � 9 1

01 (4)

où la somme est sur tous les chemins 3 contenant le lien

�� � � 	

.

Exemple :


HV K X Y[ \ X+Y ^

2

1 3

4

5

monp

mn p

moqrsnr

sn q

sq t

sr p
s tp

uq
sr t

unur u t

mvqr
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ProblèmedeRoutageOptimal

Problème de routa ge optimal

Trouver l’ensemb le des flots

5 01 8

pour chaque demande &(' qui

minimise la fonction coût,

� � � � �
� �� � ���� 	

(5)

sous les contraintes de conser vation des demandes,

1 9 :w;
0(1 � &' < # 4 .

0(1 = > < 3 4 /' � < # 4 .
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ProblèmedeRoutageOptimal

Problème de routa ge optimal

Sachant que,

� �� �
1 l � � � � � 9 1

01 (6)

le problème revient à trouver le vecteur 0 � � 0(1 	 1 9 : ; � ' 9 x solution

du programme math ématique non lin éaire suiv ant :

yz{z|z%z{z|z%z{}
z|z%z{z|z%z{z|~

Minimiser :
� � 0 	 � � ��� � � � �� �

1 l � � � � � 9 1 01 �

sous les contraintes :

1 9 : ; 01 � &(' < # 4 .

061 = > < 3 4 /' � < # 4 .
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ProblèmedeRoutageOptimal

Exemple - Minimiser :


HV�HV � 
HV \ 
HO�HO � 
HO \ 
O W�O W � 
O W \ 
V W�V W � 
V W \ 
V I�V V � 
V V \ 
W I�W I � 
W I

où 
HV K X Y[ \ X+Y ^ 
HO K X+Y] \ X Y^ 
O W K X Y] \ X+Y _
V W K X+Y _ 
V I K X Y[ 
W I K X Y]

sous les contraintes : X+Y[ \ X+Y] K ) HI et X Y^ \ X+Y _ K )OV avec X+Y` a b

2

1 3

4

5

�o��

�� �

�o�����

�� �

�� �

�� �
� ��

��
�� �

���� � �

�v��
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Caractérisation du Routage
Optimal
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Caractérisation du RoutageOptimal

Pour quoi ?

Pour montrer que le routa ge optimal propage les flots sur des plus

cour ts chemins au sens de cer taines métriques,

Ces métriques dépendent du trafic sur les liens.

Cette caract éristique int éressante du routa ge optimal est à la base des

algorithmes que nous verr ons dans la suite .
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Caractérisation du RoutageOptimal

Notations :

Coût associ é à une solution 0 � � 01 	 1 9 :w; � ' 9 x :

� � 0 	 �
� � � � �

� ��
�

�
1 l � � � � � 9 1

01
�

�

On note

� ��� la dériv ée du coût
� �� (par rappor t au trafic

���� du lien�� � � 	

)
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Caractérisation du RoutageOptimal

Anal yse des variations du coût

Dériv ons le coût

� � 0 	 par rappor t à 0(1 ,

�� � X �� X Y K � ���  �
�� �� X Y

�
�� � � ���  �� �
X �

�
�

K � ���  �
�� �� 
 �
� 
��� X Y

�
�� � � ���  �� �
X �

�
�

Or

� ���� � � 01 � D si

�� � � 	 4 3 et 0 sinon. Par cons équent,�� � X �� X�Y K � ���  �� Y
�  �

où les dériv ées
� ��� sont évalu ées pour les flots

���� obten us avec la

solution 0.
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Caractérisation du RoutageOptimal

Interpr étation des dériv ées par tielles du coût

� � � 0 	
� 0(1 �

� ��� � � 9 1
� ���

� � � 0 	 � � 061 appara ı̂t comme la longueur du chemin 3 quand les

métriques des liens du chemin sont prises égales aux dériv ées

premi ères

� ��� évalu ées en 0.

� � � 0 	 � � 0(1 est appel é la longueur du chemin 3 au sens des dériv ées

premi ères.
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Caractérisation du RoutageOptimal

Condition d’optimalit é

Soit 0 ¡ � ¢ 0 ¡1 £

une solution optimale . Consid érons une demande OD# et un chemin 3 4 /' tel que 0 ¡1 ¤ >

.

En déviant une par tie

¥

du flot du chemin 3 sur un autre chemin 3 � , le

coût ne peut dimin uer car la solution est optimale . Au premier ordre ,

la variation du coût est

¥ � � � 0 ¡ 	
� 0(1 ¦ � ¥ � � � 0 ¡ 	
� 01

= >

Condition d’optimalit é :

0 ¡1 ¤ > § � � � 0 ¡ 	
� 0(1 ¦ = � � � 0 ¡ 	
� 0(1

< 3 � 4 /' (7)
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Caractérisation du RoutageOptimal

Interpr étation de la condition d’optimalit é

0 ¡1 ¤ > § � � � 0 ¡ 	
� 01 ¦ = � � � 0 ¡ 	
� 01

< 3 � 4 /'

La solution optimale ne propage du flot sur le chemin 3 que si c’est un

chemin de longueur minimale au sens des dériv ées premi ères.

La solution optimale ne répar tit une demande &' sur plusieur s

chemins que si ces chemins sont de longueur s égales (et minimales)

au sens des dériv ées premi ères.

C’est une condition necéssaire . Elle est suffisante si les fonctions

coûts

� �� sont convexes.
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Caractérisation du RoutageOptimal

Exemple

Réseau à deux liens de capacit és

�? et

�B ,

�? = �B .

Le noeud 1 est la seule origine et le noeud 2 la seule destination.

Le trafic & entre 1 et 2 doit être répar ti entre deux flots 0 ? et 0 B pour

minimiser la fonction coût,

� � 0 	 � � ? � 0 	 � � B � 0 	 où
� � � 0 	 � 0 �� � � 0 � � � D � F

Destination

Origine

r
1 2

¨e©
¨eª

«¬ ®¯ °²±³ ®´ ®³ µ¶ ·± ¸©

¹ ® µ º» ±³ ® ´ ®³ µ ¶ ·± ¸ª

Routa ge Optimal – p.24/49



Caractérisation du RoutageOptimal

Exemple

A l’optim um, la condition d’optimalit é doit être vérifi ée de même que

les contraintes,

0 ¡? � 0 ¡B � &� 0 ¡? = >� 0 ¡B = >

Le flot 0 ? ne peut être inf érieur à 0 B (

�? = �B ). On a donc 2 cas :

Cas où X ¼H K ) et X ¼O Kb ,

Cas où X ¼H ½b

et X ¼O ½ b
Destination

Origine

r
1 2

¾e¿
¾eÀ

ÁÂ ÃÄ Å²ÆÇ ÃÈ ÃÇ ÉÊ ËÆ Ì¿

Í Ã É ÎÏ ÆÇ Ã È ÃÇ É Ê ËÆ ÌÀ
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Caractérisation du RoutageOptimal

Exemple : cas où Ð ÑD Ò Ó et Ð ÑF Ò Ô

D’apr ès la condition d’optimalit é, on a

� � ? � & 	 � � 0 ? Õ � � B � > 	 � � 0 B

Sachant que

� �� � 0 � 	 � � � � � � � � 0 � 	 B

, on a donc :

�H� �H � ) �O Ö Q
�O

Ce qui implique que & Õ �? � × �? �B .

Destination

Origine

r
1 2

ØeÙ
ØeÚ

ÛÜ ÝÞ ß²àá Ýâ Ýá ãä åà æÙ

ç Ý ã èé àá Ý â Ýá ã ä åà æÚ
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Caractérisation du RoutageOptimal

Exemple : cas où Ð ÑD ê Ô

et Ð ÑF ê Ô

Condition d’optimalit é :

� � ? � 0 ¡? 	 � � 0 ? � � � B � 0 ¡B 	 � � 0 B�H� �H � X ¼H �O Ö �O� �O � X ¼O �O
Cette équation et la contrainte 0 ¡? � 0 ¡B � & donnent :

X ¼H K ë �H ì ) � � �O � ë �H �O � í

ë �H \ ë �O et X ¼O K ë �O ì ) � � �H � ë �H �O � í

ë �H \ ë �O

Destination

Origine

r
1 2

îeï
îeð

ñò óô õ²ö÷ óø ó÷ ùú ûö üï

ý ó ù þÿ ö÷ ó ø ó÷ ù ú ûö üð
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Caractérisation du RoutageOptimal

Exemple : cas où Ð ÑD ê Ô

et Ð ÑF ê Ô

Condition d’optimalit é :

� � ? � 0 ¡? 	 � � 0 ? � � � B � 0 ¡B 	 � � 0 B�H� �H � X ¼H �O Ö �O� �O � X ¼O �O
Cette équation et la contrainte 0 ¡? � 0 ¡B � & donnent :

X ¼H K ë �H ì ) � � �O � ë �H �O � í

ë �H \ ë �O et X ¼O K ë �O ì ) � � �H � ë �H �O � í

ë �H \ ë �O

Destination

Origine

r
1 2

���
���

��� �� 	�
 � � � � �� �
 ��

� � � �� 
 � �  � � � � �
 ��
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Méthodes de directions
admissibles pour le routage

optimal
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Que nous dit la condition d’optimalit é ?

La solution optimale ne par tage chaque demande que sur les chemins

de longueur minimale au sens des dériv ées premi ères.

Une solution ne peut pas être optimale si une par tie de la demande est

rout ée sur un chemin de longueur non minimale .

Cela sug gère qu’une solution non optimale peut être amélior ée en

déviant une par tie du flot des chemins de longueur s non minimales

vers les chemins de longueur minimale .

Les méthodes de directions admissib les se basent sur cette idée

Elles calculent la solution optimale de routa ge it érativement.

A chaque it ération, elles font décroı̂tre le co ût de la solution courante en déviant du

flot des chemins de longueur s non minimales vers les chemins de longueur

minimale .
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Principe

Consid érons un vecteur solution 0 � 5 0(1 8

admissib le, c’est à dire

vérifiant les contraintes.

Soit la solution 0 � � 0 � � � 0 où

� 0 � 5 � 0(1 8
est une direction et

�

le pas que l’on fait dans cette direction pour modifier 0.
Cette solution 0 � nous int éresse si elle remplit deux conditions :

La solution X   est admissib le.

Cette solution fait décroı̂tre le co ût, i.e.
� � X   � Ö � � X � .
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Condition d’admissibilit é

� 0 est une direction admissib le si 0 � est admissib le,

1 9 :;
0 �1 �

1 9 : ;
061 � � � 061

�
1 9 : ;

0(1 � �
1 9 :;

� 0(1

� &'
Puisque 1 9 :�; 0(1 � &' , la condition pour que la direction

� 0 soit

admissib le est que :

1 9 :�;
� 021 � > < # 4 .

(8)

Cette condition exprime tout simplement que pour maitenir l’admissibilit é à par tir de

la solution X, toute augmentation du flot sur cer tains chemins doit être compens ée

par des dimin utions du flot sur d’autres chemins.
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Illustration des directions admissib les

� 0 est une direction admissib le si 0 � � 0 � � � 0 est admissib le

(pour

�

petit),

X
directions

� X
admissibles au point X

Ensemble des contraintes XO

X H
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Condition de descente

� 0 est une direction de descente si

� � 0 � 	 Õ � � 0 	 ,
Consid érons le gradient

� � � 0 	 de

� � 0 	 au point 0

� � � 0 	 �
� � � � 0 	

� 0 ? � � � ��
� � � 0 	

� 0��
� �

Le gradient

� � � X � est normal aux surfaces isoco ût

� � X � K  !#" ,

Le gradient

� � � X � repr ésente la direction d’augmentation du coût

Les directions de descente sont “en sens inverse” du gradient

La condition de descente s’exprime par le fait que le produit scalaire

de

� � � 0 	 et de

� 0 doit être négatif , i.e.

' 9 x 1 9 :w;
� � � 0 	

� 061
� 021 $ >
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Illustration des directions de descente admissib les

XO

X H

X

directions

� X de
descente au point X Ensemble des contraintes

Surfaces

� � X � K  ! "

� � � X �

X ¼
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Génération de directions de descente admissib les

Si

� 0 est une direction admissib le, i.e. 1 9 :; � 0(1 � >
, il suffit de

prendre ,

(a)

� X+Y Ö b

si M n’est pas un plus cour t chemin au sens des dériv ées premi ères,

(b)

� X�Y % b

pour au moins un chemin non optimal M .
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Algorithme des méthodes de directions admissib les

L’it ération de base est de la forme :

0& � 0 � � � 0
où

� 0 est une direction de descente admissib le et

�

est un pas positif

dans cette direction tel que,

� � 0 � � � 0 	 $ � � 0 	

et que la solution 0 � � � 0 est admissib le.

Le pas

�

peut être diff érent à chaque it ération.
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Méthodesdedir ectionsadmissibles

Illustration du processus d’optimisation

']

'[ Ensemble des contraintes' (

'[
']

' )

'^

Surfaces

* � ' �,+ - .�/
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Méthode de Frank-Wolfe
(Flow Deviation)
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Flow Deviation

Algorithme de Flow Deviation

Soit 0 � 5 061 8

une solution admissib le.

Trouver pour chaque couple OD # un chemin de longueur minimale au

sens des dériv ées premi ères

Soit 0 � 5 061 8

la solution obten ue en routant toutes les demandes &'

sur ces plus cour ts chemins

Mettre à jour la solution 0 avec

021 & � 021 � � � 01 � 021 	

Le pas

0

peut être choisi de mani ère à minimiser le co ût de la nouvelle solution,

On peut utiliser un pas adaptatif , e.g.

0�1 Kb32 465 0

si le co ût augmente et0 1 K Q2 T 5 0
s’il dimin ue

On peut aussi utiliser un pas fix e (à éviter)
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Flow Deviation

Illustration de Flow Deviation

']

'[ ' (

Surfaces

* � ' �,+ - .�/
Ensemble des contraintes

']

'[
']

'^
' )

'^

'_'[

' (
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Flow Deviation

Caract éristiques de Flow Deviation

L’algorithme converge vers la solution optimale de par tage de charge

Mais la convergence est de plus en plus lente au fur et à mesure qu’on se rappr oche

de l’optim um

Les directions de descente générées ont tendance à devenir or thogonales à la

direction vers l’optim um, d’o ù une progression en zig-zag

Les flots sont dévi és vers les chemins les plus cour ts au sens des

dériv ées premi ères dans des propor tions égales

C’est la diff érence majeure avec les méthodes de projection (gradient projet é,

gradients conjugu és)

Avec ces méthodes, la quantit é de flot dévi ée sur un plus cour t chemin est diff érente

pour chaque couple OD 7
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Flow Deviation

Exemple

Capacit és

�? � F >

et

�B � D >

.

Le trafic & � 8

Solution initiale : 0 9 � �: � : 	

de coût

� � 0 	 � 0 ?�? � 0 ? � 0 B�B � 0 B � :
F > � : � :
D > � : � > � ;D <

Destination

Origine

r
1 2

=�>
=�?

@�A BC D�E F BG B F HI JE K>

L B H MN E F B G B F H I JE K?
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Flow Deviation

Exemple : it ération 1

Calcul du point extr êmal 0 9

.

� � � 0 9 	
� 0 ? � > � > O 8D

et

� � � 0 9 	
� 0 B � > � F O O O § 0 9 � � 8� > 	

Avec un pas

� � > � E

, la nouvelle solution est:

0 ? � 0 9 � � P 0 9 � 0 9Q � �: � : 	 � > � ESR �: � � : 	 � � <� F 	

Coût :

� � 0 ? 	 � > � < O ;
Destination

Origine

r
1 2

TVU
TXW

Y[Z \] ^`_ a \b \ a cd e_ fU

g \ c hi _ a \b \ a cd e_ fW
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Flow Deviation

Exemple : it ération 2

Calcul du point extr êmal 0 ? .

� � � 0 ? 	
� 0 ? � > � D >F

et

� � � 0 ? 	
� 0 B � > � D E < § 0 ? � � 8� > 	

Avec un pas

� � > � <

, la nouvelle solution est:

0 B � 0 ? � � P 0 ? � 0 ? Q � � <� F 	 � > � <SR �F � � F 	 � � O � F � > � 8 	

Coût :

� � 0 B 	 � > � <: ;
Destination

Origine

r
1 2

jVk
jXl

m[n op q`r s ot o s uv wr xk

y o u z{ r s ot o s uv wr xl
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Flow Deviation

Exemple : it ération 3

Calcul du point extr êmal 0 B .

� � � 0 B 	
� 0 ? � > � D F F

et

� � � 0 B 	
� 0 B � > � D D 8 § 0 B � � >� 8 	

Avec un pas

� � > � >D

, la nouvelle solution est:

0C � 0 B � � P 0 B � 0 B Q � � O � F � > � 8 	 � > � >D R � � O � F � O � F 	 � � O � D F 8� > � 8 OF 	

La solution optimale est 0 ¡ � � O � D D F � > � 8 8 8 	

Destination

Origine

r
1 2

|V}
|X~

�[� �� �`� � �� � � �� �� �}

� � � �� � � �� � � �� �� �~
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Méthode du Gradient
Projeté
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Méthodedu Gradient Projeté

Algorithme du Gradient Projet é

Soit 0 � 5 0(1 8

une solution admissib le.

Faire :

0 & � 0 � � � 0 où

� 01 � � � � 0 	
� 01 �

D
7 /' 7 � D � �+ 1

� � � 0 	
� 0 �

Le pas

0

peut être choisi de mani ère à minimiser le co ût de la nouvelle solution,

On peut utiliser un pas adaptatif , e.g.

0�1 Kb32 465 0

si le co ût augmente et0 1 K Q2 T 5 0

s’il dimin ue

On peut aussi utiliser un pas fix e (à éviter)
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Méthodedu Gradient Projeté

Caract éristiques du gradient projet é

L’algorithme converge vers la solution optimale de par tage de charge

Mais la convergence est de plus en plus lente au fur et à mesure qu’on se rappr oche

de l’optim um

Le gradient projet é reste quand même beaucoup plus efficace que Flow Deviation
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