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Fonction Cout



Fonction Cout

» Intereét

® Evaluer les performances d'un algorithme de routage,

® Quantifier la notion de cong estion

£ Modele d’évaluation de performances basé sur le trafic des liens du réseau.

#» Evaluation de la cong estion

® On utilise le trafic moyen sur chaque lien
® F};: taux darriv ée des paquets sur chaque lien (7, 7).
& Fj; est appeléle flot sur le lien (¢, ).

» Fz-j est mesur € en unit és de donn ées/seconde .



Fonction Cout

#» Hypoth eses
® Les processus d’arriv ées des paquets sur les liens de
comm unications sont stationnaires (leurs statistiques n’évoluent pas

au cour s du temps).

#® Raisonnab le quand ces statistiques changent trés lentement par

rappor t au temps nécessaire pour vider une file d’'attente

® Typiguement le cas pour des réseaux dans lesquels le nombre de flots
pour chaque couple origine-destination est trés grand, le trafic de

chaque flot n’étant qu'une petite fraction du trafic total.

® Approprié pour des réseaux d'op érateur s ou d’'ISP



I Fonction Cout

® Fonction colt additive

® Expression de la forme :

> Dyj(Fy) (1)
(4,5)

® D;; caract érise la cong estion sur le lien (,7)

® Une formule souvent utilis ée est,

Dij(by) = G— 7~ + dis by @
) 17

ou (;; est la capacit & de transmission du lien (7, 7), mesur ée en

paquets/seconde , tandis que dij repr ésente le délai de propagation.

Le colt global représente alors le nombre de paquets dans le réseau. I



Fonction Cout

#» Hypoth eses :

® Chaqgue lien se compor te comme une file M/M/1

»
£
»
£

Arriv ées aléatoires suivant un processus de Poisson,
Temps de traitement exponentiellement distrib ués,
Indépendance des processus d'arriv ées et de service,

Réseaux ouver ts de Jackson.

#® Hypoth eses généralement non vérifi ées dans un réseau réel.

® Formule intéressante néanmoins car elle exprime le fait que la

cong estion apparaft lorsque f; ; — Cfi,j



Fonction Cout

® Fonction colt non additive

o

e o o o

Expression de la forme :

Fi ;
max

(i.5) Ci

Correspond au taux maximal d’utilisation des liens du réseau,

3)

Propri étés qualitatives similaires a la précédente fonction cod(t,
Résultats assez similaires d'un point de vue optimisation du routage,

Dans la suite , nous utiliser ons des fonctions co(ts additives de la

forme Z(i,j) D;;(Fj;;) qui sont souvent plus faciles a optimiser .
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Problemede RoutageOptimal

® Introduction & Notations

® Uncouple w = (0, d) de noeuds distincts o et d sera appel é dans la
suite un couple origine-destination (OD).

® Le trafic exogéne du noeud o vers le noeud d est suppos é stationnaire

et sera noté 1.
£ 1, représente le taux darriv ée au noeud o des paquets qui ont pour destination d.

® L'objectif du routage est de répartir chaque demande 7r,, sur les

diff érents chemins reliant I'origine o a la destination d de telle sorte
que le flot total Fj; résultant sur chaque lien (%, 7) minimise la

fonction codt.



Problemede RoutageOptimal

» Notations

® WV est 'ensemb le des couples origine-destination,

® P, est'ensemb le des chemins reliant les extr émités du couple OD w,
£ En général on ne consid ére qu'une séléction des chemins entre o et d

® 1, leflot en paquets/seconde transmis sur le chemin p € P,, du

couple OD w.

#® Les flots sur les chemins {z, | w € W,p € P, } sont sujets a des

contraintes de conser vation des demandes 1, :

Zmp:rw Yw e W

pEPy,
T, >0 Vpe P, VvweWw



I Problemede RoutageOptimal

» Exemple

® Demandes 715 etroz: W ={(1,5),(2,3)}
£ Chemins de r15: P15 = {p1,p2}oup; = {1,3,5}etpa = {1,2,4,5}
£ Chemins de r23: Pog = {pg,p4} ou p3 = {2, 1, 3} et pg = {2,4,3}

£ Contraintes : Tp; + Tp, = T15 €t Tpg + XTp, = r23 avec rp;, > 0

15 23

Cis

%] P1
Cha P4 Cy 0 :15
P2
T'23 /V 024 I




I Problemede RoutageOptimal

® Flot sur les liens

® Le trafic total sur le lien (z',j) est la somme des flots qui passent par

ce lien,

Fz’j = Z Lp (4)

p/(i,5)€p
ol la somme est sur tous les chemins p contenant le lien (7, 7).

£ Exemple : F13 = Tp; + Tps

15 T23

Cls Dud

C'12




I Problemede RoutageOptimal

#» Probleme de routage optimal

® Trouver I'ensemb le des flots {x,} pour chaque demande 7, qui

minimise la fonction codt,

Z D;; (F3 ) (5)
(4,7)

sous les contraintes de conser vation des demandes,

pr:rw Yw e W

pEPy,
rp, >0 Vpe P, VvweWw

B



I Problemede RoutageOptimal

#» Probleme de routage optimal

® Sachant que,
Fj= Y (6)
p/(i,5)€p

le probléme revient a trouver le vecteur z = (z,) solution

pEP,,weW
du programme math ématique non lin éaire suiv ant :

Minimiser : D(z) = ; Dij (Zp/(i’j)ep xp>

sous les contraintes :

ZpGPw Tp = Tu YVw e W

| 7, >0 Vpe P,, YweW I




I Problemede RoutageOptimal

» Exemple - Minimiser

Fi3 Fio Foy F34 F35 Fys

+ + + + +
Ci3 —Fi13 Ci2—Fi12 Cos —Fos  C34 —F3y  (C33 — F33 Cas — Fus

ou
Fi3 =xp; + wps F12 = Xpy, +Tpy  Foa = xpy + xpy

F34 = xp, F35 = xp, Fys = xp,

sous les contraintes : Tp; + Tp, = T15 €t Tpg + Tp, = 723 avec Tp, > 0

15 T23

Cis Pl

C'12
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I Caractérisation du RoutageOptimal

#» Pourquol ?

® Pour montrer que le routage optimal propage les flots sur des plus

courts chemins au sens de certaines meétriques,
® Ces métriques dépendent du trafic sur les liens.

® Cette caract éristiqgue intéressante du routage optimal est ala base des

algorithmes que nous verrons dans la suite .

B



I Caractérisation du RoutageOptimal

» Notations :

® Codt associ é a une solution = = (x,)

D(z) =) Dy
(2,9)

pEP, ,weW

2.

| p/(i,5)€p

#® On note ng la dérivée du colt D;; (par rappor t au trafic F;; du lien

(4,7))

B



I Caractérisation du RoutageOptimal

#» Analyse des variations du codt

® Dérivons le colt D(x) par rappor t & ,,

D) _ ZaDij[ > wq]

Oy i 2% |o/Gineq

D;; OF;;
= Yol | e
— OF;; Ozp —
(2,5) q/(i,5)€q
® Or0F;;/0x, =1si(i,7) € pet0sinon. Par cons équent,

oD( x) Z D

Ozp (i,7)€p

ou les dériv ées D’ sont évaluées pour les flots sz obten us avec la
solution .




I Caractérisation du RoutageOptimal

® |Interpr étation des deériv ées partielles du cot

0D(x)
= 2 Dj
(4,5)€p
o 0D(z)/0x, apparait comme la longueur du chemin p quand les

métriqgues des liens du chemin sont prises égales aux dériv ées

premi eres D;; évaluées en z.

® 0D(z)/0x, est appelé la longueur du chemin p au sens des dériv ées

premi eres.

B



I Caractérisation du RoutageOptimal

# Condition d'optimalit €

o

Soit ¥ = {x;} une solution optimale . Consid érons une demande OD

w et un chemin p € Py, tel que x;, > 0.

En déviant une partie ¢ du flot du chemin p sur un autre chemin p’, le
colt ne peut dimin uer car la solution est optimale . Au premier ordre,

la variation du co(t est

oD(z*) 5(9D(x*) S
allfp/ 833]9 o

0

Condition d’optimalit é :



I Caractérisation du RoutageOptimal

® |Interpr étation de la condition d’optimalit &

D(x* D(x*
zt >0 = oD(a”) (x)z—a (x)Vp’ePw
b Oy 0,

#® La solution optimale ne propage du flot sur le chemin p que si c’est un

chemin de longueur minimale au sens des dériv ées premi eres.

#® La solution optimale ne répartit une demande 7, sur plusieur s
chemins que si ces chemins sont de longueur s égales (et minimales)

au sens des dériv ées premi eres.

® (C'est une condition necéssaire . Elle est suffisante si les fonctions

B

colts [);; sont convexes.



I Caractérisation du RoutageOptimal

» Exemple

® Réseau adeux liens de capacit és C et Cy, C7 > C.
® Le noeud 1 est la seule origine et le noeud 2 la seule destination.
® Le trafic r entre 1 et 2 doit étre réparti entre deux flots x; et x9 pour

minimiser la fonction cod(t,

Ly

D(w) = Di(z) + Dale) 00 Difw) = Z——

i=1,2

Grande capacité C,

Destination

Faible capacité Cy 4

Origine



I Caractérisation du RoutageOptimal

» Exemple
® A l'optim um, la condition d’optimalit & doit étre vérifiée de méme que
les contraintes,

* * * *
Tty =1, 2720, 520

® Le flot x1 ne peut étre inférieur a xo (C7 > C5). On adonc 2 cas :

7 Casouzv’{ :reta:§ = (,
& Casoux] >0etzi >0

Grande capacité C,

Destination

Origine
Faible capacité C5 I




I Caractérisation du RoutageOptimal

® Exemple :casoux] =retz; =0
® Daprés la condition doptimalit €, on adD1(r)/dx1 < dD5(0)/dx
® Sachant que D!(z;) = C;/(C; — x;)?, on adonc :

Ch < 1
(Cl —7“)2 - (9

® Cequi impliqgue que r < (] — /Cyp Os.

Grande capacité C

Destination

Faible capacité C5 I

Origine



I Caractérisation du RoutageOptimal

® Exemple : cas oux] > Oetxsy > 0

# Condition doptimalit é: dD(x7)/dx1 = dDy(x3)/dxs

# Cette équation et la contrainte x7 + x5 = r donnent :

o VC1 [r = (Ce — /C1 C2)] ot o — VCs [r — (C1 — /(1 ()]
L VC1 +/C2 2T VCr1 + /03

Grande capacité C

r
G @ Destination
Origine I
Faible capacité Cs



I Caractérisation du RoutageOptimal

® Exemple : cas oux] > Oetxsy > 0

# Condition doptimalit é: dD(x7)/dx1 = dDy(x3)/dxs

# Cette équation et la contrainte x7 + x5 = r donnent :

o VC1 [r = (Ce — /C1 C2)] ot o — VCs [r — (C1 — /(1 ()]
L VC1 +/C2 2T VCr1 + /03

Grande capacité C

r
G @ Destination
Origine I
Faible capacité Cs



Méthodes de directions
admissibles pour le routage

optimal

B



Méthodesde dir ectionsadmissibles

#» Que nous dit la condition d’optimalit & ?

® La solution optimale ne partage chague demande que sur les chemins

de longueur minimale au sens des dérivées premi eres.

#® Une solution ne peut pas étre optimale si une partie de la demande est

routée sur un chemin de longueur non minimale .

® Cela suggére qu'une solution non optimale peut étre amélior ée en
déviant une partie du flot des chemins de longueur s non minimales

vers les chemins de longueur minimale .

® Les méthodes de directions admissib les se basent sur cette idée

£ Elles calculent la solution optimale de routage itérativement.
£ A chaque itération, elles font décroitre le colt de la solution courante en déviant du

flot des chemins de longueur s non minimales vers les chemins de longueur

minimale .



I Méthodesde dir ectionsadmissibles

#» Principe

® Consid érons un vecteur solution = = {x, } admissib le, c'est a dire

vérifiant les contraintes.

# Soit la solution ' = x + 8 Az ou Az = {Az,} est une direction et

[ le pas que I'on fait dans cette direction pour modifier .

® Cette solution z’ nous intéresse si elle remplit deux conditions

& Lasolution z’ est admissib le.
& Cette solution fait décroitre le codt, i.e. D(z') < D(x).

B



Méthodesde dir ectionsadmissibles

® Condition d’admissibilit é

® Az est une direction admissib le si 2’ est admissib le,

/
2w

Z z, + B8 Az,

pE Py, pE Py,
= E r, + B E Az,
j— ’]"w

® Puisque ), _p Tp = Ty, lacondition pour que la direction Az soit

admissib le est que :

E Az, =0 YweW (8)
PEPy
£ Cette condition exprime tout simplement que pour maitenir I'admissibilit & a partir de

la solution x, toute augmentation du flot sur certains chemins doit étre compens ée

par des dimin utions du flot sur d’autres chemins.



I Méthodesde dir ectionsadmissibles

® lllustration des directions admissib les

® Aux est une direction admissib le si ' = x + 3 Ax est admissib le

(pour (3 petit),
A

L1

directions Ax

admissibles au point x /
Ensemble des contraintes
2
;




I Méthodesde dir ectionsadmissibles

#» Condition de descente
® Aux est une direction de descente si D(z') < D(x),

® Consid érons le gradient VD(x) de D(x) au point x

dD(z) oD(z)1"
dz1 7 Bzn

£ Le gradient V. D(x) est normal aux surfaces isoco Gt D(x) = cte,

VD(x) =

& Le gradient V. D(x) représente la direction d’augmentation du co(t
® Les directions de descente sont “en sens inverse” du gradient

® La condition de descente s’exprime par le fait que le produit scalaire
de VD(x) et de Az doit étre négatif, i.e.

> <0 I
weW pe P,




I Méthodesde dir ectionsadmissibles

® lllustration des directions de descente admissib les

directions Ax de
A descente au point Ensemble des contraintes

1 /

VD(x)

Surfaces D(x) = cte

=




I Méthodesde dir ectionsadmissibles

® Geénération de directions de descente admissib les

® Si Az est une direction admissib le,i.e. > Az, = 0, il suffit de

PE Py
prendre ,

(@) Aacp < 0si pnest pas un plus court chemin au sens des dérivées premi eres,

(b) Aa:p < 0 pour au moins un chemin non optimal p.

B



I Méthodesde dir ectionsadmissibles

#» Algorithme des méthodes de directions admissib les

® L’itération de base est de la forme :

r:=x + 0Ax

® ou Az est une direction de descente admissib le et 5 est un pas positif

dans cette direction tel que,

D(z + fAx) < D(x)

et que la solution = + [ Ax est admissib le.

® Le pas (3 peut étre diff érent a chaque itération.

B



I Méthodesde dir ectionsadmissibles

# lllustration du processus d’optimisation

A Ensemble des contraintes

Surfaces D (x) = cte

T ]




Méthode de Frank-Wolfe
(Flow Deviation)
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Flow Deviation

#» Algorithme de Flow Deviation

Soit x = {z, } une solution admissib le.

Trouver pour chaque couple OD w un chemin de longueur minimale au

sens des dériv ées premi éres

® Soit T = {T,} la solution obtenue en routant toutes les demandes 7,

sur ces plus courts chemins

® Mettre ajour la solution x avec

Tp i =Tp + B (Tp — zp)

e

Le pas [ peut étre choisi de maniére a minimiser le codt de la nouvelle solution,

|

On peut utiliser un pas adaptatif , e.g. 5 := 0.8 X (3 si le colt augmente et
B := 1.2 x B¢l dimin ue
£ On peut aussi utiliser un pas fixe (a éviter)



I Flow Deviation

® lllustration de Flow Deviation

2

B



Flow Deviation

#® Caracteristiques de Flow Deviation

® Lalgorithme converge vers la solution optimale de partage de charge

»

»

Mais la convergence est de plus en plus lente au fur et a mesure qu'on se rapproche
de l'optim um
Les directions de descente générées ont tendance a devenir orthogonales ala

direction vers I'optim um, d’ou une progression en zig-zag

® Les flots sont déviés vers les chemins les plus courts au sens des

dériv ées premi eres dans des propor tions égales

»

»

C’est la diff érence majeure avec les méthodes de projection (gradient projeté,
gradients conjugu és)
Avec ces méthodes, la quantit &€ de flot déviée sur un plus court chemin est diff érente

pour chaque couple OD w



I Flow Deviation

» Exemple
® Capacités C1 = 20et Cy = 10.

® Lletrafic r =8

® Solution initiale : 2° = (4, 4) de codt

I1 Io 4 4
= = = 0.916
Cl—$1+02—£€2 20—4+10—4

D(x)

Grande capacité C,;

Destination

Faible capacité Cs I

Origine



I Flow Deviation

» Exemple : iteration 1

® Calcul du point extrémal z.

0 0
OD(7) _ 4 o781 et 2P0

— 02777 = 7T°=(8,0
8x1 8332 * ( ’ )

® Avec un pas 8 = 0.5, la nouvelle solution est:
' =2 + B (z° —2°) = (4,4) + 0.5 x (4,—4) = (6,2)

® cott: D(z!) =0.679

Grande capacité

I
r N
@ Destination
Origine T I

Faible capacité Cj



I Flow Deviation

» Exemple : iteration 2

® Calcul du point extrémal T

OD() _ 102 et 2P

=0.156 = 7T =(8,0
8331 8332 o ( )

® Avec un pas 8 = 0.6, la nouvelle solution est:
=z + B (z' —2') =(6,2) + 0.6 x (2,-2) = (7.2,0.8)

& Coit: D(z?) = 0.649

Grande capacité

I
r N
@ Destination
Origine T I

Faible capacité Cj



I Flow Deviation

» Exemple : itération 3

® Calcul du point extrémal T2,

OD() _ 199 et IP)

=0.118 = 7°=(0,8
(95131 (9:132 o ( )

® Avec un pas 8 = 0.01, la nouvelle solution est:
2® =12*+ 3 (7° —2?) = (7.2,0.8) + 0.01x(—7.2,7.2) = (7.128,0.872)

® La solution optimale est x* = (7.112,0.888)
Grande capacité

I
r N
@ Destination
Origine T I

Faible capacité Cj



Meéthode du Gradient
Projete
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I Méethode du Gradient Projete

#® Algorithme du Gradient Projeté

® Soit x = {z,} une solution admissib le.

®» Faire :

. 0D
r:=x + Az ou Az,= 83556) \P\—IZ
P v q7p

6’:1:q

Le pas (3 peut étre choisi de maniére a minimiser le co(t de la nouvelle solution,

On peut utiliser un pas adaptatif , e.g. 5 := 0.8 X (3 si le colt augmente et

B := 1.2 x 3¢l dimin ue

e e

£ On peut aussi utiliser un pas fixe (a éviter)



I Méethode du Gradient Projete

#® Caractéristigues du gradient projeté

® L|algorithme converge vers la solution optimale de partage de charge

£ Mais la convergence est de plus en plus lente au fur et a mesure qu'on se rapproche

de l'optim um

£ Le gradient projeté reste quand méme beaucoup plus efficace que Flow Deviation

B
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