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 ��	� �� ���#� �� 6#�
 3����

H	 ��	�
�3�� �� �
���
��� ��
	
��$����� < I, C > �F �	 
	
��$���� ij ∈ I�
�����
��
�� #�� �	� ��
� �� ����
 rj �
 �	� ��
� �� "	 dj � ��
 �����
� � � ����

��$�
� j ∈ T �� #����3���

H	 ��##��� ��� ��� �����
� �� �� �
��
��� ��
	
��$����� �
	�
 ��
�	�� ��	


	�
��� #�� rj ���
���	
 �� #�� dj ���
���	
 �	 ��� ���'��

�� ���
 ��
 ���
$���	
 �
�K���� ���� sα �
 sβ �
�	
 ���� �����
� �� �� �
���
��� ��
	
��$������ α < β �

�
 �������	
 �
 (rsα ≤ rsβ

)∧(dsα ≤ dsβ
)� �
 ���� �����
� #���3��	
 ��� ��
�� ��

����
 �� #��� 
G
 �
 �� "	 �� #��� 
��� 
��	

����� ����� 
�� #��$�	
 =
�� 
	�
���
�� *�+�	 ������	���� �� ��#6���
�� 	�
�� Pα ���
'	� �� #6���
�� �����
��
���
#�� �� �����
 sα� H	 	�
� u(ij) @���#� v(ij)B ��
	�
�� �� �� #���
3�� ��#6���
��
� �������� �� 
��$�
� ij �##��

�	
 @���#� ��
	�
�� �� �� ���	
3�� #6���
�� � ��������
�� 
��$�
� ij �##��

�	
B� �	 ����� #��

�� ���
	�	
 #��
 ����� =
�� �����
��
��
'���� �� 
 ���3�� ��
$�	
�

����
��� � �� �������� ���
���� �� �
����	�� ���� ���� 	����
��
 ��� ���
�
����	�� ������ ��� �

�� ��� ������� ���� ������
� ���� ������� �� ���� 
��
	� �

 � ����� �� ����
�� ������� ����� ���� ���	
� ��� ������! ����������� � ��
����
"�� �������
��� ����
� ���� ������� 	��
����� �� ���� rj ��� �� 	��
��
���
�
� ���� �� ����� ���
���
�� �

#� ���"� �� ����
�� ������� ����� ���� ���	
� ��� ������! ����������� � �� ����
�
"�� �������
��� ����
� ���� ������� 	��
����� �� ���� dj ��� �� 	�� ��
���
�
�
���� �� ����� ���
���
�� �

$� ����� ���! ������� sk �� sk+1� ���� ���	
� �� ����
�� ��� ������! ��������
���� � �� �������
�� Pk �� ������������� ��� � Pk+1 ���� ������� 	��
����� ��
���� dj %���� �� ����� ���
���
�� �� 	�� ��
���
�
&� ��
� ��� ������! 	������
��! ���! �����
��� Pk �� Pk+1 ���� �� ����� ���
���
��� �� ��'� ��� ����
���! ����������� � �� �����
�� Pk+1 �� ������������� ��� � Pk ���� �������
	��
����� �� ���� rj %���� �� ����� ���
���
�� �� 	�� ��
���
�
&�

�	� #��#�
�
� 
	
������	
� �� 
 ���3�� #������	
 ��
 ���
� #����
 ���$�����
�� ����
	��

� �� ���	������ ���
	�	
 Sdom '���� � �� *������ card(Sdom) =
∏N

q=1(q + 1)nq �F nq ���
'	� �� 	����� ��
	
��$����� 	�	 �����
� �##��
�	�	

����
���	
 � q #6���
��� �
 N �� 	����� 
�
�� �� #6���
���� I�������	� ���
��

� *������ 	� #��	� #�� �	 ���#
� ��� #���
�
�

�� �� #����
�

�	 ��� 
�� ��
#������ �	
�� ���� �����
� sk �
 sk+1 �
 �##��
�	�	
 ��� ��#6���
��� Pk �

Pk+1�



4 �	� �	��	 	��	 �� 1��	��

��	�
����	� #�� ����#��� �� #����3�� ������		�	����	
 � ���
�� 
��$���
�� 
������ /� �� �
���
��� ��
	
��$����� �����
�� � �� #����3�� ��
 ��#����	
��
��� �� "'��� A� >��� ��	

�	
 ���� �����
� & s1 = 1 �
 s2 = 4� ��� ���� �����
�
�����
��
��	
 ���� #6���
��� & P1 = {2, 5} �
 P2 = {2, 3}� I�������	� ����	
�� ���	�� �$�� �� ��"	


�	 �� �� 	�

�	 �� #6���
��� �	 �����
 	��##��

�	

#�� � �� #6���
�� ���
� �����
��
���

��	
	
( � 0 � 2 3

ri 4 � 0� 02 2

di �� �� �� �� ��

pi 2 3 5 4 �
���� �
 6� ���!�" � � 
��  	����� 1|rj |Lmax

���� �
 ���
��
�� �������
	���� �
 ���!�" � �
 �	!��	
 �

���##�
��

�	 �� 
 ���3�� � ������#�� #������	
 #����
 �� �����
��
��� �	
�	������ ���
	�	
 Sdom �� ����
	��

� card(Sdom) = (1 + 1)2.(2 + 1)1 = 12�
��	�


�� ��� �����	��� @�*� "'��� JB &
2 ≺ 5 ≺ 1 ≺ 3 ≺ 4� 2 ≺ 5 ≺ 1 ≺ 4 ≺ 3� 5 ≺ 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4� 5 ≺ 1 ≺ 2 ≺ 4 ≺ 3�

5 ≺ 1 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 2� 5 ≺ 1 ≺ 4 ≺ 3 ≺ 2� 2 ≺ 1 ≺ 5 ≺ 3 ≺ 4� 2 ≺ 1 ≺ 5 ≺ 4 ≺ 3�

1 ≺ 5 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4� 1 ≺ 5 ≺ 2 ≺ 4 ≺ 3� 1 ≺ 5 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 2� 1 ≺ 5 ≺ 4 ≺ 3 ≺ 2#

���� �
 +��� !�� �� ��	�� �� ��*
����� 	������ � ���(� ���



���� � �	 �������� ��
� ��������	��� ��� ��!
��� �

��	*������	
 � �� #��#�
�
� �� ���
	�	��� 
��
� �����	�� s /∈ Sdom #���3��
�	� ����

� 
	*��
���� �� �'��� � �� ��
	� �	� �����	�� �� Sdom� 4"	 ���$�����
#��� #���
����	
 �� ����

� �� ���	������ ���
	�	
� 
� ��
 
	
������	
 �� ��
���
�
	�� #��� � ���� 
��$�
� j ��� ��
���� ��'���
���� �� �
��! @	�
� Lmin

j B �
 �� �
��
@	�
� Lmax

j B #���
 
��
�� ��� �����	��� ��	
�	��� ��	� ���	������� !��� �����
��� $������ ��#�
�

�� �� rj � dj �
 pj ��
$�	
 =
�� #�
��� �	 ���#
�� �� ������ ��
Lmin

j �� �� Lmax
j #��
 =
�� ����
�� �	 
��#� #��6	��
�� @O(n log n) �F n ��
 ��

	����� �� 
��$���B� ����� 
	�
��� ��	� -J�:1���	� �	�����

�	 �� ���	������
��� �����	��� @�� ��
 ��
 �	� #��#�
�
� 
	
������	
� �� �� 
6#� �� �
���
��� #6���
�
����B� �� ��
���
	�

�	 ��� $������ �� Lmin

j �
 Lmax
j �� � ���� 
��$�
� #����


�� ��	�
��
�� �	 �
������� �� �������� ����� ����
 
����
�� ��� �� "'��� : #���
������#�� #������	
�

�����
 ,�	&�	  � �� ���	��� 	������ � ���(� ���

�	� 
	*����

�	 ����	

���� ��		�� #�� �� �
�'����� �� ��
���� ��
 �	 �	���
�����	
 �� �� #��*����	�� $
����$
� �� ��

3�� Lmax & maxj∈T (Lmin

j ) ≤ Lmax ≤
maxj∈T (Lmax

j )� ��

� 
	*����

�	 � �
� ��#��

�� �� ��
	 ���	� #�������� �� ���
#���

�	 �
 �$����

�	 #��'����
$� -J1 ��
 #����
 ����
�
	�� �� ���	������ 
	


��
�� �����	��� ���
	�	
�� 
��
�� ��� �����	��� 	�	 �#

������ ���
�*�
�� �
�	 ���
��

� ��
 ��� �

 �	 
	
��=
 ���
�
	 �� #�
	
 �� $�� 
 ���
���� 
� #��
 =
�� #���

	
������	
 �	 #��

��� �� ��
���
	�� �	 �	������ �� ����

�	� �� ����
	��

� ��
#��� '��	�� #���
��� #������	
 �	� ����

� ����#
����� #�� 	������
����	
 �#

�
����� D� ���'

 ��	� �� ��� ��� �� �	 ���#���
� �	
�� �� 	����� �� �����	���
�����
��
���� �
 �� $����� �� #
�� �� ��
��� ��'���
����

� ��	��	��
 ����� �	�� � �� ���	
	��

���
�� � �� ���
�
�	 � #��� ��
 �� '�
��� �� ���
���� #��� ����#����

�	 ��
���	������ ���
	�	
 
	


�� �����
� �� #����3��� �� ���
� � ��
���
	�� �	 ����
#���
� ���
�
�

�7#��*����	�� ����#
����� �� �
�'����� �� ��
���� � �
� � �
�
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����� ��%�
 ��
	
����

�	� >	 �)�
� 
� #����
 �� %�'�� �� ������#
��
�

� �� ����
#���
� ���
�
�

� 7 #��*����	�� #�
����
� 
	�
��� #��� � ���� 
��$�
� ��� ��
����
Lmin

j �
 Lmax
j � �
 ����	 
	�
��
��� �� ���
�
�

�� #���
��	
 �� 	����� �� �����	���

��	
�	��� ��	� ���	������ ���
	�	
� #��
 =
�� ��������
���
�� � �� ���
�
�	 ��	�
�
�� ��	� �� ��� �F �� ���#���
� 	� ��

�*�

 #��

�� ���
����� � ��
 ��		�� �� #���
�
�

� �� �����

�		�� �	� ���	�� Lmin
j �� Lmax

j

���	 
��$�
�� #��� 
	�
���� ���
� ���
�� �� ����
�� �� ����'��	
��� �	 #���
��	
 ��
	��$���� $����� ��� �

�� @�##���� 	���
��� ��	� �� ��

� �� 
��
�B� �� #�
	�
#�
�� ���
�� � �� ���
�
�	 ��	�
�
� � ���#��� �	� 
���� ��

�	 � �	� ���
"��

�	 ��
�� �
���
��� ��
	
��$������ ����� 
	�
��� ��	� ��� #���'��# �� ��
$�	
��

�� �����

�	 �� ����'��	
�

�	 �� ��
��� Lmax
j ��
 ���#��

$���	
 ����
��� �	

�������	
�	
 �� �	 
	�����	
�	
 #��'����
$���	
 �� $����� �� v(j)� �	 $��
"�	


��%���� ��
	�'��

� v0(j) ≥ v(j) ≥ u(j)� �� �������	
�

�	 �� v(j) ��	��


� �� �
�� � %��� �� �� $����� �� dj �� ���
� ��� dj ← max(dsv(j)−1 , dsu(j) )�
��
	�����	
�

�	 �� v(j) ��
 ���� ����
 ����
��� �	 ��

�	
 � %��� �� $����� �� dj

�� ���
� ��� dj ← min(dsv(j)+1 , d0
j)� �F d0

j ��
 �� $����� 
	


��� �� dj �

�
�
��
����	
� �� �����

�	 �� ����'��	
�

�	 �� ��
��� Lmin
j ��
 ���#��

�

$���	
 ����
��� �	 �������	
�	
 �� �	 
	�����	
�	
 #��'����
$���	
 �� $�����
�� u(j)� �	 $��
"�	
 ��
	�'��

� u0(j) ≤ u(j) ≤ v(j)� ��
	�����	
�

�	 �� u(j)
��	��

 � �� �
�� � %��� �� �� $����� �� rj �� ���
� ��� rj ← min(rsu(j)+1 , rsv(j) )�
�� �������	
�

�	 �� u(j) ��
 ���� ����
 ����
��� �	 ��

�	
 � %��� �� $����� ��
rj �� ���
� ��� rj ← max(rsu(j)−1 , r0

j )� �F r0
j ��
 �� $����� 
	


��� �� rj �

��
	�����	
�

�	 �� �� �������	
�

�	 ��� $������ �� u(j) �� v(j)� ��
 ���

���

�����	
 ��

���� %������ �� ��� �� $����� �� Lmin

j �� Lmax
j ��

 �� #���

#��� � #���
��� �� �� ��	�
'	� ��		�� #�� �� ���
����� I�������	� ���� ������
��� ��

 ����

�	 �	$
��'��� ���� �� 
����

 
��%���� #�� �	� ��'��	
�

�	 �� �	�
�
�
	�

�	 ��� ���	�� rj �� dj �����
��� �� 
��$�
� j ��	�
����� �	� 	��$����
�
���
��� ��
	
��$����� ��
 ��	� ��
�	�� 
���� ��� ���	������ ���
	�	
 �� ���
���	��� ������#�	��	
 ��
 
	���� ��	� ���	������ ���
	�	
 
	


�� @�� *�

 �� ��
*�+�	 ����
���
��� ��� $������ �� rj �
 djB� E�
�	� �'�����	
 ��� ����'��	
�

�	
�� �� �����

�	 ���	 ��
��� �� #
�� �� �� �
��� ���	 
��$�
� j #��
 �$�
� ���
��	�����	��� ��� ��� ��
���� ��� ��
��� 
��$��� �� *�

 �� �� ��
 ��� �� ������
��� Lmin

j �
 Lmax
j � 2� *�+�	 '�	������ �� ����������	
 �� ��
	
��$���� �� ��
���

���	 
��$�
� j ����

 �� ���
�
�

� �
 #��
 �	
��5	�� �� ����������	
 ��
	
��$�����
�� ��
��� ����
��� 
��$���� D	$������	
� ������'
�����	
 ���	 
	
��$���� �� ��
���
��'��	
� �� ���
�
�

� �
 #��
 �	
��5	�� ������'
�����	
 ��
	
��$����� �� ��
���
����
��� 
��$����

 �� ���	� ���	�� � �� ���	
	�� � !"#$

4"	 �� $��
��� ��� #�
	�
#�� �� ���
�� � �� ���
�
�	� �	� 
	
��*��� ��'
�
�����
��#

��� 42HI @4
�� � �� 2��
�
�	 #��� ��H���		�	����	
 I����
�B� � �
�
�������� �	 4��� !��� ����#��
 '��# 
���� �� �
��
�
 3��� '��
�

� L
M4�� �
	�
��������	
 �
� ���#
���
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 ���8��� �������	�� ��	��
���

4� ��	����	
� �� *�	=
�� �������
�� ��#����	
�� ��� �� "'��� 8� �##���5
� >���
��
 ��	
� �� ���� ��'
�	 
	


����� (������� �
����� �
 )�	
�
�� ���� ��	
 ���
�G��� ��	
 ��#�
�

�� ��	� �� ��

� �� 
��
�� !��� �����	���� 
� ��
 	������
��
��

 �� ��
�
� �	 	��$��� #����3��� �� ��
 ���� �	 #��%�
� ��

 ����$�
� �	 #��%�

��
�
�	
 @�

�
��

�	 �� ��	� ���*�	�B� �� "'��� 0 ��#����	
� ��
	
��*��� '��# 
���
�����
�� � �� ��
�
� �� #����3�� �� 
������ /�

���� �
 �	���� ��� ������� ��
� ���!�" �

4#�3� $��
��

�	 �� �� ��
�
�� �� �
�'����� �� ��
���� 
	


�� ��
 ��
���

����
��	
 ������� �
 �K� � �
	�
 ���
����
�� ��� �� "'��� .� �� 	����� �� �����	���
��	
�	��� ��	� ���	������ ���
	�	
 
	


�� ��
 �'�����	
 
	�
��� �� ������ ��
�
�'����� �� ��
����B� !��� ��#����	
�� ��� ��
����� �	� �3'�� '������� ��	
�
�� ���� �������� #��


�		�� � ��� ��
���

��� ��
 �����
�� � � ���� 
��$�
�� ���
�������� '��� � �
 ���

 ���	 
��$�
� j ��
��
��
��	
 ���#��

$���	
 ��� $������ ��
Lmin

j �
 Lmax
j � �	� ��'
�	 ������� �����	� � ���	������ ��� �3'���� 
	�
��� ��
	�


��$���� ��	� ������ ��
 �

�� �� ��
��� �#

��� @L∗ ∈ [max(Lmin
j ), max(Lmax

j )]B�

�
 ��
	
��$���� [−1, 6]� �� �������	� ����	� ���
��� (+ �� ��	� )�	
�
��� ��
���
�
	�� �
 ���

�
��
��� �� ��� �

�� �� $����� ����
� �� ��
��� �#

��� @�

�
��

�	
�� �� #�������� �� ����
�� -01B� 2�	� �� ���� �� ��'
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