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Introduction et Définition

@ La programmation linéaire désigne un paradigme de résolution de problémes
d'optimisation ol toutes les contraintes sont linéaires.

o En programmation linéaire (PL), toutes les variables de décision sont continues. Le
probléme d'optimisation correspondant est polynomial.

o En programmation linéaire en nombres entiers (PLNE), il existe des variables de
décision entiéres. Le probléme d'optimisation correspondant est NP-difficile.

@ De nombreux solveurs sur étagére permettent de résoudre des programmes linéaires
(en nombres entiers) de maniére efficace.

o |l est donc intéressant en pratique de modéliser un probléme réel (méme s'il
n'apparait pas comme linéaire a premiére vue) comme un PL ou un PLNE puis
d'utiliser un de ces solveurs pour le résoudre.

Objectifs de cette partie du cours

@ Apprendre 3 modéliser un probléme d’optimisation combinatoire comme un PL(NE).

@ Connaitre les méthodes de résolution de base pour résoudre un PLNE.
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Rappel : Programmation Linéaire (PL)

n
Maximiser Z CiX;
i=1
(PL)

n
sous les contraintes E ajx; <bj, j=1,..m
i=1

et x; >0, i=1,..,n

Remarques

@ Minimiser f <= Maximiser —f

@ Les inégalités ">" se transforment en inégalités "<" en les multipliant par —1
@ Une égalité "=" revient a deux inégalités : ">" et "<"

@ Si x est une variable négative, alors on définit y = —x comme variable positive.

@ Si x est une variable non-contrainte en signe, alors on définit deux nouvelles variables tel
que x =xT — x~ avec xT >0et x~ >0

@ Pas de contraintes d'inégalité stricte
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Différents cas

Définition : polyédre des contraintes

@ Ensemble admissible : ensemble des
points de R" vérifiant les m + n
contraintes de (PL)

4

c’est un polyédre

4

ce polyédre est convexe

@ Si un polyédre est borné (distance des
points a l'origine borné), alors on le
nomme polytope

P={xeR": 3" ajxi<bj, j=1,...,m x>0, i=1,..,n}

Théoréme

Le maximum d'un (PL), s'il existe, est atteint au moins en un sommet du polyédre
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Programmation linéaire : complexité et résolution

(PL) est un probléme d’optimisation polynomial.

Il se résout souvent en pratique avec l'algorithme du simplexe de complexité exponentielle
en théorie mais efficace en pratique.

[llustration de I'algorithme du simplexe sur un polyédre 3D :

Il existe des algorithmes polynomiaux (algorithmes de points intérieurs).
[llustration d'un algorithme de points intérieurs sur un polyédre 3D :
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Programmation linéaire en nombres entiers

Variante 1 : programmation linéaire a variables entiéres

n
Maximiser E CiXi

i=1
PLNE . z .
( ) sous les contraintes Za,-jx,- <bj, j=1,..m
i=1
et x; €N, i=1,..,n

Variante 2 : programmation linéaire a variables binaires

n
Maximiser E CiX;

i=1
n

PLVB . .
( ) sous les contraintes Z ajgxi < by, j=1,..m
i=1

et x €{0,1}, i=1,..,n
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Programmation linéaire en nombres entiers

Variante 3 : programmation linéaire a variables mixtes

n
Maximiser E CiXi
i=1
n
(PLVM) { sous les contraintes Za;,-x,- < bj, j=1..,m
i=1
et xi €N, i=1,..q9
et x; >0, i=q+1,...,n

(PLNE), (PLVB) et (PLVM) sont des problémes d'optimisation NP-difficile dans le cas
général. On les résout en général par des méthodes exactes de recherche arborescente (les
méthodes de séparation et d’évaluation) ou bien par des méthodes approchées (diverses
heuristiques).
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Relaxation de programmation linéaire

On considére le polyédre (P) décrit par les inégalités d'un PLVM et en remplagant toutes
les contraintes d'intégrité par des contraintes de positivité.

P:{XGR":Za;jx,-Sbj pour j=1,...m,x; >0pouri=1,... n}
i=1

Notons que I'ensemble des solutions réalisable du PLVM est I'ensemble des points entiers
de P noté PE
PEF = PN (N xR )

On définit la relaxation de programmation linéaire d'un PLVM comme le PL suivant :

Maximiser Y ;_; ¢;ix; sous les contraintes x € P

Théoréme

Soit z* la valeur optimale du PLVM, si elle existe, et Z* la valeur optimale de sa
relaxation de PL, si elle existe. On a z* > z*.

Christian Artigues (LAAS-CNRS) PLNE 2 septembre 2015 9 /59



Difficulté de la programmation linéaire en nombres entiers

@ Problémes d’optimisation combinatoire
o L’ensemble des solutions admissibles n’est plus continu.
o On ne peut plus compter sur les sommets du polyédre.
o On ne peut généralement pas énumérer toutes les solutions.
o On ne peut pas se contenter de la solution entiére la plus proche de I'optimum continu.

Exemple :
X2

Maximiser z = 19x; + 20x2
Sous les contraintes

15X1 + 16X2 S 72

X1,X2 € N

X1
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Difficulté de la programmation linéaire en nombres entiers

@ Problémes d’optimisation combinatoire
o L’ensemble des solutions admissibles n’est plus continu.
o On ne peut plus compter sur les sommets du polyédre.
o On ne peut généralement pas énumérer toutes les solutions.
o On ne peut pas se contenter de la solution entiére la plus proche de I'optimum continu.

Exemple :
X2

4.5

Maximiser Z = 19x; + 20x»
Sous les contraintes

15X1 + 16X2 S 72

X1,X2 € R

X1

4.8
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Difficulté de la programmation linéaire en nombres entiers

@ Problémes d’optimisation combinatoire
o L’ensemble des solutions admissibles n’est plus continu.
o On ne peut plus compter sur les sommets du polyédre.
o On ne peut généralement pas énumérer toutes les solutions.
o On ne peut pas se contenter de la solution entiére la plus proche de I'optimum continu.

Exemple :
X2
45
Maximiser Z = 19x; + 20x»
Sous les contraintes
15X1 + 16X2 S 72
x1,x2 € RT \
E*
i‘
X1

4.8
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Difficulté de la programmation linéaire en nombres entiers

@ Problémes d’optimisation combinatoire
o L’ensemble des solutions admissibles n’est plus continu.
o On ne peut plus compter sur les sommets du polyédre.
o On ne peut généralement pas énumérer toutes les solutions.
o On ne peut pas se contenter de la solution entiére la plus proche de I'optimum continu.

Exemple :
X2
45
€
Maximiser z = 19x; + 20x»
Sous les contraintes q S
15X1 + 16X2 S 72
x1,x2 € N ¢ 5 c\
E*
I¢ N a N i\
€] (S} © (S} © X1

4.8
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Difficulté de la programmation linéaire en nombres entiers

@ Problémes d’optimisation combinatoire
o L’ensemble des solutions admissibles n’est plus continu.
o On ne peut plus compter sur les sommets du polyédre.
o On ne peut généralement pas énumérer toutes les solutions.
o On ne peut pas se contenter de la solution entiére la plus proche de I'optimum continu.

Exemple :
X2
4.5 z*¥ =80
Maximiser z = 19x; + 20x»
Sous les contraintes q L
15x; + 16, < 72 \
x1,x2 € N ¢ 5 :\
7* =91,2
I¢ N a N i\
O &S © (S} O X1
4.8
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Solveurs et modeleurs «sur étagére»

L'intéret des programmes linéaires (en nombres entiers) est qu'il existe de nombreux
solveurs disponible sur le marché (solveurs commerciaux) ou bien en libre accés. Ces
solveurs implémentent les algorithmes standards, plus ou moins performants, pour
résoudre les PL ou les PLNE.

Quelques solveurs de PLNE :

e IBM CPLEX

o GUROBI

o SCIP

e FICO XPRESS

e COIN-OR CBC / CLP
LINGO

MINTO

LPSOLVE

GLPK

A coté des solveurs, on trouve des langages de modélisation, permettant d'exprimer de
maniére algébrique des problémes d'optimisation (linéaires ou non) comme AIMMS,
AMPL, LINDO, MPL ou OPL, ...
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Modélisation en PL(NE) d'un probléme d’optimisation

Soit un probléme d’optimisation général (PO) comportant p > 0 variables entiéres et
g > 0 variables continues :

(PO) Maximiser f(x) sous les contraintes x € X C NP x R
f et les contraintes définissant X' ne sont pas nécessairement linéaires.

La modélisation consiste a trouver une bonne formulation (PL) ou (PLNE) de (PO).

@ Une formulation (PL) compacte (avec un nombre polynomial de variables et de
contraintes) ne peut &tre trouvée que pour les problémes polynomiaux®. L'objectif
est alors de résoudre le probléme avec I'algorithme du simplexe (ou autre algorithme
de PL), implémenté dans les solveurs sur étageére.

@ On utilise la PLNE pour modéliser les problémes NP-difficiles. L'objectif est alors de
résoudre le probléme au moyen des algorithmes de séparation/évaluation et/ou de
coupes, également implémentés dans les solveurs sur étagére.

1. sauf si P=NP
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Formulation PLVM (cas général)

Dans le cas le plus général, cette formulation s'écrit comme un PLVM en ajoutant p’ > 0
variables entiéres y1,...,y, et/ou ¢’ > 0 variables continues yp/i1,. .., Yp +q
nécessaires a la linéarisation.

ptq p+q’
Maximiser Zc,-x,- + Z c,-/y,-

:'aiy ;:’:Jrlq'

sous les contraintes Za;jx,- + Z agyi < bj, j=1,..,m
(PLVM) i=1 i=1 .

et xieN, i=1..,p
et x; >0, i=p+1l,..p+gqg
et yi €N, i=1,...,p
et yi >0, i=p +1,...p+4q
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Formulation correcte

Soit P le polyédre définit par le PLVM.
Soit PE = PN NP x R9"9 |'ensemble des solutions du PLVM.
Soit proj.(PF) la projection de PE sur I'espace des variables originales :

projx(PF) = {x e NP x R? : (x,y) € PF, pour un certain y € N?' x Rq/}

La formulation est correcte si
® X = proj PE

@ et si pourtout x € X, f(x)=c"x+c'Ty* o y* est la solution optimale du PLVM
en ayant fixé les variables x.
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Formulation correcte : Exemple

Soit I'ensemble X' constitué des points entiers ci-dessous et une fonction linéaire f(xy, x2)
d maximiser. On cherche une formulation correcte pour tout f.

X2
Fary oD
) >
D Fary Pany Pany
\\”) > >
C, A= X1
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Formulation correcte : exemple

Soit I'ensemble X constitué des points entiers ci-dessous et une fonction linéaire f(xi, x2)
d maximiser. On cherche une formulation correcte pour tout f.

X2
Formulation correcte 1
Maximiser z = f(x1, x2)
Sous les contraintes
—3X1 —|— 4X2 S 7
2x2 <5
D D
6X1 —|— 4X2 g 25
2X1—X2 S 6
b D D D
X1,X2 € N
€, Ay X1
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Existence d’une formulation PL idéale

Soit une fonction f linéaire f(x) = ¢ x et le probléme d'optimisation

(PO) Maximiser f(x) sous les contraintes x € X avec X C R"

On définit I'enveloppe convexe de X, notée conv(X) comme :

conv(X) = {x:x=3F Xix', 3 Ni=1,\ >0pouri=1,...¢tsurtous les
sous-ensembles finis {x',...,x*} de X'}

Théoréme

conv(X) est un polyédre et (PO) est équivalent au PL

. T .
Maximiser ¢ x sous les contraintes x € conv(X)

Il existe donc —en théorie— une formulation PL en les variables originales dont la
résolution donne I'optimum de (PO).

Mais en pratique cette formulation nécessite un nombre exponentiel d'inégalités, par
ailleurs difficiles & caractériser.
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Comparaisons des formulations de PLNE en termes de relaxation PL

Soit P le polyédre d'un PLVM définissant une formulation correcte de (PO).
Soit proj«(P) la projection de P sur I'espace des variables originales.

Le PLVM est une formulation idéale de PO si
projx(P) = conv(X)

En effet dans ce cas la valeur optimale du PL est Z*(P) = z* (I'optimum de PO coincide
avec I'optimum continu de la relaxation du PLVM).

Une formulation définissant un polyédre P est meilleure qu'une formulation définissant un
polyédre P’ si

projx(P) C projx(P')
En effet, dans ce cas, z* < 2*(P) < 2*(P’). P définit une meilleure relaxation PL que P'.
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Comparaison de formulations de PLNE en termes de relaxation PL

X2
Formulation correcte 2
Maximiser z = f(x1, x2)
Sous les contraintes
—3X1 + 4X2 S 7 —
4X2 S 11
D D
6X1 + 4X2 § 25
2x1 <7
b D D D
x1,x2 € N
C > X1
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Comparaison de formulations de PLNE en termes de relaxation PL

Formulation correcte 3 X2
Maximiser z = f(x1, x2)
Sous les contraintes

—X1—|—X2 S 1
X2 S 2
X1+X2 S 4
x1 <3 P ~
x1,x2 €N
(formulation idéale) O © D
C, > X1
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Comparaison de formulations de PLNE en termes de relaxation PL

X2

#*(P;) = 7,8333

3*(Py) =7,5

exemple pour f = x1 + 2x2 W< 7*(Ps) =6 =z"

D N
0
D Pany N
O O
C, > X1
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Exemple de probléme comportant une disjonction

Un simple probléme d'ordonnancement & deux taches J; et J>» de durées connues p; = 3
et po = 2 sur une machine ne pouvant exécuter qu’une tache a la fois. On doit
déterminer les dates de débuts continues S; et S, sachant que chaque tache doit
démarrer dans une fenétre de temps ([0, 6] pour Ji et [1,5] pour J2). On cherche a
minimiser £(S) = S1 + S2 + p1 + p2.

S S
[ conv(s) (PO) Minimiser S; + S, +5
$51>0
~1 | $:>1

51 <6

S5 <5
$>5+3VS >S5 +2

S1

Solution optimale de valeur 8
N1 Jo

(PO) peut étre résolu par la PL sur conv(S).
Impraticable en général
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Modélisation d'une disjonction par PLVM et qualité de la relaxation

@ On introduit une variable binaire pour représenter les deux alternatives

(PLVM) Minimiser S1 + S> +5

5 >0
S >1
51 <6
S, <5

S»—S5+8x>3
51—52+7(1—X)Z2

Christian Artigues (LAAS-CNRS)

x € {0,1}

PLNE

Sz =1 S
[ projs(P)

S1

La projection de PE sur R? donne
bien S

Valeur de relaxation = 6
Probléme : x = 0.5 réalisable
projs(P) est éloigné de conv(S)
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Qualité des relaxations : formulations agrégées et désagrégées

Probléme de localisation d'entrepét

Une entreprise livre des produits & m clients et peut construire pour cela n entrepots
potentiels. Ouvrir un entrepdt j entraine un coit fixe f; et le transport d'une commande
de I'entrepdt i vers le client j a également un colt cj de telle sorte que si on transporte
une fraction de la commande d'un client j depuis I'entrepdt 7, le colt est de ¢; fois cette
fraction. Quels entrep6ts doivent &tre ouverts et quel est le plan de transport pour couvrir
100% des commandes a cout minimal ?

o Ouverture d'un entrepdt : variable binaire y;

@ Pourcentage de la commande du client 7 transportée depuis I'entrepdt j : variable
continue x; € [0,1].

Minimiser >0, 377, ciixij + Y21y Piyi

Sorgxij=1 Vi=1,...,m

Yomixg <my; Vi=1,....n

yi € {0,1} Vi=1,...,n

xij >0 Vi=1l,....m¥Vj=1....m

Sous les contraintes
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Qualité des relaxations : formulations agrégées et désagrégées

La contrainte 37", xj < my;, Vi =1,...,n (1) modélise I'implication

yi=0 = ix,'jzo

=1

Une alternative est de modéliser m implications

yi=0 = x4 =0,V =1,...,m

On obtient des contraintes désagrégées

xg <yi,Vi=1,....nVj=1,...,m(2)

Théoréme

La formulation désagrégée est strictement meilleure que la formulation agrégée.

Preuve. Soit P; le polyédre correspondant aux contraintes agrégées (1) et soit P» le
polyédre remplacant les contraintes (1) par les contraintes désagrégées (2). Comme
(2) = (1), on a P, C Py. Pour prouver I'inclusion stricte il suffit de trouver un point

x € Py \ P2. Supposons que m = kn. Soit le point x tel que x;; =1 pour i =1,...,n;
J=k(j—1)+1,...,k(j— 1)+ k; x;j =0 sinon et y; = k/m pour i =1,...,n. x ainsi
défini satisfait (1) mais viole (2). O

Christian Artigues (LAAS-CNRS) PLNE 2 septembre 2015 28 / 59



Unimodularité

Classe de PLNE tels que, quelle que soit la valeur de b, la relaxation PL donne toujours
une solution entiére.

Propriété

Soit B € Z™*™ une matrice non singuliére, alors B~b est entier pour tout b € Z™ si et
seulement si Det(B) = +\ — 1.

Une matrice A € Z™*P de plein rang est unimodulaire si Det(B) = +\ — 1 pour toute
base B de A.
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Unimodularité

Une matrice est totalement unimodulaire si chacune de ses sous-matrices a un
déterminant égal 3 0, 1 ou -1.

Corollaire

Si A est totalement unimodulaire, il existe une solution optimale de la relaxation continue
qui résout le probléme en nombres entiers (la formulation est idéale).

Conditions suffisantes d'unimodularité :
@ a; €{-1;0;1} Vi, j
o >l lajl <2V
o |l existe une partition My, M> des indices des lignes telle que,
si Doy lai| =2, alors 35 a i = D i, i
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Exemple de matrice totalement unimodulaire

Probléme d’affectation

n taches doivent étre affectées a n employés. Comme certains employés sont plus
expérimentés que d'autres pour effectuer certaines taches, ¢ représente le temps mis par
un employé i pour effectuer la tache j. Quel est I'affectation qui minimise le temps de
travail total ?

Modelisation : variable x; j € {0,1} qui vaut 1
si I'employé i est affecté a la tache ;.

Minimiser >, 370, cijxij
i xi =1 Vi=1,...,n
sous les contraintes ¢ Y7 x; =1 Vi=1,...,
x; € {0,1} Vi=1,...,mVj=1,....n

Exe”(‘)pleode Tatr(i)ce ’S‘ A ’6:8 : A vérifie les conditions suffisantes de TU
0100100 1 0 avec M1 ={1,2,3} et M2 = {4,5,6}

0 0 1 0 0 1 0 0 1 On peut remplacer la contrainte
111 0 0 0 0 0 0 x5 €{0,1};i=1,...,nj=1,... npar
0 0 01 11 0 00 xj >0;i=1,...,mj=1,...,n Le

o 0 0 0 0 0 1 1 1

probléme est donc polynomial.
Christian Artigues (LAAS-CNRS) PLNE 2 septembre 2015 31 /59



Modélisation de fonctions élémentaires

Certaines fonctions non linéaires peuvent &tre systématiquement formulées de maniére
linéaire en ajoutant des variables entiéres.

o f:{0,1}> — {0,1},z = fi(x,y) = xy

z<x
z<y
z>x+y—1
x,y €{0,1}

e f,:{0,1} x [0,a] = R,z = fa(x,y) = xy, avec a € R

z < ax

z<y
z>y—(1-x)a
x €{0,1}
0<y<a
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Modélisation de fonctions élémentaires

e f:[0,C*—[0,C],z=f(x,y) = Minimiser (x,y)

La modélisation de f3 peut étre simplifiée si

z<x le coefficient de z dans I'objectif est positif,
z<y dans le cadre d'une maximisation
x<y+Cw

y<x+C(1l-w) Maximiser az

z>(1—w)x+wy z7< x

w € {0,1 . <

0< j < g Sous les contraintes g; i <c
0<y<C 0<y<C

avec a >0

o fp:[a,b] > R,z="1fi(x) =|x| aveca< 0< b

z=x"4+x"
x=x"—x"
0<x™ < by
0<x™ <al(1-y)
a<x<b

y € {0,1}
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Problémes typiques d’optimisation combinatoire

Probléme d’affectation

n taches doivent étre affectées a n employés. Comme certains employés sont plus
expérimentés que d'autres pour effectuer certaines taches, ¢ représente le temps mis par
un employé i pour effectuer la tache j. Quel est I'affectation qui minimiser le temps de
travail total ?

Application spatiale : affectation de plages de temps dans les systémes de
télecommunications par satellite TDMA [Bur85]

\ Frequency 1

Figure TDMA
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Problémes typiques d’optimisation combinatoire

Plus court chemin

Un réseau routier est représenté par un graphe orienté G = (V/, A). Le transport direct
d'un nceud 7 a un neeud j du réseau est possible si (i,j) € A and a un coit ¢;. Etant
donné deux nceuds s et t, quel est le chemin de codt minimum de s a t?

Application spatiale : Navigation autonome d’un rover sur Mars (Canadian Space
Agency : [DRB*08], LAAS [HST02])
Destination

120 [sec] 150 [sec]
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Formulation du probléme du plus court chemin

On utilise la variable binaire x;; = 1 si le plus court chemin passe par I'arc (i,j) € A.

Soit VT (i) I'ensemble des successeurs immédiats de i et soit V™ (i) I'ensemble des
prédécesseurs immédiats de /.

Minimiser > ; -4 CiiXij
Sous les contraintes
Zkew(s) Xsk — Zkev—(s) Xks =1
EkeV*(i) Xik — ZkeV*(i) xii =0 VieV \ {S, t}

kev+(r) Xtk — ZkeV*(s) Xie = —1
x;j € {0,1} V(i,j) €A

On observe encore que la matrice des contraintes est TU par application des conditions
suffisantes.

On peut remplacer la contrainte x;; € {0,1},V(i,j) € A par x; > 0,Y(i,j) € A.

Le probléme est polynomial.
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Formulation du probléme du plus court chemin (forme duale)

Comme on obtient un PL, on peut utiliser la forme duale. Soit 7; la variable duale de la
contrainte liée au sommet / de V. On obtient :

Maximiser m; — 7s

Sous les contraintes
mi—m <c V(j)eEA
i >0 VieV

On peut poser ms = 0 sans perte de généralité.

La recherche du plus court chemin est donc équivalente a la recherche de potentiels 7;
pour chaque sommet tels que I'inégalité de potentiels m; — m; < ¢; est vérifiée pour
chaque arc (propriété a la base des algorithmes de plus court chemin dédiés)
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Problémes typiques d’optimisation combinatoire

Probléme de flot & colt minimum

Un réseau de transport est représenté par un graphe orienté G = (V, A). Chaque nceud
i € V a une valeur b;, correspondant a une quantité produite (b; > 0), une demande
(bi < 0) ou un transit (b; = 0) de produits. Chaque arc (i,j) € A représente une
ressource de transport avec une capacité limitée hj; et un codt unitaire ¢;j. Quel est le
plan de transport satisfaisant toutes les demandes a colit minimum ?

Application spatiale : Planification des manceuvres de de réapprovisionnement des
satellites en constellation [Dut09]
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Formulation du probléme de flot & colit minimum

On utilise la variable continue x;; donnant la quantité de produit transitant par |'arc
(i.j) € A.

Minimiser > ; -4 CiiXij
Sous les contraintes )
kev+ (i) Xik = 2kev (i) Xki = bi vieVv
0 < x; < hjj v(i,j) €A

On peut également montrer que la matrice des contraintes est TU. Donc si les demandes
et les capacités sont entiéres, les valeurs x; seront entiéres. Le probléme reste donc
polynomial si on impose des flots entiers.

Le probléme de plus court chemin et le probléme d’affectation sont des cas particulier du
probléme de flot & colit minimal.
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Problémes typiques d’optimisation combinatoire

Probléme du sac a dos

Un sac a dos a une capacité de B kg. On doit choisir quels objets emporter dans un
ensemble de n objets sachant que chaque objet posséde un poids ¢; et un profit v;.
L'objectif est d'emporter I'ensemble d'objets de profit maximum en respectant la capacité
du sac a dos.

Application spatiale : sélection d'un ensemble de prises de vues par un satellite
d'observation avec une capacité d’enregistrement a bord B. Poids = taille de la prise de
vue, Profit = gain commercial si la prise de vue est effectuée. Probléme fourni par le
CNES (exemple : satellite SPOT 5) [VHO01]
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Formulation du probléme du sac a dos

On utilise une variable binaire x; = 1 si I'objet i est emporté.

Maximiser Y7, vix;

Sous les contraintes
dYiaGxi<B
x; € {0,1} Vi=1,...,n

Le probléme est NP-difficile au sens ordinaire.
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Problémes typiques d’optimisation combinatoire

Probléme de couverture par ensembles

Un ensemble de m défauts est a identifier par un ensemble de n tests sachant que chaque
test i se déclenche sur (ou couvre) un ensemble de S; défauts. La mise en place d'un test
a un codt ¢. Quels tests doivent étre sélectionnés pour couvrir I'ensemble des défauts a
colit minimum ?

March 3,2015

Testing to Diagnose Power
Event in Mars Rover

Application spatiale : Diagnostic embarqué
dans les stations spatiales (systéme
TROUBLE 3 de la NASA) [Man90]
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Formulation du probléme de couverture par ensembles

On utilise une variable binaire x; =1 si le test / est mis en place.

On utilise le paramétre aj; qui vaut 1 si le test i se déclenche sur le défaut j (j € S;).

Minimiser >°7 | cixi

Sous les contraintes
Srhiagxi>1 Vji=1,....m
x; € {0,1} Vi=1,...,n

Le probléme est NP-difficile au sens fort.
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Problémes typiques d’optimisation combinatoire

Ordonnancement a une machine

Une machine doit fabriquer n produits. Chaque produit i/ a une durée de fabrication p;,
les composants nécessaires a la fabrication du produit arrivent a la date de lancement r;
et une date de livraison d; est négociée avec le client. Sachant que la machine ne peut
fabriquer qu’un produit a la fois et que la fabrication d'un produit commencé ne peut pas
étre interrompue, quel est I'ordonnancement des taches qui minimise le nombre de taches
exécutées aprés leur date annoncée de livraison ?

Application spatiale : ordonnancement des communications bord/sol dans le réseaux de
contrdle des satellites de I'U.S. Air Force [BWWHO04]

Commitment Window -~
‘+—»

Schedule Dufy cycle |NOAN
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Formulation du probléme d'ordonnancement a une machine

On propose un PLVM inspiré du modéle “disjonctif”. On utilise une variable binaire
xij = 1 si la tache i est ordonnancée avant la tache j sur la machine et 0 sinon.

On utilise également une variable continue S; de date de début de chaque tache i
Enfin, on définit une variable binaire y; = 1 si la tiche i est en retard.
Minimiser >_7_, yi

Sous les contraintes
S;>Si+pi—MQ1—-x;) Vije{l,....,n}i#]j

Si < di + My; Vi=1,...,n
Xij +xi =1 Vl',jE{l,...,n},l';ﬁj
xij € {0,1} Vi,je{l,....,n},i #j
yi € {0,1} Vi=1,...,n
Si>ri Vi=1,...,n

M est une constante suffisament grande pour rendre les contraintes vérifiées si la variable
binaire dont elle est le coefficient vaut 1. On peut prendre M = maxj—1,..nti + Y 1, Pi-

Le probléme est NP-difficile au sens fort.
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Problémes typiques d'optimisation combinatoire

Probléme du voyageur de commerce

Un voyageur de commerce doit visiter n villes en commencant par la ville 1 et en
revenant a cette méme ville. ¢;; est le codt de trajet de la ville i a la ville j. Quelle est la
tournée de codt minimum?

Application spatiale : probléme de collecte de débris spatiaux : collecter un ensemble de
débris spatiaux en minimisant la consommation de carburant.

Proposition d'une mission de collecte de débris spatiaux dans I'orbite LEO
(EADS-ASTRIUM) [Cer11]
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Formulation du probléme de voyageur de commerce

On définit une variable binaire x;; = 1 si le voyageur va directement de la ville j a la ville j
avec x;; :=0
S n n
Minimiser 377, > 7, Cijxij
Sous les contraintes

et np iy Xi =1 Vi=1,...,n

€L,y X = 1 Vi=1,...,n
ies 2jefn,..apsXi =1 VSC{l,....,n},S#0
xj € {0,1} Vij € {1,...,n},i # ]

Les contraintes sont nécessaires et suffisantes pour que les variables x;; définissent un
tour complet sur toutes les villes :

o Contraintes 1 : Toute ville est suivie d'une autre ville dans le tour
o Contraintes 2 : Toute ville est précédée d’une autre ville dans le tour

o Contraintes 3 : Les deux premiéres contraintes n’empéchent pas la formation de
sous-tours (Exemple pour n =5 : un sous-tour 1 — 2 — 3 — 1 et un autre
sous-tour déconnecté 4 — 5 — 4). On pose alors que, pour tout ensemble de
sommet S susceptible de former un sous-tour, le tour doit quitter cet ensemblei par
au moins un arc. Inconvénient : il y a 2" contraintes de ce type!

Le probléme est NP-difficile au sens fort. Nous verrons plus loin comment gérer
I'explosion combinatoire des contraintes de sous-tour.
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Méthode de coupes

@ Trouver la solution continue du PLNE par la méthode du simplexe.
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Méthode de coupes

@ Trouver la solution continue du PLNE par la méthode du simplexe.
@ Ajouter une contrainte (appelée coupe) qui :
@ supprime la solution continue optimale et
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Méthode de coupes

@ Trouver la solution continue du PLNE par la méthode du simplexe.
@ Ajouter une contrainte (appelée coupe) qui :

@ supprime la solution continue optimale et
@ garde toutes les solutions entiéres.
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Méthode de coupes

@ Trouver la solution continue du PLNE par la méthode du simplexe.
@ Ajouter une contrainte (appelée coupe) qui :

@ supprime la solution continue optimale et
@ garde toutes les solutions entiéres.

© Itérer jusqu'a trouver une solution continue entiére.

Christian Artigues (LAAS-CNRS) 2 septembre 2015 48 / 59



Nature des coupes et difficulté

Comment trouver une coupe a ajouter, violée par la solution optimale continue ?

o Coupes génériques (ex : coupes de Gomory) : peuvent s'appliquer sur n'importe quel
PLNE

o Coupes spécifiques : s'appliquent sur des problémes particuliers

Etant donné une famille de coupe, le probléme de séparation? consiste, a partir de la
solution continue du probléme relaché, a trouver une coupe violée par cette solution ou a
prouver qu'il n'en existe pas.

@ Dans le cas général, le probléme de séparation est difficile, mais il existe certains cas
polynomiaux.

o Les méthodes de coupe convergent en général trés lentement et sont plutét
intégrées aux méthodes de séparation et d'évaluation pour améliorer la relaxation a
chaque nceud de I'arbre de recherche.

2. Le probléme de séparation (visant & chercher & savoir si une solution continue viole une
certaine inégalité) est a distinguer de la méthode de séparation et d’évaluation qui cherche a
séparer récursivement I'espace de recherche en plusieurs sous-parties pour résoudre le probléme
(voir plus loin)
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Coupe générique : une recette des coupes de Gomory

Pour la résolution de la relaxation PL, I'algorithme du simplexe reformule le probléme
sous forme standard, en remplacant toutes les inégalités par des égalités Ax + e = b en
introduisant au préalable des variables d’écart e.

Le systéme initial d'égalités est modifié par pivotage a chaque itération du simplexe, et
I'optimum continu correspond a un systéme final d’égalités A'x + De = b’

La coupe de Gomory est basée sur |'analyse des parties fractionnaires des égalités. On
suppose que toutes les variables sont entiéres.

Construction d’une coupe de Gomoyy pour une égalité

Doy agxi + 3", dijej = b} donnée :

Etape 1 : Exprimer chacun des coefficients de la contraintes comme la somme d'un entier
et d’une fraction non négative (représentation unique)
Etape 2 Enlever les termes entiers et changer |'égalité en >

Exemple : égalité Ox; — 3/4x2 + 1/3x3 — 13/4x4 = 73/7

Etape 1: (04+0/1)x1 +(—=1+1/4)x2 + (04+1/3)xa + (—4 +3/4)xa = 10+ 3/7
Etape 2 : 1/4x2 + 1/3x3 + 4/4xa > 3/7

Pourquoi est-ce valide (voir

http://www.ms.unimelb.edu.au/ moshe/620-362/gomory/) 7
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Exemples de coupes spécifiques

o Probléme du sac a does. Soit un ensemble d'objets C tels que >, ¢ > B. C est
appelé une couverture. La coupe de couverture est

E x <|C|—1

iec
Il est intéressant de générer des coupes de couvertures minimales, c-3-d telles que si
pour tout C' C C, C’ n'est pas une couverture.

o Probléme de coloration de graphe. Soit un graphe non orienté G = (V, E). Etant
donné un nombre de couleurs m, associer une couleur a8 chaque sommet de sorte que
chaque sommet n'ait pas la méme couleur que ses voisins.

ZZ’:I Xk = 1 VieV
Xik+xjk§1 V(I,j)EE,Vk:L,m
xik € {0,1} VieV;Vk=1,...,m

Soit une clique du graphe G. La coupe de clique ci-dessous est valide.
d oxg<1¥=1,....m
ieC

Il est intéressant de générer des coupes de cliques maximales.

Etant donné une solution continue, trouver une inégalité valide de couverture ou de
clique violées est NP-difficile.
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Séparation des contraintes d’élimination de sous-tours

Soit le probléme du voyageur de commerce symétrique (c;j = cjj)). On note G(V, E) le
graphe de la version symétrique et donc non orientée du PVC. La formulation se simplifie.
On note xe la variable binaire de sélection d'une aréte dans le tour. On note (/)
I'ensemble des arétes incidentes au sommet i et C(S) I'ensemble des arétes reliant
I’ensemble de sommets S aux autres sommets.

Minimiser >, g Xe
Sous les contraintes

ces Xe =2 Vi=1,...,n
PeccsyXe =2 VSCH{l,...,n},S#D
xe € {0,1} Vec E

Supposons que toutes les contraintes d'élimination de sous-tours ne sont pas présentes.
Soit X la solution optimale de la relaxation PL.

Le probléme de séparation consiste & rechercher une contrainte de sous-tour violée, c’est
a dire un ensemble S tel que Zeec(s) Xe < 2. En particulier, on peut chercher I'ensemble
S* tel que 3 c(s) %e est n.1ir.1imum et vérifier si sa valeur dépasse 2. Il s'agit Fiu probléme
de recherche de la coupe minimale dans un graphe, connu pour étre polynomial.
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Méthodes par séparation et évaluation

@ Choisir une variable x;

v
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Méthodes par séparation et évaluation

@ Choisir une variable x;

o Séparer le probléme en deux sous-problémes
selon les valeur de x;

v
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Méthodes par séparation et évaluation

@ Choisir une variable x;

o Séparer le probléme en deux sous-problémes
selon les valeur de x;
e en PLNE, choisir p tel que les deux sous
problémes correspondent a x; < petx; > p+1

v
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Méthodes par séparation et évaluation

@ Choisir une variable x;

o Séparer le probléme en deux sous-problémes
selon les valeur de x;
e en PLNE, choisir p tel que les deux sous
problémes correspondent a x; < petx; > p+1
e en PL 0-1, les deux sous-problémes
correspondent & x; =0 et x; =1

v
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Méthodes par séparation et évaluation

Principe

@ Choisir une variable x;

o Séparer le probléme en deux sous-problémes
selon les valeur de x;

e en PLNE, choisir p tel que les deux sous
problémes correspondent a x; < petx; > p+1
e en PL 0-1, les deux sous-problémes
correspondent & x; =0 et x; =1
= forme arborescente : chaque nceud est un P P 2
sous-probléme

N
o O
P3 P4 3 =
20 © ¢ O
P3
19 @ 24 [¢]

~@

v
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Méthodes par séparation et évaluation

Principe

@ Choisir une variable x;
o Séparer le probléme en deux sous-problémes
selon les valeur de x;

e en PLNE, choisir p tel que les deux sous
problémes correspondent a x; < petx; > p+1

e en PL 0-1, les deux sous-problémes p XA
correspondent & x; =0 et x; =1 N ° o o
= forme arborescente : chaque nceud est un P P P4
sous-problém 1 =a— © @
probléme N

o Supprimer un sous-probléme PE grace a une P, P, ~ 3%=® ° 0
évaluation par excés de P; : 2e .P ¢ o
0 e3¢ O

° »

of 1 5 x,

v

Christian Artigues (LAAS-CNRS) PLNE 2 septembre 2015 53 / 59



Méthodes par séparation et évaluation

Principe

@ Choisir une variable x;

o Séparer le probléme en deux sous-problémes
selon les valeur de x;
e en PLNE, choisir p tel que les deux sous
problémes correspondent a x; < petx; > p+1
e en PL 0-1, les deux sous-problémes
correspondent & x; =0 et x; =1

A~ o o o
= forme arborescente : chaque nceud est un P P P4
_pr lém 1 2 s (e} (e}
sous-probléme N
o Supprimer un sous-probléme PE grace a une P, P, ~ 3%=® © ©°
évaluation par excés de P; : 20 .P ¢ o
© Si eval(PE) est un majorant du codt des o o3 ©

solutions de PE (cas d'une maximisation) ; par
exemple solution optimale du probléme PSE
relaxé

~@

v
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Méthodes par séparation et évaluation

Principe

@ Choisir une variable x;

o Séparer le probléme en deux sous-problémes
selon les valeur de x;
e en PLNE, choisir p tel que les deux sous
problémes correspondent a x; < petx; > p+1
e en PL 0-1, les deux sous-problémes
correspondent & x; =0 et x; =1

PN o o o
= forme arborescente : chaque nceud est un P P P4
- S 1 2 s (e} (e}
sous-probléme P
o Supprimer un sous-probléme PE grace a une P, P, ~ 3%=® © ©°
évaluation par excés de P; : 20 .P ¢ o
© Si eval(PE) est un majorant du codt des o o3 ©

solutions de PE (cas d'une maximisation) ; par
exemple solution optimale du probléme PSE
relaxé

@ Si on connait une solution entiére x de PE dont
le coiit est Z

~@

v
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Méthodes par séparation et évaluation

Principe

@ Choisir une variable x;

o Séparer le probléme en deux sous-problémes
selon les valeur de x;
e en PLNE, choisir p tel que les deux sous
problémes correspondent a x; < petx; > p+1
e en PL 0-1, les deux sous-problémes
correspondent & x; =0 et x; =1

PN o o o
= forme arborescente : chaque nceud est un P P P4
_pr lém 1 2 s (e} (e}
sous-probléme N
o Supprimer un sous-probléme PE grace a une P, P, ~ 3%=® © ©°
évaluation par excés de P; : 20 .P ¢ o
© Si eval(PE) est un majorant du codt des o o3 ©

solutions de PE (cas d'une maximisation) ; par
exemple solution optimale du probléme PSE
relaxé

@ Si on connait une solution entiére x de PE dont
le colit est 2

= Si eval(PE) < 2, alors le sous-probléme PE
n'est pas intéressant (ne contient pas la
solution optimale).

~@

v
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Méthodes par séparation et évaluation

Evaluation d’un nceud : on applique I'algorithme de résolution du PL (et on ajoute
éventuellement des coupes). Trois cas d’interruption de la séparation :

o Optimalité locale : la solution de la relaxation (+ coupes) est entiére. C'est la
meilleure solution entiére accessible a partir du nceud.

o Dominance (voir slide précédent) : la relaxation (+ coupes) donne une borne
supérieure inférieure ou égale a la meilleure borne inférieure connue (probléme de
maximisation). La meilleure solution entiére accessible a partir du nceud ne peut
améliorer la solution dont on dispose déja.

o Infaisabilité : la relaxation (4 coupes) est irréalisable. Il n'existe aucune solution
entiére accessible a partir du nceud.

Remarque : en complément de I'évaluation on peut exécuter a chaque nceud des
heuristiques tentant d’obtenir des solutions entiéres a partir de la solution continue du
noeud pour améliorer la borne inférieure (et permettre de déclencher la condition de
dominance plus tot).

Si aucune de ces conditions n'est vérifiée on doit séparer le nceud.
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Méthodes par séparation et évaluation

Le nombre de sous-problémes générés est exponentiel par rapport a la taille du
probléme.

o exemple PL en 0-1 a trente variables : 230 ~ 102 branchements
o I'énumération explicite prendrait des siécles

3 degrés de liberté des méthodes par séparation et évaluation

@ Quelle fonction d'évaluation par excés choisir ?

P,
xiw +1
P, P,
X <}/}J\<q+1 X, W> e
P3 P4 Ps Ps
V2 NVANEVAN
P7 PB PQ PIO P“ P]Z P13 P14
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Méthodes par séparation et évaluation
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o exemple PL en 0-1 a trente variables : 230 ~ 102 branchements
o I'énumération explicite prendrait des siécles

3 degrés de liberté des méthodes par séparation et évaluation

@ Quelle fonction d'évaluation par excés choisir ?
e exemple : solution optimale continue du PLNE

e compromis qualité/rapidité P,
P, P,
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VO NVANEVAN
p, P, P P, P P,P. P,
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Méthodes par séparation et évaluation

Le nombre de sous-problémes générés est exponentiel par rapport a la taille du

probléme.

o exemple PL en 0-1 a trente variables : 230 ~ 102 branchements
o I'énumération explicite prendrait des siécles

3 degrés de liberté des méthodes par séparation et évaluation

@ Quelle fonction d'évaluation par excés choisir ?
e exemple : solution optimale continue du PLNE

e compromis qualité/rapidité p
@ Quelle variable choisir pour la séparation ? X‘W +1
e ordre statique ou dynamique
2, P,
X, <}/>j\<q+1 X, WZ I+1
P3 P4 Ps Ps
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P7 PB PQ PIO PII PIZ P13 P14
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o I'énumération explicite prendrait des siécles
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e exemple : solution optimale continue du PLNE

e compromis qualité/rapidité p
@ Quelle variable choisir pour la séparation ? X'W +1
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o ordre statique ou dynamique
o autres régle de séparation : x1 = x2 et x1 # x2 P, P,
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C’est-a-dire : comment parcourir I'arbre ?
P P, P P

e parcours en profondeur d’abord : on choisit le 3 5 6
sous-probléme le plus bas dans I'arbre ; ie on N\ /\ VAN
descend dans |'arbre afin de trouver une
P7 PB PQ PIO PII P12 P13 P14

solution réalisable le plus rapidement possible.
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probléme.

o exemple PL en 0-1 a trente variables : 230 ~ 102 branchements

o I'énumération explicite prendrait des siécles

3 degrés de liberté des méthodes par séparation et évaluation

@ Quelle fonction d'évaluation par excés choisir ?
e exemple : solution optimale continue du PLNE
e compromis qualité/rapidité p
@ Quelle variable choisir pour la séparation ? X’W 1

o ordre statique ou dynamique
o autres régle de séparation : x1 = x2 et x1 # x2 P1 5

@ Quel sous-probléme résoudre en premier ? X, <WQ+1 X, W; I+1

C’est-a-dire : comment parcourir I'arbre ?
P P, P P

e parcours en profondeur d’abord : on choisit le 3 5 6
sous-probléme le plus bas dans I'arbre ; ie on N\ /\ VAN
descend dans |'arbre afin de trouver une
P7 PB PQ PIO PII P12 P13 P14

solution réalisable le plus rapidement possible.
o Meilleur d’abord : meilleure évaluation par
exces [...]
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