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Graphe conjonctif et probléme central

Le probléeme central de |'ordonnancement

Probléme : Déterminer les dates de débuts d’'un ensemble de n taches J
soumises a des contraintes de précédences I' ou 7 € J est définie par

@ Durée p;

@ Date de lancement 7;

e Deadline d;

e Ensemble de successeurs I'; avec un délai 9; ; , Vj € I';

Objectif : minimiser la durée du projet (plus grande date de fin des taches)

TP Ty d; T (Si,j,j el 1 m

I 6 0 +oo 2 1 2 [ —

2 4 0 +4oo 1 -3 s | ||

3 2 0 3 45 2,2 4 ———

4 4 0 400 3 —4 : —
5 2 8 +oo 4 -5 01 23 456 7 8 910
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Le graphe conjonctif ou potentiels-taches 1/2

On construit le graphe G = (V, A,l) comme suit :
e Ensemble des sommets : V =7 U{0,n+ 1}
@ Ensemble des arcs :
A ={l(0,7),(7,0), (i,n+ )|Vi € T} U{(s,))|Vi € T,¥j 1}
e Valuations des arcs : Vi € J : lo; =14, lig = pi — d;, lin+1 = pi, et
lij =04, Vj €Ty

Lop; Ty dl F(/) ],/j G(T(/)
I 6 6 +oo 2 1

2 4 0 +Hoo 1 -3

3 2 0 3 1,5 2,2

I 4 0 +4+oo 3 —4

5 2 8 400 4 -5
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Le graphe conjonctif ou potentiels-taches 2/2

Propriétés remarquables
Soit S I'ensemble des ordonnancements réalisables

o Le probléme est irréalisable S = () si et seulement s'il existe un circuit
de longueur positive dans G

o La date de début au plus t6t ES; = mingeg S; est le plus long chemin
de0ai

o La date de début au plus tard LS; = maxgeg|s, ,,—Es,., Si st
ES,,+1 moins la longueur du plus long chemindeian+1
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Graphe conjonctif et probléme central

Ordonnancements au plus tét/tard, chemin critique

Ordonnancement au plus tét et plus longs chemins correspondants
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Graphe conjonctif et probléme central

Résolution
Formulation primale Formulation duale
min Sy,41 s.C. max Z(i,j)eE l; jbi; s.c.
Ses= ®ecD=
S:—S;>1;:(i,j) € E Yo b= > diite{l, ..., n}
155 82 b (07) € B} (i) (i)
Probléeme de potentiels sur A > Pin1=1
les sommets dans un graphe (in+l)el
_ 0 >0,(i,7) € EU(n+1,0
potentiel-taches. %is 2 0,(0,]) ( ) J
Probléme de plus long chemin entre 0 et
n+ 1.
o Formulation récurrente SJ = 0, S;-] = —00, j € V\ {0} et
k—1 k—1 ~
SjlC = maX(S’j , MAXcv|(4,5)eA ST+ li,j), 1€V, k>1
Se résout par programmation linéaire ou bien par |'algorithme de
Bellman-Ford en O(|V||A]).
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Graphe conjonctif et probléme central

Cas particulier, le probleme d'ordonnancement de projet

Lorsque on a d; j = p;, V(i,7) € I et pas de deadlines, on parle
d'ordonnancement de projet standard (CPM, PERT, MPM).
Dans ce cas, il ne peut y avoir de cycles dans le graphe et un tri
topologique des sommets permet de faire la récursion en O(|A|).
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Graphe conjonctif et probléme central

Un peu d'histoire et d'applications prestigieuses

@ Méthode CPM (Critical Path Method). Inventée par James E. Kelley
(Remington Rand) et Morgan R. Walker entre 1956 et 1959 (Dupond).
Utilisée en 1966 pour la construction des tours jumelles du World Trade
Center.

@ Méthode PERT (Program Evaluation & Review Technique) Inventée par
Booz Allen Hamilton et la U.S. Navy pour le développement des missiles
Polaris en 1958

@ Méthode MPM (Méthodes des Potentiels Métra). Inventée par Bernard Roy
en 1958 pour la société Sema et la planification de la production de
villebrequins de I'Usine MAvilor puis de I'équipement du paquebot France.
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Graphe conjonctif et probléme central

Extensions, pour aller plus loin

@ Incertitudes
Ernst Roos, Dick den Hertog (2021) A distributionally robust analysis of the program
evaluation and review technique, European Journal of Operational Research, Volume 291,
Issue 3, Pages 918-928

e Controlabilité
Gao, M., Popowski, L., Boerkoel, J. (2020). Dynamic Control of Probabilistic Simple
Temporal Networks. Proceedings of the AAAI Conference on Artificial Intelligence, 34(06),
9851-9858.

@ Autres fonctions de codts
Chrétienne, P., Sourd, F. (2003). PERT scheduling with convex cost functions.
Theoretical Computer Science, 292(1), 145-164.

@ Activity Crashing

@ Gestion des ressources
a suivre....
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Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif
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Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif

Les problémes d'ordonnancement a ressources non
partageables : le graphe disjonctif

@ La contrainte disjonctive exprime le non parallélisme entre deux taches
Sj 2 S5i+pi VS =85+ pj

@ En général les taches utilise une ressource non partageable
@ D ensemble des paires de tiches en disjonction.

@ Extension du graphe conjonctif : ajout d'une aréte {4, j} pour chaque
paire de disjonction {7, j} € D.
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Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif

Le graphe disjonctif : propriété fondamentale

Définition

Un ordonnancement S est semi-actif si pour tout € > 0 et toute tache

i € J, I'ordonnancement S’ tel que S; = S; —eet 57 = S;, Vj € T\ {i}
est irréalisable. )

Propriété

L'ensemble des ordonnancement semi-actif est dominant pour toute
fonction objectif réguliére (c'est a dire non décroissante en fonction des
dates de fin des taches (e.g maxje 7 Sj +pj, > ;7 Sj +pji )

Théoréme

Il existe une bijection entre |I'ensemble des ordonnancements semi-actifs et
I'ensemble des orientations acycliques du graphe disjonctif
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Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif

Formulation du probléme

Trouver une orientation acyclique II du graphe disjonctif qui minimise la
longueur du plus long chemin entre 0 et n + 1 (NP-difficile au sens fort).

Equivaut a résoudre ce PLNE a temps continu :

min Sy41

s.c. 55 > S +1;;
S; > Si+pi+ (1 — M;j)ay
S; > Sj+pj+ (1 — M)z
Tij + x5 =1
i >0
z;; € {0,1}

avec M;; — p; une borne supérieure valide de S; — S

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes

V(i,j) € E
V{i,j} € D
V{i,j} € D
V{i,j} € D

VieV
v{i,j} € D
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Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif

Exemples d'orientations réalisables et irréalisables

Orientation Ordonnancement au plus tét
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Le Job-Shop, probléme disjonctif typique
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Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

Exemple classique : le probléme du Job-shop

N travaux décomposés en taches, m machines (N = 3, m = 4)
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Le Job-Shop, probléme disjonctif typique
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Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

Exemple classique : le probléme du Job-shop

N travaux décomposés en taches, m machines (N = 3, m = 4)
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Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

Exemple classique : le probléme du Job-shop

n travaux décomposés en tiches, m machines (n = 3,m = 4)

Ji : ensemble des taches exécutées sur machine k : clique maximale du graphe
des disjonctions.
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Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

Borne des cliques de disjonctions

Soit Iy la longueur du plus long chemin entre ¢ € V et j € V dans le
graphe disjonctif partiellement orienté.
Pour une tiche donnée

e 7; = [, est la durée minimale entre le début de I'ordonnancement et
le début de i

® gi =17,,1 — pi est la durée minimale entre la fin de 7 et la fin de
I'ordonnancement

C clique du graphe des disjonctions (sous-ensemble de taches, non
nécessairement maximal, exécutées sur la méme machine)
Une borne inférieure associée a toute clique C' est donc

h(C) = rzré%m +€Zcpi +riréicr}qi
T
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Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

Borne des cliques de disjonctions

20 50 80
1 ty

0 60 - 45 20 * 25
to ts te | for— s | > tnil

exemples :

h({ts,ts,t10}) = min(20 + 50, 60 4 45 4 20,50} 4 80 + 25 + 30 + min{50, 0,40 + 50} =
50 4+ 13540 = 185

h({t3,t10}) = min(20 + 50,50} + 80 + 30 + min{50, 40 + 50} = 50 + 110 + 50 = 210

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 21 /141



Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

Bornes des cliques et probléme a une machine préemptif

Etant donné une clique maximale 7., comment calculer la meilleure borne
h*(Jk) = maxcc gz, M(Jk)?

Carlier [1982] prouve que la résolution du probléme a une machine
préemptif 1|r;, ¢;, pmin|Ciax donne h*(Jy)

L'algorithme de Jackson Préemptif (JPS) résout le probléme pour chaque
machine en O(nlogn)

q |20 [25(30| 9 |14 |16

I(2) ISI |93 lﬁl’yl 15|34 Z(I)5 2!6 259 |3: 39|
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Le probléme a une machine
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Le probléme a une machine

Le probléeme & une machine non préemptif

20 50 80

o YTH T

Une borne plus forte peut étre obtenue en résolvant le probléme non
préemptif 1|r;, ¢;|Cmax (NP-difficile)

Remarque : équivalent a 1|7;|Liax en posant d; = T — ¢; avec T constante
arbitraire (exemple T' = max;c 7, ¢;)
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Le probléme a une machine

Une heuristique pour le 1|r;| Lax

Une borne supérieure du probléme peut étre obtenu par I'algorithme de Jackson
Non Préemptif (JNPS)

o t <+ HliIlieT T

@ Sélectionner la tache i telle que r; <t de plus petite date de livraison et
I'ordonnancer a t.

© décaler t 3 la premiére date ol une tache non-ordonnancée est disponible et
aller a I'étape 2.

i pi di

1 5 23 T2 T4 dz‘l dars r1r3 d;‘; d? dq

2 3 7 5 L 3 |
3.6 20 A A
;L ;1 261 solution par ’algorithme de Jackson non préemptif Lyax = 4

Rq: La borne inférieure de cliques devient h(C) = min;ec i + X e Pi — Maxiec d;

Christian Artigues (LAAS)
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Le probléme a une machine

Un résultat d'approximation utile en pratique!

Soit i1,...,ip le “chemin critique” tel que UB =11+ >, pi, —d;

P

Sipourtout k=1,...,p—1, d;, <d;,, la solution est optimale.

Sinon, soit ¢ le plus grand indice tel que d;, > d;,. Soit de plus
J={ic+1,...,0,}

Théoreme [Carlier 1982]

Dans toute solution optimale i, est exécuté, soit avant, soit aprés toutes les
taches de J. L'écart a I'optimum de la solution JNPS est d'au plus p;..

2 [ 4

T2 T4 da t‘isz r1 T3 ds d
| |
\

L
T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Bloc critique {5, 1,3} J = {3}

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 26 /141



Le probléme a une machine

Un résultat d'approximation utile en pratique!

Preuve :

i1,...,1p le “"chemin critique”

c le plus grand indice tel que d;,

J={ic+1,... ip}

>d

p

Si, =74, +Di; + ... +pi,_, <minjejr; (sinon une tache de J aurait été ordonnancée a la

place de i)
or dip = maXjcj dj

Dot 73y +piy + .04,

— dip — Pi, < minjej T +pic+1 + ... +pip — max;ecj dj

ou encore UB = iy +Pi; + —Pip — dip < minjeJ rj +pic+1 + ... —i—pip + pi, — maxjeg dj

ic est non insérable dans J et |'écart a I'optimum de UB est inférieur a p;

To T4 dy

dars 7173

Bloc critique {5, 1,3}

Christian Artigues (LAAS)
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Le probléme a une machine

Résolution exacte du probléme a une machine non préemptif

Algorithme de Carlier, 1982
Q@ BS + 4
@ Q «Empiler(r,p,d)
© Tant que Q # (0 Faire
(r,p,d) =Dépiler(Q)
Calculer i et J par JNP et Mettre a jour BS si nécessaire.
Si la condition d'optimalité est vérifiée retourner JNP.
Calculer BI par I'algorithme de Jackson préemptif.
Si BI < BS alors
' =1 i < max(ry,, minge g i + D0y Di)
d < d; dj_ < min(d;,, max;esd; — Zjeri).
Q +Empiler(r,p,d")

Q +Empiler(r’, p, d)
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Le probléme a une machine

Agorithme de Carlier (1982) : résultats et conséquences

n TGn

@ L'algorithme est extrémement efficace. o0 |0 (00| 1

400 01032

Résolution quelques secondes d'instances avec mpoliile

des milliers de taches. SN SN EE T

.. . . 1900 § 0 [3.42] 40

@ Le graphe disjonctif offre un outil de B N R

T . . . 28001 0 {028 1

modélisation et un support algorithmique Sio0] 0 o4
puissant_ Table : [Briand et al

2010]

Conséquences sur la recherche en ordonnancement de 1980 & nos jours

@ Développement du branch and bound “moderne” et de la
programmation par contraintes pour le job-shop

@ Invention des heuristiques de type Large neighborhood search

(LNS) (The shifting bottleneck procedure)

@ Développement des recherches locales a haute performance :

voisinage des blocs

@ Extensions au job-shop complexe et a I'ordonnancement de projet

. AWl o Vol o WY
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Branch and bound pour le job-shop
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Branch and bound pour le job-shop : 10x10=930

[Carlier et Pinson, 1989, 1990] proposent un algorithme de branch and bound
capable pour la premiére fois de résoudre une instance ouverte de n = 10
jobs et n. = 10 machines.

| I - (R =

= C= T

| O - . B e ] [ ]
H C T (- -] [
H | EN 1 B

| E S - T | M I |
< 0 T T
] = [ 1=l - -
] = (] HEE

solution optimale du FT10 (figure [Li 2011])
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Branch and bound pour le job-shop

Schéma général des méthodes de branch and bound basées
sur le graphe disjonctif

@ Un nceud = une orientation partielle du graphe disjonctif
o A chaque nceud
o Calculer les r; et q; des taches par |'algorithme de Bellman
Calculer une borne inférieure du noed LB
Tenter de mettre a jour la borne supérieure LB
Supprimer le nceud si LB > UB
Fixer des disjonctions supplémentaires (sélections immédiates) et
ajuster les r; et g;
e Brancher en orientant des disjonctions

Exemple de borne inférieure : maxy—1,__, h*(J%)

Exemple de borne supérieure : compléter les disjonctions non arbitrées par
des heuristiques de liste.
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Branch and bound pour le job-shop

Les sélections immédiates sur paire de disjonctions

Soit U B une borne supérieure (solution réalisable). Les sélections
immédiates déduisent des arbitrages i < j pour des paires {i,j} € D.

T, o qj = max(q;, ¢i + pi)
ritpitpite>UB = j<j = { ri 4= max(ri, 7j + p;)

Algorithme trivial en O(n?) [Carlier (1982)], ein O(nlogn) en utilisant un
tas binaire [Carlier & Pinson 1994]
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Branch and bound pour le job-shop

Les sélections immédiates sur ensembles ascendants

Soit U B une borne supérieure (solution réalisable). Déduction d'un

arbitrage entre une tache ¢ un un ensemble J dit ascendant de i avec i & J
et JU{i} une clique de D

{ h(j 4 J) = minjeyrj+ 3250, pj + pi + minjey g; > UB
h(j < J)=ri+pi+> c;pj+minjesq; > UB

— J < i c'est-a-dire j < i,Vj e J

= T < max | rq,max mlnrj + E pj

J'CJ jed’
/ JjeJ’
[Carlier & Pinson (1990)]
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Branch and bound pour le job-shop

Les sélections immédiates sur ensembles ascendants
Un algorithme en O(n?) [Carlier & Pinson (1990)]

@ pour chaque tiche ¢ € C (C clique de disjonctions)

J <« C\{c}; Kc « {j € Jlgj; > gc}
Ordonnancer les taches avec JPPS : obtenir les dates de fin f;, j € C.

K. C K. < taches terminées avant r.
KZL C K. < taches non terminées avant r. de durées restantes p;.L.

Chercher dans I'ordre croissant des q; dans K la premiére tache j* verifiant
+ sk

TC+pC+Zk€Ki,quqj* pj +qj >UB

Si j* existe, K} + {j € K§|qj > q;+}; Ajuster ro = maxjexx fj

°
i | ql2)lalals e
£ ] 4 of 9|15 |20 | 21 | 2 Il s Jo]t Tals| 5 | 5 [<]
P 6| 8 4 |5 8 8 0 89 13 18 20 21 29 36 39
a | 20| 2530 |9 |14 | 16 rg=15

UB=52c=4, KI = {5,6,1}, avec j* = 5, on obtient
7°4+p4+pir +p5++p§+q5:39+14:53>UB et K} = KZF. On ajuste rqy = 36.

| e [ s [ « ] B[ 6 T s T4 ]

[ 89 13 18 2021 29 36 41
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Branch and bound pour le job-shop

Les sélections immédiates sur ensembles descendants

Déductions symétriques sur les g;, également en O(n?) [Carlier & Pinson
(1990)]
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Branch and bound pour le job-shop

Le Edge-Finding et les autres algorithmes de filtrage de la
contrainte disjonctive

L'algorithme de [Carlier & Pinson (1990)] est maintenant connu sous le nom de
Edge-Finding.

Autre variante en 0(n?) sans utiliser JPPS (voir TP Ronan Bocquillon dans cette
école) : [Nuijten 94], [Martin & Shmoys 96]

Variante en O(nlogn) [Carlier & Pinson, 94]

Autres algorithmes en O(nlogn) : Not First.Not Last, Detectable Peecedences
[Vilim 2004] — CP Optimizer

Opérations globales (shaving) [Carlier & Pinson, 1994, Martin and Shmoys
1996] :
Chosir une tache ¢ et augmenter progressivement 7. en appliquant les
ajustements a chaque fois. Si un échec arrive a r. = f. alors on peut fixer
g =UB+1— (fc +pc)'
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Branch and bound pour le job-shop

Branchement [Carlier & Pinson 1994]

e Branchement basée sur la borne inférieure (JPS)
e Trouver une tache c et une clique J telle que (par exemple):

he=J)>UB, h(c\J)<UB, h(J<c)<UB

alors générer deux noeuds :

@ c est ordonnancée aprés au moins une tache de J
@ c est ordonnancée aprés toutes les taches de J

e brancher sur une paire de disjonction non arbitrée sinon
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Branch and bound pour le job-shop

Branchement [Brucker et al, 1994]

Etant donné une solution réalisable représentée par une orientation
compléte w du graphe disjonctif, le makespan est donné par le chemin
critique, L(r) de longueur g ,, ., (), décomposable en blocs.
00—0000—00—0
B, B, B,

© ®
[Brucker et al. 1994]

Un bloc : un ensemble de taches maximal du chemin critique consécutives
sur la méme machine.

Théoreme

Pour qu'une orientation 7’ soit telle que I} ,, .1 (") <[5 ,,41(7), alors au
moins une tache a l'intéreur d'un bloc de L(7) doit &tre ordonnancée soit
avant la premiére soit aprés la derniére tiche du bloc
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Branch and bound pour le job-shop

Branchement [Brucker et al, 1994]

P O—0O-0-O-O—®-O-O—0O

31 B-)
notation : S (S#') la tache i est ordonnancée avanr (aprés) son bloc.

Les S;X, pour les taches d'un bloc et un X € {B, A} donné sont explorés consécutivement. Par
exemple aprés |'exploration des sous-arbres SZ.B d’un bloc commencant par j on peut fixer j < @
pour tout 7 # j du bloc.

- ceoe ooOmoO veo ﬁ@
- oo obow ¥ oo &@
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Branch and bound pour le job-shop

Brand and bound de [Grimes and Hébrard 2015

Approche de programmation par contraintes Light Weight

Calculs légers a chaque nceud, branchement sur une unique disjonction
Choix de la disjonction a arbitrer selon une pondération évoluant en
fonction des échecs rencontrés lors des précédents branchements sur cette
disjonction

Choix du sens de |'arbitrage en ce guidant sur la meilleure solution trouvée

Utilisation de redémarrages géométriques, et de no-goods a chaque
redémarrage.
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Modéle de programmation par contraintes Light Weight

Model

@ A Variable for the start time of each task: ¢; € [0,. .., Cpaz)-
e Precedence constraints: t; + p; < t;41.
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Modéle de programmation par contraintes Light Weight

Model

@ A Variable for the start time of each task: ¢; € [0,..., Cyazl.
o Precedence constraints: ¢; + p; < t;11.
@ A Boolean Variable standing for the relative order of each pair of
conflicting tasks (disjunct):
0=t +p; <t
1< tj + p; <t

e Binary Disjunctive constraints: b;; = {

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 43 /141



Propagation

Assurer la cohérence de borne :
@ sur chaque contraintes de précédence (i,j5) € E :
min(t;) + p; < min(t;) = min(t;) < min(t;) + p; et
max(t;) — p; < max(t;) = max(t;) < min(t;) — p;
@ sur chaque contrainte disjonctive {i,5} € D
e Si b;; = 0 ou 1, cohérence de borne de la contrainte de précédence
e min(t;) + p; > max(t;) = b;; < Oet
min(tj) +p; > max(ti) — bij —1
Complexité : processus de réveil des en contraintes dans le pire des cas en O(UB x* (|D| + |E|))
(rarement atteint en pratique) Equivalence :

@ au maintient des 7; et q; des taches dans le graphe disjonctif partiellement orienté :
r; = min(¢;) < 1*(0,2) et ¢; = UB —max(t;) — p; < *(i,n + 1)
@ Aux sélections immédiates sur les paires de disjonction
Complexité : application jusqu'a atteindre un point fixe, méme complexité si implémentation
naive mais [Peridy et Rivreau 2005] proposent une procedure stable pour tous les

ajustements en O(mn?).
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Branch and bound pour le job-shop

Branchement dirigé par les échecs

Choix de la variable b;; pour I'heuristique de domain/weighted degree
[Boussemart et al 2004]

e Calcul d'un poids w(i, j) pour chaque disjonction : nombre de fois ou
la propagation de la disjonction a provoqué un échec:

@ Deux heuristiques différentes : choix de la variable b;; qui minimise
dom(t;)+dom(t;) ou dom(t;)+dom(t;)
w(i,j) w(ty)+w(ty)
w(t;) = Z{Lj}eD w(i, j).

avec domt; =UB — q; — p; — r; et

Choix de la valeur : mémoriser la meilleure solution trouvée (UB) et
brancher sur la valeur de la variable b; ; dans cette solution.
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Branch and bound pour le job-shop

Redémarrage avec no-goods

Redémarrage a structure géométrique : on fixe un nombre d'échecs s et un
facteur multiplicatif » On redémarre la recherche selon lorsque le nombre
d'échecs atteint sr puis sr2 puis sr3, etc....

Lorsqu'on arréte la recherche, on mémorise un no-good par branche “de

droite” (2 éme choix de valeur) car la branche de gauche a été totalement
explorée.

Exemple : 1 : b1,2 =1, 82 : b3,6 =0,
08 :b1,3=1,0d9 :b23 =0, d11 : b1,7=0

no goods Ay = {41, =82, —d¢, 08, =d9, 811 },
Ag = {61,762, 86,08,09},
Az = {61,702,06}, Ag = {61,062}

Résolution
(ﬂél Vs V ﬁéﬁ) N (‘!61 \Y ﬁ(52) F =d1 V —dg

no goods réduits par résolution
Ay ={01,08,011}, Az = {d1,08,d9},
Az ={d1,06}, Ay = {01,02}.

e et ol 200
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Branch and bound pour le job-shop

Exploitation no-goods

Les no-goods sont mémorisés au sein d'une contrainte globale

La contrainte est propagée lorsqu’un b;; est fixé pour appliquer si possible
la propagation unitaire (UP) :

Exemple : no-good Ay = {b12 =1,b13 =1,b17 = 0} (i.e. clause
—b12 V by g Vb 7)

On fixe by 2 =1 = pas de propagation

On fixe b7 =0 = b1 3 = 0 (unit propagation)

Remarque : Pour plus d'efficacité dans la propagation unitaire, on utilise la technique des
watched literals : on a un pointeur sur deux littéraux (variables) de chaque clause et on associe
a chaque variable la liste des clauses dans laquelle elle intervient. Si la variable fixée n’est pas un
watched littéral de la clause, il n'y a rien a faire. Sinon on cherche un autre watched litteral et
s'il n'y en a pas : UP!
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Branch and bound pour le job-shop

Comparaison expérimentale sur le probléme de Job-Shop
Instances de Job-Shop de 6 x 6 a 50 x 20 instances

Comparaison du Branch and Bound [Grimes & Hébrard 2015] (LW) avec CP Optimizer 12.5
(CPO)

Mesures de performance (10 runs par instance):

Alg)—=C N . .
@ APRD : W * 100 ou Cy, .. est le meilleur makespan trouvé par les deux

max

algorithmes.
@ Opt (atleastl) : nombre de fois ol au moins une exécution a prouvé |'optimalité

@ Opt (every) : nombre de fois ol au moins toutes les exécutions ont prouvé |'optimalité

Résultats:
APRD Opt
#inst. LW CPO LW CPO
Best Avg | Best Avg | atleastl every | atleastl every
152 1.14 1.81 | 0.08 0.54 67 63| 66 58

Remarque : CPO est meilleur sur les grandes instances.
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Recherche locale pour le job-shop

@ Graphe conjonctif et probléme central

© Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif
© Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

@ Le probléme a une machine

© Branch and bound pour le job-shop

@ Recherche locale pour le job-shop

@ Les extensions pratiques du job-shop

© Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

© Programmation linéaire en nombre entiers

(@ Recherche arborescente dirigée par les conflits
subsection in toc subsection in toc subsection in toc

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 49 /141



Recherche locale pour le job-shop

Prémisse des recherche locales & voisinage étendu (LNS)

The shifting bottleneck heuristic [Adams et al 1988]

Partir d'un graphe disjonctif partiellement orienté (une partie des machines

(M) est totalement séquencée, I'autre (M’) non).

®_-0 -0
@/@3\@3\ S
o0 0

Fig. [Hurink 2005]
M = {M3}, Cmaz(M) =13
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Recherche locale pour le job-shop

The shifting bottleneck heuristic [Adams et al 1988]

Etape 1. Recherche la machine non-séquencée goulet m* (bottleneck) en
résolvant indépendamment chaque machine par I'algorithme de [Carlier

1982).
Machine My: i
(i,9)|(1,1)[(1,2)[(1,3)] M 2 m
i 12 0 2 5 i 10 13
4 2 L gj | 0 [ 10 1| -
0 -9 -0 pi |13 4 s

;\ 3 \ Machine My:

@\@% / (i,j)v(Z,l)zv(Z,S) M, - p -
4 1 - 10 0

Qzﬂ@ﬂ@ w15 5 1

pij | 2| 2 F(Mp) =

Fig. [Hurink 2005]

La machine goulet est m* =M1

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 51 /141



Recherche locale pour le job-shop

The shifting bottleneck heuristic [Adams et al 1988]

Etape 2. Fixer la séquence de la machine goulet m™* en orientant les arcs
disjonctifs correspondant et I'ajouter a M

M = {M1, M3}, Crnaz(M) = 13.
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Recherche locale pour le job-shop

The shifting bottleneck heuristic [Adams et al 1988]

Etape 3. Pour chaque machine séquencée m € M \ {m*} (phase de
réoptimisation locale)
@ supprimer (seulement) les arcs de m et recalculer les r; et g;
@ ordonnancer m par |'algorithme de Carlier et fixer la séquence de m en
ajoutant les arcs trouvés.
Revenir a I'étape 1 si |[M| #m
rescheduling Machine M3
4 2 1 T 4
.y 0\ RN N ® -® -0
©-@ e AR RRAR
J
\@ @»@/ v, TR

== Conjunctive arcs —> Selection M}

Cmax =8, f(MB) =0
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Recherche locale pour le job-shop

The shifting bottleneck heuristic [Adams et al 1988]

Etape 1. Recherche la machine non-séquencée goulet m* (bottleneck) en
résolvant indépendamment chaque machine par I'algorithme de [Carlier
1982].

M = {M1, M3} donc m* = M est le bottleneck

e graph G: (1,5)1(2,1) (2,3)
4 2 1 Tij 4 0
3 pij | 2 | 2

(0 -@ ’ 20)
\@Q‘@ﬂ@l/ " T

f(M2) =7
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Recherche locale pour le job-shop

The shifting bottleneck heuristic [Adams et al 1988]

Etape 2. Fixer la séquence de la machine goulet m™* en orientant les arcs

disjonctifs correspondant et I'ajouter a M

e Graph 4Gi s . e Corresponding Schedule:
| RS v, I

@/@ T «\  —

\ 7 —
®-¢ o

M = {M1, M2, M3}, Crnaz(M) = 8.
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Il'y a un bug dans SB...

Probléme de départ N
tobs: | 2,1) Processing Times: p11 =1, po; =1 apres 2 itérations

(1,1)
E 22 -02 giizi’ p2=1 ‘1 ’ '1
M ;s p3y =4 1\ \
L] @9 Initial graph G- ,Q ’0 "
/«Q ’Q x® * 4
o

M = {Ms, M1}, Cmax(M) =8
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. des solutions irréalisables peuvent étre produites !

si on chosit le deuxiéme
troisiéme itération m* = MQ. ordonnancement

e 3. iteration: only My unscheduled

oy /
(2: 2)) 103 @ @

e Possible schedules for My: @
\
0 8
4

M2! r‘ ;

0 5 8

il y a un circuit. Il y avait une précédence entre

(2,2) et (2,1) non capturée par les r; et g;
[Dauzére-Pérés & Lasserre 93] et [Balas et al 1995] modifient I'algorithme de
Carlier pour traiter ce cas.
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Recherche locale pour le job-shop

Recherche locale basée sur le graphe disjonctif

L'algorithme de shifting bottleneck définit une recherche locale a (trés)
grand voisinage, et le passage d'une solution & une autre est trés couteux.

L'utilisation de voisinage de taille plus petite permet de générer plus de
voisins en un temps plus réduit.

Les voisinages basés sur I'analyse du chemin critique du graphe disjonctif
ont été trés étudiés.

Théoréme

Pour améliorer une borne supérieure UB = [*(0,n + 1) obtenue par une

orientation de plus long chemin P*(0,n + 1) il faut inverser au moins un
arc de P*(0,n + 1)
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Recherche locale pour le job-shop

Recherche locale basée sur le graphe disjonctif

Exemple d'inversion d'un arc sur le chemin critique

N\ BRERSSSRE e b I \\\\\\\\' I
I3 W

30 50 60 | 5 10 19 31 41 51 60

[Binato et al 2001]
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Recherche locale basée sur le graphe disjonctif

Voisinages d’ echange basés sur les blocks

fig [Nowicki, Smutnicki 96]
e Voisinage de [van Laarhoven et al 1992] :

inverser un arc (u,v) € P*(0,n) de deux taches consécutives dans un
bloc

@ Voisinage de [Nowicki & Smutnicki 1996] :
inverser un arc (u,v) € P*(0,n) de deux taches consécutives aux
extrémités d'un bloc
Théoréme

Un tel échange est toujours réalisable. Un échange de deux tiches internes
ne peut améliorer le makespan

=g = = =
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Recherche locale basée sur le graphe disjonctif

Voisinage de [Balas et Vazacopoulos 1998] :
Prendre un arc (u,v) € P*(0,n) de taches non nécessairement consécutives
Inverser (u,v) de telle sorte que

@ wu soit inséré immédiatement aprés v (forward) ou

@ v soit inséré immédiatement avant u (backward)
Réalisabilité et impact sur le makespan en O(n) mais conditions suffisantes.
Ex. conditions suffisantes de réalisabilité :
Soit I'"(u) (I'"(u)) le prédécesseur (successeur) de u dans le job.
Théoréme

Si ni I'"(u) ni I'"(v) ne sont sur le chemin critique alors échanger u et v ne peut
réduire le makedspan.

Si 't (v) est sur le chemin critique et I*(v,n + 1) > I*(TF (u),n + 1) alors
I'échange forward est réalisable;

Si I'"(u) est sur le chemin critique et I*(0,u) + p, > 1*(0,I'~(v)) + pr- (v alors
I"échange backward est réalisable ; )
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Recherche locale pour le job-shop

Intégration dans des Metaheuristiques et résultats

Les voisinages sont utilisés par diverses metaheuristiques (Recherche tabou, recuit
simulé, arbres de voisinage...) avec différents ingrédients d'intensification et de
diversification (path relinking, ...).

Comparaisons d'une méthode Tabou trés performance [Peng et al 2015] avec le
branch-and-bound LW [Grimes & Hébrard 2015] (mesure APRD).

LW CPO SOA SOA
Problem  #inst. Systematic Heuristic
Best Avg |Best Avg | Best Ref Best Ref
JSp 115 | 149 28] 048 101 081 Beck (2007) | 0.01 Peng et al. (2014) |
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Les extensions pratiques du job-shop

@ Graphe conjonctif et probléme central

© Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif
© Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

@ Le probléme a une machine

© Branch and bound pour le job-shop

@ Recherche locale pour le job-shop

@ Les extensions pratiques du job-shop

© Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

© Programmation linéaire en nombre entiers

(@ Recherche arborescente dirigée par les conflits
subsection in toc subsection in toc subsection in toc
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Et en pratique?

Le modéle de Job-shop ne modélise pas fidélement les situations
pratiques....

@ Ressources flexibles

temps de préparation dépendant de la séquence
Taches multi-ressources

Calendriers de disponibilités des ressources
Machines Batch

Précédences généralisées (time lags)

Ressources cumulatives

e 6 6 6 o o o

Possibilité de Préemption, découpage de lot
o ...

Si le modéle de graphe disjonctif s’adapte bien a ces situations....
. il n'en va pas de méme de tous les algorithmes
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Job-shop flexible (FJSP)

FJSP

Jobi  Number of operations n; Operation v Eligible machines
1 4 1 1)
2 {1:2}
3 (23}
4 (3)
2 2 5 (1:3)
6 (2
3 3 7 3}
8 (1:3}
9 2}

(7)

Fig [Shen et al 2018]
@ Aprés affectation & une machine, les arcs inutiles de D sont supprimés
@ Augmentation considérable de la combinatoire
[Dauzére-Pérés et Paulli 1997] proposent des conditions suffisantes de réalisabilité d'un
movement de déplacement d'une tache u entre deux tiches v et w: ry, < Tt (u) T Pr+(u)

et 1w + Pw > Tr_(y
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Les extensions pratiques du job-shop

Job-shop avec temps de préparation dépendant de la
séquence (SDST-JSP)

Machme m,2

My

@ Régle des blocs de [Nowicki & Smutnicki 96] et Conditions suffisantes de mouvement plus
valables

@ [Shen et al 2018] proposent for le F-SDST-JSP une condition pour déplacer u entre v et
w :
max(re, T'p— () < Tr(y) + Pr+ ) Pour (z,v) € Il et

min(ry + py, Tr+ (w) + Pr+(w)) > Tr—(v) PoUr (w,y) €11

@ Branch and bound [A. et Feillet 2008] utilisent des relaxations de TSPTW, et l'intégration
des setup times dans le Edge Finding.
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Job-shop multi-ressources (MR-JSP)

Rl 0 Resource |
P @ O~~~

@ ) % Resource 4
""""" 1R . -
o DO~

o ®
e EnOa OO

O—0O—0
Vo
O]

©

RY ensemble des machines possibles pour la k*™¢ machine. F(4) successeurs i (ressource et

travail) P(i) prédécesseurs of i (ressource et travail)

@ Conditions plus difficiles pur déplacer une tache.

@ [Roux et al. 1998] montrent que i peut étre déplacée sur sa k™ machine entre s et ¢,

successeurs sur [ € Rf si

IEFO)\{ }

(r¢+py) and 1t 4+ pt >

ol u et v sont le prédecesseur et le successeur actuel sur la k™€ machine.
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Les extensions pratiques du job-shop

Job-shop avec calendrier de disponibilité des ressources

L] 2]3J4]5]e6]7]8]9J1oJ11]12]13[14]15716
M, 011 hip : 022 hip 023
M, 01,2
My O3 - Ou

@ nécessité d'adapter les calculs de plus longs chemins
@ probléme de déterminaiton de criticalité

e définition de voisinages dans [Tamssaouet et al 2018] pour estimer le
cout d'échange de deux taches.
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Les extensions pratiques du job-shop

Job-shop avec machines batch

[Knopp et al 2017] Semiconductor manufacturing

La représentation des batches
nécessite des nceuds additionnels qui
dépendent des décision

L'approche “Batch-oblivious” permet
d'éviter cette modification en
changeant le poids de I'arc entre un
sommet u et son successeur w en
assurant l'invariant suivant

Job G
(b) Batch-Oblivious Conjunctive Graph
Si ly,w = 0 alors
. mxam Su 2 S (w) T Pr-(w)
sinon lu,w =Pu

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 69 /141

Machine 1--

o7 Taz]




Les extensions pratiques du job-shop

Job-shop avec time lags

M [s] o [s] | o [ s | 052 |
M, [5]
w[5] s [ |

0 H 10 15 20

@ Difficulté d'obtenir des solutions voisines réalisables

@ [Gonzalez et al 2015] proposent deux structures de voisinage : une qui
relache les contraintes de time lags (swap classique) et I'autre qui cherche a
retrouver la faisabilité lorsque les time lags sont violés.
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Les extensions pratiques du job-shop

Comparaisons expérimentales

Comparaisons des méthodes de I'état de I'art avec le branch-and-bound LW
[Grimes & Hébrard 2015] (mesure APRD).

Table 2 APRD comparison with the State of the Art
LW CPO SOA SOA
Problem  #inst. Systematic Heuristic
Best Avg | Best Avg | Best Ref Best Ref

Osp 175 0 0 0 0.01 0 Malapert et al. (2008) 0.04 Sha and Hsu (2008)

JSP 115 149 218|048 1.01| 0.81 Beck (2007) 0.01 Peng et al. (2014)
ET-JSP 42 3.85 16.14 | 6.27 34.15 | 274.4 Danna and Perron (2003) | 100.46 Danna and Perron (2003)
SDS-JSP 15 0.04 0.56 | 0.19 0.52 | 2.06 Artigues and Feillet (2008) 0.14 Gonzélez et al. (2008)
TL-JSP 27 0 0.04| 006 0.08| 6.00 Artigues et al. (2011) | 15.60 Caumond et al. (2008)
NW-JSP 52 216 447|274 441 - van den Broek (2009) | 0.18 Biirgy and Gréflin (2012)

La méthode LW est trés compétitive sur les variantes (TL, SDST) JSP.
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Les extensions pratiques du job-sho

Un probléme industriel avec multi-ressources flexibles, time
lags, calendriers

Shand scheduiing
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

@ Graphe conjonctif et probléme central

© Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif
© Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

@ Le probléme a une machine

© Branch and bound pour le job-shop

@ Recherche locale pour le job-shop

@ Les extensions pratiques du job-shop

© Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

© Programmation linéaire en nombre entiers

(@ Recherche arborescente dirigée par les conflits
subsection in toc subsection in toc subsection in toc

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 73 /141



Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Le probléme d'ordonnancement de projet a moyens limités

@ Un probléme d'optimisation combinatoire situé au coeur de
nombreuses applications
o Gestion de projet, gestion de production, génie des procédés,
architectures de processeurs, ...

@ Le RCPSP: un probléme NP-difficile qui pose un défi computationnel
depuis les années 60
o Jeux de données: PAT [Patterson 1984], ALV [Alvarez-Valdes and Tamarit
1989], KSD [Kolisch, Sprecher and Drexl 1995,1997] (PSPLIB), BL [Baptiste
and Le Pape 2000], PACK [Carlier and Néron 2003].
o 48 (sur 480) instances a 60 activités et 4 ressources encore ouvertes de

la PSPLIB

25 4 108 Fri Jul 6 18:49:10 2001 V. Valls, M. Quintanilla, F. Ballestin
25 5 98 Wed Feb 20 10:39:57 2002 M. Palpant, C. Artigues, P. Michelon
25 6 112 Fri May 30 10:21:35 2003 A. Stolyar, Yu. Kochetov

25 7 90 Wed Feb 20 10:39:59 2002 M. Palpant, C. Artigues, P. Mi
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RCPSP: données du probléeme

@ IR ensemble de ressources, disponibilité limitée By > 0,k € R,

@ A ensemble d’activités (taches), durée p; > 0,7 € A, demande b;; > 0 pour
keR,

@ F ensemble de contraintes de précédence (i,35), i,j € A, i < j

@ 7 = [0,T] intervalle de temps (horizon d'ordonnancement)

|R|=1,B=4,T =[0,30]

@\ i pi b

./ 2 5 3

3 1 3

ORI

5 2 1

®_, 6 4 2
7 5 3

8 6 1

9 4 1

0 4 1
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

RCPSP: variables, objectif et contraintes

@ S; > 0 date de début de |'activité ¢
@ Ciax = Spa1 durée totale du projet

RCPSP (formulation conceptuelle)

min S.
sesp "t
S; > S +pi (i,j) e E Contraintes de précédence
ol St = >, by <By, teT,keR Contraintes de ressources

JEA(Y)
0<85;<T—-p; icA

avec A(t) ={j e Alt €[S}, S;+p;)}, VteT

S% : ensemble des ordonnancements respectant les contraintes de
précédence et |'horizon de temps T
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RCPSP: exemple de solution

|R| =1,B=4,T =[0,30]

&
=
P

o—,

AROGANWR O WS
HEREHWONRER®W®WN

HOO~NOOWN

o

0123456 78 9101112131415161718192021222324252627282930
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

RCPSP: complexité, variantes and méthodes

o NP difficile au sens fort

@ Généralisation des problémes a une machine, machines paralléles,
job-shop, open-shop, flow-shop
@ Multitude de variantes
o Autres objectifs: min ) ;. , w;(S; + p;)
o Contraintes de précédence généralisées S; > S; + I;;
e Temps de préparation modes multiples, ressources consommables,
taches a intensités variables . ..
o Incertitude p; € [p®, paX], p; ~ N (115, 02)
@ Méthodes exactes et approchées
o Heuristiques et Metaheuristiques [Kolisch & Hartmann 2006, A. & Rivreau
2008]
Méthodes spécifiques de séparation et évaluation
Programmation linéaire en nombres entiers (MILP)

Programmation par contraintes (CP)
hybridations SAT/CP
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Antichaines

@ Une antichaine C' de G(A, E) est un ensemble de taches non reliées deux a
deux par un chemin.

@ Pour toute antichaine C, il existe une valeur T' et un ordonnancement
S € S tels que (Niec[Si, Si + pi) # 0)

._)./,.\

012345678 9101112131415161718192021222324252627282930
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Antichaines

@ Une antichaine C' de G(A4, E) est un ensemble de taches non reliées deux a
deux par un chemin.

@ Pour toute antichaine C, il existe une valeur T' et un ordonnancement
S € S tels que (Nicc[Si, Si + pi) # 0)

S

01234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Ensembles critiques minimaux

@ Un ensemble critique F' est une antichaine de G(V, E) telle que
3k € R, Y, p bir > Bk

@ MUF : ensemble des ensembles critiques minimaux au sens de
I'inclusion.

01234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930

F={{1,2},{1,3},{1,7},{2,3},{2,6},{3,6},{6,7},{7,8,9}}

@ Un ordonnancement S € S:Q% est réalisable si et seulement si pour tout
ensemble critique minimal F', 3i,j € F, S; > S; + p;

Un ensemble critique est une sorte d’hyperarc disjonctif
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Ordre strict et résolution des ensembles critiques minimaux

@ X : un ensemble d'arcs «additionnels» : tel que X NE =0
@ GX(A,ET UX,V) : graphe potentiels-taches incluant les arcs X.

@ Soit <* la relation d'ordre strict sur A telle que:
i <X j & «il existe dans GX un chemin de longueur > p; de i vers j».

@ S ensemble des ordonnancement respectant T et les contraintes de
précédence F U X.

@ Ona&¥ CSrsi

o G(A,ETUX,V) n'a pas de circuit de longueur positive (1)
o Pour tout F € MF, Ji,j € F tel que i <X j (2).
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Représentation combinatoire de |'ensemble des solutions
réalisables du RCPSP

Théoréme : Représentation combinatoire de Sy [Bartusch et al. 1988]

Soit X' I'ensemble des ensembles minimaux d’arcs qui vérifient (1) et (2).

St = UxexS7 (Union de polytopes convexes)

X =
{(1,2),(2,3),(3,6),(6,7),(9,7)}.
Tous les ensembles critiques
minimaux sont résolus.

F=
{{1,2}, {1, 3}, {1,7}, {2, 3},
{2,6},{3,6},{6,7},{7,8,9}}

Ordonnancement au plus tét
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 ESXdeS%(-
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Algorithme

Dans un polytope S, I'ordonnancement au plus t6t £SX est dominant pour
toute fonction objectif non décroissante.

(RCPSP)min ES;,,

On en déduit un algorithme de séparation et évaluation

Algorithme BB-MFS
1. Q¢ {X°=0}; UB« T Evaluer(X,ESX,LSX,UB — 1)

2: while Q # () do

@ Ré i fené
3 Prélever X de O éduction des fenétres

propagation de contraintes

4:  Evaluer(X,ESX,LSX,UB —1)

5 if 85371 # () then @ Calcul de borne inférieure
6 if ESX est réalisable et ESferl < UB then spécifiques ou par

7: UB « ES§+1 programmation linéaire

8 else ) ] @ Application de régles de
9: sélectionner F' € MUF violé par ESX dominance

10: fori,j € F,i < j do

11: Q<+ QUIX U{(E N} {XU{()}}
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Formulations a temps continu basées sur les ensembles

critiques

Min. Sn+1
s.t. 2+ 2z <1 L,jEA i<j

Zij = 1 (Z,j) cFk

S;— S+ Mii(1—z;) > p;i
Z Zij >1 FeF

i,JEFi#£]

Zije{oal} Z,jGA,’L;éj

0SS, <T—p; i€A i#]

[Alvarez-Valdés and Tamarit 1993]

Extension de la formulation disjonctive du job-shop [Balas 1985]

Nombre exponentiel de contraintes
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Le concept de flot d'unités de ressources

qbfj > 0: nombre d'unités de la ressource k transférées de 7 a j

012 3456 7 8 910111213141516 17 1819 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 .

’\
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Le concept de flot d'unités de ressources

qbfj > 0: nombre d'unités de la ressource k transférées de 7 a j

1 1

012 3456 7 8 910111213141516 17 1819 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 .

’\

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 85 /141



Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Le concept de flot d'unités de ressources

qbfj > 0: nombre d'unités de la ressource k transférées de 7 a j

1 1

012 3456 7 8 910111213141516 17 1819 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 .

Contrainte additionelle gbfj >0=2;=1
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Formulation basée sur les flots d'unités de ressource

@ Remplacement des contraintes sur les ensembles critiques par :
¢l — min(i, Fji)zig <O (i,§ €V, i #j, Yk €R)
Y dh=ia (ieV\{n+1})
JeV\{i}

dodhi=in (GeV\{0})
ieV\{j}
0 < ¢f; <min(F, 7)) (6,5 €V, i#n+1, j£0, i#j; k€R)

e O(|AJ?R) variables continues

e FB: une formulation compacte [A. et al 2003]
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Formulation du probléme d'insertion basée sur les flots
(Resource-Constrained Activity insertion Problem)

Flot de référence
Un flot de référence est un flot valide pour J \ I tel que
@ Aucun flot ne traverse T

e Sj < S;+ p; dans I'ordonnancement de référence = f;;, =0

Graphe induit par le flot

Graphe de précédence augmenté des arcs (i, j) valués par p; pour chaque
flot fij > 0.

Formulation du RCAIP [A. et Briand 2009]

A partir du flot de référence f, trouver un flot f’ valide pour A dont le
graphe induit a une longueur de plus long chemin entre 0 et n+ 1 minimale
sans augmenter la valeur du flot entre deux activités de A\ I.

4
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Insertion d'une activité dans un RCPSP avec time lags

Remarque

Une position d'insertion peut &tre représentée par une coupe partielle (c, 8) du graphe induit par
I'ordonnancement de référence telle que >, jep fij > b;
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Caractérisation des insertions réalisables pour la variante

décisionnelle du RCAIP

Variante décisionnelle

Variante telle que Ciax < v, valeur de I'arc (n + 1,0) = max(l(,,41)0, —v).

Matrice des distances

@ §;; est la longueur du plus long chemin de i & j dans le graphe induit
par le flot pour une durée totale d'au plus v.

e §Y se calcule en O(n?) par I'algorithme de Floyd-Warshall.

Condition nécessaire d’existence

Il n'y a pas de solution de durée d'au plus v si le probléme de calcul de 6”
n'a pas de solution.
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Caractérisation des insertions réalisables pour la variante
décisionnelle du RCAIP

Insérer = dans («, ) peut créer les circuits suivants (a € «, b € ).

Circuits élémentaires induits par le flot

Theorem

L'insertion de = dans («, [3) est possible si et seulement si
max(Li, Lo, L3) < 0 avec L1 = maxgeq(pa + 02%,),

Ly = maXbe,B(pa: + 5},’93), L3 = maX(a,b)eaX,B(pa + Dz + 5;;(1)'
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Complexité du probléme

Theorem
Le RCAIP est NP difficile J
Preuve

@ Réduction du probléme de stable. J
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Preuve (illustration)
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

RCPSP avec écarts [;; positifs (variante d'optimisation)

Circuits créés par I'insertion et plus longs chemins 0, + 1

On considére la matrice des distances 5;” ac€a, be B

552 CA

s DA A L CY Fe oy s
(cycle 1) o535 (cycle 2) g2

5oe Pa Px Opint
(vath 3)( O~ a)—=C—= (7o)

(cycle 3)dp7

.

L'expression des plus longs chemins 0,n + 1 permet de définir des relations
de dominance entre positions d'insertion.
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Un algorithme d'insertion polynomial
Définitions

o 1o ={i € Ao =0 et 67 = 0} est I'ensemble des activités
synchronisées avec x.

o ap = {i € V\ld; =0}

° Bo=V\(vUa)

o u(a,B) ={i € aldfy + pi = maxa,ca(05 + pa)}
o v(a,B) = {ic Blog, 1) = = maxpes(d (n+1))}

o V(@) = {i € Wi5% = oo}

Algorithme O(n?m)
e Coupe initiale (o, 8) < (o, Bo)

@ Tant qu'il reste assez de capacité dans («a, 3) faire évoluer
récursivement les coupes partielles obtenues en enlevant i d'« puis

passer a la coupe suivante (o, B3) «— (a UV, B\ v).
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Exemple de RCPSP avec écarts minimaux seulement

Ry

A A
A ° ‘ 7 ‘
L Ag
As
Ag
A
ﬂ : A1o
A A
Ag
Ai\ T \l\h\ T l‘\m\
012345678 9101112
A A
Al A6 7
A
Ag
A
ﬂ t Ao
A A
Ao
A, Ay A1g
T 1 T
012345678 9101112
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Exemple d'application
Chaine d'assemblage de I'Airbus A330 MRT

Build Process at FAL AD&DC
enAC  ACon ACon

e RCPSP a date de fin imposée (takt time), objectif minimiser le
nombre maximal de ressources utilisées

@ Environ 600 taches
@ Ressources : opérateurs
@ Probléme multi-modes

[Borreguero et al., 2015,2021]
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Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

Exemple d'application : ordonnancement des expériences de
Philae sur la cométe «Tchouri»

Battery

Converterl Converterz

g

o

,L.T

N

[E—

)

Lo ro.cx
onteurrn 7
777/

.

@ RCPSP avec contraintes de transferts de données
@ Hiérarchie de ressources cumulatives a trois niveaux
@ 19 expériences, 752 tiches, 168 événements, 926 précédences,

[Simonin et al., 2012 2015]
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Programmation linéaire en nombre entiers

@ Graphe conjonctif et probléme central

© Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif
© Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

@ Le probléme a une machine

© Branch and bound pour le job-shop

@ Recherche locale pour le job-shop

@ Les extensions pratiques du job-shop

© Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

© Programmation linéaire en nombre entiers

(@ Recherche arborescente dirigée par les conflits
subsection in toc subsection in toc subsection in toc
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Programmation linéaire en nombre entiers

Familles de formulations

Compromis concernant la taille des formulations et la qualité de la relaxation

@ Formulations pseudo-polynomiales ou étendues — relaxations plus fortes,
problémes de temps et de mémoire, génération de colonnes

@ Formulations compactes — relaxations plus faibles, inégalités valides
Classification de [Queyranne and Schulz 1994] selon le type de variables:

@ Variables continues de dates de début naturelles S; et variables binaires
d’ordre strict z;;

@ Variables continues de dates d'événements t. et variables binaires a;.
d'affectation aux événements

© Variables binaires indexées par le temps x;;
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Programmation linéaire en nombre entiers

Formulations a temps continu

Min. Sn+1

s. t.

zij+zi <1 4,j€A i<j

Zij+zjn—zin <1 4,5,h €A, i #j#h)

zij=1 (i,j) € E

S;—Si+Mij(1—2i)>p; 4,j€A i#]

K —min(Fg, )z <0 (i,j €V, i #j, VkER)

ij

Yook =7 (ieV\{n+1})
JEV\{i}

Y o= (GeV\{0})
i€V\{j}

0 < ¢}y < min(Fie, k) (i,4) €V, i#n+1, j#0, i#j; kER
zij €{0,1} d,j €A i#j
0<S,<T—p; i€A i#]
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Programmation linéaire en nombre entiers

Relaxation de mauvaise qualité

e Exemple 2 taches, ES = (0,1), LS = (6,5), un ensemble critique
{1,2}, minimisation de la somme des dates de fin

Sa St
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Programmation linéaire en nombre entiers

Relaxation de mauvaise qualité

o Exemple 2 taches, ES = (0,1), LS = (6,5), un ensemble critique
{1,2}, minimisation de la somme des dates de fin
S2 3 sr
(P)minS; + S2 +5
S51>0
So>1
51 <6
52§5 SN N I
So—S51+8x>3 51
S1 =84+ 7(1—2)>2
z e {0,1} L’ensemble des solutions
réalisable du PLNE est bien Sy

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 101 /141



Programmation linéaire en nombre entiers

Relaxation de mauvaise qualité

e Exemple 2 taches, ES = (0,1), LS = (6,5), un ensemble critique
{1,2}, minimisation de la somme des dates de fin
(P)minS; +S2 +5 52 g;
S12>0
Sy >1
51 <6
So <5
Sy —51+8x>3 £483sslizss

S1—8Se+7(1—x)>2 S1

xz e {0,1}

relaxation LB=6
pb : 2 = 0.5 toujours possible
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Programmation linéaire en nombre entiers

Inégalités valides

Sa

@ Se rapprocher de conv(Sr)

@ Exemple 1: Extension des inégalités valides pour
le jObShOp [Balas 85,Applegate & Cook 1991,Dyer & SHE S1
Wolsey 1990] (half-cuts, late job cuts...)

251 4+352>9
(pi + ES; — ES;)S; + (0; + ES; — ES;) > pipj + ESipj + ES;p;

@ Exemple 2: coupes basées sur la propagation de contraintes [Demassey et
al 2005]

) - k||l
o Distances conditionnelles d?fl, difk and di]”
o Inégalités de distance liftées

Sy —Si = d 4 (@l — Az + (@ — da,
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Programmation linéaire en nombre entiers

Formulation on/off basée sur les événements

@ &: ensemble d'événements ordonnés.

@ t. > 0: date d'événement: début de tache

e Variable binaire on/off a;e =1 < [S;, Si + pi] N [te,te + 1] # 0
e Chaque tache telle que a;e = 1 est supposée couvrir [te,te + 1]

e n|&| variables binaires — formulation compacte

tp t1 2 s tz
1
1
1

01234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930

Extension des modéles sur le problémes de machines [Lasserre and Queyranne
1992, Dauzére-Pérés and Lasserre 1995], et en ordonnancement de procédés [Pinto
and Grossmann 1995, Zapata et al 2008].
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Programmation linéaire en nombre entiers

(OOE) Min. Cmax
s.t. Cmax > te + (@ie — aje—1))Pi (e €E; i€ A)
to =0
tet1 >te (e#n—1€€)
tf > te + (aie — Gje—1 — Q4f +a7l,f71 - 1)pi ((ezfvi) € 52 X A7 f >e 7é 0)
e—1
>t Ze(l—aic+aie1)) (i€Ae#0€E)
e’=0
n—1
Z ajor > e(1+ aje —aje—1) (€A e#£0€E)

e'=e

Y aie>1 (i€ A)

ecé

Gie + Y ajo <1+ (L—ai)e (e €E; (4,5) € E)

e/’=0
n—1
> rikaie <Rp (e€& kER)
=0

te >0 (e€éf)
aie € {0,1} (i€ A; e€f)

Koné et al. 2011, 2013
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Programmation linéaire en nombre entiers

Inégalités valides pour les modéles & événement

@ Relaxation également de mauvaise qualité pour le RCPSP [Koné et al..
2011]
e Améliorations par [Tesh 2020]

o Inégalités valides sur le modéle on-off
[Nattaf, Kis, A., Lopez 2019]

o Contraintes de non préemption
o Description de I'enveloppe convexe du polytope des vecteurs de type

0001110000, 00110000, 000010, etc.

Z (—1)kaiek <1 VS={eg,...,eq}, ordered subset of events
exES

o Nombre exponentiel d'inégalités mais algorithme polynomial de
séparation
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Programmation linéaire en nombre entiers

Variables indexées par le temps de type «impulsion»

@ Pour des données entiéres, St peut étre restreint a ses points entiers St
@ Variable binaire impulsionnelle z;; = 1< S; =¢, pourt € TNN

@ Nombre pseudo-polynomial de variables |A||T|

[

=

- |

H

SO0O~NOUAWN

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 106 /141



Programmation linéaire en nombre entiers

La formulation agrégée indexée par le temps (DT)

© Si =) ertmi
o At)={ic AlFre{t—pi+1,... t},zir =1}

T
(DT)Min. > tap 1
t=0
T
S.C. th]t_ztl‘lt sz (%]) S
t=0 teH

t
Z Z bigrir < B, t=0,...,7T; keR
i€V r=t—p;+1

T
Zl’it:l i€ A
t=0

zi €{0,1} i€ Ajt=0,...,T

Pritsker et al. 1969
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Programmation linéaire en nombre entiers

Retour au petit exemple, une meilleure relaxation...

(P)minS1 + S2 +5
S1=x1,1+2212+ 3213+ 4214+ 5215 + 616 . gint
So =221 + 2222+ 3223 +4x24 + 525
Sa |
T10+T11+T12+T1 3+ T4+ 15T =1
2,1 + %22+ 23+ 224+ 225 =1 T
z1,0 + 211+ 221 <1

x2,1 +x22+ 10+ 21,1 +212<1

292+ w23 +x1,1+x12+21,3<1

23+ xo4+x12+213+21,4<1
Toa+xas+x13+T14a+215 <1
Tos+x1a+T15+x16 <1
z1,: €{0,1} te€{0,...,6}
z2,: € {0,1} te{l,...,5}

S1
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Programmation linéaire en nombre entiers

Retour au petit exemple, une meilleure relaxation...

(P)minS1 +S3+5
S1 ==z1,1 +2w1,2 +321,3 + 41,4 + 5215 + 6216 .
So =221 + 2222+ 3223 +4x24 + 525 S =
T10+T11+T12+T1 3+ T4+ 15T =1 .
2,1 + %22+ 23+ 224+ 225 =1 T
z1,0 + 211+ 221 <1

Sint

[

x2,1 +x22+ 10+ 21,1 +212<1

292+ w23 +x1,1+x12+21,3<1

23+ xo4+x12+213+21,4<1
Toa+xas+x13+T14a+215 <1
Tos+x1a+T15+x16 <1
z1,: €{0,1} te€{0,...,6}
z2,: € {0,1} te{l,...,5}

S1

Dans cet exemple Sp = conv(Sr), la relaxation est idéale.
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Programmation linéaire en nombre entiers

Retour au petit exemple, une meilleure relaxation...

(P)minS1 +S3+5
S1 ==z1,1 +2w1,2 +321,3 + 41,4 + 5215 + 6216 .
So =221 + 2222+ 3223 +4x24 + 525 S =
T10+T11+T12+T1 3+ T4+ 15T =1 .
2,1 + %22+ 23+ 224+ 225 =1 T
z1,0 + 211+ 221 <1

Sint

[

x2,1 +x22+ 10+ 21,1 +212<1

292+ w23 +x1,1+x12+21,3<1

23+ xo4+x12+213+21,4<1
Toa+xas+x13+T14a+215 <1
Tos+x1a+T15+x16 <1
z1,: €{0,1} te€{0,...,6}
z2,: € {0,1} te{l,...,5}

S1

Dans cet exemple Sp = conv(Sr), la relaxation est idéale.
... on a besoin de 11 variables binaires pour 2 taches
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Programmation linéaire en nombre entiers

... pas si bon en general

|[R| =1,B=4,T =[0,30]

.\ i pi b

./ 2 5 3

@ 3 1 3

4 3 1

5 2 1

GO— 6 4 2
7 5 3

8 6 1

9 4 1

10 4 1

0123 456 7 8 91011121314151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Borne inférieure = 16.46 (17) (pas meilleur que la borne triviale)
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La formulation désagrégée (DDT)

Les contraintes de précédence peuvent étre désagrégées :

t—p; t

d mip =Y ;>0 (i,j)EE; teT
=0 =0

[Christofides et al. 1997]
o Relation logique: S; <t = 5; <t —p;

@ La matrice sans les contraintes de ressources est totalement
unimodulaire (TU).

@ La relaxation lagrangienne des contraintes de ressources préserve TU.
Calcul efficace par un algo. de flot max [Mé&hring et al. 2003]
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DDT: qualité de la relaxation

|[R| =1,B=4,T =[0,30]

i pi b
1 3 2
@ 3 1 3
4 3 1
5 2 1
6 4 2
7 5 3
8 6 1
9 4 1
10 4 1

0123 456 7 8 91011121314151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Borne inférieure = 17.14 (18) meilleur que la borne triviale
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Programmation linéaire en nombre entiers

Variantes : variables en escalier, on/off,

@ Beaucoup de variantes sont présentées comme des «nouvelles»
formulations
e En fait la plupart de ces formulations sont équivalentes (elles ont
toutes la méme projection Sy et s'obtiennent les unes a partir des
autres par des transformations non singuliéres.
o Exemple 1 : variable &;; en escalier (§;; < S; <1)

gzt Zi— =0 Tt et réciproquement Tit = Sit Elt 1
° Exemple 2 : variable on/off p;; (1ie = 1 & t € [S;, Si + pil)

Mig = ZT t—p; 41 Tir €L, réciproquement,
Tit = EL /] Hit—kp; — ZIE(:to D/l Hit—kp; —1
@ Dans [A. 2017|, les formulations proposées par [Klein 2000], [Bianco and
Caramia 2013] sont montrées équivalentes a ou moins fortes que (DDT)
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Programmation linéaire en nombre entiers

Inégalités valides

@ Inégalités valides basées sur les ensembles critiques [Hardin et a/ 2008]

e Basic inequality: >, 4 Zi:t—pﬁ-l zis <|F|—1, VFeF
o Famille plus générale, extension aux intervalles de longueur v

t t+v
2 Yo wist Y, w<|Fl-1 VFeF
i€F\{j} s=t—pitltv s=t—p;+1

o Procédure de lifting et séparation heuristique

@ Autres inégalités [Christofides et al. 1987, de Sousa and Wolsey 1997,
Cavalcante et al. 2001, Baptiste and Demassey 2004, Demassey et al 2005]
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Programmation linéaire en nombre entiers

Solution : séquence d'antichaines réalisables

0123456789 101112131415161718192021222324252627282930

’\

Ensemble d’antichaines respectant les contraintes de ressources

{41}, 41,5}, {1,8},{1,9},{1,8,9},{2},{2,4}, {3}, {3, 4}, {4}, {4, 5}, {4, 7}, {4,8}, {4, 9},
{4,8,9},{5},{5,6},{6},{6,8},{6,9},{6,8,9},{7},{7,8},{7,9}, {8}, {8,9},
{8,10},48,9,10}, {9},{9, 10},{10}}

Solution représentée:

{1} <{2,4} < {2} < {3} <{5,6} <{6,8,9} < {8,9} < {7,8} < {7} < {10}
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Programmation linéaire en nombre entiers

Formulation étendue basée sur les antichaines

Soit P I'ensemble des antichaines
@ yp; = 1 & |'antichaine P est en cours d'exécution a la période t.

e Formulation obtenue de (DDT) par décomposition de Dantzig-Wolffe,
en remplacant les contraintes de ressources par :

ZZyPt:pi i€ A p>1

PeP; teT

Z ype <1 teT

PEP

w= D ypi— Y ype120 i€ A teT
PEP; PEP;

Yar € {0, 1} PeP;te ﬁiep{ESi, R ,LSz}

ou P; C P est I'ensemble des antichaines qui contiennent la tache i.
[Mingozzi et al 1998]
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Programmation linéaire en nombre entiers

Bornes inférieures basées sur la formulation par antichaines

Couplée a la propagation de contraintes qui permet de réduire les fenétres
de temps, cette formulation donne les meilleures bornes basées sur la PLNE
pour le RCPSP.

@ Weighted Node Packing basée sur le dual de la relaxation préemptive
[Mingozzi et al. 1998]

@ Borne destructive basée sur la propagation de contraintes et la
relaxation préemptive de Mingozzi et al. résolue par génération de
colonnes [Brucker and Knust 2000, Demassey et al 2004, Baptiste and
Demassey 2004]

@ Relaxation préemptive résolue par Branch&Price. [Moukrim et al. 2013]
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Programmation linéaire en nombre entiers

Comparaison PLNE/MILP sur un probléme industriel

partiellement préemptif

@ Probléme d’ordonnancement d'activités du Laboratoire LECA/STAR du

CEA (analyse de combustible nucléaire)
@ Opérateurs multi-compétences

@ Horizon d'une semaine

@ Activités préemptives, non préemptives et partiellement préemptives

@ Comparaison PLNE indexée par le temps vs CP Optimizer [Polo et al 2020]

Table 4. Distribution of preemption types per set of instances.

Set AT | Set B1 [ Set C1
Non-preemptive 10% 10% 80%
Partially preemptive 10% 80% 10%
Preemptive 80% 10% 10%
Table 6. Results of MILP and CP models after 10 min of computation using warm start
MILP CP
Number of instances | Average time | Average | Number of instances | Average time | Average
solved to optimality | to optimality 8 solved to optimality | to optimality gap
Set Al 16 87.39 s 39 67.17 s 0.18%
Set Bl 15 154.12 s 2.69% 40 88.01s 0.15%
Set C1 0 - 9.45% 41 108.73 s 0.39%
Set DI 19 216.12 s 1.99% 40 76.14 s 0.21%
All 80 130.48 s 3.55% 160 85:27 s 0.23%
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Recherche arborescente dirigée par les conflits

@ Graphe conjonctif et probléme central

© Les problémes a ressources disjonctives et le graphe disjonctif
© Le Job-Shop, probléme disjonctif typique

@ Le probléme a une machine

© Branch and bound pour le job-shop

@ Recherche locale pour le job-shop

@ Les extensions pratiques du job-shop

© Extension du graphe disjonctif pour le RCPSP

© Programmation linéaire en nombre entiers

(@ Recherche arborescente dirigée par les conflits
subsection in toc subsection in toc subsection in toc
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Recherche arborescente dirigée par les conflits

Recherche arborescente dirigée par les conflits

@ La meilleure méthode exacte pour le RCPSP est longtemps restée celle de
[Demeulemeester & Herroelen (1997)]

e Borne inférieure «weighted node packing»

e Branchement sur les alternatives minimales de résolution des conflits.
o Mémorisation des «cutsets» (ensemble d'activités non ordonnancées
dont tous les prédécesseurs sont ordonnancées) ayant amené a un

échec et comparaison du noeud courant a la base de cutsets.

@ Les meilleurs méthodes actuelles exploitent ce type recherche dirigée par les
conflits de maniére systématique et optimisée en utilisant le principe des
solveurs SAT.
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Principe des solveurs SAT
Satisfaisabilité booléenne (SAT)

Problem

@ Variables booléennes (atome)
Formules de logique propositionnelle (CNF)
Littéraux: a,a

Clauses: (@V fVg), (@vfvyg), (@vh), (bVeVyg)

)

Solution: affectation des atomes satisfaisant toutes les clauses

Algorithmes
@ Recherche locale (GSAT, WalkSat,...)
@ Propagation
@ DPLL: Recherche arborescente + propagation unitaire

e CDCL: Conflict Driven Clause learning
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Fulizla sl S
Apprentissage de clauses dirigé par les conflits (CDCL)

issu de DPLL
@ apprentissage de clause (solveurs GRASP puis Chaff)

o Premiére compétition SAT-Solver 2002

@ Prendre des décisions
e Propagation unitaire: si a doit é&tre vrai, alors @ ne peut pas satisfaire
de clause
e aVbVcdevientbVe
@ continue jusqu'a atteindre un point fixe
@ Jusqu'a détecter un conflit (impasse)
e Extraire une clause apprise
o Effectuer un backump et propager la clause apprise

@ Heuristiques de branchement adaptative (pondération des littéraux en

conflit)
o Et aussi: redémarages, simplification de la base de clause, oubli de
clauses, etc.
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Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT

CDCL: Exemple

bVvgVvn
bV fvnVk
tVk
cVEkVvivl

cVhvnvm
cVli
dVvEkvl
dvgVvli
gVvnVo
hVoVviVvn
iV j
dvIivm
evmvVn
fVhVi



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Exemple

Q

bVgVvmn
bV fvnVk
tVk
cVEkVvivl

cVhvnvm
cVli
dVvEkvl
dVvgVvl
gVvnVo
hVoVviVvn
iV j
dvIivm
evmvVn
fVhVi



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Exemple

f
1 avfvy cVhVnvm
a—49 aVvVbVh cVli
aVe dVikVli
b7 aVviVvl dvgvi
aVkVj gVvnVo
bvd hVoViVvn
bVgVm ivj
bV fvnVk dvivm
eV k EVmMVTA
tVEViVvl fVhVi



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Exemple

f

f
a——9

R
b1k —i

bVgVvmn
bV fvnVk
tVk
cVEkVvivl

cVhvnvm
cVli
dVvEkvl
dVvgVvl
gVvnVo
hVoViVvn
iV
dvIivm
evmvVn
fVhVi



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT

CDCL: Exemple

f
|
1
a——9
— \I .

bVgVvmn
bV fvnVk
tVk
cVEkVvivl

cVhvnvm
cVli
dVvEkvl
dVvgVvl
gVvnVo
hVoViVvn
iVj
dvIivm
evmvVn
fVhVi



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT

CDCL: Exemple

—J

bVgVvmn
bV fvnVk
cVk
cVEkViVl

cVhvnvm
cVi
dVEkvl
dVvgVi
gVvnVo
hVoViVvn
iVj
dVvIivm
evmvVn
fVhVi



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Exemple

f
1 avfvyg cVhVnVm
a—49 aVvVbVh cVi
\, aVe dVkVl
b F — i — aViVvli dvgVvli
| aVkVj gVvnVo
Cgﬁk*:‘l bvd fll\/ﬁ\/j\/n
bVgVvn ivVj
d—bm bV fVvnVk dvivm
cVEk evmvVn
cVEViVl fVhVvi




Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT

CDCL: Exemple

f
;
a—— 9
RN
L \
~N 4
Fas |
d—T+m
\
! IN
E%Hﬁ—%O—%j

bvVvgVvn
bV fvnVk
cVk
cVEkViVl

cVhvnvm
cVli
dVkvVl
dVvgVvli
gVvnVo
hVoVjVvn
iVj
dvivm
evmvVn
fVhVi



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Exemple

f
a— 9 3 avbVvh cvi
\ aVe dV kvl
\ c _
\i aVvVkVvj gvnvo
cgﬁk\iﬁl \ bvd 7h,\/5\/j\/n
bvgvmn iV
i‘ N cVE evmvn
egeﬁ—ao—}jej_ cVEViVvli fVhVi
v/'

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 122 /141



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

>

n
J (hVoVjVvn)
J
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Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

>

n
J (hVoVjVvn)
J
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Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

>
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Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

f
f
— \I .
-\ \

o
|
1
ey
L/
_/
S

3 3
"

1/
—




Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

f
!
a— 9
\
B TN
- \ \
~N
A
d—m Jj
| \
N




Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

ISH
:
]
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Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

f
{ avjvg cV?anm
a—9Q avbVvh cVvi
\s aVe dVEkVli
b—h—iN"J aVivi dvgVli
\j aVvVkVvj gvnvo
C%Hk\iﬂl \ bvd iL\/?\/j\/n
bvgvmn %]
d—bm bV fVvnVk dvivm
\ tVk EVmMVT
‘L f —_ 7 - - .
egqﬁfﬁoigjgﬂL cVEViVvl fVhVi

Christian Artigues (LAAS) Ordo sous contraintes complexes 26/11/2021 125 /141



Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

f
t av /vy cVhvnvm
a—g avbVh cVl
\ aVe dVvkvl
b F — i — aVZVl avgvi
aVkVyj gVvnVo
bvd hvVoVvjVvn
bVgVvn ivj
bV fVvnVk dvivm
TV Ek EVmVna
cVEkVviVvl fVhVi
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Recherche arborescente dirigée par les conflits Principe des solveurs SAT
CDCL: Example

f B cVhVnVm
i E\/f\/g eVl
a——g aVvVbVh dV kvl
\ ave dvgVvli
b— h—i——] aViVvi gVvnVo
aVkVj hVoViVvn
bvd i\/j
bvgvmn dvivm
bV fvnVEk EVmMVA
cVEk fVRhVi
cVEkVivl VAV R
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CDCL: Example

f B cVhVnVm
i aVvfVvyg eVl
a—1 g aVvVbVh dV kvl

A ave dvgVi

b1t h—1——)]—n 2 gVvnVo
- aVkVy hVoVvjiVvn
bvd i\/j
bvgvn dvivm
bV fVnVEk EVmMmVn
cvk FVhVi
cVEkVvivli GVhViVn
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Encodage SAT d'un probléme d'ordonnancement

@ Encodage de variables booléennes (par exemple séquencement), de
variables entiéres (par exemples dates de début)

e Exemple : Order Encoding
o Un atome i, pour chaque paire (S;,v € [ES;, LS;])

S;=1: 1111

0 iz <o S; =2: 0111
Y ' S;=3: 0011

S; =4: 0001

e propagation des bornes
o Siz; <walorsz; <v+1
° /\'UE[I’*)S,,LS,;] iy Viv+1 (n-1 clauses binaires)
e Exemple : encodage des contraintes de précédence :
Sj =8 +pi <

Sj Stjsift—pi,vtEDj,t—piED]'<:>
Jt :>it,pi,Vt S Dj,t—])i S D]' =4

jt\/’it,p“vt € Dj.,tfpi € D]'
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Résultats sur les probléemes d'ordonnancement

Resultat de I'encodage SAT
@ Encodage plus efficace : mélange d'Order Encoding et de “Log Encoding”

@ [Tamura, Tanjo & Banbara 2012] : solveur (Azucar) capable de résoudre toutes
les instances ouvertes d'open shop.

@ Encodage SAT — parfois une méthode efficace!
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La génération de clauses retardée

Architecture

channeling

unit propagation

explanation

Propagators
(clause generation
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Application a I'ordonnancement

Génération retardée de clauses [Schutt et al. 2009,2011,2013] basée sur le
concept de no-good généralisé [Katsirelos & Bacchus 2005]
ESa ESp ESp, E$d7, LFo LFa, LFp

01234567 89101112

@ On cherche I'explication la plus générale possible : explication basée
sur le raisonnement énergétique.

@ Exemple :
[Sp > 1] A[Sp = 4] A [Se < 5] A[Sc =4] = [Sp > 6]

@ Autres approches de recherche arborescente guidée par les échecs :

Conflict Ordering Search [Gay et al 2015], Failure Directed Search
[Vilim et al 2015], (RQ: Pour le job-shop 2 bornes améliorées sur FDS

[Siala et al. 2015])
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Quelques comparaisons: bornes inférieures

inst BD04 LCG12 %DDT PFS FDS15 inst BD04 LCGl12 %DDT PFS13  FDS
9 1 82 85 -2.35% 29 1 96 98 -3.06%

9 3 91 99 -9.09% 29 2 123 123 -7.32% 127

95 78 81 -3.70% 82 290" 3 115 114 -1.75% 118 115
96 100 105 -4.76% 20 4 126 126 -7.14% 130

97 101 105 -2.86% 29 5 102 102 -3.92% 105

9 8 89 95 -7.37% 29 6 143 144 -9.03% 146 145
9 9 92 99 -7.07% 297 114 117 -4.27%

9 10 86 90 -3.33% 91 29" 8 96 98 -2.04%

13 1 104 105 -1.90% 107 29" 9 104 105 -4.76% 107 112
13 2 101 103 -1.94% 20710 111 111 -1.80%

13”3 82 84 -1.19% 302 67 69 -1.45%

13" 4 97 98 -3.06% 41~ 3 88 90 -4.44%

13" 5 91 92 -1.09% 93 41" 5 105 109 -7.34%

13~ 6 90 91 -1.10% 41_10 104 108 -2.78%

1377 80 83 -3.61% 45" 1 89 90 -4.44% 91

13°8 112 115 -3.48% 45" 2 134 134 -11.94% 138

1379 95 97 -2.06% 45~ 3 132 133 -6.02% 138

13710 112 114 -0.88% 45" 4 101 101 -4.95% 103

25" 2 91 95 -5.26% 45_5 99 99 -3.03% 101 100
25 4 98 106 -8.49% 45~ 6 132 -21.21% 137 133
25" 6 103 105 -4.76% 45" 7 113 113 -5.31% 117

25 7 83 88 -6.82% 458 119 119 -5.04% 123

25 8 90 95 -5.26% 96 45 9 114 -5.26% 119

25"10 99 107 -6.54% 45~ 10 102 -3.92% 107 105

BD04 [Demassey&Baptiste 04] CP&CG; LCG12: [Schutt et al 13] (Lazy clause generation)
PFS13: [Moukrim et al 13] Preemptive feasible subset formulation solved by B&P

FDS: [Vilim et al 15] Failure directed search
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Que

Instances Formulations XInteger %Opt XGap

ques comparaisons: résolution exacte

%ACPM  Time Opt (s)

KSD30 DDT
DT
FCT
OOE_Prec
OOE
SEE
MCs

BL DDT

KSD15.d OEE_Prec
FCT
OEE
SEE
DT
DDT
MCS

PACK.d OEE
OOE_Prec
FCT
SEE
DT
DDT
MCs

Christian Artigues (LAAS)

91

86
67
46
33
31

100
100
54
49
21

998

=}

icoaNa

YRNERIB

poocwuyy

047
0.55
0.16
1.69
1.22
024
0.00

1.08
049
325
2.89
1.28

0.00

0.00
0.00
7.26
7.9
6.14
12.81
0.00

0.00
0.02
0.01
0.15

0.00
0.00

1.26
1.62

0.00

0.00

891
674
376
1365
700
061
1148

19902
20358
22719
23129

1449

14981

3240
3240
4030
4165
3064
2996
3240

1002
902
10.14
986
431
263
10.18

12013
11756
000
000

5059

1045
1276
2266
5231
11262
12362
739

6339

@ MCS [Laborie 2005] (MFS-based CP)
fre @ LCG [Schutt et al 2013]

6178

KSD30 PACK BL KSD15 d PACK d
- LCG 100 70.91 100 100 67.27
= MCS 82 25 100 100 38
- MIP 97 76 100 94 18
31058 (bbT) (DDT) (DDT) (FB) (OOE)
329 @ KSD30 instances fortement disjonctives
feas @ PACK,BL instances fortement cumulative
ot @ KSD15_d : durées modifiées
1210
= @ PACK d : durées modifiées
7558
5435
6088
21508
7;34
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